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Аннотация. В настоящей работе доказаны асимптотически точные оценки для резисторных расстояний в не­
которых семействах графов Кэли при условии, что функция роста является как минимум субэкспоненциальной, 
а диаметр либо обратная величина к спектральному пробелу полиномиальны по степени графа.
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Abstract. In the present paper, we prove asymptotically exact bounds for resistance distances in families of Cayley 
graphs that either have a girth of more than 4 or are free of subgraphs K 2t, assuming that the growth function is at 
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Рассмотрим произвольный связный неориентированный граф G = (V, E ), где V -  множество 
вершин, E -  множество ребер. Для любых двух различных вершин u, v eV  определим время свя­
зи C uv как ожидаемое число шагов, за которое случайное блуждание из вершины u впервые до­
стигнет вершины v и вернется обратно в вершину u. Резисторным расстоянием (или, кратко, со­
противлением) Ru ,v между вершинами u, v e V  называется величина —û  [1]. Отметим, что рези-

2 1 E I
сторное расстояние может быть определено на основе законов Кирхгофа и Ома как сопротивление 
между вершинами u и v в электрической цепи, соответствующей графу G, где каждому ребру 
соответствует резистор с единичным сопротивлением [2].

Известны точные формулы для вычисления сопротивления, использующие матрицу Лапласа 
L = D -  A графа [3], где D -  диагональная матрица, состоящая из степеней вершин графа, A -  ма­
трица смежности графа. Однако при исследовании асимптотического поведения сопротивлений 
в больших графах со сложной структурой матрицы Лапласа, таких как экспандеры или графы 
Кэли на симметрических группах, использовать эти формулы не представляется возможным.

Пусть Г -  конечная группа, T -  ее непустое подмножество, не содержащее единицы и такое 
что T = T4 , т. е. t -1 e T для любого t e T . Графом Кэли Cay(r, T) группы с порождающим множе­
ством T называется неориентированный граф, у которого множество вершин совпадает с множе-
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ством элементов группы Г, а две вершины s, t е Г соединены ребром тогда и только тогда, когда 
s~lt е Г. Отметим, что любой граф Кэли конечной группы является вершинно-регулярным. 
Графы Кэли широко применяются при проектировании топологий компьютерных сетей, в ана­
лизе скорости распространения информации в сети, для построения кодов, корректирующих 
ошибки, и стойких хэш-функций [4; 5].

Пусть G = Cay (Г, T) -  граф Кэли конечной группы. Функция роста V(G, р) этого графа Кэли 
определяется как число вершин графа G, находящихся на расстоянии (кратчайший путь в гра­
фе), не превосходящем р, от единичного элемента группы. Положим j(G , k ) = inf{p | V (G, р) > k}.

Мы будем рассматривать семейства графов Кэли Gn = Сау(Гп, T), n е N, над конечными груп­
пами Г , удовлетворяющие следующему условию.

Условие A.
Лу для любого n е N граф Gn либо двудольный и не содержит подграфов K 2,t (t > 2 не зави­

сит от n), либо имеет обхват g n > 4;
Л2: существуют положительные постоянные C и m, такие что для любых натуральных р 

и n выполнено неравенство V(Gn, р) > C(exp р m), где V -  функция роста графа Gn;
Л3: существуют положительные постоянные Л и k, такие что неравенство

min{diam(Gn), 1/ s  n } < Adkn

верно для любого n, где dn и s n -  соответственно степень вершины и спектральный пробел, т. е. 
наименьшее положительное собственное значение матрицы Лапласа графа Gn. 

Изопериметрической постоянной графа G = (V, E ) называется величина

и г л  • |dS | h(G) = m in---- L,
|S | ’

где dS -  граница множества S с  V , а минимум берется по всем подмножествам S с  V при
| V |0 < | S | < . Границу можно определить двумя способами: вершинная граница dVS  -  это мно­

жество вершин из V  \ S , для каждой из которых существует смежная ей вершина в S; реберная 
граница dES -  это множество ребер графа, один из концов которых лежит в S, а другой в -  V  \ S . 
В зависимости от определения границы изопериметрическая постоянная может быть вершин­
ной hV(G) или реберной hE(G).

Естественно ожидать, что в семействах графов с хорошей связностью (т. е. в таких, где меж­
ду любыми двумя вершинами существует большое количество непересекающихся путей) сопро­
тивление будет зависеть главным образом от ребер, выходящих из вершин и и v, а именно, верно 
асимптотическое равенство Ruv =©(1/ d (и) + 1/ d (v)), где d(u) и d(v) -  степени вершин и и v. 
Одним из классов графов, для которых это предположение подтверждается, являются экспанде­
ры (семейства графов с ограниченными степенями и ограниченными снизу универсальной кон­
стантой изопериметрическими постоянными) [1].

Графы Кэли на симметрических группах, вообще говоря, не являются экспандерами, но име­
ют перед ними ряд преимуществ: наличие симметрии, простых способов генерации и представ­
ления в памяти компьютера. Кроме того, эти графы допускают построение простых алгоритмов 
маршрутизации, что позволяет эффективно использовать их в компьютерных сетях [6].

В настоящей работе обобщаются методы и результаты работы [7], где была получена оценка 
c C

< RU ,v < ЦТ сопротивления в семействах графов Кэли на симметрических группах для про-1 s
извольного положительного s. Доказательство основано на оценках реберных границ множеств. 
Кроме того, сопротивления оценивались с помощью спектрального анализа и анализа непересе-

кающихся путей. Анализ спектра матрицы Лапласа позволял получить оценку ©f  1 > для гра-

фов с достаточно большим спектральным пробелом, исследование же непересекающихся путей 
давало довольно грубую оценку, поскольку слишком многие ребра не учитывались. В данной 
работе результат улучшается за счет использования вершинных границ вместо реберных и та­
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ких характеристик графа, как функция роста и отсутствие определенных подграфов, позволяю­
щих более точно оценить границу для множеств определенной мощности. Основным результа­
том данного сообщения является следующая теорема.

Т е о р е м а. Пусть семейство G , n е N, графов Кэли над конечными группами удовлетворя­

ет условию А. Тогда для этого семейства выполняется равенство Ruv = ©( 1 > для любой пары
вершин и и v.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для получения нижней оценки сопротивления воспользуемся следу­
ющим принципом монотонности.

П р е д л о ж е н и е 1 [2]. Во взвешенном неориентированном связном графе для любых двух 
вершин u, v е V сопротивление Ru,v между ними не увеличивается при добавлении ребер и умень­
шении реберных сопротивлений.

Согласно этому принципу, мы можем считать, что все ребра, кроме выходящих из и и v, име­
ют нулевое сопротивление. Полученная схема эквивалентна графу из 3 вершин, где все верши­
ны, кроме и и v, заменены одной вершиной w. В полученном графе существует несколько ребер, 
соединяющих w с и и v, и, возможно, ребро (u, v). Если последнего ребра нет, то сопротивление 
не меньше, чем 2 / d n. В противном случае оно не меньше, чем 2 / (dn +1).

Перейдем к получению оценки сверху для сопротивления Ru ,v. Легко видеть, что выполня­
ются неравенства

hv (G) < hE (G) < dhy (G)

в d-регулярном графе G. Тогда из [9, Глава 1] следует, что
s

hv (G) > — . 
2d (1)

Важным инструментом для получения явной оценки сверху на Ru,v является следующее 
предложение.

П р е д л о ж е н и е 2 [7; 9]. Пусть G -  конечный граф, Ru,v -  резисторное расстояние между 
вершинами и и v. Тогда

Ru,v < 4(Lu + Lv X
где

|_log2lGU Г 1 | A |
L = X

k=1
max <

A e X  k (w) |dvA l |dv A l
w e V ,

где X k(w) -  множество всех подмножеств вершин A графа G, такое что w е A, подграф G, по­
рожденный множеством A, -  связный, | G | 2-(k+1) < | A | < | G | 2-k.

Основная идея -  оценить слагаемые из предложения 2, разбив множества A на «большие», 
«средние» и «малые» в зависимости от их мощности. Будем называть множество «большим», 
если | A | > K 2 , «средним» -  если К 1 < l A | < К 2 и «малым» — если | A | < .К̂ , где постоянные 
к  1 < K 2 < \Vn | / 2 зависят от графа. Для «больших» множеств мы используем часть условия A3 
и изопериметрическое неравенство (1), для «средних» -  оценку вершинной границы через функ­
цию роста и условие A2. Для «малых» множеств будем оценивать мощность границы, основыва­
ясь на максимальном возможном числе ребер в графе, не содержащем подграфов определенного 
вида [10, Глава 10], используя при этом условие A1.

В дальнейших рассуждениях M  обозначает универсальные положительные константы, не за­
висящие от n, а e -  достаточно маленькую положительную константу. Эти константы могут ме­
няться от выражения к выражению.

Для «больших» A мы используем неравенство (1) или неравенство | dvA | > 1

[11]. Из них следует, что
4diam(Gn)

| dv A | > max<̂ 1
2dn 4diam(Gn)
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Теперь мы можем заключить, что верна следующая оценка:
1

\дуЛ\ \ду А\
< M < M

max< d„\A\
(2)

2dn ’ 4diam(Gn)

при | A | > ^min j4у-, 16diam(Gn)21

Рассмотрим «средние» | A | < K 2.
Из доказательства теоремы 6.20 в [12, Глава 6] следует, что для любого множества A с  У 

в графе Кэли конечной группы верно неравенство

1/(1-e)
= K2.

ду A \ 1

Комбинируя его с условием A имеем

| д у A | >

2j(G, 2 | A |)

>
2j(Gn, 2 1 A |) M  (In 2 \ A \ )1/m (3)

Либо 1 / cn, либо diam(Gn) полиномиально по dn, а значит «средние» A тоже имеют полиноми­
альную по d мощность. Это значит, что знаменатель в правой части (3) не больше чем
M  (ln d n )1/m, и мы имеем неравенство

дуA | >-
M  (In d n)1/m

из которого получаем
| A |

\ д у A \ \ дуA \
< M  (In d n)1/m

< M
dn\A\

(4)

для | A | > d1/(1-e) (ln dn )1/(m-me) = K1.
Наконец, перейдем к «малым» A, т. е. | A | < K 1.
Пусть G -  двудольный и не содержит K 2,t-подграфов. Из теоремы 10.2.4 [10] следует, что

3/2двудольный граф с долями m1, m2 и без K 2,t имеет не более чем у  (t -1)m2 (m1 -1) + m 2 < M  \ A \ 
ребер. В то же время должно существовать больше \ A \ d n /2  ребер, хотя бы один конец которых 
лежит в A. Таким образом, больше чем \ A \ d n /2  -  M  \ A \3 2 ребер связывают A с вершинной гра­
ницей дуA (другими словами, принадлежат дEA). Рассмотрим подграф (A1 и д уA,дЕA) графа 
Gn, где A1 подмножество множества A, состоящее из вершин графа G инцидентных ребрам из 
множества дe A. Этот подграф тоже двудольный и не содержит K 2,t , поэтому в нем не более 
чем (\ дУA \-1)V( t - 1)\ A \ + \ A \ ребер. Тогда | A | d„ /2  -  M |A |3/2 < (| д у A | -1)^/(t -1) | A | + |A |. 
Учитывая, что | A | < K1, мы получаем оценку на д у A :

1/2дУA | > M dn | A |
Это позволяет нам оценить сумму

1 M M
д у A \ d2 d„ \ A 11/2 (5)

\ д уA\ \ду ; .........................
где | A | < K1.

Теперь рассмотрим случай, когда g n > 4. Пока нас интересуют множества A мощности 
dn1/2+s< |A |<  K 1. Поскольку g n > 4, граф Gn = (уп, En) не содержит K 2 2. Теорема 10.2.2 [10]
гласит, что в этом случае | En | < (1 + ̂ J4 1 уп | -3) | уп | . Рассматривая подграф, состоящий из A 
и ду A , получаем, что в нем не более чем

^(1 + /4  \ A + дуA \ -3 )\ A + дуA \ <M  \ A + дуA \3/2

ребер. Согласно лемме 4.9 из [4], имеем
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de A | > (dn -  2[A]2/(gn-2)) | A | > (dn - M dG+4s)/(gn-2)) | A | >M dn | A | .

Это означает, что | dvA \ > M  | A |. Таким образом, упомянутый подграф содержит максимум

M  | дVA |3 2 ребер. С другой стороны, в этом подграфе есть хотя бы 1 А 1 d n ребер. Итак, 
I А I d  2

M  | dVA  |3/2> n и | дvA | >M (| А | d n)2/3 >M dn | А\в .
V 2

Перейдем к случаю А < d„ s. В таких множествах вершина v из А смежна хотя бы с Mdn 
вершинами из dvA. Возьмем еще одну вершину и из A. Если для v и и существует более одной 
вершины из дvA, с которой они обе смежны, в графе содержится K 2,2. Но мы рассматриваем 
графы c g n > 4, следовательно, вершины v и и имеют не более одной общей смежной в dv A 
и в сумме у них не меньше 2Mdn — соседей в д vA. Применяем те же рассуждения для осталь­
ных вершин A и получаем, что вершинная граница этого множества содержит хотя бы 
Mdn + M dn — 1 +... + M dn — \ А \ +1 > M dn \ А \ вершин.

Подводя итог, в обоих случаях имеем

|A| 1 < . M  ,,, + ^ —  <—M  (6)
| дvА |2 | дVA | d 4/3 | А |1/3 d„ |А |e< d„ | А |

для \ A \ < Ki.
Теперь мы можем оценить сумму из предложения 2. Из неравенств (2), (4) и (5) или (6) следу- 

Mет, что Ru,v < — . Учитывая нижнюю оценку, можем утверждать, что Ruv =©
d n

( 1 >. Теорема
V n )доказана.

В качестве приложений доказанной теоремы, рассмотрим следующие графы Кэли на симме­
трических группах S :

1. SS (star Cayley graph): порождающее множество состоит из транспозиций
{(1, 2), (2, 3), ..., (1, n)};

2. PSn (pancake Cayley graph): порождающее множество -  это множество

{(1,i), (2, i — 1),..., |_(/ + 1) / 2 J (i + 1) / 2] \ 2 < i < n};

3. BSn (bubble-sort Cayley graph): порождающее множество состоит из транспозиций
{(1, 2), (2, 3), ..., (n-1, n)};

4. TSn (transposition Cayley graph): порождающее множество состоит из всех возможных транс­
позиций.

Приведем характеристики перечисленных классов графов -  степень, обхват, спектральный про­
бел, которые могут быть найдены в [4; 7; 13-15]: 1) d n = n — 1, g n = 6, s n = 1, diam( SSn) = [3(n — 1) / 2 J 
для SSn; 2) d n = n — 1, g n = 6, s n = 1, diam(PSn) < 5(n +1)/3 для PSn; 3) d n = n — 1, g n = 4,

(n — 1) n
s  n = 2 — 2 cos I I для BSn; 4) gn = 4, s n = n для TS

n ) 2
П р и м е р 1. Пусть Gn = PSn, n > 3. Так как s n = 1, то выполняется условие A3. Рассмотрим

а его диаметр не пре­

и следователь-

функцию роста на PSn. Этот граф обладает рекурсивной структурой [14 

вышает 5(n +1) /3. Таким образом, шар радиуса р содержит PS для к =
но, V(Gn, р) > Ce^ , т. е. верно условие A2. Поскольку g n = 6, условие A1 также выполняется. По

3 Р  — 1

теореме настоящей работы Ruv = © 1 для семейства PS .
V n )

П р и м е р 2. Пусть Gn = BSn, n > 3. Эти графы двудольные и не содержат K 2,3 [14]. 
n(n — 1)Диаметр графа равен

2
поэтому шар радиуса р содержит BSk при к = |_VPJ, т. е. 

V(Gn, Р) > I л/р I! > Ce ̂  Таким образом семейство BS удовлетворяет условию A Тогда по тео-L J . 1 n
реме в данном семействе Ruv = ©

V n )
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П р и м е р 3. Рассмотрим семейство Gn = SSn при n > 3. Это семейство удовлетворяет усло­
вию A. Действительно, SSn -  двудольный и не содержит K 2,4, а его диаметр равен |_3(n — 1) / 2J . 
Этот граф обладает рекурсивной структурой, поэтому шар радиуса р содержит подграф SS, на

Г f  1  ̂ k|_2р/3_|! вершинах и V(Gn,р )> C ^ p и согласно теореме, Ruv = © для семейства SS .
V n

П р и м е р 4. Рассмотрим семейство Gn = TSn при n > 3. Оно удовлетворяет условию A: TSn -  
двудольный, свободный от K 2,4 граф [14] с диаметром n -  1. Этот граф также обладает рекурсив­
ной структурой, и шар радиуса р содержит подграф TSр+1. Тогда V(Gn, р) > Ceр и, согласно

теореме, Ruv = © 1 для семейства TS .
V n

З а м е ч а н и е. Из принципа монотонности следует, что верен аналог теоремы для взвешен­
ных графов, реберные сопротивления в которых ограничены снизу и сверху независимыми 
от n положительными постоянными а и b соответственно.
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