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ПОЯСНИТЕЛЬНАЯ ЗАПИСКА 

 

Настоящий  электронный  учебно-методический  комплекс  (ЭУМК) раз-

работан  в  соответствии  с образовательным  стандартом первой  ступени выс-

шего образования для специальности 6-05-0533-09  «Прикладная математика»  

и  предназначен  для  информационно-методического  обеспечения  преподава-

ния  дисциплины  «Уравнения математической физики»    для  студентов  дан-

ной специальности. 

ЭУМК включает в себя разделы «Пояснительная записка», «Теоретиче-

ский раздел» (краткий курс лекций), «Практический раздел» (материалы к ла-

бораторным занятиям), «Раздел контроля знаний» и «Вспомогательный раздел» 

«Пояснительная записка» содержит аннотацию и краткую информацию об 

ЭУМК. 

«Теоретический раздел» представляет собой краткий курс лекций, охваты-

вающее все разделы учебной программы.  

В «Практическом разделе» содержатся материалы к лабораторным заняти-

ям (задачи с разбивкой по темам) и соответствующие задания для самостоя-

тельной работы. 

В «Разделе контроля знаний» представлены примерные варианты заданий 

по управляемой самостоятельной работе студентов, а также вопросы к колло-

квиуму и варианты контрольной работы. 

«Вспомогательный раздел» содержит рекомендуемую по курсу литературу 

и электронные ресурсы. 

ЭУМК не предъявляет специальных требований к системе. Для работы с 

ним необходим компьютер или портативное устройство, на котором установле-

но приложение для просмотра PDF-документов (например, Adobe Acrobat 

Reader). 

ЭУМК представлен в виде двух документов: 

– сопроводительный документ; 

– непосредственно электронный учебно-методический комплекс. 

Круг вопросов, относящихся к математической физике, чрезвычайно ши-

рок. Возникающие при этом математические задачи содержат много общих 

элементов и составляют предмет математической физики. Метод исследования, 

характеризующий эту отрасль науки, является математическим по своему су-

ществу, и хотя постановка задач математической физики, будучи тесно связан-

ной с изучением физических проблем, имеет специфические черты, следует от-

метить, что предмет «Уравнения математической физики» является важной со-

ставляющей общего математического образования. Многие задачи математиче-

ской физики приводят к дифференциальным уравнениям с частными производ-

ными. Наиболее часто встречаются дифференциальные уравнения 2-го порядка. 

Программа курса ограничена изложением аналитических методов решения за-

дач для линейных дифференциальных уравнений второго порядка на примере 

классических уравнений теплопроводности, колебаний струны, Лапласа и дру-

гих уравнений. 
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 Цели и задачи учебной дисциплины: 

Цель учебной дисциплины «Уравнения математической физики» – полу-

чение студентами навыков математического моделирования физических про-

цессов с использованием уравнений с частными производными.  

Образовательная цель: формирование составной части банка знаний, 

получаемых будущими специалистами в процессе учебы и необходимых им в 

дальнейшем для  успешной работы.  

Развивающая цель: формирование у студентов основ математического 

мышления, изучение алгоритмов исследования разрешимости прикладных за-

дач. 

Задачи учебной дисциплины: 

1. Освоение методов решения и исследования краевых задач для диффе-

ренциальных уравнений с частными производными; 

2. Математическое моделирование естественнонаучных процессов. 

Место учебной дисциплины в системе подготовки специалиста с выс-

шим образованием. 

Учебная дисциплина «Уравнения математической физики» относится к 

дисциплинам государственного компонента и входит в модуль «Математиче-

ское моделирование». 

Содержание учебного материала учебной программы тесно связано с со-

держанием ряда учебных дисциплин, изучаемых на младших курсах,  в том 

числе «Математический анализ», «Основы высшей алгебры», «Дифференци-

альные уравнения». 

 Связи с другими учебными дисциплинами: учебная дисциплина 

«Уравнения математической физики» тесно связана с учебными дисциплинами 

«Математическое моделирование в естествознании», «Численные методы ма-

тематической физики», «Функциональный анализ и интегральные уравнения». 

 

Требования к компетенциям 

Освоение учебной дисциплины «Уравнения математической физики» 

должно обеспечить формирование следующей специализированной компе-

тенции: 

Решать задачи дифференциального и интегрального исчисления, исполь-

зовать методы дифференциального исчисления при построении и исследовании 

математических моделей естественнонаучных процессов. 

В результате освоения учебной дисциплины студент должен:  

знать: 

 классификацию и методы приведения к каноническому виду уравнений 

второго порядка с двумя и многими независимыми переменными; 

 методы решения и обоснования корректности задачи Коши для уравне-

ния колебания струны и уравнения теплопроводности; 

 постановку и методы решения смешанных задач для уравнений гипер-

болического и параболического типа; 
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 постановку и методы решения краевых задач для уравнений эллиптиче-

ского типа; 

уметь: 

 приводить к каноническому виду уравнения второго порядка; 

 решать задачу Коши для волнового уравнения и уравнения теплопро-

водности; 

 решать смешанные задачи для уравнений колебания струны и тепло-

проводности; 

 решать краевые задачи для уравнения Лапласа и Пуассона. 

иметь навык: 

 владения методами математического моделирования; 

 владения основными методами исследования Задачи Коши для диф-

ференциальных уравнений с частными производными; 

 применения основных методов  исследования граничных задач для 

дифференциальных уравнений с частными производными; 

         использования аппарата дифференциальных уравнений с частными 

производными для проведения математических и междисциплинарных иссле-

дований. 
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1. ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ РАЗДЕЛ 
 

1.1. Классификация уравнени 

 

1.1.1. Основные понятия об уравнениях с частными производными 

 

Уравнения с частными производными. Рассмотрим  -мерное евклидово 

пространство . Точка x


 имеет координаты , то есть 

. Пусть -область в пространстве .  Зададим функ-

цию , зависящую от  независимых переменных 

  и определенную в каждой точке . Область  может совпа-

дать со всем пространством. 

Частной производной первого порядка  от функции  по переменной 

 в фиксированной точке  называется предел 

 

 

                      . 

   

Если предел существует  в каждой точке , то функция  называется 

дифференцируемой в области    по переменной  , а функция   является 

функцией, определенной в каждой точке . 

Частные производные более высокого порядка определяются по индук-

ции: 

 

       - производные второго порядка; 

 

 - производные третьего порядка и т. д. 

 

В теоретических исследованиях, как правило, рассматривают не отдельные 

функции в области , а множества функций, удовлетворяющих определенным 

свойствам гладкости, то есть дифференцируемости.   

Определение 1.1. Множество функций  называется пространством 

 раз непрерывно дифференцируемых функций в области . Функция 

, если  определена и непрерывна в области  и существуют 

всевозможные частные производные 
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до порядка  включительно, которые определены и непрерывны в области . 

-пространство любое число раз непрерывно дифференцируемых функ-

ций в области .  

Пространство  линейное, так как для  ,  функция 

 для  произвольных  постоянных , . 

В частном  случае   - пространство непрерывных 

функций. 

Часто рассматривается более узкое пространство  - пространство 

всех ограниченных непрерывных функций , имеющих ограниченные и не-

прерывные производные до порядка  включительно в области . 

Рассмотрим произвольную функцию , за-

висящую от  независимых переменных. Будем предполагать, что суще-

ствуют непрерывные частные производные , причем . 

Определение 1.2. Дифференциальным уравнением с частными производ-

ными относительно неизвестной функции  называется отношение 

 

                          .                              (1.1) 

 

Введем сокращенное обозначение ,  где  - диф-

ференциальный оператор, действующий на функции  и преобра-

зующий их в элементы пространства непрерывных функций, то есть 

. 

Определение 1.3. Классическим решением уравнения (1.1) в области  

называется функция , которая при подстановке в отношение (1.1)  

обращает его в тождество на множестве .               

Как видно, в уравнение (1.1) входит производная от функции  наиболь-

шего порядка . Целое число   называется порядком уравнения (1.1), то есть 

. 

Уравнение вида 

 

                                                        ,      , 
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называется  линейным дифференциальным  уравнением с частными производ-

ными, если для дифференциального оператора  выполнены условия линейно-

сти: 

 

                       ,                       (1.2) 

 

                       .                    (1.3) 

 

Утверждение 1.1. Любое линейное уравнение с частными производными 

порядка  имеет вид 

 

                       ,               (1.4) 

 

    где коэффициенты . 

Доказательство. Пусть уравнение (1.1) линейное, тогда выполняется 

условие (1.2), то есть              

. 

 

Продифференцируем это тождество по параметру  , тогда  

 

                    
 

+ . 

 

Полагая , получим выражение для линейного дифференциального 

оператора: 

 

. 

 

Это означает, что линейное уравнение представляет собой сумму частных 

производных с непрерывными коэффициентами. Очевидно, что условие (1.3) 

также выполнено.  

Если в уравнении (1.4) , то уравнение называется однородным, в 

противном случае  - неоднородным. 

Запишем уравнение (1.4) сокращенно, используя мультииндекс. Муль-

тииндекс – это вектор , где  - целые  неотри-цательные 

числа, . Обозначим дифференциальные операторы 
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                         , 

 

тогда  уравнение (1.4) примет вид 

 

                                        . 

 

Производные от функции  порядка  входящие в уравнение (1.4), назы-

ваются старшими производными, остальные производные называются млад-

шими производными.  

Часть линейного уравнения 

 

, 

содержащая все старшие производные, называется главной частью уравнения. 

Как правило, на практике изучают более узкие классы линейных диффе-

ренциальных уравнений.  Наиболее важным  с точки зрения приложений явля-

ется класс уравнений второго порядка  с  независимыми переменны-

ми, которые можно записать в общем виде: 

 

                ,     (1.5) 

 

где  коэффициенты . 

В случае плоскости   рассмотрим класс уравнений второго порядка 

 с двумя независимыми переменными . Введем специальные 

обозначения независимых переменных , тогда 

 

 
 

                               ,                   (1.6)                              

 

где  - заданные функции двух переменных;  

- неизвестная функция. 

Главная часть уравнения (1.6) 

 

                          .                                 (1.7) 

 

Поставим в соответствие главной части (1.7) полином по переменным 

, используя правила соответствия 
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, 

 

  тогда выражению (1.7) будет соответствовать  полином  

 

                     ,                   (1.8) 

 

где  . 

Полином (1.8) называется характеристическим полиномом для уравнения 

(1.6). Характеристический полином используется для классификации уравне-

ний. 

Классификация линейных уравнений второго порядка с двумя независи-

мыми переменными. Для классификации уравнений (1.6) построим вспомога-

тельную функцию , называемую  дис-

криминантом  уравнения. 

Определение 1.4. Тип уравнения определяется следующим образом. 

Если , то уравнение (1.6) называется  уравнением   гиперболическо-

го типа в точке . 

Если , то уравнение (1.6) называется  уравнением   эллиптического  

типа в точке . 

Если , то уравнение (1.6) называется  уравнением   параболического  

типа в точке .  

В случае, когда знак дискриминанта сохраняется  во всех точках области 

, то уравнение является соответственно гиперболическим, эллиптическим и 

параболическим во всей области . Если  в ,  

в ,  в , то уравнение (1.6) называется уравнением смешанного типа в 

области . 

Приведем примеры уравнений с частными производными, имеющих опре-

деленный физический смысл. 

1) Уравнение колебаний струны (гиперболическое уравнение): 

 

, 

 

где  - пространственная переменная,  - временная переменная, 

. 

2) Уравнение Лапласа (эллиптическое уравнение): 

 

, 
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где  - пространственные переменные. 

3) Уравнение теплопроводности (параболическое уравнение): 

 

 
 

4) Уравнение Кортевега-де Фриза (нелинейное уравнение): 

 

. 

 

Системы уравнений с частными производными. Рассмотрим  неизвест-

ных функций , ,…,  и  вспомогатель-

ных функций , ,…, , облада-

ющих свойствами аналогичными  свойствам функции  из соотношения (1.1). 

Определение 1.5. Системой дифференциальных уравнений с частными 

производными относительно  неизвестных функций  назы-

ваются  уравнений 

 

, 

 

                                ,                     (1.9) 

. . . 

. 

  

Система уравнений (1.9) линейная, если 

 

, 

 

где  - линейные дифференциальные операторы порядка 

. 

Запишем линейную систему  из двух уравнений, содержащих две неиз-

вестные функции с двумя независимыми переменными, положив 

. В случае уравнений первого поряд-

ка  имеем систему 
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, 

 

                          .               (1.10) 

 

В матричной записи система (1.10) принимает вид  

 
 

где матричный дифференциальный оператор 

 

, 

 

,     - вектор-столбцы. 

 

Для классификации систем (1.10) выделим главную часть системы: 

 

. 

 

Далее сопоставим главной части  характеристическую матрицу, сопоста-

вив : 

 

. 

 

Вычислим  характеристический полином  системы 

 

, 

 

где ,  ,  

 . 

Классификация систем (1.10) производится с помощью дискриминанта 

 характеристического полинома по  аналогии с классификаци-

ей уравнений (1.6) (См. определение 1.4). 
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      Пример 1.1. Приведем важную для теории аналитических функций ком-

плексного переменного эллиптическую систему Коши-Римана. 

 

, 

                                                                                                                             (1.11) 

, 

для которой характеристическая матрица , характеристический 

полином , а дискриминант .  

Пример 1.2. Рассмотрим систему двух уравнений с постоянными коэффи-

циентами 

 
 

 
 

Разрешим ее относительно производных  и , тогда 

 

 

, 

 

, 

 

. 

Дифференцируя первое равенство по , а второе по , и вычитая из перво-

го равенства второе, получим дифференциальное уравнение второго порядка 

для неизвестной функции : 

 

 
 

где коэффициенты , ,  совпадают с коэффициентами характеристиче-

ского полинома системы уравнений. Аналогичное уравнение получим для 

функции . Отсюда следует, что тип уравнения для функции  (или ) совпада-

ет с типом исходной системы уравнений. 
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1.1.2. Замена независимых переменных в уравнениях второго порядка 

с двумя переменными 

 

Рассмотрим в области  уравнение с частными производными второ-

го порядка  (1.6): 

 

                            (1.12) 

 

где для сокращения записи уравнения введены обозначения производных 

 

                   . 

 

Будем считать, что коэффициенты  уравнения (1.12) достаточно гладкие 

действительные функции, для определенности пусть . Будем счи-

тать также, что  в области . 

Поставим задачу об упрощении уравнения (1.12). Одним из способов 

упрощения уравнений является замена независимых переменных. Перейдем в 

уравнении (1.12) от независимых переменных  к новым независимым пере-

менным  с помощью невырожденного преобразования 

 

                                                                                                        (1.13) 

 

где заданные действительные функции . 

Преобразование (1.13) невырожденное в области , если определитель 

(якобиан), составленный из частных производных первого порядка, 

 

                                                                                                   (1.14) 

 

 в любой точке . 

  Из условия (1.14) следует, что  в любой точке 

области . По определению . 

Запишем дифференциальное уравнение (1.12) в новых переменных , 

вычисляя производные, входящие в уравнение 

 

                                  ,      ,                        (1.15) 
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. 

 

Аналогично вычислим 

 

, 

  

. 

 

Подставив найденные выражения в (1.12), получим уравнение с частными 

производными в новых переменных: 

 

                            (1.16) 

 

где новые коэффициенты уравнения рассматриваются как функции переменных  

 и определяются формулами 

 

,      , 

 

                          ,                       (1.17) 

 

. 

 

Утверждение 1.2.  При невырожденном действительном преобразовании 

(1.13) тип уравнения (1.12) сохраняется. 

Доказательство. Определим тип уравнения (1.16), вычислив дискрими-

нант  с учетом формул (1.17). Получим 

 

                                 .                                     (1.18) 

 

Таким образом,  знак дискриминанта  уравнения (1.12) совпадает со зна-

ком дискриминанта  уравнения (1.16).   

Поставим задачу о нахождении функций  и  таких, чтобы преобразо-

ванное уравнение (1.16) приняло наиболее простой вид. С решением этой зада-

чи  тесно связано обыкновенное дифференциальное уравнение 
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                                                                                             (1.19) 

 

называемое характеристическим уравнением  исходного уравнения (1.12). 

Уравнение (1.16) упростится, если положить  

 

, 

                                                                                                                                (1.20) 

                                    . 

            

Заметим, что соотношения (1.20) – это одно и то же уравнение, но запи-

санное для функций  и . Поэтому рассмотрим в области   нелинейное урав-

нение с частными производными первого порядка 

 

                               ,                               (1.21) 

 

где  - неизвестная функция.  

Уравнение (1.21) называется уравнением характеристик. 

Если удастся найти два решения уравнения (1.21)  и 

, то тем самым будет найдено преобразование (1.13), упрощающее 

уравнение (1.16). 

Определение 1.6. Функция  называется 

первым интегралом  в области  уравнения  

 

                                              ,                                                            (1.22)      

 

если на любом решении  этого уравнения функция   по-

стоянна, то есть имеет место равенство  

 

, 

 

где постоянные  могут различаться для разных решений уравнения (1.22). 

Первым интегралом также называют соотношение .    

Докажем некоторые утверждения, которые позволяют исследовать реше-

ния уравнения (1.21) и построить преобразование (1.13). 

Лемма 1.1. Пусть  -  первый интеграл в области  одного из обык-

новенных дифференциальных уравнений (1.19): 
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                            ,             ,                                        (1.23) 

где 

                           ,            ,                                               (1.24) 

 

 в области . Тогда функция  удовлетворяет 

уравнению с частными производными  (1.21) в области . 

Доказательство. Зафиксируем точку  и построим реше-

ние  соответствующего уравнения (1.23),  удовлетворяющее  началь-

ному  условию  . На основании теоремы Пикара-Линделефа такое 

решение существует  и единственно в некоторой окрестности  точки . 

Вычислим производную  в точке .  Согласно  определению первого инте-

грала, для решения , имеем тождество 

 

, 

 

где . 

Дифференцируя предыдущее равенство по , получим 

 

. 

 

В частности, для точки  имеем 

                   

                                           .                                                   (1.25) 

       

Если , то из равенства (1.25) следует , что противо-

речит условию , входящему в определение 1.6. Таким образом, 

. Откуда следует равенство 

 

                                                                                                             (1.26) 

в  точке . 

С другой стороны, имеет место очевидное тождество  

 

, 
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где функции  определяются формулами (1.24) и являются корнями квад-

ратного трехчлена, стоящего слева. 

      Так как для функции  в точке  выполнено одно из уравнений 

(1.23), то 

                                  .                                     (1.27) 

 

      Подставив формулу (1.26) в (1.27), получим требуемое равенство  

 

 
 

в произвольной точке . 

      Таким образом, функция  удовлетворяет уравнению (1.21).     

      Заметим, что имеет место также утверждение, обратное утверждению лем-

мы 1.1.  

Далее приведем еще ряд утверждений, характеризующих решение уравне-

ния характеристик (1.21). 

Утверждение 1.3.  Пусть функция   в области  удовлетворяет 

уравнению 

                                     ,                                          (1.28) 

 

тогда    является решением уравнения характеристик (1.21) в обла-

сти . Аналогично, если функция  удовлетворяет уравнению 

 

                                      ,                                                               (1.29) 

 

тогда  также является решением уравнения (1.21). 

Доказательство. Умножим равенство (1.28) на  , тогда  

 

, 

 

то есть получим уравнение (1.21). Аналогично для функции .  

Утверждение 1.4.    Пусть  - комплексное решение 

уравнения характеристик (1.21) в области , где  

, тогда преобразование (1.13) приводит уравнение 

(1.12) к уравнению (1.16) с коэффициентами 

 

                                             .                                               (1.30) 
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Доказательство. Подставим комплексное решение в уравнение (1.21), то-

гда с учетом формул (1.17) получим равенства  

 

 
                                                                                                                

                                        .                                             (1.31)                                    

 

Отсюда следуют формулы (1.30).       

Утверждение 1.5.  Если для  действительные функ-

ции  и удовлетворяют одной из двух систем уравне-

ний с частными производными первого порядка. 

 

, 

                                                                                                                              (1.32) 

, 

 

где , знаки выбираются одновременно либо нижние либо верхние, то-

гда комплексная функция  удовлетворяет уравнению характеристик 

(1.21) в области . 

Доказательство. Пусть выполнены уравнения (1.32). Перемножим эти 

уравнения, тогда 

 

. 

 

Раскрывая скобки и учитывая формулы (1.17), получим . Далее 

возведем уравнения (1.32) в квадраты и вычтем, тогда с учетом формул (1.17) 

получим соотношение . Используя цепочку равенств (1.31), заключа-

ем, что функция  удовлетворяет уравнению (1.21).     

Отметим, что имеет место также утверждение, обратное утверждению 1.4. 

Замечание 1.1. Существование решения системы уравнений (1.32) легко 

доказывается в случае аналитических коэффициентов . Для этого достаточно 

для системы (1.32) в окрестности точки   поставить задачу Коши с 

начальными условиями 

 

                                 ,                                 (1.33) 

      

где  - произвольно выбранные аналитические функции.  

Из теоремы Коши-Ковалевской (См. замечание 2.1) следует существование 

аналитического решения в некоторой окрестности точки . Накладывая на 

производные начальных функций (1.33) условия , полу-
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чаем решение системы (1.32), для которого  в некоторой 

окрестности точки .    

При решении задач на практических занятиях, как правило, рассматрива-

ются уравнения с аналитическими коэффициентами . Более того, дей-

ствительные коэффициенты уравнения могут быть продолжены в комплексную 

область и рассмотрены как аналитические функции  комплексного пе-

ременного  в области . В этом случае для 

нахождения решений уравнения (1.21) может быть использована следующая 

лемма. 

Лемма 1.2. Пусть дискриминант ,  в области  и 

 - первый интеграл в области  характеристического уравнения (1.19):  

 

                           ,                                          (1.34)                     

 

где функция  и при каждом фиксированном   является анали-

тической функцией комплексной переменной  в области , а при определе-

нии квадратного корня  выбирается ветвь, соответствующая арифме-

тическому корню.       

Тогда функция 

 

                                              (1.35) 

 

является комплексным решением уравнения с частными производными (1.21) в 

области . 

Доказательство. Так как  в , то продолженная в область  

функция  в силу непрерывности также не равна нулю в расширенной 

области , . В дальнейшем будем считать, что . Следова-

тельно, правая часть  уравнения (1.34) является аналитической функци-

ей по переменным  в области . Зафиксируем точку  и 

построим комплексное решение уравнения (1.34) , пересекающее об-

ласть  и удовлетворяющее начальному условию . 

Вычислим производную  в точке . Согласно с определением первого 

интеграла, для решения ,  имеем тождество 

 

,       , 

 

где . 
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Дифференцируя предыдущее равенство по   получаем 

 

                      . 

 

В частности, для точки  имеем 

 

. 

 

Если , то . Следовательно , что про-

тиворечит определению первого интеграла. Показано, что . Отсюда 

следует 

 

                                          .                                                       (1.36)  

 

Запишем очевидное тождество, разложив квадратный трехчлен на множи-

тели: 

 
 

, 

 

где  - корни квадратного трехчлена.  

Так как для функции  в точке  выполнено уравнение (1.34), то 

 

                                .                                     (1.37)                  

 

После подстановки формулы (1.36) в уравнение (1.37) получим требуемое 

равенство 

 

 
 

в произвольной точке .                          

Таким образом, функция (1.35) удовлетворяет уравнению характеристик 

(1.21).   

Замечание 1.2.  Если коэффициент   в области , то вместо урав-

нения (1.19) рассматривается характеристическое уравнение 
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. 

 

 

1.1.3. Приведение к каноническому виду уравнений  второго порядка с 

двумя независимыми переменными 

 

Как было показано в предыдущем параграфе, уравнение с частными про-

изводными  (1.12) может быть упрощено  с помощью замены независимых пе-

ременных 

                                    ,      .                                           (1.38)   

 

Основную роль для отыскания функций  и  играет характеристическое 

уравнение (1.19). В дальнейшем каждый тип уравнения  (1.12) рассмотрим от-

дельно, предполагая, что в области  уравнение (1.12) является либо гипербо-

лическим, либо параболическим, либо эллиптическим. 

Гиперболические уравнения. Для гиперболических уравнений дискрими-

нант  в области . В результате имеем два характеристи-

ческих уравнения: 

    

                                         ,                                               (1.39) 

 

                                         ,                                               (1.40) 

       

где предполагается, что  в области . 

Воспользуемся  леммой 1.1. Пусть  

 

                                                                                                          (1.41) 

 

первый интеграл уравнения (1.39), а 

 

                                                                                                          (1.42) 

  

первый интеграл уравнения (1.40) в области , тогда функции  и  удовле-

творяют уравнениям характеристик (1.20). Если в качестве функций преобразо-

вания (1.38) выбрать первые интегралы  и , тогда в преобразованном урав-

нении (1.16) коэффициенты  равны нулю в области . 

Таким образом, получено уравнение 

                                 

                                                                          (1.43) 
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Замечание 1.3. Можно показать, что в случае аналитических коэффициен-

тов  уравнения (1.39), (1.40) имеют первые  интегралы  (по крайней мере ло-

кально), для которых производные , .  

Действительно, поставим для уравнения (1.28) задачу Коши в окрестности 

точки  с начальным условием 

  

                                 ,                         (1.44) 

 

где   - произвольно заданная аналитическая функция одной переменной в 

окрестности точки , для которой производная  (следует 

).  

  На основании теоремы Коши–Ковалевской аналитическое решение  

задачи (1.28), (1.44) в окрестности точки  всегда существует (См. замечание 

2.1). Аналогично для .   

Отсюда легко показать, что преобразование (1.38) невырожденное. Дей-

ствительно, умножая (1.28) на , а (1.29) - на  и вычитая, получаем выраже-

ние для якобиана: 

 

. 

 

Далее из тождества (1.18)  заключаем  

 

. 

 

Разделим уравнение (1.43) на  , получим канонический вид гипербо-

лического уравнения на плоскости 

 

                                          .                                      (1.45) 

 

Разрешим уравнения (1.41), (1.42) относительно  и получим два семейства 

линий в области : 

 

                                  ,           ,                                    (1.46) 

 

которые называются характеристиками или характеристическими линиями ги-

перболического уравнения (1.12). 

Параболические уравнения. Для параболического уравнения дискриминант 

 в области . В результате имеем одно характеристическое уравнение 
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                                                  .                                                               (1.47) 

 

Выберем в качестве функции  преобразования (1.38) функцию первого 

интеграла 

                                                                                                         (1.48) 

       

уравнения (1.47), а в качестве функции  - любую достаточно гладкую функ-

цию, такую, что якобиан преобразования   в области . 

Так как  - первый интеграл, то на основании леммы 1.1 коэффициент 

преобразованного уравнения (1.16) 

 

                                 .                            (1.49) 

       

Из условия  следует 

 

                                            .                                                          (1.50) 

  

Подставив (1.50) в (1.49), получим полный квадрат 

 

 
 

Вычислим коэффициент , используя формулы (1.17), (1.50). После раз-

ложения на множители имеем 

 

 
 

 
 

Таким образом, показано, что в преобразованном уравнении (1.16) 

, то есть 

 

 
 

Коэффициенты , так как порядок уравнения при невырожденном 

преобразовании сохраняется. 

Разделив на , получим канонический вид параболического уравнения на 

плоскости 

                                       .                                         (1.51) 

 



27 
 

Разрешив уравнение (1.48) относительно , получим семейство линий  

                                                  

                                                                                                          (1.52) 

 

называемых характеристиками  параболического уравнения (1.12). 

Эллиптические уравнения. Для эллиптического уравнения дискриминант 

  в области . Характеристические уравнения (1.19) будут комплексно-

значными уравнениями. Выберем одно из них: 

 

                                           .                                                           (1.53) 

 

Для приведения эллиптического уравнения к каноническому виду восполь-

зуемся леммой 1.2. Пусть  - первый комплекснозначный интеграл харак-

теристического уравнения (1.53), тогда функция  удовлетворяет уравнению 

характеристик (1.21). Для преобразования (1.38) выберем функции 

 

                                        ,        .                                  (1.54) 

 

Отметим, что преобразование (1. 38) в этом случае всегда может быть вы-

брано невырожденным. Действительно, воспользуемся утверждением 1.5. 

Умножая первое уравнение (1.32) на , а второе - на  и вычитая первое из 

второго, получаем формулу для якобиана: 

 

                                           . 

 

На основании замечания 1.1 заключаем, что . 

Из утверждения 1.4 следует, что в преобразованном уравнении (1.16) 

, то есть  

 

. 

 

Коэффициенты , так как из тождества (1.18) следует 

. Разделим на , получим канонический вид эллиптического 

уравнения на плоскости 

 

                                    .                                 (1.55) 

 

Заметим, что эллиптическое уравнение не имеет характеристических ли-

ний. 
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Подытоживая, можно сказать, что приведение уравнений к каноническому 

виду сводится к отысканию первых интегралов характеристического уравнения. 

Так как произвольная функция от первого интеграла также является первым 

интегралом, то уравнение может быть приведено к каноническому виду с по-

мощью различных преобразований переменных (1.38), то есть неоднозначно. 

  Существование первых интегралов в случае аналитических коэффициен-

тов    обосновывается на основании теоремы Ковалевской (см. замечания 1.1 

и 1.2). Эта теорема гарантирует существование только локального решения 

уравнения характеристик, то есть в некоторой окрестности любой точки. Отсю-

да следует, что исходное уравнение (1.12) может быть приведено к канониче-

скому виду, вообще говоря, только  в некоторой достаточно малой окрестности 

каждой точки области . Приведение уравнения к каноническому виду во всей 

области  требует дополнительных исследований. 

 

1.1.4. Классификация и приведение к каноническому виду уравнений 

второго порядка  со многими независимыми переменными 

 

В предыдущих параграфах был разработан метод приведения уравнений 

второго порядка с двумя независимыми переменными к каноническому виду. 

Для уравнений второго порядка с  независимыми переменными ситуация 

усложняется. Привести такие уравнения к каноническому виду удается только 

лишь в случае уравнений с постоянными коэффициентами. 

Уравнение характеристик. Рассмотрим класс линейных уравнений второго 

порядка с  независимыми переменными: 
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1 1 ,                              (1.56) 

 

где коэффициенты  определены в области . 

Выделим главную часть уравнения 

 

                                     

   
ji
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ij
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0

.                                                 (1.57) 

 

Рассмотрим   числовых переменных   и поставим в соответ-

ствие производным функции  числовые выражения по следующему правилу 

 

, 

 

тогда главной части (1.57) соответствует полином по переменным : 
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                                        .                           (1.58) 

  

Полином (1.58) по переменным  называется характеристическим поли-

номом. 

Зафиксируем точку , получим квадратичную форму с постоянными 

коэффициентами 

 

                                      .                                   (1.59) 

  

Рассмотрим поверхность , принадлежащую области , которую зададим 

уравнением   

 

                                         ,                                                  (1.60) 

 

где . 

Положим в выражении (1.58)    , то есть  . 

Определение 1.7. Поверхность , заданная уравнением (1.60), называется 

характеристикой или характеристической поверхностью уравнения (1.56), если 

во всех точках поверхности   для функции  выполнено уравнение 

 

                           .               (1.61) 

     

Уравнение (1.61) называется уравнением характеристик.   

Заметим, что в случае  плоскости  уравнение (1.61) совпадает с ра-

нее определенным уравнением характеристик (1.21). 

Классификация уравнений. Классификацию уравнений (1.56) в точке  

осуществим с помощью квадратичной формы (1.59). Как известно, квадратич-

ная форма может быть приведена к каноническому виду. Для этого перейдем от 

переменных  к новым переменным  с помощью невы-

рожденного преобразования 

 

                                                                                                     (1.62) 

 

где   - невырожденная матрица. 

Подставим (1.62) в квадратичную форму (1.59), положив 

 

                                ,         ,    
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Тогда 

 

. 

 

Таким образом, получена новая квадратичная форма по переменным 

: 

                                                                                 (1.63) 

с коэффициентами 

                                                                           (1.64) 

           

Из теории квадратичных форм известно, что существует такое невырож-

денное преобразование (1.62), для которого форма (1.63) принимает канониче-

ский вид 

 

                                                             (1.65) 

 

то есть    при   

Известно также, что число нулей, единиц и минус-единиц квадратичной 

формы  (1.65) не зависит от преобразования (1.62). Этот факт используется для 

классификации уравнений (1.56). 

Определение 1.8. Уравнение (1.56) называется эллиптическим в точке , 

если в канонической квадратичной форме (1.65) все  или все . 

Уравнение (1.56)  называется гиперболическим в точке   , если в квадратич-

ной форме (1.65) ,  при   или ,  при  

. 

Уравнение (1.56)  называется параболическим в точке   , если в квадра-

тичной форме (1.65) ,  при   или ,  при  

.  

Как видно, данная классификация не исчерпывает все типы уравнений 

(1.56). 

В случае  приведенная классификация соответствует классификации 

с помощью  дискриминанта . 

Приведение к каноническому виду уравнений с постоянными коэффици-

ентами.  Рассмотрим уравнение (1.56) с постоянными коэффициентами 

 

                                           (1.66) 
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Приведем его к каноническому виду с помощью замены независимых пе-

ременных. Для этого в уравнении (1.66) перейдем от переменных  к 

новым переменным  , производя замену 

 

                                              ,                                                      (1.67) 

 

где матрица  транспонированная по отношению  к матрице преобразования 

(1.62). 

Вычислим производные 

 

, 

 

. 

 

После подстановки в (1.66) получим уравнение в новых переменных: 

 

 

 
 

 

где  то есть коэффициент  сов-

падает с коэффициентом (1.64) квадратичной формы. Это означает, что если 

квадратичная форма (1.59) с помощью преобразования (1.62) приводится к ка-

ноническому виду (1.65), тогда уравнение (1.66) с помощью преобразования 

(1.67) приводится к каноническому виду 

 

                            .                           (1.68) 

 

Приведем примеры уравнений в каноническом виде при  , предвари-

тельно сделав замену независимых переменных  . 

Эллиптические уравнения 

 

                                             (1.69) 

 

Гиперболические уравнения 
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                                             (1.70) 

 

Параболические уравнения 

 

                     .                     (1.71) 

 

Заметим, что в плоском случае  канонический вид  (1.68) гипербо-

лического уравнения отличается от канонического вида (1.45), поэтому (1.45) 

называется первым каноническим видом, а 

 

 
 

вторым каноническим видом гиперболического уравнения. 

 

1.1.5. Исключение в уравнениях младших производных 

 

В предыдущих разделах производилось упрощение уравнений с помощью 

замены независимых переменных. Упрощение уравнений может быть осу-

ществлено также с помощью замены неизвестной функции, входящей в уравне-

ние. Покажем это на примере уравнений второго порядка с двумя независимы-

ми переменными, которые были приведены к каноническим уравнениям (1.45), 

(1.51), (1.55).   

Гиперболические уравнения 

                

                                                                                 (1.72) 

 

Параболические уравнения 

 

                                                                      (1.73) 

 

Эллиптические уравнения 

 

                                                                    (1.74) 

 

Рассмотрим случай, когда коэффициенты  постоянные. Произведем 

дальнейшее упрощение уравнений (1.72) - (1.74), вводя вместо функции  но-

вую неизвестную функцию  с помощью замены 

 

                                         ,                                             (1.75)           
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где постоянные  будут определены в дальнейшем. 

Вычислим производные: 

 

              ,                        , 

 

              ,           , 

 

              ,              . 

 

Подставив вычисленные производные в (1.72), получим 

 

                       . 

 

Полагая коэффициенты при первых производных равными нулю, опреде-

ляем постоянные  В результате уравнение (1.72) преобразу-

ется  к виду 

 

                                                                                                         (1.76)  

 

где  . 

Аналогично уравнение (1.73) преобразуется к виду 

 

                                                                                                      (1.77) 

 

где в преобразовании (1.75)   

       

Уравнение (1.74) преобразуется к виду 

 

                                ,                        (1.78) 

 

где в преобразовании (1.75) . 

Таким образом, любое линейное уравнение с частными производными 

второго порядка с двумя независимыми переменными и постоянными коэффи-

циентами может быть приведено к трем наиболее простым уравнениям (1.76), 

(1.77), (1.78) в зависимости от типа исходного уравнения. 
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1.1.6. Классические решения простейших уравнений с частными про-

изводными второго порядка 

 

Одной из основных проблем уравнений с частными производными являет-

ся нахождение решений уравнений. Для одних уравнений общее решение пред-

ставляется в виде достаточно простых аналитических выражений, для других 

уравнений решения могут вообще не существовать. 

Общее решение простейшего  гиперболического уравнения на плоскости. 

Как было показано, гиперболическое уравнение второго порядка с двумя неза-

висимыми переменными (1.12) может быть при определенных условиях приве-

дено к виду (1.76). Полагая  получаем простейшее гиперболическое урав-

нение 

 

                                                  .                                                    (1.79) 

 

Для определенности будем считать, что . 

Найдем общее решение, интегрируя уравнение (1.79) по переменной  . 

Заметим, что при интегрировании уравнения с частными производными по од-

ной из независимых переменных возникающие при интегрировании постоян-

ные в общем случае зависят от остальных независимых переменных. 

В результате 

 

, 

 

где   - произвольная непрерывная функция переменной  

Полученное уравнение проинтегрируем по переменной  тогда 

 

. 

 

В силу произвольности функции  получим общее решение уравнения 

(1.79) вида 

 

                              ,                    (1.80) 

 

где  - произвольные непрерывно дифференцируемые функции. 

Для однородного уравнения 

 

                                                                                                                 (1.81) 
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общее решение определяется формулой 

  

                                              .                                        (1.82) 

 

Нахождение решений эллиптического уравнения Лапласа. Отметим, что 

для эллиптических уравнений нет достаточно простых формул, определяющих 

общее решение. Как было показано, эллиптическое уравнение второго порядка 

с двумя независимыми переменными (1.12)  при определенных условиях может 

быть преобразовано к виду (1.78). 

Положим  тогда получим простейшее эллиптическое уравне-

ние на плоскости  

 

                                               ,                                                        (1.83) 

 

называемое уравнением Лапласа. Дифференциальный оператор уравнения 

(1.83) имеет специальное обозначение     и называется оператором 

Лапласа. Для уравнения (1.83) легко могут быть построены частные решения с 

привлечением аналитических функций комплексного переменного.  Пусть   

- произвольная аналитическая функция комплексного переменного  в 

области . Выделим действительную и мнимую части функции , то есть 

представим 

 

. 

       

Для любой аналитической функции комплексного переменного выполнены 

уравнения  Коши-Римана (1.11). 

Дифференцируя первое уравнение (1.11) по , а второе уравнение по   и 

складывая, получаем уравнение  для функции . Аналогично для    

имеем . 

Таким образом, действительная и мнимая части аналитической функции 

комплексного переменного являются решениями эллиптического уравнения 

(1.83). 

Пример 1.3. Рассмотрим аналитическую функцию  

, тогда функции  являются 

частными решениями уравнения (1.83) на плоскости .  

Пример 1.4. Рассмотрим аналитическую функцию , 

. Запишем комплексное число  в виде , 
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где , 0
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Получим частные решения уравнения (1.83): 
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. 

 

Умножив   на числовой множитель , получим решение 

 

,                    (1.84) 

 

которое называется фундаментальным решением уравнения Лапласа на плоско-

сти . 

Заметим, что функция (1.84) удовлетворяет уравнению (1.83) во всех точ-

ках плоскости за исключением точки    

В случае трехмерного пространства  для уравнения Лапласа 

 

                                                                                     (1.85) 

 

решение вида 

 

    ,                     (1.86) 

 

где   - координаты фиксированной точки , называется фундамен-

тальным решением уравнения Лапласа в .  

Для проверки вычислим производные 

 

 

,      , 

 

 

, 

 

  где  . 
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После подстановки в уравнение (1.85) получим тождество. Заметим, что 

функция (1.86) удовлетворяет уравнению (1.85) во всех точках пространства  

за исключением точки . 

Частное решение уравнения Пуассона   в области  вы-

ражается через фундаментальное решение (1.86) в виде интеграла [1, с. 346]  

 

, 

 

называемого объемным потенциалом. В  используется фундаментальное ре-

шение (1.84). 

Фундаментальное решение параболического уравнения. Рассмотрим одно-

родное параболическое уравнение с постоянными коэффициентами  и с 

двумя независимыми переменными : 

                        ,         .                                          (1.87) 

 

Легко проверить, что функция  

 

                                     ,                                     (1.88)   

 

где  , 

 

удовлетворяет уравнению (1.87) в области . 

Действительно, вычислим производные 

 

 

, 

                                                                                                                                (1.89) 

,         . 

 

Подставив вычисленные производные в уравнение (1.87), получим тожде-

ство. 

Доопределим функцию (1.88) в области  

 функцией , то есть нулем. 
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Структура вычисленных производных (1.89) показывает, что любая произ-

водная  выражается через сумму слагаемых вида . 

Легко показать, что при  

. 

В результате заключим, что 

                     

   при  

 

Это означает, что функции   гладко сопрягаются на оси  при 

 и образуют функцию , любое число раз дифференцируемую 

в  кроме точки . Так как коэффициенты уравнения (1.87) посто-

янные, то функция , где , также является реше-

нием уравнения (1.87). Построенное решение 

 

   (1.90) 

 

называется фундаментальным решением параболического уравнения (1.87). 

Приведенные в этом параграфе специальные решения некоторых уравне-

ний, называемые фундаментальными решениями, используются для исследова-

ния различных свойств уравнений. Их важность для приложений будет показа-

на в дальнейшем. 

Определение 1.9. Уравнение (1.5) называется гипоэллиптическим в , 

если любое его классическое решение  в любой области  явля-

ется бесконечно дифференцируемым, то есть .  

Заметим, что эллиптические уравнения (1.83), (1.85) и параболическое 

уравнение (1.87) являются гипоэллиптическими уравнениями, а гиперболиче-

ское уравнение (1.81) таковым не является. 

 

1.1.7. Общее решение уравнений с частными производными первого 

порядка   

 

Рассмотрим линейное уравнение с частными производными первого по-

рядка с двумя независимыми переменными: 

 

                           ,                           (1.91) 
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где для определенности в области ; . 

Для нахождения общего решения уравнения (1.91) составим характеристи-

ческое уравнение 

 

                                              .                                                              (1.92) 

  

Утверждение 1.6.  Пусть  - первый интеграл обыкновенного диф-

ференциального уравнения (1.92) в области , , тогда функция 

  удовлетворяет уравнению 

 

                                                                                                     (1.93) 

 

в области . 

Доказательство. Рассмотрим произвольную точку . По-

строим решение  уравнения (1.92) при условии . Такое ре-

шение, по крайней мере локально, существует. Тогда, согласно с определением 

первого интеграла, выполнено тождество ,  После 

дифференцирования по  имеем 

 

                                  . 

 

Учитывая (1.92), получим требуемое равенство (1.93) для произвольной 

точки .  

Далее произведем в уравнении (1.91) замену переменных (1.38), где в каче-

стве функции  выберем первый интеграл уравнения (1.92) с условием , 

а в качестве функции  - любую гладкую функцию , такую, что яко-

биан преобразования  в . 

Учитывая (1.93), получим уравнение 

 

,       ,      . 

 

Найдем для преобразования (1.38) обратное преобразование ,  

, тогда 

 

                                    ,                                                  (1.94) 

 

где   , . 
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Проинтегрируем обыкновенное дифференциальное уравнение (1.94) по пе-

ременной , рассматривая  как параметр. Тогда 

 

, где . 

 

Возвращаясь к старым переменным  с учетом (1.35), получим общее 

решение  уравнения (1.91) (по крайней мере локальное):  

 

   ,       

                                                                                                                                (1.95) 

где ;  - произвольная непрерывно дифференцируемая 

функция. 

Уравнение , , задает в области  семейство линий, 

которые называются характеристическими линиями исходного уравнения 

(1.91), а рассмотренный метод нахождения общего решения уравнения (1.91) 

называется методом характеристик. 

 

1.2. Задача Коши для уравнений с частными производными 

 

1.2.1. Постановка задачи Коши. Теорема Ковалевской 

 

Рассмотрим   -мерное евклидово пространство . Пусть  - связная об-

ласть в пространстве , точка . В области  зададим 

уравнение с частными производными второго порядка 

 

                        (2.1) 

 

с достаточно гладкими коэффициентами. Тип уравнения (2.1) может быть лю-

бым. 

В пространстве  зададим незамкнутую без самопересечений поверх-

ность  с помощью уравнения 

 

                                                                                               (2.2) 

 

где функция  является дважды непрерывно дифференцируемой функцией, то 

есть , а  в любой точке . 

Обозначим через   часть поверхности, лежащей внутри области 

. Будем предполагать, что область  представима в виде , 
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где 0, а подобласти ,  не имеют общих точек  с поверхностью 

 (см. рисунок. 2.1.). 

Рисунок 2.1. 

 

На поверхности  зададим два условия на неизвестную функцию : 

     

                             ,         ,                           (2.3) 

 

где ,  - заданные функции на поверхности ;  - 

единичная нормаль к поверхности  в точке ;   - производная по направле-

нию нормали  , которая определяется выражением 

 

,   .    

                                                                                                                                 (2.4) 

 

Условия (2.3) называются начальными условиями. 

Задача Коши 1. 

                                             

                                       в  области ,                                                    (2.5) 

 

                                    ,          .                                     (2.6) 

 

      Требуется найти функцию , которая удовлетворяет уравнению 

(2.5) в области  и начальным условиям (2.6) на поверхности .   
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      Функция , которая удовлетворяет указанным требованиям, называется 

классическим  решением задачи Коши. Очевидно, что не для любых функций 

,  такое решение найдется. 

Заметим, что для двухмерного пространства   область  является 

плоской областью, а  – линия, пересекающая плоскую область .  

В простейшем случае, когда поверхность  является плоскостью , 

постановка задачи (2.5), (2.6) упрощается: 

 

                                               в  области , 

                                                                                                                                 (2.7) 

                                        , 

 

где  ;   - сечение области    плоскостью , 

. 

Возможны и другие разновидности задачи Коши. Для иллюстрации выде-

лим область , расположенную по одну сторону от поверхности  , и обозна-

чим . Для области  сформулируем следующую задачу. 

Задача Коши 2. 

  

                                           в   области ,                                        (2.8) 

 

                                       .                                     (2.9) 

 

Требуется найти функцию , которая удовлетворяет 

уравнению (2.8) в подобласти  и начальным условиям (2.9) на поверхности 

, примыкающей к подобласти .    

Возвратимся к задаче Коши  (2.5), (2.6) и преобразуем ее. Для этого зафик-

сируем точку . По условиям на функцию  вектор 

 на поверхности , поэтому одна из производ-

ных  в точке . Для определенности будем считать, что  в точке 

, тогда на основании теоремы о неявной функции  [6, с.207] существует 

окрестность  точки , в которой уравнение (2.2) однозначно разрешимо от-

носительно переменной , то есть поверхность  в окрестности  предста-

вима в виде уравнения 

        

                                        .                            (2.10) 
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В дальнейшем для простоты будем считать, что окрестность  совпадает 

со всей областью . 

Определение 2.1.   В пространстве  рассмотрим поверхность  размер-

ности . Пусть для  точки  существует окрестность , внут-

ри которой  поверхность задается однозначным уравнением (2.10) в некоторой 

локальной декартовой системе координат. Поверхность  называется  раз 

непрерывно дифференцируемой или класса , если для     

существует окрестность , внутри которой  функция . 

Число  определяет гладкость поверхности . Далее, пусть для   и  лю-

бой производной  порядка  выполнено неравенство 

 

, 

 

где , то есть производные  являются гельдеровскими функция-

ми с показателем . Тогда поверхность .      

Запишем задачу (2.5), (2.6) с учетом (2.10): 

      

         в ,  ,                 (2.11) 

 

где  . 

Далее преобразуем задачу (2.11), вводя вместо переменных     

новые независимые переменные   с помощью невырожденного 

преобразования 

 

                 , , …, , .                 (2.12) 

 

Преобразование невырожденное, так как якобиан . 

Вычислим производные, входящие в уравнение (2.1): 

 

,     , 

                                                                                                                              (2.13) 

. 
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Для вторых производных имеем  

 

 
 

,   , 

 

,    , 

 

. 

 

После подстановки этих формул в уравнение (2.1) получим уравнение  в 

новых переменных: 

 

                     ,             (2.14) 

         

где  - дифферен-

циальный оператор второго порядка по переменным , 

. Коэффициент  определяется 

формулой 

 

                         .          (2.15) 

 

Если  в области , то разделив (2.14) на коэффициент  и выразив 

его через переменные , получим уравнение типа Ковалевской с выделенной 

переменной : 

 

                         .                           (2.16) 

 

Преобразуем начальные условия (2.11). Уравнение поверхности  (2.2) с 

учетом замены (2.12) примет вид , поэтому первое начальное условие 

(2.11) можно записать как  

 

                     ,             .                               (2.17) 
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Преобразуем второе начальное условие, вычислив нормальную производ-

ную (2.4). После подстановки формул (2.13), получим 

 

, 

 

откуда следует, что  

 

                   .   (2.18)                       

 

Добавив условия (2.17), (2.18) к уравнению (2.16), получим постановку за-

дачи Коши (2.5), (2.6) в новых переменных: 

 

     в  ,     

 

                                                                                                                                (2.19) 

                                   ,       ,                                  (2.20) 

 

где с помощью преобразования (2.12) область   преобразована в область  в 

пространстве  переменных . При этом поверхность  пред-

ставляет собой плоское многообразие  в области  (см. рисунок 2.2). Коэффи-

циенты и правая часть уравнения (2.19) являются функциями переменных . 

 

 

                                               Рисунок 2.2. 

 

t
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Заметим,  если переменную  интерпретировать как время, то условия 

(2.20) являются условиями в начальный момент времени . Отсюда стано-

вится понятным, почему условия (2.6) получили название начальных условий. 

Таким образом, если функция (2.15)   в области , то задача Коши 

(2.5), (2.6) преобразуется к задаче Коши вида (2.19), (2.20). 

Рассмотрим случай, когда  на всей поверхности  или в отдель-

ных точках поверхности. В этом случае деление уравнения на  невозможно, 

так как в коэффициентах уравнения (2.16) возникают особенности. Уравнение 

(2.14) выполняется во всех точках области , в частности и в точках поверхно-

сти , так как каждая точка поверхности  является внутренней для области . 

В связи с этим рассмотрим уравнение (2.14) на поверхности , то есть  при 

: 

 
 

Учитывая соотношение 

 

                                     

0
1 1







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ij x
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g
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                                                  (2.21) 

 

и условия (2.20), получаем необходимое условие разрешимости задачи Коши 

(2.5), (2.6): 

 

              .           (2.22) 

 

Если соотношение (2.22), связывающее начальные функции  из 

начальных условий (2.20) не выполнено, то задача Коши (2.5), (2.6) заведомо 

неразрешима. 

Как видно, условие (2.21) совпадает с уравнением характеристических по-

верхностей (1.61). Поэтому выполнение условия (2.21) означает, что поверх-

ность , задаваемая уравнением (2.2), является характеристической поверхно-

стью  уравнения (2.1). 

Если условие (2.21) выполняется в отдельных точках поверхности , то это 

означает, что поверхность    в этих точках касается некоторой характеристи-

ческой поверхности уравнения (2.1). Суммируя приведенные рассуждения, за-

ключаем, что если поверхность , на которой заданы начальные условия (2.6), 

совпадает с характеристической поверхностью исходного уравнения (2.1) или 

касается ее, то задача Коши (2.5), (2.6) требует учета дополнительных условий 

разрешимости (2.22). 
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Определение 2.2. Функция , определенная в области 

, называется аналитической функцией в окрестности точки 

, если существует окрестность  точки , внутри 

которой функция  представима в виде ряда Тейлора 

 

, 

 

который сходится абсолютно в области . Функция называется аналитиче-

ской в области , если она аналитична  в окрестности любой точки области. 

Обозначим через   линейное пространство всех аналитических функций в 

области .  

Обратимся к задаче Коши (2.19), (2.20) для уравнения типа Ковалевской и 

сформулируем теорему единственности и локальной разрешимости. 

Теорема 2.1. Теорема Ковалевской. Если коэффициенты уравнения (2.19) 

, , , , , , то есть являются аналитическими функциями по пе-

ременным , а начальные функции , , то есть яв-

ляются аналитическими функциями по переменным , тогда для 

любой точки   существует окрестность , в которой решение за-

дачи Коши (2.19), (2.20) существует, притом единственное в пространстве ана-

литических функций, то есть .   

Заметим, что теорема Ковалевской гарантирует существование локального 

решения задачи в достаточно малой окрестности поверхности . Вопрос суще-

ствования глобального решения во всей наперед заданной области  остается 

открытым и требует дополнительных исследований. 

Замечание 2.1.  Теорема Ковалевской справедлива также для задачи Коши 

для уравнения первого порядка: 

 

                             в  области , 

 

                             , 

 

и для задачи Коши для систем уравнений первого порядка: 

 

, 

 

, 
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                             , 

 

и для более сложных систем. 

       

1.2.2. О корректной постановке задачи Коши 

 

Учитывая общую постановку задачи Коши в виде (2.5), (2.6), сформулиру-

ем задачу Коши для уравнения второго порядка с двумя независимыми пере-

менными, то есть в пространстве : 

 

              в ,      (2.23) 

 

           ,         ,                                         (2.24) 

 

где  - плоская область в ;  - линия внутри области ;  за-

данные функции на линии  (см. рисунок 2.3). 

                                         

Рисунок 2.3. 

 

Для строгой математической постановки задачи (2.23), (2.24) необходимо 

ввести следующие пространства функций:  - пространство начальных 

функций ;  - пространство начальных функций ;  - пространство  

функций , в котором отыскивается решение задачи (2.23), (2.24). Для класси-

ческих решений . 

Будем предполагать, что пространства  являются метрическими 

пространствами, то есть наделены расстояниями 

 между двумя функциями соответственно в 

 В случае нормированных линейных пространств 

y

n D

0 x
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, ,  , 

где  - норма в нормированном пространстве  

Определение 2.3. Рассмотрим две задачи Коши с различными начальными 

функциями: 

 

                                             , 

 

,    ,     . 

 

Решение задачи Коши (2.23), (2.24) непрерывно зависит в пространстве  

от начальных функций , , если для любого  найдется   

такое, что из неравенств ,  следует неравенство 

.  

Определение 2.4. Задача Коши (2.23), (2.24) поставлена корректно в про-

странствах , если выполнены три условия корректности: 

 для любых начальных функций ,  существует решение задачи 

 
 для любых начальных функций ,   решение единственно в 

пространстве  

 решение задачи  непрерывно зависит от начальных функций , 

.  

Если не выполнено хотя бы одно из условий корректности, то задача назы-

вается некорректно поставленной. Если же не выполнено третье условие кор-

ректности, то задача Коши называется неустойчивой  по начальным данным. 

 

1.2.3. Примеры некорректно поставленных задач Коши 

 

Задача Коши для гиперболического уравнения с начальными условиями на 

характеристике. На плоскости  рассмотрим простейшее гиперболическое 

уравнение (1.79), для которого два семейства координатных прямых линий 

,   являются характеристиками. Выберем характеристическую ли-

нию  и поставим для нее задачу Коши в области : 

 

                                в  области ,                                                (2.25) 

                                                                                                                

                           ,     ,      ,                  (2.26) 

  

где ;  . 
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Предположим, что задача (2.25), (2.26) имеет решение , обладающее не-

прерывной смешанной производной   в области . Так как линия    

принадлежит области, то уравнение (2.25) должно выполняться и на линии , 

то есть 

 

. 

 

Учитывая второе начальное  условие (2.26), получаем необходимое усло-

вие разрешимости задачи 

 

                                                .                                                  (2.27) 

 

Если условие (2.27) не выполнено, то задача (2.25), (2.26) не имеет реше-

ний. 

Построим решение задачи (2.25), (2.26), предполагая, что условие (2.27) 

выполнено. Воспользуемся общим решением (1.80) уравнения (2.25), где функ-

ции  определим из начальных условий. 

Удовлетворим первому начальному условию (2.26), тогда 

 

. 

 

Положим . 

Удовлетворим второму начальному условию (2.26), тогда 

 

. 

 

Учитывая соотношение (2.27), получим соотношение . Та-

ким образом, произвольная функция  удовлетворяет условиям                              

, . 

Общий вид такой функции 

 

, 

 

где произвольная функция ,  

Таким образом, получено решение задачи (2.25), (2.26) 

 

, 
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которое не единственно в силу произвольности функции . 

Рассмотренный пример показывает, что задача Коши с начальными усло-

виями на характеристике поставлена некорректно, так как не выполняется пер-

вое или второе условие корректности из определения 2.4. 

Задача Коши для параболического уравнения с начальными условиями на 

характеристике. На плоскости  с координатами  рассмотрим параболи-

ческое уравнение (1.73) канонического вида  для ко-

торого координатные линии    являются характеристиками. Выберем ха-

рактеристическую линию  и поставим для нее задачу Коши в области 

: 

                                    в области  ,                      (2.28) 

 

                                 ,      ,                  (2.29) 

 

Предположим, что классическое решение задачи (2.28), (2.29) существует 

для области . Так как линия  принадлежит области, то уравнение (2.28) 

должно выполняться и на линии , то есть 

 

. 

 

Учитывая начальные условия (2.29), получаем соотношение 

 

. 

 

Это условие показывает, что начальная функция  выражается через 

функцию  и коэффициенты уравнения (2.28), то есть функция  не может 

быть произвольной. Это означает, что второе начальное условие (2.29) – лиш-

нее. 

В результате приходим к постановке задачи Коши для параболического 

уравнения с одним начальным условием на характеристике: 

 

 
                                                                                                                                (2.30) 

 
 

в то время как задача Коши в постановке (2.28), (2.29)  некорректно поставлена 

в случае произвольной функции . 
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Пример Адамара задачи Коши для эллиптического уравнения. 

На плоскости  рассмотрим эллиптическое уравнение Лапласа (1.83), 

для которого поставим задачу Коши с начальными условиями на линии 

: 

 

                              в  области ,         (2.31) 

 

                          ,     ,     .                   (2.32) 

 

Уравнение (2.31) является уравнением типа Ковалевской, поэтому в случае 

аналитических функций  и  на основании теоремы Ковалевской заключаем, 

что задача (2.31), (2.32) имеет единственное аналитическое решение в некото-

рой достаточно малой окрестности линии . Таким образом, первые два усло-

вия корректности выполнены (по крайней мере, локально). Исследуем третье 

условие корректности, то есть условие о непрерывной зависимости от началь-

ных функций. Для этого рассмотрим две задачи Коши с различными начальны-

ми условиями специального вида: 

 

                ,                             , 

 

                 ,                                ,                   (2.33) 

 

                 ,                             , 

 

где  - фиксированный положительный параметр. 

Решения данных задач определяются выражениями 

 

                ,             . 

 

Введем пространства  функций , , где  - 

пространство ограниченных аналитических функций с соответствующими мет-

рическими расстояниями: 

 

, 

                                                                                                                               (2.34) 

                         . 
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Согласно   определению 2.3, применительно к задачам (2.33), по  

, что если   и   (при 

), тогда должно выполняться неравенство 

            

                                      .                                     (2.35) 

 

Очевидно, что неравенство (2.35) не выполнено при достаточно больших 

значениях параметра , так как  . 

       

Таким образом, задача Коши для эллиптического уравнения (2.31), (2.32) 

поставлена некорректно, так как не выполнено третье условие корректности  из 

определения (2.4). 

 

1.2.4. Задача Коши для уравнения колебаний струны 

       

Физическая интерпретация. Поставим задачу Коши для однородного урав-

нения поперечных колебаний струны: 

 

                          в  ,                       (2.36) 

 

                      ,                    ,                                       (2.37) 

 

                      ,                  ,                                        (2.38) 

  

где  ;    - натяжение струны;  - линейная плотность струны; 

;  ; классическое решение задачи 

,  - временная переменная,  - пространственная перемен-

ная. 

Задача (2.36) – (2.38) используется для математического моделирования 

процесса малых колебаний бесконечной струны, натянутой вдоль оси . 

Струна считается идеально тонкой, график которой в момент времени    опи-

сывается уравнением , то есть  - отклонение точки струны с 

координатой  от оси  (см. рисунок 2.4). Начальное условие (2.37)  

задает график струны в начальный момент времени , а функция   из 

условия (2.38) задает начальную скорость струны в точке с координатой  
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Рисунок 2.4. 
 

Понятно, что с изменением временного параметра  график струны изме-

няется, то есть наблюдается процесс колебаний. 

Формула Даламбера. Для отыскания решения задачи (2.36) – (2.38) приме-

ним метод характеристик. Метод состоит в приведении исходного уравнения 

(2.36) к каноническому виду и нахождении общего решения. Для гиперболиче-

ского уравнения (2.36) на основании характеристических уравнений (1.39), 

(1.40), найдем два семейства характеристик на плоскости : 

 

,             . 

 

Производя замену переменных  

 

,             , 

 

приведем уравнение (2.36) к каноническому виду  . Из общего решения 

(1.82) имеем . Откуда общее решение однородного уравнения 

колебаний струны  (2.36) 

 

                                      .                                        (2.39) 

 

Определим неизвестные функции  из начальных условий. Под-

ставив (2.39) в условие (2.37), получим соотношение   

 

                                         .                                                (2.40) 

 

Аналогично, подставляя (2.39) в условие (2.38), получаем   

 

                              ,                                     (2.41) 

 

где  - производные по переменной . 

u

U(x,t)

0        x x
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Интегрируя равенство (2.41) по отрезку , получаем второе соотно-

шение: 

 

                                                                   (2.42) 

 

Разрешим систему алгебраических уравнений (2.40), (2.42), тогда 

 

, 

 

. 

 

После подстановки найденных функций в (2.39) получим формулу Далам-

бера для решения исходной задачи Коши: 

 

                           .      (2.43) 

 

Заметим, что найденное решение является классическим, так как 

 для  . 

В случае неоднородного уравнения колебаний струны решение задачи 

Коши 

                                         , 

 

 
 

      определяется формулой 

 

 
 

где  . 

Корректность задачи Коши. Процедура построения решения задачи (2.36) 

– (2.38) показывает, что любое классическое решение задачи Коши для уравне-

ния колебаний струны представимо формулой Даламбера (2.43). Отсюда следу-

ет существование и единственность решения задачи в пространстве  

Утверждение 2.1.  Решение задачи Коши (2.36) – (2.38) в пространстве   

с метрикой (2.34) непрерывно зависит от начальных функций , . 



56 
 

 Доказательство. Рассмотрим две задачи (2.36)-(2.38) с различными 

начальными условиями: 

 

, . 

 

Пусть начальные функции мало различаются, то есть  

 

                                               (2.44) 

 

Оценим разность решений  в области . Представляя решения за-

дач формулой Даламбера (2.43) и учитывая (2.44), получаем оценку 

 

 
 

. 

 

Выберем  из интервала , тогда   в области . 

Таким образом, для   найдено  такое, что если 

, тогда .       

Показано, что задача Коши для уравнения колебаний струны поставлена 

корректно в соответствии с определением 2.4. 

Замечание 2.2.  При математических исследованиях часто в определение 

непрерывной зависимости от начальных функций включают непрерывную за-

висимость от правой части  исходного уравнения, вводя пространство 

правых частей  с соответствующей метрикой.  

 

1.2.5. Метод интегральных преобразований для задачи Коши 

 

Интегральные преобразования. Рассмотрим пару линейных функциональ-

ных пространств  и . Пусть  - линейный оператор, преобразующий функ-

ции  принадлежащие пространству , в функции , принадлежащие про-

странству , то есть . Имеем соотношения  , 

где  - обратный оператор. В случае, если операторы   и  являются инте-

гральными, тогда  оператор   называется  интегральным преобразованием, 

оператор  - обратным интегральным преобразованием, а функция    назы-

вается   интегральным преобразованием функции  

Приведем примеры  интегральных преобразований.  



57 
 

Преобразование Фурье.  Пусть  , где   - про-

странство функций, для которых . 

Интегральное преобразование Фурье определяется формулой 

 

  ,  ,  ,   .     

                                                                                                                             (2.45) 

Имеет место обратное преобразование: 

 

,    ,      . 

 

Косинус-преобразование Фурье. 

 

,     ,    , 

 

,     ,      .       

 

Синус-преобразование Фурье. 

 

,     ,    , 

,     ,      . 

       

Двумерное преобразование Фурье. 

 

                ,       , 

                                                                                                                                (2.46) 

               ,      .           

 

Решение задачи Коши для параболического уравнения. Рассмотрим  задачу 

Коши (2.30) для однородного параболического уравнения с постоянными ко-

эффициентами : 

 

            в   ,           (2.47) 

 

          ,           ,                                                            (2.48) 
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где  ,   - пространство ограниченных непрерывных 

функций на ;   - пространство непре-

рывных функций на полуплоскости . 

Задачу (2.47), (2.48) решим методом интегральных преобразований. 

Применим преобразование Фурье (2.45) к функции  по переменной 

, получим функцию по переменной : 

  

                           ,      .                   (2.49) 

 

Имеет место обратное преобразование Фурье: 

 

                           ,      .                 (2.50) 

 

Далее применим преобразование Фурье к уравнению (2.47), умножая его 

на ядро преобразования    и интегрируя по переменной . В результате 

               

 
 

                               .                      (2.51) 

 

Используя (2.49), получаем 

 

. 

 

Второе и третье слагаемые интегрируем по частям: 

 

  

, 

 

. 

 

Естественно предположить, что при  функция  и производ-

ная  стремятся к нулю. В результате получим формулы 

 

, 
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. 

 

Равенство (2.51) преобразуется к обыкновенному дифференциальному 

уравнению для функции  : 

 

                                                                                 (2.52) 

 

Применим преобразование Фурье к начальному условию (2.48), умножая 

его на ядро и интегрируя по переменной . В результате получим начальное 

условие 

 

                                             ,                                                      (2.53) 

 

где                               .                                           (2.54) 

 

Задача (2.52), (2.53) представляет собой задачу Коши для обыкновенного 

дифференциального уравнения. Запишем решение этой задачи в виде 

. 

Применив обратное преобразование Фурье (2.50), вычислим искомую 

функцию : 

                          .      (2.55) 

 

Подставим выражение (2.54) в (2.55) и поменяем порядок интегралов, то-

гда 

 

 
 

Вычислим внутренний интеграл 

 

 
 

              . 

 

Таким образом, решение задачи (2.47), (2.48) представлено в виде интегра-

ла 
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                                       .                                (2.56) 

 

где   - фундаментальное решение (1.90) уравнения (1.87). 

 

1.2.6. Принцип максимума и минимума для уравнения теплопроводно-

сти 

 

На плоскости   рассмотрим открытую ограниченную прямоугольную 

область , область  

 и замкнутую область   (см. 

рисунок 2.5). Угловые точки прямоугольника обозначим буквами  и 

рассмотрим ломаную линию , состоящую из трех отрезков 

прямых линий, включающих угловые точки,  

 

Рисунок 2.5. 

 

В области  зададим уравнение теплопроводности 

 

                                               .                                                           (2.57) 

 

Оказывается, что решения уравнения теплопроводности обладают экстре-

мальными свойствами, вытекающими из следующей теоремы. 

Теорема 2.2. Принцип максимума и минимума. Если функция 

  и удовлетворяет уравнению теплопроводности (2.57) в 

области , тогда функция  достигает максимального и минимального значе-

ний на линии , то есть 

 

 t

E F

. M1(x1,t1)



.
M0(x0,t0)

A B

o y1 y2 x



61 
 

                              .                                   (2.58) 

 

  Доказательство. Доказательство проведем от противного для максимума. 

Предположим, что максимум достигается в точке . Обозначим 

, тогда , где . 

Построим вспомогательную функцию 

 

                                     ,                                       (2.59) 

где . 

Вычислим 

 

. 

Оценим 

 

, 

 

так как  

Эти соотношения означают, что функция  достигает максимума в некото-

рой точке , то есть при ,  . 

Рассмотрим различные случаи расположения точки : 

 

1) . 

      

Из теории экстремума для внутренней точки максимума следует, что 

 

                                 ,           ;                                              (2.60) 

 

2) . 

 

      Так как точка максимума   граничная, то 

 

                                 ,           .                                             (2.61) 

     

      Вычислим производные функции (2.59) в точке  и воспользуемся нера-

венствами (2.60), (2.61), тогда 

 

, 
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. 

 

По условию теоремы в точке  для функции  выполнено уравнение 

(2.57). С другой стороны, левая часть уравнения (2.57) строго больше нуля, а 

правая часть меньше или равна нулю. Получено противоречие. Таким образом, 

максимум функции  достигается на линии . Для минимума теорема доказыва-

ется аналогично после замены функции  на функцию  

.  

Приведем некоторые следствия из принципа максимума и минимума. 

Следствие 2.1.  Пусть функции   и удовлетворяют 

уравнению теплопроводности (2.57) в области . Если  для 

любой точки , то  для любой точки . 

Доказательство. Построим вспомогательную функцию , кото-

рая удовлетворяет всем условиям теоремы 2.2, тогда из левого неравенства 

(2.58) имеем 

 

, 

 

так как  для точки . 

Таким образом,  для любой точки .     

Легко доказать следующие следствия.  

Следствие 2.2. Пусть функции  и удовлетворяют 

уравнению (2.57) в области . Если  , , то 

, .  

Следствие 2.3. Пусть функции  и удовлетворяют 

уравнению (2.57) в области . Если , то           

.   

Следствие 2.4.  Пусть функция  и удовлетворяет урав-

нению (2.57) в области . Если , , то  

 .  

 

1.2.7. Корректность задачи Коши для уравнения теплопроводности 

      Физическая интерпретация. Рассмотрим задачу (2.47), (2.48) в частном слу-

чае, когда . Получим классическую задачу Коши для 

уравнения теплопроводности в стержне: 
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                                       в ,                                        (2.62) 

 

                                       ,         ,                                  (2.63) 

 

где  ;  - коэффициент теплопроводности;  - удельная теплоемкость;  - 

плотность материала стержня;  - временная переменная;  - пространственная 

переменная; ; классическое решение задачи  

, - пространство ограниченных непре-

рывных функций на полуплоскости  

Задача (2.62), (2.63) описывает изменение температуры тонкого бесконеч-

ного стержня, который расположен вдоль оси  (см. рис. 2.6). 

При этом функция  задает температуру стержня в сечении  в мо-

мент времени . Начальное условие (2.63) означает, что темпе-ратура  в началь-

ный момент времени  известна в каждом сечении стержня  и равна . 

                                                   Рисунок 2.6. 

      

Для корректности поставленной задачи должны быть выполнены следую-

щие требования: существование решения, единственность решения и непре-

рывная зависимость решения от начальной функции   в выбранных простран-

ствах    и    

Существование решения. Решение задачи (2.62), (2.63) для  опре-

деляется интегралом вида (2.56): 

 

                                                                       (2.64) 

 

где  ;   

 

Интеграл (2.64) называется интегралом Пуассона. 

  Необходимо провести обоснование решения (2.64), то есть показать, что 

функция (2.64) принадлежит пространству , удовлетворяет уравнению (2.62) и 

удовлетворяет начальному условию (2.63), которое выполняется в предельном 

смысле, то есть  

 

0 x x
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                                          .                                                    (2.65) 

 

Легко показать, что функция  удовлетворяет уравнению тепло-

проводности (2.62) (См. формулы (1.89)), а функция (2.64) любое число раз 

дифференцируема под знаком интеграла в подобласти  [1]. Для функции  

подробные выкладки проделаны для общего параболического уравнения с по-

стоянными коэффициентами (1.87). В результате 

 

 
 

Заметим, что решение вида (2.64) является ограниченным. Действительно, 

в силу ограниченности функции  следует 

 

 
 

. 

 

Единственность решения. 

Теорема 2.3. Если существует ограниченное классическое решение задачи 

Коши для уравнения теплопроводности (2.62), (2.63), то есть , тогда ре-

шение   единственно в пространстве  

Доказательство. Доказательство проведем от противного. Пусть суще-

ствуют два решения . В силу ограниченности решений  в об-

ласти , где . Образуем вспомогательную функцию , 

которая удовлетворяет следующим условиям: 

 

                                        в  ,                                                   (2.66) 

      

                                       .                                                                       (2.67) 

 

Функция   ограничена, так как . 

Построим вспомогательную функцию , , 

, являющуюся решением уравнения (2.66). 

Сравним  функции  и  в области . В 

силу условия (2.67)  при  . Сравним  функции  и  на линиях 
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. С одной стороны , а с другой -    . 

В результате  при . Таким образом,  на линии , опреде-

ленной в теореме 2.2.  

Функции ,  удовлетворяют уравнению теплопроводности (2.66), поэто-

му, используя следствие 2.3 из принципа максимума, получаем неравенство 

 

                         ,   . 

 

В неравенстве перейдем к пределу при , тогда . Таким 

образом, .     

Непрерывная зависимость решения. Рассмотрим две задачи (2.62), (2.63) с 

различными начальными функциями: , . Пусть началь-

ные функции мало различаются, то есть . 

Представим решения задач с помощью формулы Пуассона (2.64) и оценим 

разность решений: 

 

. 

 

Таким образом, решения также мало различаются, то есть  в 

подобласти , что доказывает непрерывную зависимость решения задачи от 

начального условия (2. 63) в метрике (2.34). 

Получено, что задача Коши для уравнения теплопроводности поставлена 

корректно в паре пространств ,  

 

1.2.8. Обобщенные функции 

 

Дифференциальное исчисление  и теория дифференциальных уравнений 

базируются на понятии производной, которая первоначально вводится в клас-

сическом смысле. При этом не всякая функция дифференцируема в каждой 

точке. Например, любая монотонно неубывающая функция имеет не более чем 

счетное число точек разрыва первого рода, в которых функция заведомо не 

дифференцируема в классическом смысле. В физике и разделах математики: в 

дифференциальных уравнениях и теории вероятностей возникает потребность 

расширить понятие производной, вводя обобщенную производную, с помощью 

которой функция, имеющая разрывы первого рода, становится дифференциру-

емой в точках разрыва.  Как результат дифференцирования в обобщенном 

смысле разрывных функций возникают обобщенные функции. 

Основные функции. Рассмотрим  -мерное евклидово пространство .  

Пусть . Зададим на пространстве  финитную функцию 

. Функция  - финитная, если суще-
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ствует ограниченное открытое множество , для которого   при  

    при   

Замкнутое множество  называется носителем  финитной функ-

ции . Обозначим линейное пространство всех финитных функций через 

. В пространстве  введем сходимость последовательности финит-

ных функций  , .  

Определение 2.5. Последовательность  сходится к финитной функ-

ции , то есть , если выполнены следующие условия: 

 

1)    равномерно; 

 

2)  равномерно, где   ; 

 

3) существует ограниченное замкнутое множество , такое что 

,  .  

Пространство  с указанной сходимостью будем называть простран-

ством основных функций. 

На пространстве  рассмотрим линейный функционал  действую-

щий на функции , то есть .  

Функционал  линейный, если 

 

                                                        (2.68) 

 

для ,   .  

  Определение 2.6. Обобщенной функцией называется линейный непрерыв-

ный функционал  на пространстве  [5]. Функционал  непрерывный, ес-

ли для любой последовательности  финитных функций , сходящейся к фи-

нитной функции , выполнено условие 

  

                                             .                                               (2.69)                                          

 

Линейное пространство всех обобщенных функций обозначим через 

. 

Регулярные обобщенные функции. Рассмотрим произвольную локально 

суммируемую (в частном случае непрерывную) функцию 

, заданную на . С помощью обычной функции  

построим линейный функционал g , определив его с помощью форму-

лы 
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Проверим условие непрерывности (2.69): 

 

= 

 

. 

 

Переход к пределу под знаком интеграла законен в силу равномерной схо-

димости последовательности функций . Таким образом, любую обычную 

функцию  можно рассматривать как обобщенную функцию g . Та-

кие обобщенные функции будем называть регулярными обобщенными функци-

ями. Все остальные обобщенные функции - сингулярные обобщенные функции. 

δ-функция Дирака. В качестве примера сингулярной обобщенной функции 

рассмотрим функционал  

 

                 ,         (2.70)  

         

где фиксированная точка . Функционал   действует на функцию  

  следующим образом: 

 

                             .                         (2.71) 

                      

При    для обобщенной функции    имеем 

 

                                .                                   (2.72)                                          

 

Легко показать, что функционал (2.71) линейный и непрерывный, то есть 

является обобщенной функцией.  Обобщенная функция (2.70) называется  -

функцией Дирака. 

Рассмотрим открытое множество . Будем говорить, что обобщенная 

функция  равна  на множестве , если для  с носителем 

 выполнено условие . 

Обозначим через max  наибольшее открытое множество, на котором обоб-

щенная функция   равна нулю. Носителем обобщенной функции  называется 

замкнутое множество . 
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Очевидно, что , то есть состоит из одной точки  

. Вне   этой точки  - функция Дирака равна нулю. При   - 

функция (2.72) сосредоточена в начале координат. 

Рассмотрим обобщенную функцию вида 

 

                                                  ,                                                                 (2.73) 

где  - невырожденная матрица. 

Применим функционал (2.73) к функции : 

 

                                .                                   (2.74) 

 

В интеграле перейдем от переменных интегрирования  к пере-

менным       с помощью преобразования , тогда 

 

                      ,                    (2.75)  

  

где  . 

 

Сравнив (2.75) и (2.72), получим формулу [5, с. 33]: 

 

                                         .                                                    (2.76)                                               

 

Дифференцирование обобщенных функций. Определим производную лю-

бого порядка от обобщенной функции f . Производная fD

 

определяется с помощью соотношения 

    

                                        ,                                    (2.77) 

 

  где             ,                      .  

 

Очевидно, что правая часть формулы (2.77) определена, а значит, опреде-

лен непрерывный функционал  в левой части формулы. Формула (2.77) 

позволяет определить, производную от любой обычной функции.  

Определение 2.7. Пространство Соболева . 

Функция , если , то есть  

, и всевозможные обобщенные производные ,  

, [7, с. 256].   

Пример 2.1. Рассмотрим кусочно непрерывно дифференцируемую функ-

цию с единственной точкой разрыва первого рода : 
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                                                                          (2.78) 

 

где ,   . 

Вычислим обычную производную функции (2.78): 

 

                                                                         (2.79) 

       

В точке  функция (2.79) не определена, так как производная функции 

 в точке  не существует. Доопределим ее в точке  нулем.  

Вычислим обобщенную производную  от функции , рассматривая ее 

как регулярную обобщенную функцию и используя определение (2.77). 

В результате 

      

 
 

Интегрируя по частям, получаем  

 

                           , 

 

где  - скачок функции в точке разрыва  

Учитывая определение  -функции (2.71) на , получаем 

                         

 
Отсюда 

                              
  

обобщенная производная разрывной функции  

             

1.2.9. Фундаментальные решения  дифференциальных уравнений 

 

Рассмотрим произвольное уравнение порядка  

 

                                                                              (2.80) 
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где    .   

 

Определение 2.8. Обобщенная функция u  называется обобщен-

ным решением уравнения (2.80), если выполнено тождество 

  

                                          
 

для . Здесь - сопряжен-

ный  дифференциальный  оператор для оператора  .   

В качестве правой части  уравнения (2.80) рассмотрим  - функцию Дира-

ка:  

 

                                    .                                    (2.81) 

 

Любое  обобщенное решение  0, xxu


  уравнения (2.81) называется 

фундаментальной функцией оператора . 

Очевидно, что фундаментальная функция определяется неоднозначно. 

Учитывая специфику решаемой прикладной задачи, на фундаментальную 

функцию накладывают дополнительные условия нормировки, которые выде-

ляют единственную фундаментальную функцию , которая 

называется фундаментальным решением уравнения  (2.81), [7, с. 348]. 

Фундаментальное решение уравнения Колмогорова. В теории вероятно-

стей и стохастических процессов важную роль играет уравнение Колмогорова. 

Рассмотрим неоднородное уравнение Колмогорова  с  -функцией в правой ча-

сти, то есть рассмотрим уравнение вида (2.81): 

 

                       ,            (2.82) 

 

которое определено на пространстве  с координатами ,  Рас-

смотрим частный случай уравнения [9, с. 226] когда  - постоянные:  

 

                                                               (2.83) 

 

Не нарушая общности, положим  . Получим уравнение 

 

                                    ,                                           (2.84) 

       

для которого найдем фундаментальное решение, накладывая условие на беско-

нечности 
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                                при                                             (2.85) 

 

В уравнении (2.84) перейдем к новым переменным ,  с помощью преоб-

разования 

                                                                                                          (2.86) 

 

Тогда  . 

       

На основании формулы (2.76): , получим уравнение 

 

                                   .                                (2.87) 

 

Произведем еще одну замену переменных ,  , где  -  посто-

янная, тогда 

. 

 

Используем формулу (2.76) и представим правую часть уравнения в виде  

 

. 

        

В результате, заменив , , получим уравнение 

 

                               .                   (2.88) 

 

  Уравнения (2.87) и (2.88) представляют  собой одно и тоже уравнение, ре-

шением которого при соответствующем условии на бесконечности (2.85) явля-

ется фундаментальное решение. В силу единственности фундаментального ре-

шения отождествим решения уравнений (2.87) и (2.88). В результате получим, 

что функциональное соотношение  справедливо при лю-

бом   

Выберем ,  тогда 

 

                                    . 
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Введем новую переменную ,  получим представление 

       

                                            ,                                                   (2.89) 

где . 

Подставив функцию (2.89) в уравнение (2.87), получим обыкновенное 

дифференциальное уравнение для определения : 

 

. 

 

Так как  -функция при  тождественно равна нулю, то  

 

                                     
при . 

Для наших целей пригодным является решение этого уравнения 

, где постоянная нормировки , откуда 

. 

        

Возвратившись к старым переменным   (2.86), получим фундаменталь-

ное решение уравнения (2.84): 

  

                               ,      ,                               (2.90) 

  

которое при  доопределим нулем. 

Производим сдвиг координат  на величины  и получим фунда-

ментальное решение уравнения (2.83), которое совпадает с функцией (1.90) при 

. Сравнение с формулой (5.14) (см. главу 5)  показы-

вает, что фундаментальное решение уравнения Колмогорова  совпадает с пере-

ходной функцией плотности вероятностей марковского процесса, то есть 

 при . 

  Фундаментальное решение уравнения Лапласа. Рассмотрим неоднородное 

уравнение Лапласа в трехмерном пространстве  с  - функцией в правой ча-

сти: 

                         .                          (2.91) 
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Можно показать, что обобщенным решением уравнения (2.91) является 

фундаментальное решение (1.86). В двухмерном случае  обобщенным реше-

нием уравнения 

 

 
 

является фундаментальное решение (1.84). 

 

1.3. Смешанные задачи для гиперболических и параболических урав-

нений 

 

1.3.1. Постановка смешанных задач  для уравнения колебаний струны 

 

На плоскости  с координатами  выделим область 

, представляющую собой полубесконечную по-

лосу (см. рисунок 3.1). 

Рисунок 3.1. 

 

      В области  рассмотрим уравнение колебаний струны 

 

                                           ,                                                (3.1) 

 

где  - искомая функция в области ;  - заданная функция. 

Для гиперболического уравнения (3.1) в области  (рис. 3.1)  поставим  

ряд смешанных задач, наложив на функцию  начальные условия на нижнем 

основании  и граничные условия на боковых сторонах ,  полу-

полосы . 

Первая смешанная задача. 

 

                                        в области  ,                             (3.2) 

t

x=0 x=l

D

O t=0 l x
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                                    ,      ,     ,               (3.3) 

 

                                    ,      ,      .                     (3.4) 

 

  При заданных функциях  

   тре-

буется найти функцию , которая удовлетворяет уравнению (3.2) в об-

ласти , начальным условиям (3.3) и граничным условиям первого рода (3.4).   

Задача (3.2)-(3.4) описывает процесс колебаний однородной струны длины 

, натянутой вдоль отрезка . Граничные условия (3.4) означают, что 

струна в концевых точках  закреплена соответственно на высоте 

. Так как эти величины зависят от времени , то это означает, что 

высота закрепления изменяется заданным образом с течением времени. Первое 

начальное условие (3.3) задает график  струны в начальный момент 

времени , а величина  из второго начального условия (3.3) задает 

начальную скорость струны в точке с координатой . На рисунке 3.2 изображен 

вид струны в момент времени .  

 

Рисунок 3.2. 

 

Заметим, что при постановке задачи (3.2)-(3.4) на заданные функции 

 должны быть наложены некоторые ограничения. В частности,  в угло-

вых точках области  должны быть выполнены условия согласования: 

 

          .           (3.5) 

 

Эти условия являются необходимыми условиями непрерывной дифферен-

цируемости решения  в замкнутой области . Так как решение 

u

t) u(x,t)

(t)

0 x l   x
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, то, помимо условий (3.5), должны быть выполнены условия второго 

порядка: 

 

                .               (3.6)      

    

Действительно,  продифференцируем условия (3.4) дважды по , а первое 

условие (3.3) дважды по , тогда 

 

      . 

 

Подставив значения производных в соответствующих точках в уравнение 

(3.2), получим требуемые условия (3.6).  

Укажем, что на начальные и граничные функции и на правую часть урав-

нения необходимо накладывать некоторые дополнительные условия, обеспечи-

вающие существование классического решения задачи. 

 

Вторая смешанная краевая задача. 

 

                                    в области ,                                    (3.7) 

 

                                  ,      ,               (3.8) 

 

                                  ,      .                   (3.9) 

 

При заданных функциях    

  

требуется найти функцию , которая удовлетворяет уравнению (3.7) в 

области , начальным условиям (3.8) и граничным условиям второго рода (3.9).             

Граничные условия (3.9) означают, что на струну в концевых точках 

 действуют заданные силы, направленные ортогонально оси . 

Необходимые условия согласования в угловых точках области , обеспе-

чивающие принадлежность решения  к пространству , имеют вид 

 

,     ,    ,     . 

Третья смешанная задача. 

  

                     в  области ,                                               (3.10) 
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                 ,      ,                              (3.11) 

 

          ,  .      (3.12) 

 

При заданных функциях  

 , 

, , требуется найти функцию , которая удовле-

творяет уравнению (3.10) в области , начальным условиям (3.11) и граничным 

условиям третьего рода (3.12).               

Граничные условия (3.12) означают, что на струну в концевых точках 

 действуют заданные упругие силы, направленные ортогонально 

оси  

Необходимые условия согласования в угловых точках области , обеспе-

чивающие принадлежность решения  к пространству , определяются со-

отношениями 

 

,        , 

 

,       

 

. 

 

В случае, когда функции , , , граничные условия (3.4), 

(3.9), (3.12) называются однородными граничными условиями. 

Смешанная задача для обобщенного уравнения колебаний струны. 

 

                   в ,                                (3.13) 

 

                 ,      ,                              (3.14) 

 

              , .    (3.15) 

 

Требуется найти функцию , которая удовлетворяет уравнению 

(3.13) в области , начальным условиям (3.14) и граничным условиям  (3.15).     

Заметим, что уравнение (3.13) описывает процесс колебаний неоднородной 

струны, а граничные условия  (3.15) содержат граничные условия первого, вто-
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рого и третьего рода в зависимости от параметров , . Граничные условия 

(3.4), (3.9), (3.12), (3.15) являются классическими граничными условиями. В 

прикладных задачах могут возникать граничные условия и других видов. В 

частности, граничные соотношения могут связывать значения искомой функ-

ции на разных концах струны. 

 

1.3.2. Постановка смешанных задач для уравнения теплопроводности 

в стержне 

       

На плоскости  с координатами  выделим область 

, (см.  рис.  3.1). В области  рассмотрим урав-

нение теплопроводности 

 

                                        ,                                                   (3.16) 

 

где  - искомая функция в области .  

Уравнение (3.16) называется также одномерным уравнением теплопровод-

ности. 

Для параболического уравнения (3.16) поставим смешанные задачи перво-

го, второго и третьего рода, наложив на функцию  одно начальное условие на 

нижнем основании  и граничные условия на боковых сторонах 

 полуполосы . 

Первая смешанная задача. 

 

                                        в   области ,                            (3.17) 

 

                                    , ,     ,                                            (3.18) 

 

                                    ,      ,      .                     (3.19) 

 

При заданных функциях     ,0,1 lxCDCf    требуется 

найти функцию , которая удовлетворяет уравнению (3.17) в 

области , начальному условию (3.18) и граничным условиям первого рода 

(3.19). Функции , если .   

Условия согласования: . 

Задача (3.17)-(3.19) описывает процесс распространения тепла в тонком 

стержне длины , расположенном вдоль отрезка  (см. рисунок 3.3) 

Функция  задает температуру стержня в сечении  в момент времени . 
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Граничные условия (3.19) означают, что в торцах стержня  поддер-

живаются заданные температуры , . 

Функция  в начальном условии (3.18) задает температуру стержня в 

каждом сечении  в начальный момент времени . 

Рисунок 3.3. 

 

Вторая смешанная задача. 

 

                                        в  области ,                             (3.20) 

 

                                 ,       ,                                               (3.21) 

 

                                    ,    ,      .                     (3.22) 

 

При заданных функциях     ,0, 11 lxCDCf    требуется 

найти функцию , которая удовлетворяет уравнению (3.20) в 

области , начальному условию (3.21) и граничным условиям второго рода 

(3.22).    

Условия согласования: . 

Граничные условия (3.22) означают, что в торцах стержня  

заданы тепловые потоки. 

       

Третья смешанная задача. 

 

                     в  области ,                                                 (3.23) 

 

                  ,      ,                                                      (3.24) 

 

          ,  .      (3.25) 

 

При заданных функциях     

,  требуется найти функцию , 

которая удовлетворяет уравнению (3.23) в области , начальному условию 

(3.24) и граничным условиям третьего рода (3.25).              

u(x,t)

0           x l x
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  Условия согласования: 

  

, 

 

. 

 

Граничные условия (3.25) моделируют теплообмен стержня через торцы 

 с окружающей средой. 

Заметим, что для существования классических решений сформулирован-

ных задач необходимо на начальные и граничные функции и на правую часть 

уравнения теплопроводности накладывать некоторые дополнительные условия. 

 

1.3.3. Постановка смешанных задач для уравнения теплопроводности 

в пластине 

       

На плоскости  расположена тонкая ограниченная пластина  с грани-

цей . Функция   задает температуру пластины в точке 

 в момент времени  (см. рисунок 3.4) 

 

 

 

Рисунок 3.4. 

 

В трехмерном пространстве  с координатами  выделим область 

, представляющую собой полубесконечный цилиндр (см. 

рисунок 3.5). 

В области  рассмотрим двумерное уравнение теплопроводности 

 

                                    ,                                      (3.26)  

 

где   искомая функция в области . 

y n



y u(x,y,t)



O x x
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Рисунок 3.5. 

 

Для параболического уравнения (3.26) сформулируем ряд смешанных за-

дач, наложив на функцию  начальное условие на нижнем основании  

и граничное условие на боковой поверхности  полуцилин-

дра  

Первая смешанная задача. 

 

                                  в   области ,                (3.27) 

 

                           ,       ,                                                (3.28) 

 

                              ,       .                                             (3.29) 

 

При заданных функциях   требуется найти 

функцию , которая удовлетворяет уравнению (3.27) в области 

, начальному условию (3.28) и граничному условию первого рода (3.29).   

Условие согласования:  

 

. 

Граничное условие (3.29) означает, что на ребре пластины  задана темпе-

ратура . Функция  в начальном условии (3.28) задает температуру пла-

стины в каждой точке с координатами  в момент времени  

 

Вторая смешанная задача. 

 

                                  в  области  ,      

 

     t

D  y





O x
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                              ,       ,                       

 

                             ,       ,       

                  

где  - единичная внешняя нормаль к контуру ;   - 

производная по нормали.  

Условие согласования: 

 

. 

 

Третья смешанная задача. 

 

                                  в  области ,               

 

                              ,       ,                       

 

                              ,       .  

       

Условие согласования: 

 

                                        . 

 

В дальнейшем будут поставлены смешанные задачи и для других парабо-

лических уравнений, в частности для уравнений денежных накоплений, кото-

рые имеют социально-экономическую интерпретацию. 

 

 

 

1.3.4. Задача Штурма-Лиувилля 

 

Задача Штурма-Лиувилля является специальной краевой задачей для 

обыкновенных дифференциальных уравнений и рассматривается как вспомога-

тельная задача, используемая в дальнейшем для решения смешанных задач для 

уравнений с частными производными. 

На оси рассмотрим отрезок , для которого сформулируем кра-

евую задачу для обыкновенного дифференциального уравнения второго поряд-

ка с граничными условиями на концах отрезка в точках , : 
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                       , ,                        (3.30) 

                        

                       ,      ,                    (3.31) 

 

где  - искомая функция, ;  

 - заданные действительные функции, , , 

,  , , ;  - задан-

ные действительные постоянные,  , ;   - числовой 

параметр, который подлежит определению. 

Заметим, что задача (3.30), (3.31) всегда имеет тривиальное решение, то 

есть . 

Задача Штурма-Лиувилля.  Требуется найти такие числа , для которых 

существуют нетривиальные решения  

уравнения (3.30) с условиями (3.31). Числа  называются собственными значе-

ниями, а соответствующие  нетривиальные функции  называются собствен-

ными функциями  задачи Штурма-Лиувилля.  

Таким образом, задача (3.30), (3.31) сводится к отысканию всех собствен-

ных значений и всех собственных функций. 

Введем оператор , называемый дифференци-

альным  оператором Штурма-Лиувилля. Совокупность всех собственных зна-

чений называется спектром дифференциального оператора  с граничными 

условиями (3.31). 

Заметим, что задача (3.30), (3.31) содержит задачи трех родов: 

задачу первого рода  

 

,   , 

      

                                               , ;                                               (3.32) 

 

задачу второго рода 

 

,   , 

   

                                                , ;                                            (3.33) 

 

задачу третьего рода 

 

,   , 
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                                       , .                   (3.34) 

  

Свойства собственных значений и собственных функций. 

 

Свойство  3.1. Для задачи  (3.30), (3.31) существует бесконечная  дискрет-

ная последовательность собственных значений  и соответ-

ствующая последовательность собственных  функций ,   

такая, что  

 

                ,   ,                                                  (3.35) 

 

                ,    .                       (3.36) 

 

Будем считать, что числа  упорядочены  по возрастанию: 

 ( при .  

 

Свойство  3.2.  Каждому собственному значению  соответствует  

только одна собственная функция с точностью до постоянного множителя. 

Доказательство. Очевидно, что если  - собственная функция, то 

 ( ) также собственная функция. Пусть собственному  значе-

нию  соответствуют две линейно независимые собственные функции 

 и , тогда для функций  выполнены соотношения (3.35), (3.36). 

Выпишем уравнение (3.35) и первое граничное условие (3.36): 

 

                       ,     .                         

 

Воспользуемся формулой Лиувилля для вронскиана, соответствующего 

двум решениям  и : 

 

 . 

 

Очевидно, что для граничных условий первого и второго рода (3.32), (3.33) 

вронскиан . Для граничного условия общего вида (3.36) имеем 

 

. 
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Таким образом, во всех случаях .  Это означает, что функции  и 

 линейно зависимы, то есть ,  constC .  

      

Свойство 3.3. Для собственных функций , соответствующих раз-

личным собственным значениям задачи (3.30), (3.31), выполнены условия орто-

гональности с весом  на отрезке : 

 

                    ,                          (3.37) 

 

где   - символ Кронекера, 

 

         - норма функции . 

Доказательство. Для оператора Штурма-Лиувилля  рассмотрим выраже-

ние 

 

, 

 

где . 

 

Это равенство проинтегрируем по переменной , получим формулу Грина 

для оператора : 

 

                                                 (3.38) 

 

Положим в формуле (3.38) . Учитывая граничные 

условия (3.36), получим 
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Преобразуем левую часть, используя уравнения (3.35), тогда 

  

. 

 

Если , то . Таким образом, различные собственные 

функции взаимно ортогональны.  

 

Свойство 3.4. Собственные значения  задачи (3.30), (3.31) действитель-

ны. 

Доказательство. От противного. Пусть  - комплексное соб-

ственное значение, а  - соответствующая комплексная собствен-

ная функция. К соотношениям (3.35), (3.36) применим операцию комплексного 

сопряжения и воспользуемся действительностью величин  задачи 

(3.30), (3.31). Учитывая свойства операции комплексного сопряжения: 

 

,  ,  ,  , 

 

получим  соотношения 

 

,  ,   . 

 

Это означает, что  - собственное значение, а - соответствующая соб-

ственная функция задачи (3.30), (3.31). Так как n , то на основании свой-

ства 3.3 функции  взаимно ортогональны, то есть 

 

 
 

Следует, что , так как . Таким образом, комплексных 

собственных значений нет.  

 

Свойство 3.5.   Все собственные значения задачи (3.30), (3.31) неотрица-

тельны, то есть . 

Доказательство. Уравнение (3.35) умножим на  и проинтегрируем 

по переменной , тогда после интегрирования по частям получим 
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                  .           

                                                                                                                              (3.39) 

В случае граничных условий  первого или второго рода (3.32), (3.33) по-

следнее слагаемое равенства (3.39) равно нулю, а в случае граничных условий 

общего вида в последнем слагаемом исключим  производные на основании ра-

венств (3.36), тогда 

 

 
то есть .   

 

Замечание 3.1.  Возможен вариант, когда одно из собственных значений 

равно нулю. Обозначим его через  , а соответствующую собственную 

функцию через .  Из равенства 

 

, 

 

в котором все слагаемые неотрицательные, следует , так как  

. Получим . Откуда следует, что . 

Показано, что собственное значение , имеет только задача второго рода 

(3.33) при .  

 

  Свойство 3.6. Теорема Стеклова. Произвольная   функция 

    lxCxf 02

,  с граничными условиями  

,   разлагается в равномерно сходя-

щийся ряд Фурье на отрезке  по собственным функциям задачи Штурма-

Лиувилля (3.30), (3.31): 

 

   ,            , 

                                                      

                               .                                            (3.40) 

 

1.3.5. Схема метода разделения переменных для решения  смешанных 

задач 

 

Рассмотрим смешанную задачу (3.13)-(3.15) для однородного уравнения 

колебаний струны общего вида с однородными граничными условиями: 
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              в     ,                   (3.41) 

 

                 ,   ,    ,                                  (3.42) 

 

               ,   ,       ,               (3.43) 

 

где  - оператор Штурма-Лиувилля. 

Предполагается, что на функции и коэффициенты   

накладываются ограничения аналогичные ограничениям задачи (3.30), (3.31), 

при этом коэффициенты  не зависят от времени . 

Для решения задачи (3.41)-(3.43) применим метод разделения переменных, 

который состоит в отыскании решений уравнения (3.41) вида 

 

                                           .                                                   (3.44) 

 

Подставив функцию (3.44) в уравнение (3.41), получим равенство 

       

. 

 

Разделим это равенство на , отделяя функции зависящие от  

и функции зависящие от , тогда 

 

. 

 

Выражение слева зависит только от , а выражение справа -  только от , 

поэтому это равенство имеет место тогда и только тогда, когда эти выражения 

являются постоянными, то есть 

 

, 

 

где  - постоянная разделения. 

В результате получим два обыкновенных дифференциальных уравнения 

 

                                             ,                                                             (3.45) 

 

                                           .                                                        (3.46) 
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Потребуем, чтобы решения (3.44) удовлетворяли граничным условиям 

(3.43). Подставляя (3.44) в условия (3.43), получаем 

 

,     

 

Так как , то выполнены граничные условия для функции : 

 

                      ,    . 

 

Добавляя эти условия к уравнению (3.46), получим задачу Штурма-

Лиувилля (3.30), (3.31): 

 

, 

                                                                                                                              (3.47) 

,    . 

 

Предположим, что собственные значения  и собственные функции 

,   задачи (3.47) вычислены. Здесь ,  

(см. замечание 3.1). В случае отсутствия нулевого собственного значения  

. 

Вычислим , положив в уравнении (3.45) . При  имеем 

уравнение 

 

. 

 

      Общее решение 

 

 ,  , 

       

где - произвольные постоянные.  

При  получим уравнение  

 

. 

 

Общее решение , где  - произвольные постоянные. 

Таким образом, получена бесконечная последовательность частных реше-

ний вида (3.44) уравнения (3.41), которые удовлетворяют граничным условиям 

(3.43): 

 ,   

                                                                                                                                (3.48) 
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. 

 

Из решений (3.48) образуем общее решение уравнения (3.41) в виде ряда 

 

      .              

                                                                                                                                (3.49) 

 

Вычислим коэффициент  ,     удовлетворяя первому 

начальному условию (3.42): 

 

. 

 

Учитывая формулу (3.40), вычислим 

 

                                   .                                     (3.50) 

 

Из второго начального условия (3.42) получим равенство 

 

, 

 

откуда 

 

        ,  , ,      

                                                                                                                                (3.51) 

 

Таким образом, решение задачи (3.41)-(3.43) представлено в виде ряда 

(3.49) с коэффициентами (3.50), (3.51). 

 

1.3.6. Решение методом разделения переменных  первой  смешанной 

задачи для однородного уравнения  колебаний струны 

 

Рассмотрим первую смешанную задачу (3.2)-(3.4) для простейшего одно-

родного уравнения колебаний струны с однородными граничными условиями: 

 

                      в области ,       (3.52) 

 

                    ,      ,                                    (3.53) 

 

                    ,           ,               .                            (3.54) 
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Выберем пространства функций, учитывая условия согласования (3.5), 

(3.6): 

 

, 

 

          , 

 

          . 

 

Для решения задачи (3.52)-(3.54) применим метод разделения переменных, 

отыскивая решения уравнения (3.52) в виде 

 

                                              .                                                (3.55) 

       

После подстановки в уравнение (3.52) по аналогии с предыдущим пара-

графом  3.5 получим 

 

, 

 

где  - постоянная разделения. 

Имеем два обыкновенных дифференциальных уравнения: 

 

                                               ,                                                    (3.56)  

 

                                               .                                                        (3.57)  

    

Потребуем, чтобы решения (3.55)  удовлетворяли граничным условиям 

(3.54). Подставив (3.55) в (3.54), получим 

 

                                                                                              (3.58) 

 

В результате получена задача Штурма-Лиувилля (3.57), (3.58) в явном ви-

де. Собственные значения  на основании замечания 3.1. Поэтому общее 

решение уравнения (3.57) имеет вид 

 

, 

 

где  - произвольные постоянные.  
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Удовлетворим первому граничному условию (3.58), тогда , то 

есть . Для простоты положим , так как собственная 

функция определяется с точностью до постоянного множителя. 

Удовлетворим второму граничному условию (3.58), тогда 

       

                                        . 

 

Следует, что . Отсюда определим собственные зна-

чения и собственные функции аналитически: 

 

                                      ,             ,                           (3.59) 

 

                                    .                                            (3.60) 

 

Вычислим , положив в уравнении (3.56) : 

 

. 

 Общее решение 

 

        , 

 

где  - произвольные постоянные. 

В результате, получена бесконечная последовательность частных решений 

вида (3.55) уравнения (3.52), которые удовлетворяют граничным условиям 

(3.58): 

 

. 

 

Из этих решений составим общее решение в виде ряда 

 

           

.      

                                                                                                                               (3.61) 

  

Вычислим коэффициент , удовлетворяя первому начальному условию 

(3.53): 
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, 

 

где   - коэффициенты Фурье функции . 

Удовлетворим второму начальному условию (3.53), тогда 

 

, 

 

где  

Приравнивая коэффициенты при одинаковых собственных функциях, вы-

числим коэффициенты разложения (3.61): 

 

 ,  , 

 

. 

 

Таким образом, решение исходной задачи (3.52)-(3.54) представлено в виде 

разложения 

 

              .             (3.62) 

 

1.3.7. Сведение смешанной задачи  с неоднородными  граничными 

условиями к задаче с однородными граничными условиями 

 

Рассмотрим смешанную задачу для обобщенного уравнения колебаний 

струны (3.13)-(3.15): 

 

                      в области , 

 

                   ,  ,   ,                                  (3.63) 

 

                    ,      ,      .              

 

Метод разделения переменных, изложенный в параграфе 3.5, для решения 

этой задачи не применим, так как уравнение и граничные условия в (3.63) не-

однородные. Преобразуем неоднородные граничные условия в однородные, 

вводя новую неизвестную функцию  с помощью замены 
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                                       ,                                            (3.64) 

  

где   - некоторая заданная функция.  

Подставим (3.64) в (3.63) и запишем задачу для функции : 

 

      в  области , 

 

                              ,        ,         ,           (3.65) 

 

,       ,   , 

где  

, 

  

, , 

 

, . 

      

Граничные условия задачи (3.65) также неоднородные, поэтому обратим 

функции  в нуль за счет выбора функции , то есть потребуем . 

Будем искать функцию  в виде 

 

                                           .                                             (3.66) 

 

Подставим (3.66) в выражения для коэффициентов , тогда 

 

, 

 

. 

 

Получим систему для определения коэффициентов  и : 

 

, 

 

. 

 

Если определитель системы , то 
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,       . 

 

В случае второй смешанной задачи определитель равен нулю, тогда вместо 

(3.66) можно рассмотреть выражение . 

Таким образом, за счет выбора функции  задача (3.63) сведена к за-

даче 

   в  области  

                                        

                          ,        ,     ,                   (3.67) 

 

,          . 

                  

Заметим, что в зависимости от специфики задачи могут рассматриваться и 

другие правила выбора функции . 

В частности, если в задаче (3.63) правая часть уравнения и величины ,  

не зависят от времени , тогда замена (3.64) ищется в виде 

.Задача (3.65) принимает вид 

 

   в  области  

 

,     ,     , 

 

,     ,  , 

где 

,       ,      , 

 

,      . 

 

Потребуем ,   ,   , тогда для определения функции 

 получим краевую задачу для обыкновенного дифференциального уравне-

ния: 

 

,     , 
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,    . 

 

1.3.8. Метод разделения переменных для решения  смешанных задач с 

неоднородным уравнением 

 

В предыдущем параграфе было показано, что любая смешанная задача с 

общей постановкой (3.13)-(3.15) может быть сведена к смешанной задаче с од-

нородными граничными условиями. Поэтому, рассмотрим задачу вида (3.67): 

 

                                          в области ,                     (3.68) 

 

                               ,         ,                  (3.69) 

 

                    ,      ,              (3.70) 

 

Метод разделения переменных, изложенный в параграфе 3.5, для решения 

этой задачи не применим, так как уравнение (3.68) неоднородное. Модифици-

руем метод разделения переменных применительно к задаче (3.68)-(3.70). Для 

этого рассмотрим задачу Штурма-Лиувилля (3.30), (3.31), соответствующую 

смешанной задаче (3.68)-(3.70). Пусть  и  собственные функции и соб-

ственные значения,  для которых выполнены соотношения (3.35), (3.36) 

Представим решение задачи (3.68)-(3.70) в виде разложения в ряд Фурье 

по собственным функциям : 

 

                                            ,                                      (3.71) 

 

где  - неизвестные функции. 

Разложим в ряды Фурье также функции ,  ,    : 

 

                                   ,                                 (3.72) 

 

                ,         ,                          (3.73) 

 

где  

,   , 

 

 ,   , 
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Подставим ряды (3.71), (3.72) в уравнение (3.68), тогда 

 

 
 

Учтем соотношение (3.35) и приравняем коэффициенты при одинаковых 

функциях , получим обыкновенное дифференциальное уравнение второго 

порядка для определения функций : 

 

                                       ,      .                             (3.74) 

 

Далее потребуем, чтобы для ряда (3.71) выполнялись начальные условия 

(3.69). Подставляя ряды (3.71), (3.73) в условия (3.69) и приравнивая коэффици-

енты при функциях , получаем начальные условия для функции : 

 

                                   ,          .                                        (3.75) 

 

Таким образом, необходимо решить задачу Коши (3.74), (3.75). Будем счи-

тать, что собственные значения , тогда общее решение уравнения (3.74) 

определяется формулой 

 

                      ,                         (3.76) 

 

      где  -  частное решение неоднород-

ного уравнения (3.74),  для которого выполнены условия ,   

.          

Найдем коэффициенты , подставляя (3.76) в начальные условия 

(3.75): 

,      . 

      

Найденные функции (3.76) подставим в ряд (3.71), получим окончатель-

ный вид решения исходной задачи (3.68)-(3.70): 

 

 
                                                                                                          

                                  .              (3.77) 
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Заметим, что при наличии собственного значения  и собственной 

функции   (см. замечание 3.1) необходимо рассматривать суммирова-

ние рядов (3.71)-(3.73) от . Функцию  определим, решая задачу Коши 

 

,       ,       . 

 

Очевидно, что  

 

 
 

Таким образом, решение второй смешанной задачи  для 

уравнения (3.68) определяется разложением 

 

 
 

 
 

. 

 

Решение (3.77) является обобщенным решением. Для того, чтобы решение 

(3.77) было классическим, на функции  необходимо накладывать неко-

торые условия гладкости и условия согласования в угловых точках области . 

 

 

1.3.9. Решение методом разделения переменных первой смешанной за-

дачи для однородного уравнения  теплопроводности в стержне  

 

Рассмотрим первую смешанную задачу (3.17)-(3.19) для однородного од-

номерного уравнения теплопроводности с однородными граничными условия-

ми: 

 

                      в  области ,       (3.78) 

 

                     ,                                                                  (3.79) 

 

                     ,     ,          .                                      (3.80) 
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Выберем пространства функций, учитывая условия согласования: 

 

, 

 

. 

 

Для решения задачи (3.78)-(3.80) применим метод разделения переменных, 

отыскивая решения уравнения (3.78) в виде 

  

                                         .                                                     (3.81) 

 

Подставив в уравнение (3.78) и разделив переменные, получим соотноше-

ние 

 

, 

 

 где  - постоянная разделения. 

Имеем два обыкновенных дифференциальных уравнения: 

 

                                                                                                    (3.82)   

  

                                           .                                                            (3.83)    

  

Потребуем, чтобы решения (3.81) удовлетворяли граничным условиям 

(3.80). Подставив (3.81) в (3.80), получим  

  

                             ,              .                                                    (3.84) 

 

Таким образом, получена задача Штурма-Лиувилля (3.83), (3.84), совпада-

ющая с задачей (3.57), (3.58), для которой собственные значения   и соб-

ственные функции  определяются формулами  (3.59), (3.60). 

Вычислим ,   положив в уравнении (3.82) : 

 

. 

Общее решение 

 

,     , 

       

где - произвольные постоянные. 
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В результате получена бесконечная последовательность частных решений 

вида (3.81) уравнения (3.78), которая удовлетворяет граничным условиям 

(3.80): 

 

                        .                       (3.85) 

 

Из этих решений составим общее решение в виде ряда 

 

                                      (3.86) 

 

Вычислим коэффициенты , удовлетворяя начальному условию (3.79): 

 

 
откуда 

                                                                   (3.87) 

 

Таким образом, решение задачи (3.78)-(3.80) представлено в виде разложе-

ния (3.86). 

 

1.3.10.  Корректность первой смешанной задачи для уравнения тепло-

проводности 

 

В предыдущем параграфе была рассмотрена смешанная задача (3.78)-

(3.80): 

 

                   в  ,            (3.88) 

 

                 ,                                                                      (3.89) 

  

                   ,                                                                         (3.90) 

 

для пары пространств . 

Определение 3.1. Смешанная задача (3.88)-(3.90) поставлена корректно 

для пары пространств , если: 

1) для     существует решение задачи (3.88)-(3.90)  

2) для      решение    задачи   (3.88)-(3.90)  единственно в пространстве 
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3) решение  задачи (3.88)-(3.90) непрерывно зависит от начальных функций 

 в пространстве      

В дальнейшем докажем корректность задачи (3.88)-(3.90). 

Существование решения.  
Решение задачи было построено методом разделения переменных и пред-

ставлено в виде ряда (3.86): 

 

                                    .                            (3.91) 

 

Необходимо показать, что решение (3.91) является классическим, то есть 

. 

Лемма 3.1. Если  то функция , представленная 

рядом (3.91), любое число раз непрерывно дифференцируема по переменным  

и  в области . 

Доказательство. Из непрерывности функции  следует ее ограничен-

ность  Оценим коэффициент (3.87), учитывая неравенство 

, тогда 

 

                                                             (3.92) 

 

Далее, продифференцируем ряд (3.91) почленно  раз по переменной : 

 

                        (3.93) 

           

Дифференцирование под знаком бесконечной суммы законно, если ряд 

(3.93) сходится равномерно. Построим мажорантный ряд для ряда (3.93) в обла-

сти , используя оценку (3.92). Сходимость мажорантного 

ряда, 

 

 
 

доказывает равномерную сходимость ряда (3.93). В силу произвольности   

формула  (3.93) верна для области . Аналогично доказывается формула 

 

                                 .                                                    (3.94) 
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Следствие 3.1. Из формулы (3.94) следует , так как 

функции  являются частными решениями уравнения (3.88).  

Лемма 3.2.     Если , тогда функция , представленная ря-

дом  (3.91), непрерывна в замкнутой области , то есть . 

Доказательство.   Преобразуем коэффициент , интегрируя по частям 

интеграл (3.87) и учитывая свойство , тогда 

 

                      ,                      (3.95) 

 

где   -  коэффициент ряда Фурье функции    

по системе  взаимно ортогональных функций . Так как  

, то из неравенства Бесселя [11, с. 151] следует, что 

 

                                                                        (3.96) 

 

Подставим формулу (3.95) в ряд (3.91) и построим мажорантный ряд в об-

ласти : 

 

 
 

Мажорантный ряд сходится на основании неравенства Коши-Буняковского 

и оценки (3.96): 

 

 
 

Из сходимости мажорантного ряда следует равномерная сходимость ряда 

(3.91) в области . Так как ряд составлен из непрерывных функций, то равно-

мерная сходимость обеспечивает непрерывность функции и в   D. 

Следствие 3.2.   Функция (3.91) непрерывно примыкает к граничным ли-

ниям   области  (см. рис. 3.1) и удовлетворяет условиям 

(3.89), (3.90).  

Суммируя результаты доказанных лемм, заключаем, что , то есть 

функция (3.91) является классическим решением первой смешанной задачи 

(3.88)-(3.90).  
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Единственность решения. 

Утверждение 3.1.   Классическое решение   первой смешанной зада-

чи (3.17)-(3.19) (в предположении  существования решения) единственно в про-

странстве  

Доказательство. Пусть существуют два  решения  Образуем функ-

цию  Очевидно, что 

 

             .                       (3.97) 

 

  Функция  удовлетворяет уравнению теплопроводности, поэтому на осно-

вании принципа максимума и минимума (2.58) функция  достигает макси-

мального и минимального значений  на линиях   Из 

(3.97) следует, что   значит  в  области  

.  

Непрерывная зависимость решения от начальной и граничных функ-

ций. 

Рассмотрим две первые смешанные задачи (3.17)-(3.19) с различными 

начальными и граничными функциями: 

 
 

 
 

                                                                   (3.98) 

 

Определение 3.2. Решение  первой смешанной задачи (3.17)-(3.19) 

непрерывно зависит от начальной функции  и граничных функций  и , ес-

ли для   такое, что если 

, тогда   

Утверждение 3.2.   Классическое решение  первой смешанной зада-

чи (3.17)-(3.19) непрерывно зависит от начальной и граничных функций. 

Доказательство.  

Обозначим: . С учетом (3.98) по-

лучим  
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Пусть . Это означает, что на границе 

  области . Используя следствие 2.4. 

из принципа максимума и минимума для уравнения теплопроводности, заклю-

чаем, что  для  Таким образом, для  найдено 

, что из условий   следует неравенство 

. 

Непрерывная зависимость доказана.   

 

1.3.11. Решение методом разделения переменных первой смешанной 

задачи для однородного уравнения теплопроводности в пластине 

 

Рассмотрим первую смешанную задачу (3.27)–(3.29) для двухмерного од-

нородного уравнения теплопроводности в прямоугольной пластине 

 с однородными граничными условиями на 

контуре : 

 

                       в ,                         (3.99) 

                   

                      ,                    ,                                      (3.100) 

 

                       ,                        .                                      (3.101) 

 

Выберем пространства функций, учитывая условия согласования: 

        

, 

 

. 

 

Для решения задачи (3.99)-(3.101) применим метод Фурье, состоящий в 

отыскании решений уравнения (3.99) в виде 

 

                                                                                      (3.102)                           

 

и представлении решения исходной задачи в виде разложения в ряд. 

Подставляя (3.102) в уравнение (3.99) и разделяя переменные, получаем 

соотношение 
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, 

 

где   - постоянная разделения. 

Имеем два дифференциальных уравнения: 

 

                                       ,                                                            (3.103) 

 

                                        .                                                             (3.104)                  

 

Потребуем, чтобы  решения (3.102) удовлетворяли граничному условию 

(3.101). Подставляя функцию (3.102) в (3.101), получаем условие 

 

                                            .                                                          (3.105) 

 

Таким образом, для отыскания функции  в области   получена задача 

Дирихле для эллиптического уравнения (3.104) с однородным граничным усло-

вием (3.105) (См. параграф 4.5). Величина  в уравнении (3.104) также подле-

жит определению. 

 

Спектральная задача. 

 

                                             в  ,                                                  (3.106) 

               

                                         .                                                            (3.107)   

   

Требуется найти числа , для которых существуют нетривиальные реше-

ния  уравнения (3.106) с условием (3.107). Числа  называют-

ся собственными значениями, а соответствующие нетривиальные функции  

называются собственными функциями спектральной задачи для оператора 

Лапласа.  

  Спектральную задачу (3.106), (3.107) для прямоугольной области  решим 

методом разделения переменных в координатах . Для этого найдем все ре-

шения уравнения (3.106) вида 

 

                                      .                                                    (3.108) 

 

Подставим (3.108) в уравнение (3.106) и разделим на   тогда 
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, 

 

где  - постоянная разделения. 

Таким образом, получены два обыкновенных дифференциальных уравне-

ния 

                                          ,                                                           (3.109) 

 

                                          ,                              (3.110)  

 

для определения функций . 

Запишем граничное условие (3.107) в виде четырех условий на  сторонах 

прямоугольника : 

                    

                             ,        , 

                                                                                                                            (3.111)    

                             ,         

 

и потребуем, чтобы функции (3.108) удовлетворяли этим условиям. После под-

становки (3.108) в (3.111) получим 

 

                             ,        ,                                                     (3.112) 

       

                          ,                                                                (3.113) 

 

  Добавим условия (3.112) к уравнению (3.109). Получим задачу Штурма-

Лиувилля (3.57), (3.58), решение которой определяется формулами (3.59), 

(3.60). Таким образом, 

 

               ,          ,      . 

 

Аналогично решим задачу (3.110), (3.113): 

 

            ,          ,      . 

 

Все собственные функции спектральной задачи (3.106), (3.107), определя-

емые формулой (3.108), найдены: 

 

, ; .   

                                                                                                                             (3.114) 
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Найдем соответствующие собственные значения: 

 

                                  .                            (3.115) 

 

Найденные числа подставим в уравнение (3.103) и запишем его общее ре-

шение: 

                                          ,                                    (3.116) 

 

где  - произвольная постоянная интегрирования. 

Подставив функции (3.114), (3.116), в формулу (3.102), получим последо-

вательность частных решений уравнения теплопроводности (3.99), удовлетво-

ряющих граничному условию (3.101): 

 

          ,                  

                                                                                                                              (3.117) 

 ;  . 

Построим общее решение уравнения теплопроводности (3.99) как линей-

ную комбинацию частных решений (3.117): 

 

                            .       (3.118) 

 

Неизвестные коэффициенты  определим, подставив ряд в начальное 

условие (3.100). Тогда 

 

                              .                            (3.119) 

 

Используя ортогональность собственных функций  на прямоугольнике 

 
 

, 

 

находим  коэффициенты ряда Фурье (3.119): 

 

                                                       (3.120) 

 

По аналогии с леммой 3.2 можно доказать, что для начальных функций 

 ряд (3.118) с коэффициентами (3.120) сходится абсолютно и равномерно 
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и определяет решение смешанной задачи (3.99)-(3.101), принадлежащее про-

странству . 

 

1.4. Краевые задачи для эллиптических уравнений 

 

1.4.1. Формулы Грина для оператора Лапласа 

 

Гармонические функции. Для простоты изложения ограничимся трехмер-

ным евклидовым пространством  с декартовой системой координат . В 

пространстве   рассмотрим простейшее эллиптическое уравнение – уравне-

ние Лапласа: 

 

                                .                                                     (4.1) 

       

В плоском случае  имеем уравнение (1.83). 

Выделим ограниченную связную область . Пусть граница  области 

 представляет собой поверхность без самопересечений,  (см. 

определение 2.1). 

Определение 4.1. Функция   называется гармонической в об-

ласти , если  и удовлетворяет уравнению Лапласа (4.1) в области .   

В параграфе 1.6 был описан метод построения гармонических функций на 

плоскости . Укажем на исключительную роль при исследовании краевых за-

дач для уравнения (4.1) фундаментального решения (1.86). 

Первая, вторая и третья формулы Грина. При изучении свойств решений 

уравнения (4.1) важную роль играют формулы Грина, связывающие значения 

функций на границе  и внутри области . 

Для вывода  воспользуемся формулой  векторного анализа 

 

                                     ,                                 (4.2) 

 

где   - скалярная функция;  - 

вектор-функция, то есть векторное поле в области ;  - скалярное 

произведение векторов  и . 

Дифференциальные операторы определяются формулами 

 

,      . 
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Выберем ,   , где произвольные функции 

,   ,   ,   . 

После подстановки в (4.2) получим 

 

, 

 

так как . 

Проинтегрируем полученное тождество по области , тогда 

 

 

 
 

Преобразуем интеграл слева к поверхностному интегралу, используя формулу 

Остроградского-Гаусса 

 

, 

 

где - внешняя единичная нормаль к поверхности , а . В резуль-

тате получим первую формулу Грина: 

 

,           (4.3) 

 

где  - нормаль к поверхности  в точке ; 

 - производная по нормали; 

. 

В формуле (4.3) поменяем местами функции  и вычтем из формулы 

(4.3), получим вторую формулу Грина 

 

    ,      (4.4) 

 

где . 

В равенстве (4.3) положим , получим формулу 

 

          ,                    (4.5) 

 

называемую третьей формулой Грина 
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1.4.2. Интегральная формула Грина 

 

В теории гармонических функций важную роль играет интегральная фор-

мула Грина, в которой значение функции в любой  внутренней точке  обла-

сти  выражается через значения функции на границе  области . Для вывода 

такой формулы во второй формуле Грина (4.4) функцию  выберем специ-

альным образом, положив ее равной фундаментальному решению (1.86), то 

есть приняв , где . Подстановка такой функции в (4.4) не-

правомочна, так как функция  имеет особенность в точке  В связи с 

этим опишем вокруг точки  сферу  радиуса  и рассмотрим область , за-

ключенную между поверхностями  и  (см. рисунок 4.1). 

Рисунок 4.1. 

 

В области  выбранная функция , , принадлежит пространству 

, поэтому для области  имеет место вторая формула Грина: 

 

         .     

                                                                                                                                 (4.6) 

 

Здесь , так как  - фундаментальное решение уравнения Лапласа. 

Преобразуем интеграл по сфере : 

 

 

                    .                            (4.7) 

 

Вычислим  

 

. 

 

           P 

P
*

De



   np

M(x,y,z)

 np

P

D

P
P

*Г

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Точка , поэтому . Таким образом, в выражении (4.7)  

 

, . 

       

Преобразуем каждый интеграл в отдельности, используя теорему о сред-

нем: 

 

, 

 

, 

 

где - некоторая точка на сфере . 

Полученные выражения подставим в (4.6), тогда 

 

 

 
 

Перейдем  к  пределу  при . Так как  при , то 

 в силу непрерывности функции  В результате получим инте-

гральную формулу Грина: 

      

                   (4.8) 

  

где  - любая функция из пространства ,  – внеш-

няя единичная нормаль к поверхности  в точке . 

Если  - гармоническая функция ( ), тогда получим интегральную 

формулу для гармонических функций: 

 

                       .                           (4.9) 

 

Замечание 4.1. Формула (4.8) может быть получена с использо-ванием 

обобщенных функций. Действительно, для фундаментального решения (1.86) 

имеет место формула (2.91), то есть 

 

                                             ,                                                 (4.10) 

   

    где -  - функция Дирака. 
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Подставляя (4.10) в формулу (4.4) и используя свойство  - функции (2.71), 

вычисляем интеграл: 

 

. 

 

В результате из второй формулы Грина (4.4) следует формула (4.8).        

Замечание 4.2. Заменив фундаментальное решение (1.86) на функцию 

(1.84), получим интегральную формулу Грина в плоском случае : 

 

, 

 

где  - плоская область, ;  – внешняя единичная нормаль к контуру  

в точке .  

 

1.4.3. Свойства гармонических функций 

 

Свойство 4.1.  Пусть  - гармоническая функция в области , то-

гда функция  любое число раз непрерывно дифференцируема по координатам 

 в области , то есть . 

Доказательство. Не нарушая общности, можно считать, что . 

Воспользуемся интегральной формулой Грина (4.9): 

 

      ,           (4.11) 

 

где  - внутренняя точка области  Докажем дифференцируе-

мость функции (4.11) в окрестности любой точки . Пусть - замкну-

тая шаровая область радиуса , описанная вокруг точки . В 

подынтегральном выражении (4.11) функция  любое число раз непрерывно 

дифференцируема по координатам  точки , так как , а рас-

стояние . Следовательно, всевозможные производные 

 

 
 

являются непрерывными функциями на множестве точек  и . На 

основании соответствующей теоремы из математического анализа выражение 

(4.11) дифференцируемо и имеет место формула  
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Из произвольности точки  следует, что .  

Свойство 4.2. Теорема о нормальной производной. Пусть любая функция 

и является гармонической в области , тогда 

 

                                                                           (4.12) 

 

Доказательство. Воспользуемся первой формулой Грина (4.3), где произ-

вольная функция . Положим , тогда  из 

условия теоремы. В результате формула (4.3) преобразуется к виду (4.12).     

Рассмотрим произвольную точку . Опишем вокруг точки  сферу 

 радиуса , такую, что замкнутый шар  сферы  целиком содержится 

внутри области . Выведем формулу, выражающую значение гармонической 

функции  в центре сферы, то есть в точке , через значения на сфере . 

Свойство 4.3. Теорема о среднем.  Пусть  - гармоническая функция в об-

ласти , тогда для  и сферы , , имеет место формула 

 

                                                                        (4.13) 

 

где  - площадь сферы. 

Доказательство. Рассмотрим интегральную формулу Грина (4.9) для сфе-

ры  , взяв в качестве точки  центр сферы: 

 

. 

 

      Так как , то .  

В результате 

. 

Учитывая соотношение (4.12) для поверхности , получаем требуе-

мую формулу (4.13).                                                           

В плоском случае с учетом замечания 4.2 имеем формулу 

 

                                                   . 
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1.4.4. Принцип максимума и минимума  для гармонических функций 

 

Рассмотрим связную ограниченную область  с границей . 

Будем считать для определенности, что . В области  задана функция 

. 

Свойство 4.4. Принцип максимума и минимума. Пусть  

и удовлетворяет в области  уравнению Лапласа . Тогда функция  до-

стигает своего максимального и минимального значений на границе , то есть 

 
     MuMuMu

MDMM 
 maxmin

. 

Доказательство. От противного. Пусть максимум функции  достигается 

в некоторой внутренней точке , то есть 

 

                                     для .                                            (4.14) 

       

Опишем вокруг точки  сферу  радиуса , которая вместе со своим 

шаром принадлежит области  (см. рисунк 4.2) 

Для сферы  имеет место формула (4.13) из теоремы о среднем: 

 

. 

 

Представим эту формулу в виде 

 

                                                ,                                            (4.15) 

 

где функция  в силу неравенства (4.14). 
 

 

Рисунок 4.2. 

P*

Г

D
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Покажем, что  для . От противного, пусть существует 

точка  такая, что . Функция  непрерывная, поэтому су-

ществует окрестность   точки , то есть , для которой 

 при .  Поэтому 

 

, 

  

что противоречит условию (4.15). Таким образом,  при . 

Так как радиус  произвольный, то будем его увеличивать до касания сферы 

 с границей  в точке . В результате , то есть максимум 

достигается в точке  на границе . 

 Для минимума доказательство проводится аналогично.    

Заметим, что принцип максимума и минимума и другие свойства имеют 

место для гармонических функций в пространстве  произвольной размерно-

сти. 

Приведем некоторые следствия из принципа максимума и минимума, ана-

логичные следствиям 2.1-2.4.   

Следствие 4.1. Пусть функции  и являются гармони-

ческими в . Если    для , то  для .  

Следствие 4.2. Пусть функции  и являются гар-

моническими в . Если  для , то 

 для .  

Следствие 4.3. Пусть функции  и являются гармони-

ческими в . Если  для , то  для      .  

Следствие 4.4. Пусть функция  и является гармониче-

ской в области . Если , , для , то  для  

.    

 

1.4.5. Задача Дирихле для уравнения Пуассона 

 

Изучим еще один класс задач, называемых краевыми задачами для эллип-

тических уравнений. Сначала обратимся к общей постановке таких задач. Рас-

смотрим ограниченную связную область  с граничной поверхностью 

, охватывающей область  (см. рис. 4.3). Пусть для определенности 
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. В области  зададим эллиптическое уравнение второго порядка с до-

статочно гладкими коэффициентами: 

 

       ,              (4.16) 

 

где . 

Потребуем, чтобы искомая функция  на границе  принимала заданные 

значения, то есть  

 

, 

 

где  - заданная функция на поверхности  

 

Рисунок 4.3. 

 

Задача  Дирихле. 

 

                                                в области     ,                                 (4.17) 

 

                                             ,                                                     (4.18) 

 

где  – ограниченная область. 

Требуется найти функцию , которая удовлетворяет урав-

нению (4.17) в области  и граничному условию (4.18) на граничной поверхно-

сти . Задача Дирихле называется также первой краевой задачей.   

В дальнейшем рассмотрим частный случай задачи (4.17), (4.18), когда 

уравнение (4.17) является уравнением Пуассона в трехмерном пространстве  

с координатами , а область . 

Внутренняя задача Дирихле. 

 

                                в   области ,                (4.19) 

 

                             ,                                                                    (4.20) 

           

    nx

    Г

    D
'

D x
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где  – ограниченная область. 

Решение  называется классическим 

решением задачи (4.19), (4.20). 

Возникает естественный вопрос о корректности задачи (4.19), (4.20), со-

стоящей в следующем: требуется выделить пространство  граничных функций 

, для которых решение задачи существует, единственно в пространстве  и 

непрерывно зависит от граничных функций. Наиболее просто решаются вопро-

сы о единственности и непрерывной зависимости. 

Теорема 4.1.  Если решение  задачи Дирихле (4.19), 

(4.20) существует, тогда оно единственно в пространстве  

Доказательство. Пусть существуют два решения  Образуем 

функцию  Очевидно, что выполнены условия: 

 

     в области , 

 

                                           .                                                             (4.21) 

 

Так как функция  гармоническая в области , то для нее выполнен прин-

цип максимума и минимума (см. свойство 4.4). Учитывая равенство (4.21), по-

лучаем , . Следует  в , значит 

.   

Теорема 4.2.  Решение задачи Дирихле (4.19), (4.20), в предположении его 

существования в пространстве , непрерывно зависит от граничных функций 

. 

Доказательство. Рассмотрим две вспомогательные задачи (4.19), (4.20)  с 

различными граничными функциями : 

 

  в области ,     ;     

 

Пусть функции  мало различаются, то есть  для 

. Образуем разность , для которой выполнены условия 

    в , 

 

, 

 

где . 

Функция  гармоническая, поэтому воспользуемся следствием 4.4. Из 

условия  следует  при . Таким образом, по  
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найдено , что как только ,   , тогда 

 при . Непрерывная зависимость доказана.      

Теорема Шаудера.  Пусть в уравнении (4.16) коэффициенты 

, граничная поверх-

ность , граничная функция . Пусть выполнено 

неравенство равномерной эллиптичности уравнения (4.17): 

 

, 

 

тогда существует единственное решение задачи (4.17), (4.18) .    

Сформулированные теоремы позволяют заключить, что в соответствую-

щих пространствах  и  задача Дирихле (4.19), (4.20) для уравнения Пуассона 

поставлена корректно. 

Рассмотрим область \ , внешнюю по отношению к ограниченной 

области . Для бесконечной области  поставим задачу Дирихле для 

уравнения Пуассона. В области  решение уравнения Пуассона может неогра-

ниченно возрастать на бесконечности, но потенциал , описывающий электри-

ческое поле зарядов, расположенных в окрестности границы , не может  стре-

миться к бесконечности. Поэтому из физических соображений необходимо 

наложить условие   при . 

 

Внешняя задача Дирихле в . 

 

                                         в  области ,                                      (4.22) 

     

                                    ,                                                             (4.23)   

 

                                         при .                                                 (4.24) 

 

Требуется найти функцию , которая удовлетворяет 

уравнению (4.22) в области , граничному условию (4.23) и равномерно стре-

мится к нулю на бесконечности.  

Заметим, что для задачи (4.22)-(4.24) имеют место теоремы единственно-

сти и непрерывной зависимости. Если опустить условие на бесконечности 

(4.24), тогда задача может иметь неединственное решение. 

Для внешней задачи Дирихле на плоскости  условие (4.24) необходимо 

заменить на условие ограниченности решения  в области . 
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1.4.6. Задача Неймана для уравнения Пуассона 

 

Рассмотрим ограниченную область  с границей . Для области 

 поставим краевую задачу для уравнения Пуассона, когда на поверхности  

задана производная функции . 

Внутренняя задача Неймана. 

 

                                   в ,       ,                                    (4.25) 

 

                             ,                 ,                                   (4.26) 

 

где - внешняя единичная нормаль к поверхности  в точке . 

Требуется найти функцию , которая удовлетворяет 

уравнению (4.25) в области  и граничному условию (4.26) на граничной по-

верхности  области .  

Задача Неймана называется также второй краевой задачей. 

Теорема 4.3.  Пусть функция  является решением зада-

чи (4.25), (4.26), тогда 

 

                            ,                                                  (4.27) 

 

то есть соотношение (4.27) является необходимым условием разрешимости за-

дачи Неймана (4.25), (4.26). 

Доказательство. Воспользуемся первой формулой Грина (4.3), рассмотрев 

в качестве функции  решение задачи (4.25), (4.26) и положив . В резуль-

тате 

 

 
 

Учитывая равенства (4.25), (4.26), получаем требуемое соотношение (4.27).          

Теорема 4.4. Если существует решение  внутрен-

ней задачи Неймана (4.25), (4.26), тогда оно единственно с точностью до посто-

янного слагаемого. 

Доказательство. Легко проверить, что если  решение задачи (4.25), 

(4.26), то , , также решение. Покажем, что других решений нет. 

Предположим, что существуют два линейно независимых решения . 

Образуем разность  Для функции   выполнены условия: 
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      в  области , 

 

                                                       .                                                 (4.28) 

 

Воспользуемся третьей формулой Грина (4.5), в которой положим , 

тогда, учитывая условия (4.28), получаем 

 

 
      

Следовательно,  в области . За-

ключаем, что   тогда . Таким об-

разом .  

Доказанные теоремы показывают, что внутренняя задача Неймана постав-

лена некорректно, то есть не для всех непрерывных граничных функций  из 

условия (4.26) существует решение задачи, а если существует, то оно не един-

ственное.       

 

Внешняя задача Неймана в . 

 

                                               в области ,                               (4.29) 

 

                                         ,                                                      (4.30) 

 

                                               при  .                                      (4.31) 

 

Теорема 4.5.  Если существует решение  внешней 

задачи Неймана (4.29)-(4.31), тогда оно единственно в пространстве . 

Доказательство. Пусть существуют два решения  из пространства 

. Образуем разность . Очевидно, что для функции  выполне-

ны условия: 

 

                                                в ,                                    

                                                                                                                             (4.32)   

                                         ,                                             

                                                                                                               

                                              при  .                                         (4.33) 
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Воспользуемся третьей формулой Грина (4.5): 

 

, 

 

которая справедлива для бесконечной области , если гармоническая функция 

 равномерно стремится к нулю на бесконечности, то есть является регулярной 

на бесконечности [1, с. 301]. 

Учитывая (4.32), получим 

 

. 

 

Как и в предыдущей теореме,  следует constC . В силу условия (4.33) 

. Следовательно, , то есть  в области . Единственность до-

казана.  

 

1.4.7. Решение задачи Дирихле для круга методом разделения пере-

менных 

На плоскости  с координатами  рассмотрим круг  радиуса , опи-

санный вокруг начала координат . Граница круга – окружность  (см. 

рисунок 4.4). Для круга сформулируем внутреннюю задачу Дирихле для урав-

нения Лапласа: 

                                  в области  ,                                       (4.34) 

 

                             ,                                                                     (4.35) 

 

где  - заданная функция на окружности .  

Требуется найти решение . 

Рисунок 4.4. 
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В полярных координатах :  

, задача (4.34), (4.35) запишется в виде 

 

                     ,       (4.36) 

 

                                                                                 (4.37)   

 

Задачу (4.36), (4.37) решим методом разделения переменных в полярных 

координатах. Согласно методу разделения переменных, найдем все решения 

уравнения Лапласа (4.36) вида 

 

                                                .                                                     (4.38) 

 

Подставив (4.38) в уравнение (4.36), получим равенство 

 

 
 

Разделим это равенство на , отделяя функции зависящие от  и 

функции зависящие от , тогда 

 

. 

 

Выражение слева зависит только от , а выражение справа -  только от , 

поэтому это равенство имеет место тогда и только тогда, когда эти выражения 

являются постоянными, то есть 

 

 
 

где  - постоянная разделения. 

В результате получим два обыкновенных дифференциальных уравнения: 

                    

                                      , 

                                                                                                                              (4.39) 

                                      .                              

 

Рассмотрим случай, когда . Общие решения уравнений (4.39) опреде-

ляются формулами 



122 
 

 

, 

                                                                                                                                (4.40) 

, 

 

где  - произвольные постоянные. 

      Рассмотрим случай, когда  Уравнения  (4.39) примут вид 

 

        
 

Запишем общие решения этих уравнений: 

 

                           ,            ,                     (4.41) 

 

где - произвольные постоянные.  

После подстановки функций (4.40), (4.41) в (4.38) получим частные реше-

ния уравнения Лапласа в полярных координатах: 

 

, 

                                                                                                                             (4.42) 

                           . 

 

По смыслу задачи (4.36), (4.37) решение  должно быть периодическим по 

углу  с периодом , то есть . Условие периодичности 

для функций (4.42) будет выполнено, если . 

В результате получим последовательность частных периодических реше-

ний уравнения (4.36): 

 

,     

                                                                                                                              (4.43) 

            . 

 

Образуем общее решение уравнения (4.36) в виде линейной комбинации 

частных решений (4.43): 

 

. 

 

По смыслу задачи решение  должно быть ограниченным в центре круга 

. В связи с этим  необходимо положить  

В результате получим представление решения задачи (4.36), (4.37) в виде 

разложения в ряд 
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                      .                            (4.44) 

 

Неизвестные  коэффициенты    определим из граничного усло-

вия (4.37). Подставляя (4.44) в (4.37), получим 

 

                  .          (4.45) 

 

Разложим функцию  в ряд Фурье 

 

                      ,                            (4.46) 

где 

                    (4.47) 

 

 

Приравнивая ряды (4.45) и (4.46), вычисляем коэффициенты  

 

. 

 

Подставив коэффициенты в разложение (4.44), получим решение исходной 

задачи Дирихле (4.34), (4.35): 

 

                      .                       (4.48) 

 

Можно показать, что если граничная функция  и 

, то ряд  (4.48) равномерно сходится и . 

Если подставить интегралы (4.47) в (4.48) и просуммировать ряды, то по-

лучим решение задачи Дирихле для круга в виде интеграла 

 

, 

 

называемого интегралом Пуассона. 

Аналогично показывается, что решение внешней задачи Дирихле для круга 

в области  определяется рядом 

 

                             . 
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2. ПРАКТИЧЕСКИЙ РАЗДЕЛ 

 

Перечень заданий для лабораторных занятий 

 

Задание 1. Привести к каноническому виду уравнение 

  

, 

если  и коэффициенты определены в таблице: 

 

№           
1 1 2 2 1 -1 0 0 0 0 0 

2 1 0 -1 1 -2 -3 0 0 0 0 

3 2 2 -6 3 5 2 0 0 0 0 

4 1 2 0 1 0 -1 0 0 3 -1 

5 3 4 5 1 0 2 0 0 0 0 

6 1 2 5 1 0 2 0 0 0 0 

7 1 4 1 -2 1 0 3 0 0 0 

8 0 0 0 3/2 -1 -1/2 0 0 0 -1 

9 1 3 3 -1 -1 -1 0 0 0 -8 

10 1 1 1 3 1 1 2 2 2 4 

11 2 5 2 -3 -2 3 0 0 0 -3 

12 0 3 0 -1 0 -1 0 0 0 4 

13 1 4 1 2 1 2 0 0 0 2 

14 1 2 9 2 3 6 -2 -4 -6 0 

15 0 0 0 1 -1/2 1 0 0 0 -1 

16 0 0 0 1/2 -1/2 -1/2 0 0 0 0 

17 0 0 0 1/2 -1 1/2 1 1/2 0 0 

18 0 0 1 1/2 0 0 1 -1 0 0 

 

Задание 2. Привести к каноническому виду уравнение  

 

 
 

и упростить, если коэффициенты постоянны и определены следующим образом 

 

№        
1 1 4 5 1 1 1 0 

2 1 -6 9 -1 2 0 0 

3 0 2 -4 1 -2 1  
4 0 1 2 -1 4 1 0 

5 2 2 1 4 4 1 0 

6 1 2 1 3 -5 4  
7 1 0 1 1 1 -4 0 
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8 1 1 0 0 -1 -10  
9 3 1 0 3 1 -1  
10 1 2 5 -2 -2 1 0 

11 5 16 16 24 32 64 0 

12 1 -2 1 -3 12 27 0 

13 2 3 1 7 4 -2 0 

14 1 1 -2 -3 -15 27 0 

15 9 -6 1 10 -15 50  
16 1 4 10 -24 42 0   
17 1 4 13 3 24 -9  
18      1 0 

 

 

Задание 3. Привести к каноническому виду уравнение  

 

, 

 

 если коэффициенты переменные и определены следующим образом 

 

№    
1 1 0  
2 1 0  
3  0  
4 1 0  
5  2 1 

6 1 2  
7  2  
8  0 1 

9  0 1 

10 1 0  
11 1 0  
12  0  
13  0  
14  0  
15 1 0  
16  0 1 

17  0 -1 

18 1 2  
 

Задание 4. Привести к каноническому виду уравнение 

  
в каждой из областей, где сохраняется тип уравнения. Коэффициенты уравне-

ния заданы в таблице 
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№        
1  0  0 0 0 0 

2  0  0 0 0 0 

3  0  0 0 0 0 

4  0  0 0 0 0 

5    0 0 0 0 

6    0 0 0 0 

7    0 0 0 0 

8       0 

9  0    0 0 

10    0 0 0 0 

11 1 0  0  0 0 

12     0 0 0 

13 1   0  0 0 

14    0 0  0 

15 1   0 0 0 0 

16   1 0 0 0 0 

17   1 0 0 0 0 

18 1   0 2 0 0 

 

Задание 5. Найти общее решение уравнения 

 

№ Вид уравнения 

1  
2  
3 ,   

4  
5  
6  
7  
8  
9  
10  
11  
12  
13  
14  
15  
16  
17  

18 
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Задание 6. Найти общее решение уравнения 

 

№ Вид уравнения 

1  
2  

3 
 

4  
5  
6  

7 
 

8  
9  
10  
11  
12  

13 
 

14 
 

15 
 

16  
17  
18  
 

Задание 7. Найти  решение задачи Коши 

 

№ Задача Коши 

1 
 

 

2 
 

 

3  

 

4  

 

5  

 

6 
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7  

 

8  

 

9  

 

10 
 

 

11 
 

 

12 
 

 

13 
 

 

14 
 

 

15 
 

 

16 
 

 

17 
 

 

18  

 
 

 

Задание 8. Найти  решение задачи Гурса 

 

№ Задача Гурса 

1  

 

2  

 

3  
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4  

 

5  

 

6  

 

7  

 

8  

 

9 
 

 

10  

 

11  

 

12  

 

13  

 

14  

 

15  

 

16  

 

17  

 

18  

 
 

 

Задание 9. Решить смешанные задачи для уравнения 

 

, 

 

если граничные и начальные условия эаданы следующим образом: 
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№     
1     
2     
3     
4     
5     
6     
7     
8     
9   

 
 

10   
 

 

11    
 

 

Задание 10. Решить смешанные задачи для уравнения  

 

, 

 

если правая часть уравнения, граничные и начальные условия заданы следую-

щим образом: 

 

№      
1     

 
2 

 
  

 
 

3     
 

4     
 

5    
 

 

6    
  

7      
8    

 
 

9     
 

10     
 

11      
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Задание 11. Решить смешанные задачи для уравнения  

 

, 

 

если , а граничные и начальные условия заданы следующим образом: 

 

№   0t
u

 0ttu
 

1   
 

 

2   
 

 

3   
 

 

4     
5     
6   

 
 

7   
 

 

8   
 

 

9     
10     
11     
 



132 
 

 

3. РАЗДЕЛ КОНТРОЛЯ ЗНАНИЙ 

      

3.1. Перечень заданий для управляемой самостоятельной работы сту-

дентов 

 

ТЕМА 1. Приведение к каноническому виду линейных уравнений второго 

порядка с двумя и многими независимыми переменными. Общее решение 

уравнений с частными производными. 

Задание 1. Определить тип следующих уравнений: 

 

           1.1.  
024 2  yxuuuuuu

yxyyxyxx . 

           1.2.  
02222  uuuuuu

yxyyxyxx . 

           1.3.  
032 2  xyuuuuuu

yxyyxyxx . 

           1.4.  
0

yyxx
xuu

. 

 

Задание 2. Определить тип следующих систем уравнений: 

 

           2.1.  










.0

,0332

xyvuu

uvuu

xyx

yyx

            2.3.  










.0

,02332

2xyuvu

uuvu

xx

yyx

 

           2.2.  











.0

,02332

2uxvuu

uuvu

xyx

yyx

           2.4.  










.02322

,0342

uvyuvu

uxvuvu

yyxx

yyxx

 

 

Задание 3. Привести к каноническому виду уравнения с двумя независи-

мыми переменными:  

 

           3.1.  
0250151069  yxuuuuuu

yxyyxyxx . 

           3.2.  
  024224104  yxuuuuu

yxyyxyxx . 

           3.3.  
  099243134  yxuuuuuu

yxyyxyxx . 

           3.4. 
0coscossin2 2 

yyyxyxx
uxuxuxu

. 

 

Задание 4. Привести к каноническому виду и исключить младшие произ-

водные в уравнениях с тремя независимыми переменными: 

 

           4.1.  
05422 

zzyzyyxyxx
uuuuu

. 

           4.2.  
03424 

xzzyyxzxyxx
uuuuuu

. 

           4.3.  
0

yxyzxzxy
uuuuu

. 
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Задание 5. Найти общее решение уравнений: 

 

           5.1. 
0

yx
xuyu

. 

           5.2. 
0,  yxyyuu

yx . 

           5.3. 
0352 

yyxyxx
uuu

. 

           5.4. 
x

yxxyyy
euuuu 422 

. 

           5.5. 
0sinsincos2 2 

yyyxyxx
uxuxuxu

. 

 

ТЕМА 2. Задача Коши 

 

Задание 1. Найти решения задач Коши методом характеристик: 

 

         1.1.  ,    ;        

                 . 

 

         1.2.  ,   ; 

                 . 

 

         1.3.  ,    ; 

                 . 

 

         1.4.  ,    ; 

                 . 

 

         1.5.  ,    ; 

                 . 

 

Задание 2. Решить задачи Коши для уравнения колебаний струны: 

 

         2.1.  ,  ;    

 

, .    

 

2.2.  ,  ; 

                  

, .        
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Задание 3. Решить задачи Коши для уравнения теплопроводности: 

 

3.1.  , ;  

 

                 ,  .  

                           

3.2.  , ; 

 

,   . 

 

Задание 4. Решить задачи, используя интегральные преобразования: 

 

         4.1.  , ;           

                 ;       .  

 

         4.2.  , ; 

                 ;   . 

 

         4.3.  ,   ,  ; 

                 ,   . 

 

ТЕМА 3. Смешанные задачи для уравнений параболического и гипер-

болического типа. 

 

Задание 1. Решить смешанные задачи для уравнений гиперболического 

типа: 

         1.1.  ,    ;      

       

                 , ;         

 

                 ,     .                   

 

         1.2.  ,    ; 

 

                 ,    ; 

 

                 ,  . 

 

         1.3.  ,    ; 
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                 ,  , ;          

    

                 ,      ,  .   

              

         1.4.  ,  ; 

 

                 ,   ; 

 

                 ,  . 

 

         1.5.   ,    ; 

 

                  ; 

 

                  . 

 

         1.6.  ,    ;      

 

                 ;                        

                 

                             
          

Задание 2. Решить смешанные задачи для уравнений параболического ти-

па: 

 

         2.1.  ,    ;    

 

                 ,   ;                      

 

                 ,  ,   .  

 

           2.2.  , ; 

      

                    ,   ; 

 

                     ,  ,  . 

 

          2.3. ,  ,  ,  ; 
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                 ,   ,   ;            

 

                 ,   ,   ,   ;                      

 

                 ,   ,    ,   . 

 

ТЕМА 4.  Краевые задачи для эллиптических уравнений 

 

Задание 1. Решить задачи для уравнения Лапласа в прямоугольнике: 

 

         1.1.  ,  ,    ;                                            

 

                 ,   ,    ;         

 

                 , , .         

 

         1.2.  ,   ,   ; 

                  , , ; 

                  ,  ,  .                  

    

 

         1.3.  ,   ,    ;                                            

       

                 ,  ,    ; 

 

                 , ,  . 

 

       1.4.  ,   ,      ;   

               , ,  ;      

                ,  ,   .                         

          

Задание 2.  Решить задачи Дирихле  и  Неймана для круга и кольца:  

 

          2.1.  ,     ,  ;    

      

                   ,   .    
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          2.2.  ,     , ;    

      

                   ,   . 

    

          2.3.   ,     , ;   

      

                    ,     ,     .  

       

Задание 3. Решить спектральную задачу: 

 

3.1. ,  ,  ; 

 

       ,  ,  ;  ,  ,  .   

                             

3.2. Перечень вариантов для проведения коллоквиумов 

 

Коллоквиум 1.  

Вариант 1. 

1. Общие решения дифференциальных уравнений с частными производными 

второго порядка. 

2. Решить задачу Гурса 

 

 
 

 
 

Вариант 2. 

1. Дифференциальные уравнения с частными производными первого порядка. 

2. Решить задачу Коши 

 

 
 

. 

 

Вариант 3. 

1. Системы дифференциальных уравнений с частными производными. 

2. Найти общее решение уравнения 

 

. 
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Вариант 4. 

1. Метод Римана для решения обобщенной задачи Коши для гиперболического 

уравнения. 

2. Решить задачу Коши 

 

 
 

 
 

Вариант 5. 

1. Замена независимых переменных в дифференциальных уравнениях второго 

порядка с двумя независимыми переменными 

2. Решить задачу Коши 

 

 
 

 
 

Вариант 6.  

1. Приведение к каноническому виду дифференциальных уравнений второго 

порядка с двумя независимыми переменными. 

2. Решить задачу Коши 

 

 
 

 
 

Вариант 7. 

1. Классификация дифференциальных уравнений второго порядка с n незави-

симыми переменными. 

2. Решить задачу Гурса 

 

 
 

 
 

Вариант 8. 

1. Приведение к каноническому виду дифференциальных уравнений второго 

порядка с n независимыми переменными. 

2. Решить задачу Коши 
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Вариант 9. 

1. Исключение младших производных в уравнениях второго порядка с посто-

янными коэффициентами. 

2. Привести к каноническому виду 

 

 
 

Вариант 10. 

1. Корректная постановка задачи Коши. 

2. Решить задачу Коши 

 

 
 

 
 

Вариант 11. 

1. Пример некорректно поставленной задачи Коши по Адамару. 

2. Найти общее решение уравнения 

 

. 

 

Вариант 12. 

1. Общие решения дифференциальных уравнений с частными производными 

второго порядка. 

2. Решить задачу Коши 

 

 
 

 
 

Вариант 13. 

1. Метод характеристик решения задачи  Коши для волнового уравнения. 

2. Решить методом Римана 
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Вариант 14. 

1. Корректность задачи Коши для волнового уравнения. 

2. Привести к каноническому виду 

 

 
 

Вариант 15. 

1. Метод  Дюамеля решения задачи Коши для неоднородного волнового урав-

нения 

2. Привести к каноническому виду и проделать дальнейшие упрощения 

 

 
 

Вариант 16. 

1. Задача Коши для волнового уравнения на полуограниченной прямой. Метод 

продолжений 

2. Найти общее решение уравнения 

 

. 

 

Вариант 17. 

1.  Общие решения дифференциальных уравнений с частными производными 

второго порядка. 

2. Решить методом Римана 

 

, 

 

 
 

Вариант 18. 

1.  Задача Коши для волнового уравнения в пространстве 

2. Решить методом Римана 

 

, 

 

. 

 

Вариант 19. 

1. Метод усреднений 

2. Привести к каноническому виду и проделать дальнейшие упрощения 
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Вариант 20. 

1. Метод последовательных приближений для решения задачи Гурса. 

2. Решить задачу Коши 

 

 
 

 
 

Вариант 21. 

1. Метод спуска. 

2. Привести к каноническому виду 

 

 
 

Коллоквиум 2. 

Вариант 1. 

1. Корректность задачи Коши для уравнения теплопроводности 

 

2.  Найти решение следующей смешанной задачи 

            (0, ) , ( , ) 0,

( ,0 sin , ( ,0) 1

tt xx

t

u u tx

u t t u t

u x x u x



 

 

 

 

Вариант 2. 

1. Метод интегральных преобразований для решения задачи Коши для 

уравнения теплопроводности  

2. Найти решение следующей смешанной задачи 

            

2

(0, ) 0, ( , ) 0,

3 5
( ,0) cos , ( ,0) cos cos

2 2 2

tt xx

x

t

u a u

u t u l t

u x x u x x x
l l l

  



 

  

 

Вариант 3. 

1. Принцип максимума и минимума для уравнения теплопроводности  

2.  Найти решение следующей смешанной задачи: 

          

.0)0,(,2sin)0,(

,0),(,0),0(

,2







xuxxu

tutu

xuau

t

xxtt

 

Вариант 4. 

1. Корректность задачи Коши для уравнения теплопроводности.  

2. Найти решение следующей смешанной задачи: 
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.1)0,(

,0),(,0),0(

,







xu

tlutu

uu

xx

xxt

 

    Вариант 5. 

1. Метод последовательных приближений для решения задачи Гурса. 

 

2. Найти решение следующей смешанной задачи: 

          

.2sin)0,(,0)0,(

,0),1(,0),0(

,sin

xxuxu

tutu

xuu

t

xxtt







 

Вариант 6.  

1. Постановка смешанных задач для уравнений гиперболического типа. 

2. Найти решение следующей смешанной задачи: 

                  

.0)0,(,
2

cos)0,(

,0),(,0),0(

,1







xux
l

xu

tlutu

uu

t

xx

xxtt



 

Вариант 7. 

1. Постановка смешанных задач для уравнений параболического типа. 

2. Найти решение следующей смешанной задачи 

                                     

.1)0,(,)0,(

,0),(,0),0(

,







xuxxu

tlutu

uu

t

xx

xxtt

 

      Вариант 8. 

1. Задача Штурма – Лиувилля. 

2. Найти решение следующей смешанной задачи: 

                  

.0)0,(,
2

sin)0,(

,0),(,0),0(

,







xux
l

xu

tlutu

uu

t

x

xxtt



 

Вариант 9. 

1. Свойства собственных значений и собственных функций задачи Штурма – 

Лиувилля 

     2.   Найти решение следующей смешанной задачи: 

          

.2sin)0,(,0)0,(

,),1(,0),0(

,

xxxuxu

ttutu

uu

t

xxtt







 

Вариант 10. 

1. Общая схема метода разделения переменных для решения смешанных за-

дач 
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2. Найти решение следующей смешанной задачи: 

                

xxuxxu

ttluttu

uu

t

x

xxtt

2)0,(,)0,(

,),(,2),0(

,

2 





 

 

Вариант 11. 

1. Решение методом разделения переменных первой смешанной задачи для 

волнового уравнения  

2. Найти решение следующей смешанной задачи 

            (0, ) , ( , ) 0,

( ,0 sin , ( ,0) 1

tt xx

t

u u tx

u t t u t

u x x u x



 

 

 

 

Вариант 12. 

1. Решение методом разделения переменных смешанных задач с неодно-

родными граничными условиями. 

2. Найти решение следующей смешанной задачи 

            

2

(0, ) 0, ( , ) 0,

3 5
( ,0) cos , ( ,0) cos cos

2 2 2

tt xx

x

t

u a u

u t u l t

u x x u x x x
l l l

  



 

  

 

Вариант 13. 

1. Решение методом разделения переменных смешанных задач с неодно-

родным уравнением 

2. Найти решение следующей смешанной задачи: 

          

.0)0,(,2sin)0,(

,0),(,0),0(

,2







xuxxu

tutu

xuau

t

xxtt

 

Вариант 14. 

1. Решение методом разделения переменных первой смешанной задачи для 

уравнения теплопроводности в стержне. 

 

2. Найти решение следующей смешанной задачи: 

          

.1)0,(

,0),(,0),0(

,







xu

tlutu

uu

xx

xxt

 

Вариант 15. 

1. Корректность первой смешанной задачи для уравнения теплопроводности 

2. Найти решение следующей смешанной задачи: 
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.2sin)0,(,0)0,(

,0),1(,0),0(

,sin

xxuxu

tutu

xuu

t

xxtt







 

Вариант 16. 

1. Решение методом разделения переменных первой смешанной задачи для 

уравнения теплопроводности к пластине 

2. Найти решение следующей смешанной задачи: 

                  

.0)0,(,
2

cos)0,(

,0),(,0),0(

,1







xux
l

xu

tlutu

uu

t

xx

xxtt



 

Вариант 17. 

1. Решение методом характеристик первой смешанной задачи для волнового 

уравнения в четверти плоскости. 

     2. Найти решение следующей смешанной задачи 

                                     

.1)0,(,)0,(

,0),(,0),0(

,







xuxxu

tlutu

uu

t

xx

xxtt

 

Вариант 18. 

1. Интегральная формула Грина. 

2. Найти решение следующей смешанной задачи: 

                  

.0)0,(,
2

sin)0,(

,0),(,0),0(

,







xux
l

xu

tlutu

uu

t

x

xxtt



 

Вариант 19. 

1. Задача о распространении тепла в шаре. 

2. Найти решение следующей смешанной задачи: 

                                  

.2sin)0,(,0)0,(

,),1(,0),0(

,

xxxuxu

ttutu

uu

t

xxtt







 

Вариант 20. 

      1.  Первая и вторая формулы Грина. 

      2.   Найти решение следующей смешанной задачи: 

                

xxuxxu

ttluttu

uu

t

x

xxtt

2)0,(,)0,(

,),(,2),0(

,

2 




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3.3. Перечень задач для контрольных работ 

 

ЗАДАЧА 1 

Найти решение следующей смешанной задачи 

, 

 
. 

ЗАДАЧА 2 

Найти решение  задачи Гурса 

 

 
 

ЗАДАЧА 3 

Найти решение  задачи Коши 

 

 
 

ЗАДАЧА 4 

Привести к  каноническому виду 

 

 
 

ЗАДАЧА 5 

Найти решение следующей смешанной задачи 

 

 

 
 

ЗАДАЧА 6 

Найти решение  задачи Гурса: 

 

 
 

ЗАДАЧА 7 

Привести к  каноническому виду 

 

 
 

ЗАДАЧА 8 

Найти решение следующей смешанной задачи: 
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ЗАДАЧА 9 

Найти решение  задачи Коши методом Римана: 

 

 
 

ЗАДАЧА 10 

Привести к  каноническому виду 

 
 

ЗАДАЧА 11 

Привести к  каноническому виду 

 

 
 

 

ЗАДАЧА 12 

Найти решение  задачи Коши: 

 

 
 

ЗАДАЧА 13 

Найти решение следующей смешанной задачи: 

 

 

 
 

ЗАДАЧА 14 

Найти решение  задачи Коши: 

 

 
 

ЗАДАЧА 15 

Найти решение следующей смешанной задачи: 

 

 

 
 

ЗАДАЧА 16 

Привести к  каноническому виду 

 

 
 

ЗАДАЧА 17 
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Найти решение следующей смешанной задачи: 

 

 

 
 

ЗАДАЧА 18 

Привести к  каноническому виду 

 

 
 

ЗАДАЧА 19 

Найти решение  задачи Коши: 

 

 
 

ЗАДАЧА 20 

Привести к  каноническому виду 

 

 
 

ЗАДАЧА 21 

Найти решение  задачи Коши: 

 

 

 
 

ЗАДАЧА 22 

Найти решение  задачи Коши: 

 

 
 

ЗАДАЧА 23 

Найти решение  задачи Гурса: 

 

 

 
 

ЗАДАЧА 24 

Привести к каноническому виду:  

 

. 
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ЗАДАЧА 25 

Найти решение  задачи Гурса: 

 

 
 

 

ЗАДАЧА 26 

Найти решение следующей смешанной задачи 

 

 

 
 

ЗАДАЧА 27 

Найти решение  задачи Гурса 

 

 
 

ЗАДАЧА 28 

Найти решение  задачи Коши 

 

 
 

ЗАДАЧА 29 

Привести к  каноническому виду 

 

 
 

ЗАДАЧА 30 

Найти решение следующей смешанной задачи 

 

 

 
 

3.4 Перечень вопросов к зачету 

1. Понятие об уравнениях с частными производными.   

2. Линейные и квазилинейные дифференциальные уравнения с частны-

ми производными.  

3. Дифференциальные уравнения с частными производными первого по-

рядка.  Формула общего решения дифференциального уравнения с частными 

производными первого порядка.  

4. Дифференциальные уравнения с частными производными второго по-

рядка.  Классификация дифференциальных уравнений с частными производ-

ными второго порядка в случае двух независимых переменных.  
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5. Классификация дифференциальных уравнений второго порядка в слу-

чае многих независимых переменных.  Характеристики для дифференциальных 

уравнений второго порядка.   

6. Приведение к каноническому виду гиперболических уравнений вто-

рого порядка в случае двух независимых переменных.   

7. Приведение к каноническому виду параболических уравнений второ-

го порядка в случае двух независимых переменных.   

8. Приведение к каноническому виду эллиптических уравнений второго 

порядка в случае  двух независимых переменных.  

9. Приведение к каноническому виду дифференциальных уравнений 

второго порядка в случае многих независимых переменных.   

10. О постановке задач для дифференциальных уравнений с частными 

производными.  Корректная постановка задач. Примеры некорректно постав-

ленных задач. Пример Адамара некорректной постановки задачи.  

11. Постановка задачи Коши. Простейшая и обобщенная задача Коши.  

12. Формула Пуассона для волнового уравнения. Вывод формулы Далам-

бера из формулы Пуассона. Формула Кирхгофа.  

13. Метод Дюамеля и формулы решения задачи Коши для неоднородного  

волнового уравнения.   

14. Принцип минимума и максимума для уравнения теплопроводности.   

15. Формула Пуассона решения задачи  Коши для уравнения  теплопро-

водности.  Обоснование формулы Пуассона решения задачи Коши для уравне-

ния теплопроводности.   

16. Метод Римана. Метод Римана для задачи Коши. 

17. Постановка задачи Гурса для гиперболического уравнения.  Метод 

последовательных приближений. 

 

3.5. Перечень вопросов к экзамену 

1. Классификация дифференциальных уравнений с частными производны-

ми 

2. Классификация дифференциальных уравнений с частными производны-

ми 2го порядка с 2 независимыми переменными 

3. Дифференциальные уравнения с частными производными 1го порядка 

4. Квазилинейные дифференциальные уравнения с частными производны-

ми 1го порядка 

5. Системы дифференциальные уравнений с частными производными 

6. Замена переменных в уравнениях 2го порядка с 2мя независимыми пе-

ременными 

7. Приведение к каноническому виду дифференциальных уравнений с 

частными производными 2го порядка с 2 независимыми переменными 

8. Классификация дифференциальных уравнений с частными производны-

ми 2го порядка с n независимыми переменными 

9. Приведение к каноническому виду дифференциальных уравнений с 

частными производными 2го порядка с n независимыми переменными 
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10.  Исключения младших производных в дифференциальных уравнениях с 

частными производными 2го порядка с постоянными коэффициентами 

11.  Нахождение общего решения простейших дифференциальных уравне-

ний с частными производными 

12.  Постановка задачи Коши для ДУ ЧП с 2мя переменными 

13.  Решение задачи Коши для волнового уравнения методом характеристик 

14.  Корректность задачи Коши для волнового уравнения 

15.  Пример Адамара некорректно поставленной задачи 

16.  Физическая и геометрическая интерпретация формулы Д`Аламбера 

17.  Метод Дюамеля 

18.  Уравнение колебательных пространств 

19.  Метод усреднения 

20.  Метод спуска 

21.  Метод продолжений для решения задачи Коши на полуограниченной 

прямой 

22.  Метод Римана решения обобщенной задачи Коши для уравнения гипер-

болического типа 

23. Задача Коши для уравнения параболического типа 

24. Метод интегральных преобразований для решения задачи Коши для 

уравнения теплопроводности 

25.  Принцип максимума и минимума для уравнения теплопроводности 

26.  Корректность задачи Коши для уравнения теплопроводности 

27.  Метод последовательных приближений для решения задачи Гурса 

28.  Метод характеристик решения задачи Коши для волнового уравне-

ния в четверти плоскости 

29.   Постановка смешанных задач для уравнений гиперболического 

типа 

30.  Постановка смешанных задач для уравнений параболического типа 

31.  Задача Штурма-Лиувилля 

32.  Свойства собственных значений и собственных функций задачи 

Штурма-Лиувилля 

33.  Общая схема метода разделения переменных 

34.  Решение методом разделения переменных первой смешанной зада-

чи для волнового уравнения 

35. Сведение смешанных задач с неоднородными граничными услови-

ями к задачам с однородными граничными условиями 

36. Решение методом разделения переменных смешанных задач для 

неоднородного уравнения 

37. Решение методом разделения переменных первой смешанной зада-

чи для уравнения теплопроводности в стержне 

38. Корректность первой смешанной задачи для уравнения теплопро-

водности 

39. Решение методом разделений переменных первой смешанной зада-

чи для уравнения теплопроводности в пластине 

40. Задача о распространении тепла в шаре 



151 
 

41. Первая и вторая формулы Грина 

42. Интегральные формулы Грина 

43. Свойства гармонический функций 1 

44. Свойства гармонических функций 2 (Принцип максимума и мини-

мума) 

45. Постановка краевых задач для уравнения эллиптического типа. 

Внутренняя задача Дирихле 

46. Постановка краевых задач для уравнения эллиптического типа. 

Внешняя задача Дирихле 

47. Постановка краевых задач для уравнения эллиптического типа. За-

дача Неймана 

48. Решение задачи Дирихле для круга. Метод разделения переменных 

49. Решение задачи Дирихле и Неймана с помощью функции Грина 

50. Построение функции Грина для полупространств 

51. Построение функции Грина для шаровой области 

52. Метод потенциалов 

53. Поверхностные потенциалы  

54. Сведение задачи Дирихле и Неймана к интегральному уравнению 

55. Вывод уравнения колебания струны 

56. Вывод уравнения теплопроводности 

57. Вывод уравнения колебания мембраны 

58. Уравнения гидродинамики 

59. Уравнения электродинамики 
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4. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЙ РАЗДЕЛ 
 

4.1. Рекомендуемая литература 

 

Основная литература 

 

1. Корзюк, В. И. Уравнения математической физики : учебное пособие 

для студентов высших учебных заведений по математическим специальностям / 

В. И. Корзюк. - Изд. 2-е, испр. и доп. – Москва : URSS : ЛЕНАНД, 2021. – 479 с. 

2. Емельянов, В. М. Уравнения математической физики. Практикум по 

решению задач : учебное пособие для студ. высших учебных заведений, обуч. 

по направлениям подготовки "Техническая физика" и "Прикладная механика" / 

В. М. Емельянов, Е. А. Рыбакина. - Изд. 4-е, стер. - Санкт-Петербург ; Москва ; 

Краснодар : Лань, 2024. - 213 с. - URL: https://e.lanbook.com/book/390614. 

3. Палин, В. В. Методы математической физики. Лекционный курс : 

учебное пособие для вузов, для студентов высших учебных заведений, обуча-

ющихся по естественнонаучным направлениям / В. В. Палин, Е. В. Радкевич ; 

МГУ им. М. В. Ломоносова. - 2-е изд., испр. и доп. - Москва : Юрайт, 2021. - 

222 с.  

4. Деревич, И. В. Практикум по уравнениям математической физики : 

учебное пособие / И. В. Деревич. - Санкт-Петербург ; Москва ; Краснодар : 

Лань, 2024. - 426 с. - URL: https://e.lanbook.com/book/212843. 

5. Карчевский, М. М. Лекции по уравнениям математической физики : 

учебное пособие [для вузов] / М. М. Карчевский. - Санкт-Петербург ; Москва ; 

Краснодар : Лань, 2022. - 163 с. - URL: https://e.lanbook.com/book/321200. 

 

Дополнительная литература 

 

1. Ерофеенко В.Т., Козловская И.С.  Уравнения с частными  производны-

ми и математические модели в экономике: Курс лекций. Изд. стереотипное. — 

М.: Книжный дом «ЛИБРОКОМ», 2018. — 248 с. 

2. Тихонов А.Н., Самарский А.А. Уравнения математической физики.  

М.: Наука, 2017. – 736 с. 

3. Мiнюк C.А., Глушцоў А.I., Наркун З.М., Немец У.С. Урауненнi i мета-

ды матэматычнай фiзiкi . – Гродна: Грод. дзярж. ун-т, 2002. – 435 с. 

4. Русак В.Н. Математическая физика. – Минск: Изд-во Дизайн ПРО, 

2008. – 208 с. 

5. Владимиров, B.C. Уравнения математической физики/ 

В.C. Владимиров. – 2-е изд., стер. – М.: МАИК "Наука", 2000. 

6. Козловская, И. С. Уравнения математической физики [Электронный 

ресурс] : электронный учебно-методический комплекс для специальностей: 1-

31 03 04 «Информатика», 1-98 01 01 «Компьютерная безопасность (по направ-

лениям)», направление специальности:1-98 01 01-01 «Компьютерная безопас-

ность (математические методы и программные системы)» / И. С. Козловская ; 

БГУ, Фак. прикладной математики и информатики, Каф. компьютерных техно-

https://e.lanbook.com/book/390614
https://e.lanbook.com/book/212843
https://e.lanbook.com/book/321200
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логий и систем. - Минск : БГУ, 2021. - 1 электрон. опт. диск (CD-ROM) -  URL: 

https://elib.bsu.by/handle/123456789/257012. 

 

4.2. Электронные ресурсы 

1. Корзюк, В. И. Уравнения математической физики: метод, указания и за-

дания для студентов мех-мат, фак. В 3 ч. Ч. 1 / В. И. Корзюк, И. С. Козловская. - 

Минск: БГУ, 2019. - 31 с. [Электронный ресурс]. – Режим доступа 

https://elib.bsu.by/handle/123456789/233790 – Дата доступа:  16.11.2025. 

2. Корзюк, В. И. Уравнения математической физики : метод. указания и за-

дания для студентов мех.-мат. фак. В 3 ч. Ч. 2 / В. И. Корзюк, И. С. Козловская. 

– Минск : БГУ, 2020. – 54 с. [Электронный ресурс]. – Режим доступа 

https://elib.bsu.by/handle/123456789/249214  – Дата доступа:  16.11.2025. 

3. Корзюк, В. И. Уравнения математической физики : метод. указания и за-

дания для студентов мех.-мат. фак. В 3 ч. Ч. 3 / В. И. Корзюк, И. С. Козловская. 

– Минск : БГУ, 2021. – 48 с. [Электронный ресурс]. – Режим доступа 

https://elib.bsu.by/handle/123456789/257071 – Дата доступа:  16.11.2025. 

4. Корзюк, В. И. Математическое моделирование : курс лекций. В 8 ч. Ч.З/ 

В. И. Корзюк, И. С. Козловская. - Минск : БГУ, 2020. - 56 с [Электронный ре-

сурс]. – Режим доступа https://elib.bsu.by/handle/123456789/240315 – Дата до-

ступа: 16.11.2025. 

5. Корзюк, В.И. Классические решения задач для гиперболических уравне-

ний: курс лекций. В 10 ч. Ч.1/ В. И. Корзюк, И.С. Козловская. – Минск : БГУ, 

2017. – 48 с. [Электронный ресурс]. – Режим доступа 

https://elib.bsu.by/handle/123456789/209157 – Дата доступа:  16.11.2025. 

6. Корзюк, В.И. Классические решения задач для гиперболических уравне-

ний: курс лекций. В 10 ч. Ч.2/ В. И. Корзюк, И.С. Козловская. – Минск : БГУ, 

2017. – 48 с. [Электронный ресурс]. – Режим доступа 

https://elib.bsu.by/handle/123456789/209158  – Дата доступа: 16.11.2025. 

7. Корзюк, В.И. Классические решения задач для гиперболических уравне-

ний: курс лекций. В 10 ч. Ч.3/ В. И. Корзюк, И.С. Козловская. – Минск : БГУ, 

2022. – 52 с. [Электронный ресурс]. – Режим доступа 

https://elib.bsu.by/handle/123456789/277300  – Дата доступа: 16.11.2025. 

8. Корзюк, В.И. Классические решения задач для гиперболических уравне-

ний: курс лекций. В 10 ч. Ч.4/ В. И. Корзюк, И.С. Козловская. – Минск : БГУ, 

2023. – 56 с. [Электронный ресурс]. – Режим доступа 

https://elib.bsu.by/handle/123456789/299376 – Дата доступа: 16.11.2025. 

9. Козловская, И.С. Уравнения математической физики: учебная програм-

ма учреждения образования по учебной дисциплине для специальности: 6-05-

0533-09 Прикладная математика. Регистрационный №2783/б. [Электронный ре-

сурс]. –  Режим доступа  - https://elib.bsu.by/handle/123456789/334150 – Дата до-

ступа: 16.11.2025. 
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