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Рассмотрен спектральный метод численного решения двумерных эллиптиче-

ских задач в полигональной области с использованием преобразования Шварца-

Кристоффеля. Основная идея заключается в конформном отображении исходной 

многоугольной области P  на прямоугольную область 1 2 1 2( , ) ( , )a a b b R , что позво-

ляет свести задачу к вычислениям в области регулярной геометрии. На основе чис-

ленных экспериментов показано, что спектральный метод Чебышева частично сохра-

няет свои преимущества в сравнении с методом конечных разностей при решении 

эллиптических задач в полигональной области с использованием преобразования 

Шварца-Кристоффеля.  
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A spectral method for numerical solution of two-dimensional elliptic problems in a 

polygonal domain using the Schwarz-Christophel transform is considered. The main idea is 

to conformally map the original polygonal domain P  onto a rectangular domain 

1 2 1 2( , ) ( , )a a b b R , which allows reducing the problem to calculations in a domain of 

regular geometry. Based on numerical experiments, it is shown that the Chebyshev spectral 

method partially retains its advantages in comparison with the finite difference method 

when solving elliptic problems in a polygonal domain using Schwarz-Christophel 

transform. 
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Эффективность спектрального метода Чебышева [1] существенно 

ограничена случаем краевых задач в области прямоугольной формы. В 
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данной работе исследуется возможностью использования данного метода 

для численного решение двумерных эллиптических уравнений в нерегу-

лярной области P  посредством конформного отображения P  в прямо-

угольник 1 2 1 2( , ) ( , )a a b b R , используя преобразования Шварца-

Кристоффеля [2]. Рассмотрим особенности данного подхода на примере 

уравнения Пуассона в многоугольной области P  с однородными гранич-

ными условиями Дирихле: 
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Преобразование Шварца-Кристоффеля устанавливает взаимно-

однозначное соответствие между координатами ( , )x y P  и ( , )  R . 

Подробно остановимся на формализме трансформации операторов при 

преобразованные координат и последующей дискретизации задачи. 

Несложно получить выражения для производных в старых коорди-

натах через производные в новых координатах. Учитывая соотношения 

Коши ‒ Римана 
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где 2 2( , ) 0x y x y x x           J J  — Якобиан  

преобразования, ( , ) ( ( , ), ( , ))u u u x y       . 

Аналогично, для вторых производных  
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Подставляя полученные выражения в уравнение (1) и приводя по-

добные будем иметь 
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где 
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Для координатного преобразования, отображающего шестиугольник 
в прямоугольник (см. Рис. 1), использованы отображение Шварца-
Кристоффеля (SC), и соответствующие инструменты SC Matlab [3; 4]. 

 
 

 
Рис. 1. Преобразования координат, отображающие шестиугольник в  

прямоугольник. 

 
Результаты численного эксперимента для задачи (1), 1 2  , 

2( , ) 2 sin( )cos( )f x y x y     и краевыми условиями, которые определяются 

точным решением 0 sin( )cos( )u x y  , представлены на Рис. 2. Для реше-

ния задачи использованы спектральный метод Чебышева и разностный 
метод [5].  

Из рисунка видно, что при увеличении размера сетки погрешность 
спектрального метода убывает быстрее, чем погрешность метода конеч-
ных разностей. Сходимость обоих методов ограничена, поскольку пре-
образования Шварца ‒ Кристофера, выполняются, вообще говоря, при-
ближенно.  Кроме того, отсутствия гладкости границы шестиугольной 
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области, порождает особенности в коэффициентах задачи (6), что нега-
тивно сказывается на точности, как спектрального, так и разностного ме-
тодов.  

 
Рис. 2. Относительная погрешность спектрального и разностного методов в  

зависимости от количества узлов сетки N 
 
Принимая во внимание отмеченные выше обстоятельства, можно 

сделать заключение, что в рамках рассмотренного подхода спектральный 
метод Чебышева частично сохраняет преимущества в эффективности по 
сравнению с разностным методом, однако, данные преимущества не 
столь значимы, как при решении задач в прямоугольной области [5]. 
Представленная методика может быть использована для решения эллип-
тических задач более общего вида. 
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