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Статья посвящена разработке обобщенных линейных моделей «затраты – выпуск» с экзогенным 

чистым конечным спросом и экзогенным конечным использованием отечественных продуктов. Пока-
зано, что разработанные модели порождают семейство матриц полных потребностей в выпуске, им-
порте и ресурсах товаров и услуг, которое представляет значительный аналитический интерес. Извест-
ное понятие мультипликаторов выпуска дополнено в статье концепциями мультипликаторов импорта 
и ресурсов. 
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Введение. 
Тождество товарного баланса. Информационную базу построения моделей «затраты–

выпуск» с экзогенным спросом составляют таблица ресурсов отечественных и импортных то-
варов и услуг в основных ценах и таблицы использования отечественных и импортных това-
ров и услуг в основных ценах [1, с. 374]. Статистические данные из перечисленных таблиц 
организованы в соответствии с логической схемой «ресурсы = использование» и в базовом 
году 0 формируют следующее векторное тождество товарного баланса с сепарабельными 
потоками отечественных и импортных продуктов: 

 
0 0 0 0 0 0

x i x i
M M MX e i Z e Z e f f+ = + + + ,                                             (1) 

 
где 0X  – матрица выпуска товаров и услуг (продуктов) размерности N × M; N и M – количе-
ство продуктов и отраслей в экономике соответственно; Me  – суммирующий вектор-столбец 
с единичными компонентами размерности M × 1; 0i  – вектор-столбец импорта продуктов 
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размерности N × 1; 0
xZ  и 0

iZ  – матрицы промежуточного потребления отечественных и им-
портных продуктов соответственно размерности N × M; 0

xf  и 0
if  – векторы-столбцы конеч-

ного использования отечественных и импортных продуктов соответственно размерности 
N × 1. 

Левая и правая части тождества товарного баланса (1) содержат отдельные слагаемые, 
ассоциированные либо с отечественными, либо с импортными продуктами. Это обстоятель-
ство позволяет разделить годовые потоки отечественных и импортных продуктов и в соответ-
ствии с логической схемой «ресурсы = использование» записать (1) в виде пары тождеств: 

 
0 0 0

x x
M MX e Z e f= + ,                                                          (2) 

 
0 0 0

i i
Mi Z e f= + ,                                                              (3) 

 
отражающих отчетные балансы ресурсов и использования отечественных и импортных про-
дуктов в базовом году соответственно. 

Обобщенная модель «затраты–выпуск» с экзогенным конечным использованием 
С целью преобразования балансового тождества (2) в математическую модель формально 

запишем его в свободных переменных; в результате получим следующую систему N скаляр-
ных уравнений с 3N неизвестными скалярными переменными: 

 
M x M xXe Z e f= + ,                                                             (4) 

 
характеризующую баланс ресурсов и использования отечественных продуктов. 

В практике построения моделей «затраты–выпуск» переменные, отражающие конечные 
результаты экономического деятельности, принято рассматривать как экзогенные – обычно 
это конечный спрос или добавленная стоимость [2]. Поэтому вполне очевидно, что в вектор-
ном балансовом уравнении (4) в качестве экзогенной переменной естественно выбрать вектор-
столбец конечного использования отечественных продуктов. 

Чтобы завершить преобразование векторного уравнения (4) в операциональную матема-
тическую модель, формально введем в рассмотрение линейную матричнозначную функцию 
производственных затрат [3; 4]: 

 
x xZ C X= ,                                                                   (5) 

 
где xC  – квадратная матрица коэффициентов «затраты – выпуск» для отечественных продук-
тов порядка N. (Проблема выбора формы коэффициентов «затраты – выпуск» обсуждается 
ниже в разделе «Варианты спецификации матрицы коэффициентов «затраты – выпуск».) Под-
становка функции производственных затрат (5) в систему уравнений (4) после несложных пре-
образований приводит к линейному соотношению  

 
( ) 1

M N x xXe E C f−= − ,                                                        (6) 
 

по форме совпадающему с известной моделью Леонтьева [2], в которой в качестве экзогенной 
переменной вместо вектора чистого конечного спроса фигурирует вектор конечного исполь-
зования отечественных продуктов. Здесь через NE  обозначена единичная матрица порядка N, 
а также предполагается, что обращаемая матрица в круглых скобках невырождена. 



193 

Записав в свою очередь балансовое тождество (3) в свободных переменных, получим сле-
дующую систему N скалярных уравнений с 3N неизвестными скалярными переменными: 

i M ii Z e f= + ,                                                             (7) 
 

характеризующую баланс ресурсов и использования импортных продуктов. Вполне очевидно, 
что роль экзогенной переменной в (7) призван играть вектор-столбец конечного использова-
ния импортных продуктов.  

Объединенную систему уравнений (4) и (7) естественно рассматривать как обобщенную 
линейную модель «затраты–выпуск» с экзогенным конечным использованием (отечественных 
и импортных продуктов). 

По аналогии с (5) введем в рассмотрение линейную матричнозначную функцию произ-
водственных затрат  

 
i iZ C X= ,                                                              (8) 

 
где iC – квадратная матрица коэффициентов «затраты–выпуск» для импортных продуктов по-
рядка N. Поочередная подстановка функции производственных затрат (8) и модельного соот-
ношения (6) в систему уравнений (7) после несложных преобразований приводит к вектор-
ному уравнению: 

 
( ) 1

i M i i N x x ii C Xe f C E C f f−= + = − + ,                                          (9) 
 

выражающему зависимость совокупного импорта от потоков отечественных и импортных 
продуктов в конечном использовании. 

Расчетные формулы (6) и (9) формируют вычислительную схему обобщенной линейной 
модели «затраты-выпуск» с экзогенным конечным использованием отечественных и импорт-
ных продуктов. 

Обобщенная модель «затраты–выпуск» с экзогенным чистым конечным спросом. 
Экономическая категория конечного использования отечественных продуктов менее попу-
лярна в практике исследований «затраты–выпуск» по сравнению с категорией чистого конеч-
ного спроса ввиду того, что она включает в себя расходы отраслей экономики на промежуточ-
ное потребление импортных продуктов в отечественном производстве. Формальная связь 
между чистым конечным спросом y и конечным использованием отечественных продуктов 
(товаров и услуг) xf выражается следующей цепочкой равенств: 

 
( ) ( )x i i M i x i My f i f f Z e f f Z e= − = + − + = − , 

 
откуда x i Mf Z e y= + , и уравнение (4) обобщенной линейной модели «затраты–выпуск» с экзо-
генным конечным использованием приобретает вид: 

 
M x M i MXe Z e Z e y= + + ,                                                     (10) 

 
Инкорпорирование матричнозначных функций производственных затрат (5) и (8) в урав-

нения (10) и (7) после несложных преобразований приводит к линейным соотношениям: 
 

( ) ( )1 1
M N x i NXe E C C y E C y− −= − − = −                                          (11) 

с экзогенным чистым конечным спросом и 
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( ) 1
i M i i N ii C Xe f C E C y f−= + = − +                                           (12) 

 
с чистым конечным спросом и конечным использованием импортных продуктов в качестве 
экзогенных переменных. 

Расчетные формулы (11) и (12) формируют вычислительную схему обобщенной линейной 
модели «затраты–выпуск» с экзогенными переменными чистого конечного спроса и конеч-
ного использования импортных продуктов. Здесь следует подчеркнуть, что модельное соот-
ношение (11) в точности совпадает с известной моделью Леонтьева [2]. 

Обобщенные модели «затраты–выпуск» в приростной форме. В силу линейности рас-
смотренных выше моделей «затраты–выпуск» их удобно представлять в приростной форме 
относительно отчетных уровней соответствующих показателей в базовом году 0. Далее, век-
тор конечного использования импортных продуктов фигурирует в (9) и (12) как аддитивный 
фактор, в связи с чем целесообразно положить 0 0i

i i Nf f f∆ = − = , где 0N  – N-мерный вектор-
столбец с нулевыми компонентами. 

В приростной форме обобщенная линейная модель «затраты–выпуск» с экзогенным ко-
нечным использованием отечественных продуктов (6), (9) приобретает вид: 

 
( ) 1 f

M N x x x xXe E C f L f−∆ = − ∆ = ∆ , ( ) 1 f
i N x x i xi C E C f L f−∆ = − ∆ = ∆ ,                   (13) 

 
а обобщенная модель «затраты–выпуск» (11), (12) с экзогенным чистым конечным спросом – 

 

( ) 1
M N x

yXe E C y L y−∆ = − ∆ = ∆ , ( ) 1
i N i

yi C E C y L y−∆ = − ∆ = ∆ .                   (14) 
 
Следует отметить, что мультипликативная форма уравнений (13) и (14) обеспечивает точ-

ную калибровку обеих обобщенных моделей по отношению к тождеству товарного баланса. 
Варианты спецификации матрицы коэффициентов «затраты–выпуск». Выбор 

формы коэффициентов «затраты–выпуск» играет весьма важную роль в анализе «затраты–вы-
пуск». В авторитетном справочном руководстве [1] рекомендуется использовать три основных 
способа спецификации коэффициентов: на основе предположений о товарной, отраслевой и 
гибридной технологии. Рассмотрим эти способы поочередно в контексте формально введен-
ных выше линейных матричнозначных функций производственных затрат. 

В соответствии с предположением о товарной технологии каждый продукт производится 
одним и тем же технологическим способом в любой из отраслей, в которых он выпускается 
[1]. Паттерн, или модель товарной технологии – см., например, [5; 6] – в принятых обозначе-
ниях порождает следующие матричнозначные функции производственных затрат: 

 
1 1 1

0 0 0 0 0 0
x i

x i x iZ Z Z CX Z X X C X C X Z X X Z X X− − −= + = = = + = + .                   (15) 
 
В этой формуле неявно предполагается, что в рассматриваемой экономике количество 

продуктов N совпадает с числом отраслей M, то есть M = N = K, и квадратная матрица выпуска 
0X  порядка K невырождена. 

В соответствии с предположением об отраслевой технологии каждая отрасль имеет свой 
собственный специфический способ производства независимо от линейки выпускаемых про-
дуктов [1]. Паттерн отраслевой технологии – см., например, [5; 6] – в принятых обозначениях 
порождает следующие матричнозначные функции производственных затрат: 

 
( ) ( )1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0
x i

N M x i N MZ CX Z e X X X e X C C X Z Z e X X X e X− − − −′ ′ ′ ′= = = + = + ,      (16) 
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в которых надстрочным символом «штрих» обозначена операция транспонирования векторов 
и матриц, а заключение обозначения вектора в угловые скобки символизирует преобразование 
вектора в диагональную матрицу с этим вектором на главной диагонали и нулевыми внедиа-
гональными элементами. 

Паттерн гибридной технологии рассматривается в специальной литературе как комбина-
ция моделей товарной и отраслевой технологий – см., в частности, [5]. Он генерирует следу-
ющую матричнозначную функцию совокупных производственных затрат: 

 
( ) 1 1 1

0 02 01 0 01 02 01Z CX Z X X X Z X X X X X− − −= = − = − ,                          (17) 
 

где 01X  и 02X  – матричные слагаемые экзогенного аддитивного разложения исходной мат-
рицы выпуска 0 01 02X X X= + . В формуле (17), как и в случае предположения о товарной техно-
логии, неявно предполагается, что в рассматриваемой экономике количества продуктов и от-
раслей совпадают, то есть M = N = K, и квадратная матрица 01X  порядка K невырождена. 

Нетрудно убедиться, что наличие второго слагаемого в правой части (17), не зависящего 
от 0Z , не позволяет построить разложение совокупных коэффициентов «затраты–выпуск» 

x iC C C= +  при любой ненулевой матрице 02X . Таким образом, паттерн гибридной технологии 
не может служить операциональным средством построения обобщенных моделей «затраты–
выпуск» (13) и (14). Здесь следует добавить, что в рамках гибридной технологии реализуется 
тавтологическое преобразование данных исходной таблицы ресурсов и использования, не 
имеющее четкого логического обоснования и направленное на искусственное обеспечение же-
лаемых свойств объекта анализа – в данном случае неотрицательности коэффициентов «за-
траты – выпуск». 

Семейство матриц полных потребностей в выпуске, импорте и ресурсах. Обобщенная 
линейная модель с экзогенным чистым конечным спросом (14) и обобщенная модель с экзо-
генным конечным использованием отечественных продуктов (13) содержат квадратные мат-
рицы , , f

x i x
y yL L L и f

iL , которые вместе с порождаемыми ими мультипликаторами представляют 
значительный теоретический и практический интерес для анализа межотраслевых производ-
ственных взаимодействий на основе моделей «затраты–выпуск». Первая из них, x

yL , широко 
известна в специальной литературе как матрица полных потребностей в выпуске, или обратная 
матрица Леонтьева [2]; ее (n, m)-й элемент выражает прирост выпуска n-го продукта как реак-
цию экономики на экзогенный единичный прирост чистого конечного спроса (ЧКП) на m-й 
продукт.  

Остальные матрицы ранее в литературе не рассматривались; ниже представлена краткая 
сводка их характеристик, дополненная характеристиками двух производных матриц: 

i
yL  – матрица полных потребностей в импорте на единичные приросты компонент ЧКП; 

( )( ) 1
r x i N i N
y y yL L L E C E C −= + = + −  – матрица полных потребностей в ресурсах товаров и 

услуг на единичные приросты компонент ЧКП; 
f
xL  – матрица полных потребностей в выпуске на единичные приросты компонент конеч-

ного использования отечественных продуктов (КИОП); 
f
iL  – матрица полных потребностей в импорте на единичные приросты компонент КИОП; 

( )( ) 1f f f
r x i N i N xL L L E C E C −= + = + −  – матрица полных потребностей в ресурсах товаров и 

услуг на единичные приросты компонент КИОП. 
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Следует также подчеркнуть, что расчет всех перечисленных выше матриц можно выпол-
нять для двух вариантов спецификации матрицы коэффициентов «затраты – выпуск» – на ос-
нове предположения о товарной технологии и предположения об отраслевой технологии. 

Мультипликаторы выпуска, импорта и ресурсов продуктов. Каждой матрице полных 
потребностей в том или ином экономическом ресурсе соответствует вектор мультипликаторов 
эффекта, генерируемого в экономике экзогенным единичным приростом того или иного ко-
нечного результата экономического деятельности. Примером могут служить простые мульти-
пликаторы выпуска (суммы столбцов обратной матрицы Леонтьева) [2], которые выражают 
совокупный прирост выпуска всех продуктов экономики как ее реакцию на экзогенный еди-
ничный прирост компоненты чистого конечного спроса. 

Ниже дана краткая сводка простых мультипликаторов, порождаемых рассмотренными 
выше матрицами полных потребностей в выпуске, импорте и ресурсах товаров и услуг: 

y x N x
ym e L′ ′=  – вектор-строка мультипликаторов выпуска при экзогенном ЧКП; 

y i N i
ym e L′ ′=  – вектор-строка мультипликаторов импорта при экзогенном ЧКП; 

y r N r
ym e L′ ′=  – вектор мультипликаторов ресурсов товаров и услуг при экзогенном ЧКП; 
f

f x N xe L′ ′µ =  – вектор-строка мультипликаторов выпуска при экзогенном КИОП; 
f

f i N ie L′ ′µ =  – вектор-строка мультипликаторов импорта при экзогенном КИОП; 
f

f r N re L′ ′µ =  – вектор мультипликаторов ресурсов товаров и услуг при экзогенном КИОП. 
Можно ожидать, что предложенное в настоящей статье расширение совокупности матриц 

полных потребностей и сопряженных с ними мультипликаторов станет эффективным вкладом 
в развитие математического инструментария моделирования «затраты–выпуск». 
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