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Рассматривается проблема статистической классификации реализаций 
стационарных в широком смысле временных рядов, различающихся по классам 
значениями коэффициентов авторегрессии. Для данной проблемы приводится алгоритм 
дискриминантного анализа и оценка его эффективности. 
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Пусть наблюдается выборка },...,{
~

1 n

n
XXX   размера n , состоящая из 

наблюдений из 2L  классов },...,{ 1 L . Наблюдение 
tX  принадлежит к 

классу со случайным индексом Sd t 
0 , },...,2,1{ LS   ( nt ,1 ). 

При фиксированном значении индекса id t 0  ( Si  ) наблюдение
t

t

T

Tttt RxxX  ),...,( ,1  является реализацией длины 
tT  временного ряда авто-

регрессии порядка 1p  (АР( p )): 
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где p
ipii R ),...,(
000

1   – вектор коэффициентов авторегрессии для i-го 
класса; { }

i

l l
u
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 – независимые в совокупности нормальные (гауссовские) 
случайные величины: 
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Также классы 
Sii  }{  характеризуются априорными вероятностями: 

 

 ,0}{
00  idP ti Si  ( 1...

00

1  L ). (3) 

 

Таким образом, классы
Sii  }{  однозначно определяются значениями 

Siii },{
00   и дисперсией 2 . Предполагаем относительно значений 

Sii }{ 
0 : 
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Задача дискриминантного анализа состоит в следующем [1]: при из-
вестном векторе истинной классификации n

n SddD  ),...,(
00

1
0  построить 

оценки Sdd nn  21
ˆ,ˆ  для индексов классов, к которым принадлежат вновь 

поступающие наблюдения 
21 ,  nn XX  по исходной выборке },...,{

~
1 n

n
XXX  . 

Преобразуем исходную выборку },...,{
~

1 n

n
XXX   в выборку

},...,{
~

1 n

n
YYY  , где p

t RY   ( nt ,1 ) – оценка максимального правдоподобия 
для p-вектора коэффициентов авторегрессии po

d
R

t

0 , построенная по 
наблюдению tT

t RX  : 
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при фиксированном индексе класса id t 0  ( Si  ): 
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где pO  – нулевой p -вектор; 
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12/12/   
yyyn

p

p
 – функция плотности p

-мерного ( p
Ry ) нормального распределения ),( pN  с вектором средних 

p
R  и ковариационной ( pp )-матрицей   (   0det  ); 
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невырожденная [2] ковариационная ( pp )-матрица сформирована автоко-
вариациями  idxxE kjttjik  

0

,

0
|),(  , ,...,2,1,0k  определяемыми из урав-

нений Юла-Уокера [3]:  
 



370 

 

 20

0
1

00
),(),(  


i

p

j
ijij

; (7) 

 

 0),(),(
0

1

00 





ik

p

j
ijkij

,   ,...2,1k  

 

При увеличении числа наблюдений: 
 

 tT ,   nt ,1 ,  

 

оценки n

ttY 1}{  могут быть заменены на среднеквадратичные: 
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или на оценки Юла-Уокера: 
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где )/(ˆ
1 , jTxx t

jT

s jstts

p

j

t  

   – оценка для автоковариации ),(
0

0 
tdj ,

pj ,...,1,0 , построенная по реализации 
tX  длины 

tT . 

Пусть в условиях модели (1)–(3) выполняется условие стационарности 
(4). Тогда при фиксированном векторе n

n SddD  '00

1

0
),...,(  оценки макси-

мального правдоподобия nYY ,...,1  из (5) являются состоятельными оценками 
соответствующих коэффициентов авторегрессии ( nt ,1 ):  
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и имеют асимптотически нормальное распределение:  
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где ковариационные матрицы SiipR )},({
0   из (6), (7). 

Для построения классификации вновь поступающих наблюдений 
можно использовать следующий алгоритм дискриминантного анализа: 
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1. По преобразованной выборке },...,{
~

1 n

n
YYY   и вектору истинной 

классификации n

n SddD  '00

1

0
),...,(  оцениваются «центры» клас-

сов 
Sii }{

0 : 

2.  
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00 )(  ,   Si  , (8) 

 

где  1,  ;0,  
ij

j i j i     – символ Кронекера. 

3. Классифицируется новое наблюдение Y (оценка, построенная по
,...},{ 21  nn XXX ): 

4.  
 

 i
Si

YYdd  ˆminarg)ˆ;(ˆ 


. (9) 

 

Исследуем теперь эффективность процедуры (8), (9). Алгоритм по-
строен на следующем решающем правиле (РП): 

 

 00
minarg);( i
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

,   p
RY  , (10) 

 

и на подстановочном РП it
Si

tt YYdd  ˆminarg)ˆ;(ˆ 


, ,...,2,1,,1  nnnt  полу-

ченном из РП (10) подстановкой статистической оценки )ˆ,...,ˆ(ˆ
1

 L  вме-
сто неизвестного вектора Lpo

R  коэффициентов авторегрессии
Sii }{

0 . 

Оценим риск (вероятность ошибочной классификации) РП (10): 
 

 });({
00

dYdPrT   ,   
 

при увеличении числа наблюдений ( T ). Это можно сделать, исполь-
зуя следующие соотношения: 
 

 1/
* TT rr ,   T ;  

  

где )(U ={1, if 0 ; 0, if 0 } – единичная функция.  
Таким образом, для оценки риска может использоваться значение *

Tr

. В случае двух классов (L=2): 
 



372 

 

 






































),(2),(2
0

1

0

2

2
0

2

0

10

20

2

0

1

2
0

2

0

10

1

*









 TTrT ,  

 

где ))(,()(),(
00010000
jiipjiji R    ; )(  – функция стандартного нор-

мального распределения )1,0(1N . 
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