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В данной работе рассмотрена оптимизация времени смешивания в линейных ре-
шетках типа Руднера–Левитова путем подбора начального состояния. Показано, как 
время смешивания зависит от положения начального одиночного возбуждения и влия-
ние параметров самой системы на характер данной зависимости и что соответствую-
щим начальным возбуждением нескольких мод возможно достижение разных “скей-
лингов” времени смешивания. 
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Смешивание, т. е. процесс перехода системы от начального локализо-
ванного состояния к конечному делокализованному стационарному состо-
янию, вызывает широкий интерес в физике и находит приложения в том 
числе в квантовых вычислениях [1]. 

Определённые типы систем со смоделированными потерями можно 
рассматривать с точки зрения неэрмитовой физики, особенностью которой 
является то, что неэрмитовые матрицы, допускают особый тип вырожде-
ний в исключительных точках [2]. Было показано, что в неэрмитовых це-
почках, рассматриваемых в данной работе, особые точки могут определять 
не только характер смешивания, но даже и само его существование; по-
мимо этого, было показано, что оптимизировать время смешивания можно 
посредством изменения параметров системы [3]. 

Мы рассматриваем цепочку, состоящую из унитарно связанных одно-
модовых волноводов, моделируя дополнительные потери в каждом втором 
волноводе. Полагая начальное состояние системы когерентным, динамику 
системы можно записать в виде уравнения Шредингера для вектора коге-
рентных амплитуд с неэрмитовым эффективным гамильтонианом: 
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             (1) 
 

где компоненты вектора амплитуд 𝜓𝑗 – амплитуды населенностей со-
ответствующих узлов решетки, Г – скорости затухания мод с потерями, 𝑁𝐿 

– число мод с потерями, 𝑣𝑗 – скорости унитарного взаимодействия между 
модами. Далее положим, что 𝑣1 = 𝑣 𝑐𝑜𝑠 (𝜙) , 𝑣2 = 𝑣 𝑠𝑖𝑛 (𝜙) , 𝑣 =√𝑣12 + 𝑣22.  

Предполагается, что рассматриваемые системы обладают «темновым» 
состоянием. Темновое состояние является невакуумным стационарным со-
стоянием, что требует наличия нулевого собственного значения в спектре 
матрицы, определяемой выражением. Практическая значимость рассмат-
риваемых систем заключается в том, что они проецируют начальное состо-
яние на темновое.  

Ввиду потерь в системе необходимо ввести нормированные в каждый 
момент времени вероятности населенности, что позволит определить 
время смешивания классическим образом: 

 
   
 

                                                                                                                                               (2) 
 
 

где 𝑝𝑗𝑠𝑡 – стационарное распределение, к которому система смешивается, 𝑇𝑚𝑖𝑥 – время смешивания.  
Зависимость времени смешивания от положения начального одномо-

дового возбуждения определяется отношением 𝑣/Г относительно наиболь-
шей исключительной точки. Рисунок 1(в) представляет зависимость для 
случаев как симметричной (𝑣1 = 𝑣2), так и асимметричной (𝑣1 ≠ 𝑣2) ре-
шеток, когда система находится до наибольшей исключительной точки. 
Получаем, что для симметричной системы, время смешивания также сим-
метрично относительно центрального узла(рис. 1(в)), при этом, что до-
вольно очевидно, возбуждение центрального узла приводит к минималь-
ному времени смешивания.  Введение асимметрии в систему сдвигает 
наибольшую исключительную точку в сторону меньшего отношения пара-
метров. Пока отношение параметров системы находится между двумя ис-
ключительными точками, зависимость времени смешивания от положения 
начального возбуждения будет оставаться немонотонной. При этом, есть 
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соответствие между компонентами собственного вектора, соответствую-
щего собственному значению со второй наименьшей мнимой частью и за-
висимостью времени смешивания от положения начального одномодового 
возбуждения. За наибольшей исключительной точкой зависимость вре-
мени смешивания от положения становится монотонной функцией номера 
узла. Это связано с тем, что теперь в системе нельзя выделить самую мед-
ленную динамику, следовательно, зависимость диктуется структурой век-
тора темнового состояния.  

 

 

Рис. 1. (a)-(б): Абсолютные значения компонент собственного вектора, соответ-
ствующего собственному значению со второй наименьшей мнимой частью для симмет-
ричной и асимметричной систем с параметром асимметрии 𝜑 = 0.23𝜋; На каждом гра-
фике синие столбики соответствуют модам без затухания, серые – модам с затуханием. 
(в)-(г): Зависимость времени смешивания в единицах 𝛤−1 от положения одномодового 
начального возбуждения для симметричной и асимметричной решеток с отношением 𝑣/Г = 3;  2.3 соответственно при параметре 𝜀 = 0.001. Число узлов с потерями для 
обоих случаев 𝑁𝐿 = 15. (д): Зависимость времени смешивания в единицах 𝛤−1 от числа 
мод с потерями 𝑁𝐿 при начальном возбуждения двух мод; сплошная кривая соответ-
ствует случаю, когда вектор начального возбуждения ортогонален вектору с собствен-
ным значением со второй наименьшей мнимой частью; пунктирная кривая отвечает 
возбуждению мод с одинаковой по модулю амплитудой, вертикальными линиями от-
мечен переход фиксированного 𝑣/Г исключительных точек; параметры системы в двух 
случаях: 𝑣/Г = 2, 𝜑 = 0.25𝜋. Во всех случаях возбуждались первая и третья моды. (е): 
Мнимая часть спектра исследуемой системы в зависимости от отношения 𝑣/Г при раз-
личных 𝑁𝐿; сплошные линии отвечают 𝑁𝐿 = 20, пунктирные – 𝑁𝐿 = 9. 
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При нахождении системы до наибольшей исключительной точки зна-
ние компонент собственного вектора, позволяет сразу выбрать узел, воз-
буждение которого при заданных параметрах системы, приведет к наибо-
лее интенсивному процессу смешивания. За наибольшей исключительной 
точкой зависимость времени от изначально возбуждаемого узла определя-
ется вектором темнового состояния. 

Выбор начального одномодового возбуждения позволяет в общем слу-
чае лишь минимизировать вклад медленной динамики в процесс смешива-
ния. В случае начального возбуждения двух мод можно полностью исклю-
чить нежелательную динамику, выбрав возбуждение таким образом, чтобы 
вектор начального состояния был ортогонален вектору, соответствующему 
медленной динамике. Возбуждая в начальный момент времени две моды 
так, чтобы вектор начального состояния был ортогонален собственному 
вектору, соответствующему собственному значению со второй наимень-
шей мнимой частью, мы ставим своей целью эффективно сдвинуть 
наибольшую исключительную точку в сторону меньших значений, увели-
чивая область логарифмического скейлинга. Рисунок 1(д) показывает, что 
такой эффект обусловлен смещением исключительной точки при надлежа-
щем начальном возбуждении.   

Было показано, что время смешивания может быть уменьшено не 
только изменением констант связи или геометрии системы, но также и под-
бором начального состояния в соответствии со структурой собственных 
векторов эффективного гамильтониана; при перемещении одномодового 
начального возбуждения по цепочке есть явное соответствие между ком-
понентами вектора и временем смешивания – минимальное время смеши-
вания соответствует минимальной по абсолютному значению компо-
ненте(рис. 1(г)). Подбирая начальное состояние, ортогональное вектору, 
соответствующему медленной динамике, можно добиться значительного 
увеличения области логарифмического скейлинга (рис. 1 (д)). 
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