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В работе приводится доказательство формул, позволяющих найти корни специ-

альных многочленов с коэффициентами в кольце с делением. Данные формулы полу-
чены как обобщение известных формул для корней многочленов с коэффициентами в 
алгебре гамильтоновых кватернионов. 
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Под кольцом с делением А над F будем понимать ассоциативное 

кольцо А, для каждого ненулевого элемента которого существует обратный 
по умножению элемент, и которое также является векторным простран-
ством над полем F. В качестве F чаще всего рассматривают центр А, т.е. 
множество элементов из А, которые перестановочны с любым элементом 
из А. Рассмотрим многочлены вида 

 
1

1 1 0( ) ... , .n n
n n k

P x a x a x a x a a А
       

 
Вопрос нахождения корней многочленов над кольцами с делением 

изучается в теории колец и прикладной математике. Наиболее изученным 
является случай многочленов с коэффициентами в алгебре гамильтоновых 
кватернионов. 

Для элементов из А введём понятие класса сопряжённости. Элемент 
q’ называется элементом из того же класса сопряжённости, что и q  

( 'q q: ), если существует 0h  , что 1'q hqh . А разбивается на множество 
непересекающихся классов сопряжённости элементов. Класс сопряжённо-
сти элемента q будем обозначать [ ] { ' }q q : qА q'  : . 

Заметим, что многочлен степени n с коэффициентами из поля имеет не 
более n корней в этом поле. Однако для многочлена степени n с коэффици-
ентами из кольца с делением это уже не так. Но известно, что корни такого 
многочлена лежат не более чем в n классах сопряжённости [2, Th. 16.4]. 
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Вначале в качестве А будем рассматривать алгебру гамильтоновых 
кватернионов ℍ. Напомним, что ℍ является кольцом с делением над ℝ раз-
мерности 4, т. е. состоит из элементов вида 0 1 2 3q q iq jq kq    , где 

2 2 2, 1,iq i j k ij ji k       Ў [1, c. 27]. Для элементов из ℍ можно вве-
сти понятия: сопряжённый элемент к 0 1 2 3, :q q q iq jq kq    ; норма 

2 2 2 2
0 1 2 3, | |q q qq qq q q q q      , обратный к любому ненулевому эле-

менту 1

2| |

q
q

q

  .  

Многочлен, сопряжённый введённому многочлену ( )Р х , если А = ℍ: 

 

1 1 0( ) : ... .n n
n nР х a x a x a x a      

 

Любой унитарный (an = 1) многочлен P(x) из ℍ[x] разлагается на ли-
нейные множители, т. е. существуют 1,..., nx x H такие, что 

 

1 1( ) ( )( )...( ),n n
P x x x x x x x     

 

где упорядоченную последовательность 1( ,..., )nх х  будем называть цепоч-
кой многочлена Р(х) [2]. Из данного разложения следует, что х1 является 
корнем многочлена Р(х) [2, с. 262]. Напомним, что корни многочлена Р(х) 
лежат не более чем в n классах сопряжённости, а также то, что любой ко-
рень лежит в одном классе сопряжённости с некоторым элементом хi [2, c. 
263]. Либо единственный элемент из данного класса сопряжённости явля-
ется корнем многочлена, тогда корень называется изолированным, либо все 
элементы класса являются корнями, корень в этом случае называется сфе-
рическим [3, с. 96]. 

Известна следующая формула для корней многочлена 
1 1( ) ( )( )...( )n n

P x x x x x x x    , если элементы цепочки хк из различных 
классов сопряжённости [3 с. 97]: 
 

1( ) ( ( )) ; 1,..., ,k kk k k k
P x x P x k n    

 

где 
11
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P x

x x x x иначе








 
 

 
В работе [4] нами получено обобщение данной формулы для случая 

произвольного кольца с делением. 
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Теорема. Пусть А является кольцом с делением над центром F. 
Пусть также 

 
P(x) = (x − хn) . . . (x − х1), 

 

где  х1, . . . , хn ∈ А. Пусть также х1, . . . , хn−1 алгебраические над F. Обозна-
чим fi(x) минимальные многочлены элементов хi, i = 1, . . . , n−1. Если классы 
сопряжённости [хk] различны, тогда многочлен P(x) имеет ровно n корней 
ζk, которые связаны с  хk следующим образом: 

 
ζk = Pk(хk)хk(Pk(хk))

-1; k = 1,…, n, 
 

1 1

1, 1,
( ) :

( )... ( ), ,k
k

if k
P x

S x S x иначе






  

 
где Si(x) ∈ А[x] такие что fi(x) = Si(x)(x − хi), i = 1, . . . , n − 1. 

Доказательство. Заметим, что Si(x) ∈ F(хi)[x] (следует из того, что fi(x) 
делятся на (x − хi) для соответствующего хi в кольце F(хi)[x]), значит 

 
fi(x) = Si(x)(x – хi) = (x − хi)Si(x) для i = 1,…, n − 1. 

 
Заметим, что х1 является корнем Р(х), что удовлетворяет формулам 

при k = 1. Далее умножим выражение P(x) = (x − хn) . . . (x − х1) на S1(x) 
справа: 

 
P(x)S1(x) = (x − хn) . . . (x − х1)S1(x) =(x − хn) . . . (x – х2)f1(x)= 

= f1(x) (x − хn) . . . (x – х2). 
 
Из этого следует, что х2 – корень последнего выражения, а значит, и 

P(x)S1(x). Но х2 не является корнем S1(x), т.к. все корни S1(x) лежат в 
классе [x1]. Далее для доказательства понадобится следующее утвер-
ждение. 

Утверждение 1. ([2, Pr. 16.3]). Пусть А является кольцом с делением 
и пусть P(x) = L(x)R(x) ∈ А[x]. Пусть d ∈ А такое что h := R(d) ≠ 0. Тогда 

 
P(d) = L(hdh−1)R(d). 

 
В частности, если d – корень P (x), но не корень R(x), тогда hdh−1 – 

корень L(x). 
Согласно утверждению выше ζ2 = S1(х2)х2(S1(х2))

-1 – корень Р(х). Далее 
равенство P(x)S1(x) = f1(x) (x − хn) . . . (x – х2) умножаем справа на S2(x) 
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P(x)P3(x)=P(x)S1(x) S2(x)= f1(x) (x − хn) . . . (x – х2) S2(x) = 

= f1(x) (x − хn) . . . (x – х3) f2(x) = f1(x) f2(x) (x − хn) . . . (x – х3). 
 

Для дальнейшего доказательства понадобится утверждение. 
Утверждение 2 [4]. Если а является корнем произведения S1(x)…Sn(x), 

то а сопряжено корню Si(х) для некоторого i = 1, …, n. 
Доказательство утверждения 2. Докажем по индукции. Для n = 2 

утверждение 2 верно (утв. 1). Предположим, что верно для n – 1. Докажем 
для n. Пусть а является корнем S1(x)…Sn(x), тогда либо а – корень Sn(x), 
либо а сопряжено корню S1(x)…Sn-1(x) (утв. 1). Но предполагали, что корень 
произведения сопряжён корню Si(х) для некоторого i = 1, …, n − 1. Следо-
вательно, а сопряжено корню Si(х) для некоторого i = 1, …, n. □ 

Вернёмся к доказательству теоремы. Из равенства 
 

P(x) S1(x) S2(x)= f1(x) f2(x) (x − хn) . . . (x – х3) 
 
следует, что х3 – корень правой части, а значит, и левой. По утвержде-
нию 2, если бы х3 был корнем S1(x) S2(x), то был бы сопряжён корню 
S1(x) либо корню S2(x), но это не так. Значит, по утверждению 1, ζ3 = 
P3(х3)х3(P3(х3))

-1 – корень Р(х). Продолжая процесс, получим оставши-
еся корни Р(х). □ 

Заметим, что иногда нахождение корней с коэффициентами в неком-
мутативной алгебре может быть сведено к коммутативному случаю [5], что 
упрощает вычисления.  
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