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Теорема. Если 𝑡1 − 𝑡 ⩽ 𝜏 + 𝜃1, то множество 𝑌 (𝑡) ограничено линиями

𝑦1(𝑙) = 𝐶11 exp(−𝜆1(𝑡1 − 𝑡))/𝜆1 + (𝐶21 − 𝐶11) exp(𝜆1(𝑙 − 𝑡1 + 𝑡))/𝜆1 − 𝐶21/𝜆1,

𝑦2(𝑙) = 𝐶12 exp(−𝜆2(𝑡1 − 𝑡))/𝜆2 + (𝐶22 − 𝐶12) exp(𝜆2(𝑙 − 𝑡1 + 𝑡))/𝜆2 − 𝐶22/𝜆2,

где параметр 𝑙 ∈ [0; 𝑡1 − 𝑡];

𝑧1(𝑙) = 𝐶31 exp(−𝜆1(𝑡1 − 𝑡))/𝜆1 + (𝐶21 − 𝐶31) exp(𝜆1(𝑙 − 𝑡1 + 𝑡))/𝜆1 − 𝐶21/𝜆1,

𝑧2(𝑙) = 𝐶32 exp(−𝜆2(𝑡1 − 𝑡))/𝜆2 + (𝐶22 − 𝐶32) exp(𝜆2(𝑙 − 𝑡1 + 𝑡))/𝜆2 − 𝐶22𝜆2,

где параметр 𝑙 ∈ [0; 𝑡1 − 𝑡];

𝑠1(𝑙) = 𝐶31 exp(−𝜆1(𝑡1 − 𝑡))/𝜆1 + (𝐶41 − 𝐶31) exp(𝜆1(𝑙 − 𝑡1 + 𝑡))/𝜆1 − 𝐶41/𝜆1,

𝑠2(𝑙) = 𝐶32 exp(−𝜆2(𝑡1 − 𝑡))/𝜆2 + (𝐶42 − 𝐶32) exp(𝜆2(𝑙 − 𝑡1 + 𝑡))/𝜆2 − 𝐶42/𝜆2,

где параметр 𝑙 ∈ [𝑙1; 𝑡1 − 𝑡], 𝑙1 = ln(𝐶42 exp(𝜆2𝜃)− 𝐶32/(𝐶42 − 𝐶32))/𝜆2;

ℎ1(𝑙) = 𝐶11 exp(−𝜆1(𝑡1 − 𝑡))/𝜆1 + (𝐶41 − 𝐶11) exp(𝜆1(𝑙 − 𝑡1 + 𝑡))/𝜆1 − 𝐶41/𝜆1,

ℎ2(𝑙) = 𝐶12 exp(−𝜆2(𝑡1 − 𝑡))/𝜆2 + (𝐶42 − 𝐶12) exp(𝜆2(𝑙 − 𝑡1 + 𝑡))/𝜆2 − 𝐶42/𝜆2,

где параметр 𝑙 ∈ [𝑙2; 𝑡1− 𝑡], 𝑙2 = ln(𝐶42 exp(𝜆2𝜃)−𝐶12/(𝐶42−𝐶12))/𝜆2; линией 𝑥2 = 𝑑.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ Ðåñïóá-

ëèêè Áåëàðóñü (ÃÏÍÈ ¾Êîíâåðãåíöèÿ�2025¿, çàäàíèå 1.2.04).
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Для эпидемиологической модели доказывается отсутствие периодических
решений в первом октанте, за счет сведения ее к двумерной системе и
построения функции Дюлака.

Â ðàáîòå [1] èçó÷àëèñü óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé â íåñêîëüêèõ
ñèñòåìàõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà, îïèñûâàþùèõ ýïèäåìèî-
ëîãè÷åñêóþ ìîäåëü SIRS. Ðàññìîòðèì îäíó èç òàêèõ ñèñòåì:

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝜇(𝑆+ 𝐼+𝑅)−𝜇𝑆−𝛽𝑆𝐼+𝛾𝑅,

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆𝐼− (𝜇+𝜈)𝐼,

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝜈𝐼− (𝜇+𝛾)𝑅, (1)
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ãäå 𝑆 � êîëè÷åñòâî âîñïðèèì÷èâûõ ê âèðóñó îñîáåé ïîïóëÿöèè, 𝐼 � êîëè÷åñòâî èíôè-
öèðîâàííûõ îñîáåé, 𝑅 � êîëè÷åñòâî âûçäîðîâåâøèõ îñîáåé. Ïàðàìåòð 𝜇 ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñêîðîñòÿìè ðîæäàåìîñòè è ñìåðòíîñòè. Ïàðàìåòð 𝛽 �
ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôåêöèè. Ïàðàìåòð 𝜈 � ñêîðîñòü ïîòåðè èíôåêöèîííî-
ñòè. Ìîäåëü (1) ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî îáùàÿ ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè 𝐶
îñòàåòñÿ íåèçìåííîé, ò.å.

𝑆 + 𝐼 +𝑅 = 𝐶, (2)

à ÷àñòü âûçäîðîâåâøèõ îñîáåé âîçâðàùàåòñÿ â ãðóïïó âîñïðèèì÷èâûõ ê âèðóñó ñî
ñêîðîñòüþ 𝛾. Â ñèëó áèîëîãè÷åñêîãî ñìûñëà âñå ïåðåìåííûå è ïàðàìåòðû ñèñòåìû
ïîëîæèòåëüíû.

Â ðàáîòå [1] çà ñ÷åò ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà (2) êàæäàÿ ñèñòåìà SIRS
áûëà ñâåäåíà ê ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå âòîðîãî ïîðÿäêà

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑃 (𝑥, 𝑦),

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑄(𝑥, 𝑦), (3)

ê êîòîðûì ïðèìåíÿëñÿ ïðèçíàê Äþëàêà [2].
Теорема 1. Если для системы (3) существует непрерывно дифференцируемая в

односвязной области 𝐷 ⊂ R2 функция 𝐵(𝑥, 𝑦) такая, что выражение

𝜕(𝐵𝑃 )

𝜕𝑥
+
𝜕(𝐵𝑄)

𝜕𝑦

не обращается в нуль и не меняет свой знак в области 𝐷, то система (3) не имеет
периодических решений в области 𝐷.

Â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìà (1) ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå âèäà

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝐼(𝛽𝐶 − 𝜇− 𝜈 − 𝛽𝐼 − 𝛽𝑅),

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝜈𝐼 − (𝜇+ 𝛾)𝑅. (4)

Äàëåå â ñòàòüå [1] àâòîðû, èñïîëüçóÿ ðàçðàáîòàííûé èìè àëãîðèòì, íàøëè ôóíêöèþ
Äþëàêà âèäà 𝐵 = 1/𝐼 è òàêèì îáðàçîì ïîêàçàëè, ÷òî ñèñòåìà (4) íå èìååò ïåðèîäè-
÷åñêèõ ðåøåíèé.

Ìû ïðåäëàãàåì äðóãîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Äþëàêà äëÿ ñèñòåìû (4). Ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî 𝐼 > 0 ñ ïîìîùüþ çàìåíû 𝐼 = 𝑒𝑈 ñèñòåìó (4) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

𝑑𝑈

𝑑𝑡
= 𝛽𝐶 − 𝜇− 𝜈 − 𝛽𝑒𝑈 − 𝛽𝑅,

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝜈𝐼 − (𝜇+ 𝛾)𝑅. (5)

Òîãäà äëÿ ñèñòåìû (5) ïðîõîäèò ïðèçíàê Äþëàêà ñ ôóíêöèåé Äþëàêà 𝐵 = 1 :

𝜕(𝐵𝑃 )

𝜕𝑈
+
𝜕(𝐵𝑄)

𝜕𝑅
= −𝛽𝑒𝑈 − 𝜇− 𝛾 < 0

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà
Теорема 2. Система (5) в первой четверти, а значит, и система (1) в первом

октанте, не имеют периодических решений.
Â íàøåì äîêëàäå áóäóò ïðåäñòàâëåíû è äðóãèå ñïîñîáû óñòàíîâëåíèÿ óñëîâèé äëÿ

îòñóòñòâèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé â íåñêîëüêèõ ñèñòåìàõ SIRS.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêåÁåëîðóññêîãî ðåñïóáëèêàíñêîãî ôîí-

äà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïî äîãîâîðó � Ô23Ó-008.
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Для стационарных иерархий первого и второго уравнений Пенлеве для
специальных значений параметров установлена вложимость множеств ре-
шений.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé èåðàðõèé ïåðâîãî è
âòîðîãî óðàâíåíèé Ïåíëåâå, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè
íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÷åòíîãî ïîðÿäêà, èìåþùèõ
åäèíóþ äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, ïðè ýòîì ïåðâûìè ÷ëåíàìè òà-
êèõ èåðàðõèé ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå. Óðàâíåíèÿ èåðàðõèé, êàê è ñàìè óðàâ-
íåíèÿ Ïåíëåâå, îáëàäàþò ñèììåòðèÿìè, îïðåäåëÿåìûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè Áåêëóí-
äà [1�3]. Ïðè ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ýòè èåðàðõèè èìåþò êëàññû ðåøå-
íèé, âûðàæàþùèåñÿ ÷åðåç êëàññè÷åñêèå òðàíñöåíäåíòíûå ôóíêöèè, à òàêæå àëãåá-
ðàè÷åñêèå èëè äàæå ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ. Äëÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå è åãî
èåðàðõèè ýòî îáîáùåííûå ïîëèíîìû ßáëîíñêîãî�Âîðîáüåâà, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïî-
ñòðîèòü ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé èåðàðõèè óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà.

Ðàññìîòðèì îáîáùåííóþ èåðàðõèþ ïåðâîãî óðàâíåíèé Ïåíëåâå â âèäå

𝑃
[2𝑛−2]
1 : L𝑛[𝑞(𝑧)]− 𝛾𝑛𝑧 − 𝛿𝑛 = 0, 𝑛 ∈ N,

è îáîáùåííóþ èåðàðõèþ âòîðîãî óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå

𝑃
[2𝑛]
2 : (𝐷 + 2𝑤)L𝑛[𝑤

′ − 𝑤2]− (𝑘𝑛𝑧 + 𝑝𝑛)𝑤 − 𝛼𝑛 = 0, 𝑛 ∈ N, (1)

ãäå îïåðàòîð L𝑛 îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

𝐷L𝑛+1[𝑢] = (𝐷3 + (4𝑢+ 𝛽𝑛)(𝐷 + 2𝐷𝑢))L𝑛[𝑢],

𝐷 = 𝑑/𝑑𝑧, L1[𝑢] = 𝑢, 𝑢 = 𝑢(𝑧), 𝑛 ∈ N, (2)

à 𝛼𝑛, 𝛽𝑛, 𝛾𝑛, 𝛿𝑛, 𝑘𝑛, 𝑝𝑛 � ïàðàìåòðû.
Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (1), (2), îïðåäåëÿåìûå îïåðàòîðîì

L𝑛 (3), èìåþò ñîîòâåòñòâåííî ïîðÿäîê 2𝑛− 2 è 2𝑛. Óðàâíåíèå (1) ïðè 𝑛 = 2 è óðàâ-
íåíèå (2) ïðè 𝑛 = 1 îïðåäåëÿþò ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîå è âòîðîå óðàâíåíèå Ïåíëåâå.


