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Рассматривается управляемая система второго порядка, у которой матри-
ца коэффициентов при фазовых переменных имеет собственные значения
разных знаков. На поведение объекта наложено линейное фазовое огра-
ничение. Построено множество управляемости в начало координат для
некоторых моментов времени.

Постановка задачи. Ðàññìîòðèì óïðàâëÿåìûé îáúåêò, ïîâåäåíèå êîòîðîãî îïè-
ñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà

�̇�1 = 𝜆1𝑥1 + 𝑣1, �̇�2 = 𝜆2𝑥2 + 𝑣2, (1)

ãäå óïðàâëåíèå (𝑣1; 𝑣2) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîé êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé, ïðèíè-
ìàþùåé çíà÷åíèÿ èç ÷åòûðåõóãîëüíèêà 𝑉. Ìíîæåñòâî 𝑉 íàçîâåì îáëàñòüþ óïðàâëå-
íèÿ. Míîæåñòâî âåêòîðíûõ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ
èç êîìïàêòà 𝑉 îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑈. Ìíîæåñòâî 𝑈 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ
óïðàâëåíèé.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà 𝜆1 > 0 > 𝜆2, ìíîæåñòâî 𝑉 ÿâëÿåòñÿ
÷åòûðåõóãîëüíèêîì. Âåðøèíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà 𝑉 îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐶𝑖, 𝑖 = 1, 4,
îáõîäÿ êîíòóð ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Êîîðäèíàòû âåðøèíû 𝐶𝑖
îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐶𝑖1, 𝐶𝑖2. Ïðèìåì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà: 𝐶11 >
> 0, 𝐶12 > 0, 𝐶21 < 0, 𝐶22 > 𝐶12, 𝐶31 < 𝐶21, 𝐶32 < 0, 𝐶41 > 0, 𝐶42 < 𝐶32,
𝐶41 < 𝐶11. Ôàçîâîå îãðàíè÷åíèå çàäàäèì ìíîæåñòâîì

𝑋 = {(𝑥1;𝑥2) ∈ R2 : 𝑥2 ⩽ 𝑑, 𝑑 > 0}. (2)

Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó (2),
â êîòîðûõ îáúåêò (1) íàõîäèòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡, â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡1 ïîïàäàåò
â íà÷àëî êîîðäèíàò ïðè ïîìîùè íåêîòîðîãî äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ è âûïîëíåíèè
ôàçîâîãî îãðàíè÷åíèÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè èç îòðåçêà [𝑡; 𝑡1], íàçîâåì ìíîæå-
ñòâîì óïðàâëÿåìîñòè â íà÷àëî êîîðäèíàò îáúåêòà (1) ñ îãðàíè÷åíèåì (2). Îáîçíà÷èì
ýòî ìíîæåñòâî ÷åðåç 𝑌 (𝑡). Ìîìåíò âðåìåíè 𝑡1 ñ÷èòàåì ôèêñèðîâàííûì.

Основной результат.Â [1] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè 𝑡1−𝑡 ⩽ 𝜏 = (− ln(𝑑𝜆2+𝐶42)/𝐶42)/𝜆2,
òî ôàçîâîå îãðàíè÷åíèå íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà 𝑌 (𝑡). Çàäà-
äèì âåëè÷èíó 𝜃1 = ln((𝐶32 𝑑𝜆2+𝐶

2
42)/(𝐶42 𝑑𝜆2+𝐶

2
42))/𝜆2. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë [2],

îïðåäåëÿþùèõ ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìîñòè â ëèíåéíîé çàäà÷å óïðàâëåíèÿ, äîêàçàíà
ñëåäóþùàÿ
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Теорема. Если 𝑡1 − 𝑡 ⩽ 𝜏 + 𝜃1, то множество 𝑌 (𝑡) ограничено линиями

𝑦1(𝑙) = 𝐶11 exp(−𝜆1(𝑡1 − 𝑡))/𝜆1 + (𝐶21 − 𝐶11) exp(𝜆1(𝑙 − 𝑡1 + 𝑡))/𝜆1 − 𝐶21/𝜆1,

𝑦2(𝑙) = 𝐶12 exp(−𝜆2(𝑡1 − 𝑡))/𝜆2 + (𝐶22 − 𝐶12) exp(𝜆2(𝑙 − 𝑡1 + 𝑡))/𝜆2 − 𝐶22/𝜆2,

где параметр 𝑙 ∈ [0; 𝑡1 − 𝑡];

𝑧1(𝑙) = 𝐶31 exp(−𝜆1(𝑡1 − 𝑡))/𝜆1 + (𝐶21 − 𝐶31) exp(𝜆1(𝑙 − 𝑡1 + 𝑡))/𝜆1 − 𝐶21/𝜆1,

𝑧2(𝑙) = 𝐶32 exp(−𝜆2(𝑡1 − 𝑡))/𝜆2 + (𝐶22 − 𝐶32) exp(𝜆2(𝑙 − 𝑡1 + 𝑡))/𝜆2 − 𝐶22𝜆2,

где параметр 𝑙 ∈ [0; 𝑡1 − 𝑡];

𝑠1(𝑙) = 𝐶31 exp(−𝜆1(𝑡1 − 𝑡))/𝜆1 + (𝐶41 − 𝐶31) exp(𝜆1(𝑙 − 𝑡1 + 𝑡))/𝜆1 − 𝐶41/𝜆1,

𝑠2(𝑙) = 𝐶32 exp(−𝜆2(𝑡1 − 𝑡))/𝜆2 + (𝐶42 − 𝐶32) exp(𝜆2(𝑙 − 𝑡1 + 𝑡))/𝜆2 − 𝐶42/𝜆2,

где параметр 𝑙 ∈ [𝑙1; 𝑡1 − 𝑡], 𝑙1 = ln(𝐶42 exp(𝜆2𝜃)− 𝐶32/(𝐶42 − 𝐶32))/𝜆2;

ℎ1(𝑙) = 𝐶11 exp(−𝜆1(𝑡1 − 𝑡))/𝜆1 + (𝐶41 − 𝐶11) exp(𝜆1(𝑙 − 𝑡1 + 𝑡))/𝜆1 − 𝐶41/𝜆1,

ℎ2(𝑙) = 𝐶12 exp(−𝜆2(𝑡1 − 𝑡))/𝜆2 + (𝐶42 − 𝐶12) exp(𝜆2(𝑙 − 𝑡1 + 𝑡))/𝜆2 − 𝐶42/𝜆2,

где параметр 𝑙 ∈ [𝑙2; 𝑡1− 𝑡], 𝑙2 = ln(𝐶42 exp(𝜆2𝜃)−𝐶12/(𝐶42−𝐶12))/𝜆2; линией 𝑥2 = 𝑑.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ Ðåñïóá-

ëèêè Áåëàðóñü (ÃÏÍÈ ¾Êîíâåðãåíöèÿ�2025¿, çàäàíèå 1.2.04).
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Для эпидемиологической модели доказывается отсутствие периодических
решений в первом октанте, за счет сведения ее к двумерной системе и
построения функции Дюлака.

Â ðàáîòå [1] èçó÷àëèñü óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé â íåñêîëüêèõ
ñèñòåìàõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà, îïèñûâàþùèõ ýïèäåìèî-
ëîãè÷åñêóþ ìîäåëü SIRS. Ðàññìîòðèì îäíó èç òàêèõ ñèñòåì:

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝜇(𝑆+ 𝐼+𝑅)−𝜇𝑆−𝛽𝑆𝐼+𝛾𝑅,

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆𝐼− (𝜇+𝜈)𝐼,

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝜈𝐼− (𝜇+𝛾)𝑅, (1)


