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Рис. 1. Траектории и изохроны системы 1) Рис. 2. Траектории и изохроны системы 2).
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Описан алгоритм и программные инструменты системы компьютерной
математики Wolfram Mathematica, пригодные для анализа и решения
асимптотическими методами матричного уравнения Риккати специально-
го вида.

Ðàññìîòðèì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå Ðèêêàòè âèäà

𝐴4𝐿(𝜇, 𝑒
−𝑝ℎ)− 𝐴3 − 𝜇𝐿(𝜇, 𝑒−𝑝ℎ)(𝐴1(𝑒

−𝑝ℎ)− 𝐴2(𝑒
−𝑝ℎ)𝐿(𝜇, 𝑒−𝑝ℎ)) = 0, (1)
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ãäå 𝑒−𝑝ℎ � îïåðàòîð çàïàçäûâàíèÿ, 𝜇 ∈ (0, 𝜇0], 𝜇0 ≪ 1 � ïàðàìåòð, 𝐴𝑖(𝑒
−𝑝ℎ) =

= 𝐴𝑖0 + 𝐴𝑖1𝑒
−𝑝ℎ, 𝐴𝑖0, 𝐴𝑖1 ∈ R𝑛1×𝑛𝑖 , 𝑖 = 1, 2, 𝐴3 ∈ R𝑛2×𝑛1 , 𝐴4 ∈ R𝑛2×𝑛2 � çàäàííûå

ïîñòîÿííûå ìàòðèöû.
Àíàëîãè÷íî [2] ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè Re(𝜆(𝐴4)) < 0, òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ

𝜇 > 0 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè (1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå àñèìïòîòè÷åñêîãî
ðÿäà ïî ïàðàìåòðó 𝜇 ñ êîýôôèöèåíòàìè � ïîëèíîìàìè ïî îïåðàòîðó çàïàçäûâàíèÿ
â âèäå

L =
∞∑︁
𝑚=0

𝜇𝑚
𝑚∑︁
𝑗=0

L𝑚𝑗 𝑒
−𝑗𝑝ℎ, (2)

ãäå 𝐿𝑚𝑗 âû÷èñëÿþòñÿ ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì

𝐿𝑚𝑗 = 𝐴−1
4

(︂ 𝑗∑︁
𝑠=𝑗−1

𝐿𝑚−1
𝑠 𝐴1,𝑗−𝑠 −

𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝑘∑︁
𝑠=0

1∑︁
𝑟=0

𝐿𝑘𝑠𝐴2𝑟𝐿
𝑚−𝑘−1
𝑗−𝑠−𝑟

)︂
, (3)

c íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè 𝐿0
0 = 𝐴−1

4 𝐴3, 𝐿
𝑚
𝑗 = 0, 𝑗 < 0 èëè 𝑚 < 0, èëè 𝑗 > 𝑚.

Ñðåäñòâàìè ÑÊÌ Wolfram Mathematica ðåàëèçîâàí àëãîðèòì [3] ïîñòðîåíèÿ óðàâ-
íåíèé (3) è íàõîæäåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè

L𝑀(𝑒−𝑝ℎ) =
𝑀∑︁
𝑚=0

𝜇𝑚
𝑚∑︁
𝑗=0

𝐿𝑚𝑗 𝑒
−𝑗𝑝ℎ

ïîðÿäêà 𝑀 ðåøåíèÿ (2) óðàâíåíèÿ (1).
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèé ìàòðè÷íûå ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ (1) è èñêîìóþ àñèìï-

òîòè÷åñêóþ àïïðîêñèìàöèþ L𝑀(𝑒−𝑝ℎ) çàäàåì â ôîðìå ïîëüçîâàòåëüñêèõ ôóíêöèé,
èñïîëüçóÿ êîòîðûå ôîðìèðóåì óðàâíåíèå UrL (1). Óðàâíåíèÿ UrLjm äëÿ íàõîæäåíèÿ
𝐿𝑚𝑗 , 𝑚 = 0,𝑀, 𝑗 = 0,𝑚, ïîëó÷àåì, ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ
ñòåïåíÿõ 𝜇 è 𝑒−𝑝ℎ â óðàâíåíèè UrL ñëåâà è ñïðàâà.

Äëÿ âûäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ èñïîëüçóåì âñòðîåííóþ ôóíêöèþ CoefficientList,
ïðèìåíÿÿ êîòîðóþ ê ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ UrL äëÿ ñïèñêà ïåðåìåííûõ var= (𝜇, 𝑒),
ïîëó÷èì äâóìåðíûé ñïèñîê, óïîðÿäî÷åííûé ñíà÷àëà ïî ñòåïåíÿì 𝜇, ïîòîì � ïî ñòå-
ïåíÿì 𝑒. Ýëåìåíòàìè ýòîãî ñïèñêà ÿâëÿþòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ëåâîé ÷àñòè èñêîìûõ
óðàâíåíèé, ïðèðàâíèâàÿ êîòîðûå ê íóëþ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ UrLjm äëÿ íàõîæäå-
íèÿ 𝐿𝑚𝑗 .

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé èñïîëüçóåì ôóíêöèþ Solve[expr, vars], êîòîðàÿ
ðåøàåò âûðàæåíèå expr îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ vars.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ Ðåñïóá-
ëèêè Áåëàðóñü â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîé ïðîãðàììû íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé Ðåñïóá-
ëèêè Áåëàðóñü íà 2021�2025 ãã. (øèôð çàäàíèÿ ¾Êîíâåðãåíöèÿ 1.2.04¿).
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С использованием технологии анализа временных рядов в R на основе по-
месячных данных. Выявлено наличие тренда и сезонных колебаний, по-
строены модели скользящего среднего, экспоненциального сглаживания,
ARIMA, краткосрочный прогноз по моделям. Построена адекватная мо-
дель динамики потребления для анализа и прогнозирования динамики
потребления природного газа в Гродненской области.

Èñõîäíûå äàííûå � ïîòðåáëåíèå ïðèðîäíîãî ãàçà â Ãðîäíåíñêîé îáëàñòè ñîõðàíå-
íû â R êàê ïîìåñÿ÷íûé âðåìåííîé ðÿä, èìåþùèé 144 íàáëþäåíèÿ.

Ïåðâè÷íûé àíàëèç äàííûõ ñ öåëüþ âûÿñíåíèÿ ñâîéñòâ âðåìåííîãî ðÿäà (ñòàöèî-
íàðíîñòü) è åãî ñòðóêòóðû (íàëè÷èå è òèï òðåíäà, ñåçîííîé ñîñòàâëÿþùåé, àääèòèâ-
íûé èëè ìóëüòèïëèêàòèâíûé õàðàêòåð âõîæäåíèÿ â ìîäåëü) íà îñíîâå âèçóàëèçàöèè
ðÿäà ïî ãðàôèêó äèíàìèêè âûÿâèë íàëè÷èå ÿâíîé ñåçîííîé ñîñòàâëÿþùåé è òðåíäà,
÷òî óêàçûâàåò íà íåñòàöèîíàðíîñòü ðÿäà è íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ñåçîííîãî
êîìïîíåíòà â ìîäåëè. Äëÿ âûÿâëåíèÿ è àíàëèçà ñåçîííîñòè ïîñòðîåíû òàêæå äîïîë-
íèòåëüíûå ãðàôèêè: ãðàôèêè ÷àñòè÷íûõ ðÿäîâ èñõîäíîãî äèíàìè÷åñêîãî ðÿäà (ïî
ãîäàì (seasonplot()), ãðàôèê ñåçîííîé äèíàìèêè ïî êàæäîìó èç ìåñÿöåâ (ôóíêöèÿ
monthplot()), ñåçîííàÿ äåêîìïîçèöèÿ ïî Ëîýññó (STL). Ïî ðåçóëüòàòàì ïðåäâàðèòåëü-
íîãî àíàëèçà ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî äèíàìèêà ðàññìàòðèâàåìîãî ïîêàçàòåëÿ ïîòðåá-
ëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåñòàöèîíàðíûì ïðîöåññîì, õàðàêòåðèçóåòñÿ àääèòèâíûì òðåíäîì è
ñåçîííûìè êîëåáàíèÿìè, ÷òî ïîäòâåðæäàåò âûáîð ñåçîííîé ìîäåëè Áîêñà�Äæåíêèíñà
(SARIMA) [1, ñòð. 289]. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ èññëåäóåìîãî ðÿäà ïîòðåáëåíèÿ âûïîëíåíî
òðåáîâàíèå äëÿ ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíîé ìîäåëè ARIMA: íå ìåíåå 40 íàáëþäåíèé, à
äëÿ ñåçîííîé ARIÌÀ � ïîðÿäêà 6-10 ñåçîíîâ [2].

Ïðè èäåíòèôèêàöèè ïîðÿäêà ìîäåëè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàííîñòè
ðÿäà ïðèìåíÿëñÿ îïåðàòîð âçÿòèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðàçíîñòåé.

Äëÿ âûáîðà ïîðÿäêà àâòîðåãðåññèè è ïîðÿäêà ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî, çíà÷åíèé ïà-
ðàìåòðîâ ñåçîííîé àâòîðåãðåññèè SAR è ñåçîííîãî ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî SMA èñïîëü-
çîâàëèñü àâòîêîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ACF è ÷àñòíàÿ àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ
PACF.

Îáîñíîâàíî, ÷òî àäåêâàòíî ðàññìàòðèâàòü ARIMA-модели-кандидаты ñ ïàðàìåò-
ðàìè 𝑑 = 𝐷 = 1, 𝑝, 𝑞, 𝑃,𝑄 ⩽ 2.

Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè â ïðåäïîëîæåíèè ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ ïîëó÷åíû ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ôóíêöèè arima(). Ïîñòðîåí ïîðòôåëü ìîäåëåé-êàíäèäàòîâ. Íàèáîëåå


