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Åñëè óñëîâèå íåéòðàëüíîñòè (2) âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ èíäåêñàõ 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, 𝑘 ⩽
⩽ 𝑛, òî ñêàæåì, ÷òî ÍÒÏ ÿâëÿåòñÿ обобщенно нейтральным по Харроду относитель-
но факторов производства 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, à ïðè 𝑘 = 𝑛 � ïðîñòî обобщенно нейтральным
по Харроду.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû âûðàæàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Теорема (àíàëèòè÷åñêèé âèä ÏÔ, ó÷èòûâàþùèé îáîáùåííî íåéòðàëüíûé ïî Õàð-

ðîäó ÍÒÏ). Динамическая многофакторная ПФ (1) учитывает обобщенно нейтраль-
ный по Харроду относительно факторов производства 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑘 ⩽ 𝑛, НТП тогда
и только тогда, когда многофакторную ПФ (1) можно представить в аналитиче-
ской форме

𝑓(𝑥, 𝑡) = Φ

(︂ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑥𝑗,Ψ(𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑡)

)︂
∀(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺× 𝑇,

где Φ – неотрицательная линейно-однородная непрерывно дифференцируемая функ-
ция двух переменных, а Ψ есть некоторая непрерывно дифференцируемая функция.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Áåëîðóññêîãî ðåñïóáëèêàíñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ÍÈÐ ¾Ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå íàó÷íî-
òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà â êîíòåêñòå ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ
ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà Ðåñïóáëèêè Áåëàðóñü¿, � ÃÐ 20221093).
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Построена нормализующая замена сильно изохронного негрубого фоку-
са. Найдены изохроны сильно изохронного негрубого фокуса системы с
квадратичными нелинейностями. Строятся фазовые портреты получен-
ных изохронных фокусов и их изохрон.

Èçîõðîííîé [1] íàçûâàåòñÿ àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà íà ïëîñêîñòè, îñîáàÿ òî÷êà 𝑂(0, 0)
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì èëè ôîêóñîì, è äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ êðèâàÿ
𝛾, èñõîäÿùàÿ èç îñîáîé òî÷êè è òðàíñâåðñàëüíàÿ ê âåêòîðíîìó ïîëþ ñèñòåìû, òàêàÿ,
÷òî â íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè 𝑂(0, 0) ëþáàÿ òî÷êà, äâèæóùàÿñÿ ïî
òðàåêòîðèè ñèñòåìû (èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà), ñîâåðøàåò îáîðîòû îò 𝛾 ê 𝛾 çà îäíî è
òî æå âðåìÿ 𝑇.
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Ïåðèîä 𝑇 ðàâåí 2𝜋 äëÿ ñèñòåì ñ ëèíåéíîé ÷àñòüþ (−𝑦 + 𝜆𝑥, 𝑥 + 𝜆𝑦). Êðèâàÿ 𝛾
íàçâàíà 𝑡 -êðèâîé â [2] èëè èçîõðîííûì ñå÷åíèåì â [3]. Åñëè îáå ïîëóïðÿìûå íåêîòî-
ðîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî èçîõðîííû-
ìè ñå÷åíèÿìè ñèñòåìû, òî ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ñèëüíî èçîõðîííîé îòíîñèòåëüíî ýòîé
ïðÿìîé [1]. Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî èçîõðîííîé, åñëè óãëîâàÿ ñêîðîñòü âñåõ
èçîáðàæàþùèõ òî÷åê ïîñòîÿííà. Äëÿ ñèñòåì ñ ëèíåéíîé ÷àñòüþ (−𝑦+𝜆𝑥, 𝑥+𝜆𝑦) îíà
ðàâíà 1.

Â ðàáîòàõ [3�5] íåãðóáûé ôîêóñ íàçûâàåòñÿ èçîõðîííûì, åñëè ñóùåñòâóåò çàìåíà
êîîðäèíàò ïåðåâîäÿùàÿ ñèñòåìó â ñèñòåìó ñ ðàâíîìåðíîé èçîõðîííîñòüþ. Ñóùåñòâó-
åò, îäíàêî, ðàçíîãëàñèå â âîïðîñå, êàêèì ñ÷èòàòü ýòî ïðåîáðàçîâàíèå, àíàëèòè÷åñêèì
[4, 5] èëè ôîðìàëüíûì [3]. Åñëè ñ÷èòàòü íîðìàëèçóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå àíàëèòè÷å-
ñêèì, òî ëþáûå äâà èçîõðîííûõ ñå÷åíèÿ ñ îäíèì è òåì æå óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì
𝑘 â íà÷àëå êîîðäèíàò ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì äðóã äðóãà. Â ýòîì
ñëó÷àå ýòî îäíà àíàëèòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, ïîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Îíà â [6]
íàçûâàåòñÿ èçîõðîíîé.

Â ðàáîòå [7] ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò 𝑟, 𝜙 äîêàçàíà
Теорема 1. Для того чтобы особая точка 𝑂(0, 0), будучи негрубым фокусом

системы, была изохронной относительно луча 𝜙 = 𝜙0, необходимо и достаточно,
чтобы существовало формальное преобразование

𝜔 = 𝜙+
∞∑︁
𝑖=1

𝑟𝑖𝑣𝑖(𝜙), 𝑣𝑖(𝜙+ 2𝜋) = 𝑣𝑖(𝜙), 𝑣𝑖(𝜙0) = 0, ∀𝑖 ∈ N, (1)

такое, что производная 𝑑𝜔/𝑑𝑡 в силу системы равна единице.
Íà îñíîâàíèè ýòîé òåîðåìû ìîæíî äàòü ñëåäóþùåå
Определение. Íåãðóáûì èçîõðîííûì îòíîñèòåëüíî ëó÷à 𝜙 = 𝜙0 ôîêóñîì íàçû-

âàåòñÿ ôîêóñ, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì òåîðåìû 1.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ êâàäðàòè÷íûìè íåëèíåéíîñòÿìè è íåãðóáûì ôîêóñîì â îñî-

áîé òî÷êå 𝑂(0, 0), êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

�̇� = −𝑦 + 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2, �̇� = 𝑥+ 𝑘𝑥2 +𝑚𝑥𝑦 + 𝑛𝑦2. (2)

Замечание. Íèæå ìû èñêëþ÷èì èç ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àé ðàâíîìåðíîé èçîõðîí-
íîñòè ñèñòåìû (2):

�̇� = −𝑦 + 𝑏𝑥𝑦, �̇� = 𝑥+ 𝑏𝑦2.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 1 äîêàçàíà
Теорема 2. Для того чтобы система (2) с фокусом в начале координат была

сильно изохронной относительно оси 𝑂𝑥, необходимо и достаточно, чтобы c точ-
ностью до преобразований гомотетии и поворота она представлялась в одном из
видов:

1) �̇� = −𝑦 − 4𝑑𝑥2

3
+ 8𝑐𝑥𝑦, �̇� = 𝑥− 4𝑐𝑥2 − 16𝑑𝑥𝑦

3
+ 16𝑐𝑦2;

2) �̇� = −𝑦 + 8𝑑𝑦 (− (1 + 2𝑠2)𝑥+ 𝑠𝑦) , �̇� = 𝑥− 4𝑑 (−𝑥2 − 4𝑠𝑥𝑦 + (4 + 𝑠2) 𝑦2) ,
где 𝑐, 𝑑, 𝑠 – параметры системы. Соответствующие замены (1), представленные
в декартовых координатах:

1) 𝑢 = 𝑥+ 4 (3𝑐𝑥− 𝑑𝑦)2 , 𝑣 = 𝑦;
2) 𝑢 = 𝑥+ 4𝑑 (𝑥+ 𝑠𝑦)2 , 𝑣 = 𝑦.
Íà ðèñ. 1 è 2 ïðåäñòàâëåíû òðàåêòîðèè ñèñòåì 1), 2) è èõ èçîõðîíû.
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Рис. 1. Траектории и изохроны системы 1) Рис. 2. Траектории и изохроны системы 2).
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Ðàññìîòðèì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå Ðèêêàòè âèäà

𝐴4𝐿(𝜇, 𝑒
−𝑝ℎ)− 𝐴3 − 𝜇𝐿(𝜇, 𝑒−𝑝ℎ)(𝐴1(𝑒

−𝑝ℎ)− 𝐴2(𝑒
−𝑝ℎ)𝐿(𝜇, 𝑒−𝑝ℎ)) = 0, (1)


