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Предложена концепция обобщенной нейтральности научно-технического
прогресса по Харроду. Получены аналитические формы динамических
многофакторных производственных функций, которые учитывают обоб-
щенно нейтральный по Харроду научно-технический прогресс. Для одно-
родных динамических производственных функций результаты конкрети-
зированы.

Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ìíîãîôàêòîðíóþ ïðîèçâîäñòâåííóþ ôóíêöèþ (ÏÔ)

𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑡), (1)

ãäå 𝑦 � âûïóñê ïðîäóêöèè, 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) åñòü âåêòîð çàòðàò ïðîèçâîäñòâåííûõ
ðåñóðñîâ, 𝑡 � ïàðàìåòð âðåìåíè èç ïîëóîòêðûòîãî ÷èñëîâîãî ëó÷à R+ = [0; + ∞),
êàæäîå çíà÷åíèå êîòîðîãî âûðàæàåò îïðåäåëåííûé óðîâåíü íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî ïðî-
ãðåññà (ÍÒÏ), à íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ 𝑓 ÿâëÿåòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìîé íà ìíîæåñòâå 𝐷 = 𝐺 × R+, ýêîíîìè÷åñêàÿ îáëàñòü 𝐺 ⊂ R𝑛

+ = {𝑥 ∈
∈ R𝑛 : 𝑥𝑖 ⩾ 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛}.

Öåëü äàííîé ðàáîòû � ïðåäëîæèòü êîíöåïöèþ îáîáùåííîé íåéòðàëüíîñòè ïî Õàð-
ðîäó â ìíîãîôàêòîðíîì ñëó÷àå (äëÿ ñëó÷àÿ 𝑛 = 2 ñì., íàïðèìåð, [1, c. 22�272; 2]) è
óñòàíîâèòü àíàëèòè÷åñêèå âèäû äèíàìè÷åñêèõ ìíîãîôàêòîðíûõ ÏÔ, ó÷èòûâàþùèõ
îáîáùåííî íåéòðàëüíûé ïî Õàððîäó ÍÒÏ. Ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ìíî-
ãîôàêòîðíûõ ÏÔ îñíîâàí íà íàõîæäåíèè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÍÒÏ ÿâëÿåòñÿ обобщенно нейтральным по Харроду относи-
тельно фактора производства 𝑥𝑖, 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}, åñëè ïðåäåëüíàÿ ïðîèçâîäèòåëü-
íîñòü 𝑖-ãî ôàêòîðà íå èçìåíèòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïðè ôèêñèðîâàííîé ñðåäíåé
îòäà÷å îáîáùåííîãî ðåñóðñà, ò.å.

MP𝑖(𝑓) = 𝜕𝑥𝑖𝑓(𝑥, 𝑡) = const ïðè
𝑦∑︀𝑛

𝑗=1 𝛼𝑗𝑥𝑗
= const (𝛼𝑗 ∈ R+, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛). (2)

Èç îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííîé íåéòðàëüíîñòè ÍÒÏ ïî Õàððîäó (2) ïðè 𝛼𝑗 = 0, 𝑗 =
= 1, . . . , 𝑛, 𝑗 ̸= 𝑖, 𝛼𝑖 = 1, ñëåäóåò îïðåäåëåíèå íåéòðàëüíîñòè ÍÒÏ ïî Õàððîäó
îòíîñèòåëüíî 𝑖-ãî ôàêòîðà.
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Åñëè óñëîâèå íåéòðàëüíîñòè (2) âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ èíäåêñàõ 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, 𝑘 ⩽
⩽ 𝑛, òî ñêàæåì, ÷òî ÍÒÏ ÿâëÿåòñÿ обобщенно нейтральным по Харроду относитель-
но факторов производства 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, à ïðè 𝑘 = 𝑛 � ïðîñòî обобщенно нейтральным
по Харроду.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû âûðàæàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Теорема (àíàëèòè÷åñêèé âèä ÏÔ, ó÷èòûâàþùèé îáîáùåííî íåéòðàëüíûé ïî Õàð-

ðîäó ÍÒÏ). Динамическая многофакторная ПФ (1) учитывает обобщенно нейтраль-
ный по Харроду относительно факторов производства 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑘 ⩽ 𝑛, НТП тогда
и только тогда, когда многофакторную ПФ (1) можно представить в аналитиче-
ской форме

𝑓(𝑥, 𝑡) = Φ

(︂ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑥𝑗,Ψ(𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑡)

)︂
∀(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺× 𝑇,

где Φ – неотрицательная линейно-однородная непрерывно дифференцируемая функ-
ция двух переменных, а Ψ есть некоторая непрерывно дифференцируемая функция.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Áåëîðóññêîãî ðåñïóáëèêàíñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ÍÈÐ ¾Ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå íàó÷íî-
òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà â êîíòåêñòå ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ
ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà Ðåñïóáëèêè Áåëàðóñü¿, � ÃÐ 20221093).
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Построена нормализующая замена сильно изохронного негрубого фоку-
са. Найдены изохроны сильно изохронного негрубого фокуса системы с
квадратичными нелинейностями. Строятся фазовые портреты получен-
ных изохронных фокусов и их изохрон.

Èçîõðîííîé [1] íàçûâàåòñÿ àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà íà ïëîñêîñòè, îñîáàÿ òî÷êà 𝑂(0, 0)
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì èëè ôîêóñîì, è äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ êðèâàÿ
𝛾, èñõîäÿùàÿ èç îñîáîé òî÷êè è òðàíñâåðñàëüíàÿ ê âåêòîðíîìó ïîëþ ñèñòåìû, òàêàÿ,
÷òî â íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè 𝑂(0, 0) ëþáàÿ òî÷êà, äâèæóùàÿñÿ ïî
òðàåêòîðèè ñèñòåìû (èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà), ñîâåðøàåò îáîðîòû îò 𝛾 ê 𝛾 çà îäíî è
òî æå âðåìÿ 𝑇.


