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ПРОДУКТИВНАЯ МОДЕЛЬ ПРЕПОДАВАНИЯ
МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

Н. Г. Абрашина-Жадаева

Минск, Беларусь

zhadaeva282@gmail.com

В образовательной модели [1] предлагается в дополнение к работам [1–3]
применить принцип лотереи конвертов с заданиями, которые разработаны
каждым из студентов самостоятельно.

Введение. Ìíîãîëåòíÿÿ ðàáîòà àâòîðà íà ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå Áåëãîñóíèâåð-
ñèòåòà ïîñëå àíàëèçà ïðàêòèêè îáó÷åíèÿ è àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ ïîñëå ýêçàìåíîâ ïî-
êàçàëè, ÷òî óìåíèå ðåøàòü ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è îñòàâëÿþò æåëàòü íàìíîãî ëó÷øåãî.
Â îñîáåííîñòè ýòî êàñàåòñÿ çàäà÷ íà ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, âûçûâàþ-
ùèõ ó ñòóäåíòîâ íàèáîëüøèå çàòðóäíåíèÿ. Ïîýòîìó íà êàôåäðå âûñøåé ìàòåìàòèêè
è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è áûë âíåäðåí â ïðîöåññ îáó÷åíèÿ êóðñ ¾Ìåòîäû ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ¿ [1], ÷èòàåìûé ñòóäåíòàì íà ïÿòîì êóðñå.

Обучение. Ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷è íà ëàáîðàòîðíûõ ðàáîòàõ (cì. [1�4]
è áèáëèîãðàôèþ â íèõ), êàê ïðàâèëî, óäàåòñÿ, èçó÷èâ óñëîâèå çàäà÷è, ïîñòðîèòü åå
ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, äàëåå ïðåäëîæèòü ÷èñëåííóþ ðåàëèçàöèþ ýòîé ìîäåëè, îñó-
ùåñòâèòü ðåøåíèå, à çàòåì ïåðåâåñòè ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ íà ÿçûê èñõîäíîé ñèòóàöèè,
ò.å. ñäåëàòü ïðàêòè÷åñêèé âûâîä. Â ýòîì è åñòü îäèí èç ãëàâíûõ äîñòèæåíèé ìàòåìàòè-
÷åñêîãî ìåòîäà ïîçíàíèÿ ïðèðîäû, øèðîêàÿ ïðèêëàäíàÿ íàïðàâëåííîñòü ìàòåìàòèêè
â îáðàçîâàíèè.

Îáðàçîâàòåëüíàÿ ìîäåëü [1] âêëþ÷àåò â ñåáÿ è ýëåêòðîííûé îíëàéí ðåñóðñ, äîïîë-
íÿþùèé ëåêöèîííûé êîíñïåêò è ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ. Òàêîé ðåñóðñ, ðàçðàáîòàííûé
ïðåïîäàâàòåëåì, äàåò âîçìîæíîñòü ñòóäåíòó áûñòðî ïîëó÷àòü íóæíóþ èíôîðìàöèþ
â êîìôîðòíîé äëÿ ñòóäåíòà ñðåäå. Îäíà èç âàæíûõ ôîðì ýëåêòðîííîãî ðåñóðñà � òå-
ñòèðîâàíèå, íàïðèìåð [4], øèðîêî âíåäðåíà â îáðàçîâàíèå ïî âñåì ìàòåìàòè÷åñêèì
äèñöèïëèíàì. Ñ âîçðàñòàíèåì äîëè èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé [5] è ïîÿâëÿþòñÿ
íîâûå âîçìîæíîñòè äîñòóïà ê èíôîðìàöèè, ÷òî òðåáóåò ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ è ïîèñêà
íîâûõ ìåòîäîâ è ôîðì îðãàíèçàöèè îáó÷åíèÿ. Â ýòîé ñâÿçè ñòóäåíò óæå äîëæåí ïî-
íèìàòü, ÷òî íèêàêóþ çàäà÷ó íåëüçÿ èñ÷åðïàòü äî êîíöà è îí äîëæåí óìåòü ðàñïèñàòü
íîâóþ ñèòóàöèþ ëþáîãî ÿâëåíèÿ, ïðåäñòàâèòü â êîíâåðòå (â ýëåêòðîííîì âèäå) ïðå-
ïîäàâàòåëþ, êîòîðûé ïîçæå ïðåäëîæèò äëÿ èññëåäîâàíèÿ îäíîãðóïïíèêàì. Ïðè÷åì
öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü òàêîé ïîäõîä âêóïå ñ ÊÎÒ [3], à òàêæå èñïîëüçîâàòü ýòè
çàäàíèÿ äëÿ ×àò áîòà è äàëåå îáîñíîâàòü èëè îïðîâåðãíóòü, ïîëó÷åííûå âàðèàíòû
ðåøåíèé.
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ПОСТРОЕНИЕ АНАЛИТИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ
УРАВНЕНИЙ МАКСВЕЛЛА

В ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ

И. Е. Андрушкевич

Белорусский государственный университет, Минск, Беларусь

racursj@yandex.ru

Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â ñîâðåìåííîì ïðåäñòàâëåíèè ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ïîëíîé
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ÿâëåíèé ìàêðîñêîïè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè è èìåþò âèä

rot �⃗� =
𝜕�⃗�

𝜕𝑡
+ 𝐽, rot �⃗� = −𝜕�⃗�

𝜕𝑡
, div �⃗� = 𝜌, div �⃗� = 0. (1)

Íàìè ïðåäëîæåí âàðèàíò ìàòðè÷íîé ôîðìóëèðîâêè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â ìà-
òåðèàëüíûõ ñðåäàõ â ïðîèçâîëüíîé îðòîãîíàëüíîé êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò [1]: {︂

𝜉1
𝜕

𝜕𝑥
𝑅𝑥 + 𝜉2

𝜕

𝜕𝑦
𝑅𝑦 + 𝜉3

𝜕

𝜕𝑧
𝑅𝑧 + 𝜉4

𝜕

𝜕𝑡
𝑅𝑡 + 𝜉4𝑅𝜎

}︂
𝑅0Ψ = 𝑃𝜌Ĩ, (2)

ãäå 𝑅𝑖 îïðåäåëÿþòñÿ ôèçè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ñðåäû, 𝜉𝑖 � ýëåìåíòàðíûå êâàäðàòíûå
ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè 8, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì (àëãåáðà Êëèôôîðäà):

𝜉𝑖𝜉𝑗 + 𝜉𝑗𝜉𝑖 = 2𝑔𝑖 𝑗𝐼, 𝑔 𝑖 𝑗 =

{︂
𝛿𝑖,𝑗, 𝑖 = 1, 2, 3, 6,
−𝛿𝑖, 𝑗, 𝑖 = 4, 5, 7,

𝐼 = ‖𝛿𝑚,𝑛‖8×8 , 𝛿𝑚,𝑛 =

{︂
1, 𝑚 = 𝑛,
0, 𝑚 ̸= 𝑛.

(3)

Ôîðìóëèðîâêà(2) ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â ïðîñòðàí-
ñòâåííî-âðåìåííîì ïðåäñòàâëåíèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ [2]. Òàê, äëÿ ìîäåëüíîé
íåñòàöèîíàðíîé ñðåäû, â êîòîðîé 𝜀 = 𝜀𝑧𝜀𝑡, 𝜇 = 𝜇𝑧𝜇𝑡, 𝜎 = 0, 𝜌 = 0, ïîêàçàíî, ÷òî
(1) íà êëàññå ôóíêöèé Ψ = 𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)̃I, 𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = ‖𝜅𝑖𝑓𝑖(𝑥)𝑔𝑖(𝑦)𝜍𝑖(𝑧)𝜏𝑖(𝑡)𝛿𝑖,𝑗‖8×8

ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùåé ñèñòåìå ÎÄÓ:

𝑓 ′
2 = 𝜆𝑥,2𝑓4, 𝑓 ′

4 = 𝜆𝑥,4𝑓2; 𝑓7 = 𝑓3 = 𝑓4, 𝑓5 = 𝑓6 = 𝑓2; 𝑔′2 = 𝜆𝑦,2𝑔3, 𝑔′3 = 𝜆𝑦,3𝑔2;
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𝑔7 = 𝑔5 = 𝑔3; 𝑔4 = 𝑔6 = 𝑔2;

(𝜀𝑡𝜏2)
′ = 𝜆𝑡,2𝜏5, (𝜇𝑡𝜏5)

′ = 𝜆𝑡,5𝜏2, 𝜏7 = 𝜏6 = 𝜏5; 𝜏3 = 𝜏4 = 𝜏2;

𝜅7𝜆𝑦,3𝜍5 + 𝜅7𝜍
′
6 + 𝜅2𝜆𝑡,2𝜀𝑧𝜍2 = 0, 𝜆𝑥,4𝜇𝑧 𝜍7 + 𝜆𝑦,2𝜇𝑧𝜍6 − (𝜇𝑧𝜍5)

′ = 0,

−𝜅7𝜆𝑥,2𝜍6 + 𝜅7𝜆𝑦,3𝜍7 − 𝜅2𝜆𝑡,2𝜀𝑧𝜍4 = 0, −𝜅7𝜆𝑥,2 𝜍5 − 𝜅7 (𝜍7)
′ + 𝜅2𝜆𝑡,2𝜀𝑧𝜍3 = 0,

𝜅2𝜆𝑥,4𝜍4 + 𝜅2 (𝜍2)
′ + 𝜅7𝜆𝑡,5𝜇𝑧𝜍6 = 0,−𝜅2𝜆𝑥,4𝜍3 + 𝜅2𝜆𝑦,2𝜍2 + 𝜅7𝜆𝑡,5𝜇𝑧𝜍5 = 0,

𝜆𝑥,2𝜀𝑧𝜍2 + 𝜆𝑦,3𝜀𝑧𝜍3 − (𝜀𝑧𝜍4)
′ = 0, −𝜅2𝜆𝑦,2𝜍4 − 𝜅2 (𝜍3)

′ + 𝜅7𝜆𝑡,5𝜇𝑧(𝑧)𝜍7(𝑧) = 0.

Â ñëó÷àå ðàññìîòðåíèÿ ñðåäû 𝜇𝑧(𝑧) = 𝜇𝑡(𝑡) = 1, 𝜀𝑧(𝑧) = 1, 𝜀𝑡(𝑡) = sin(Ω𝑡𝑡) çàâèñè-
ìîñòü êîìïîíåíò ïîëÿ îò âðåìåíè áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ôóíêöèÿìè âèäà

𝜏5(𝑡) = 𝑐11Heun𝐺

(︂
2,−𝛿𝑡Ω2

𝑡 , 0, 1, 1/2, 1,
√︁

sin2(Ω𝑡𝑡) + 1

)︂
+

+ 𝑐12𝑖

(︂√︁
sin2 (Ω𝑡𝑡)− 1

)︂3/4(︂√︁
sin2 (Ω𝑡𝑡) + 1

)︂1/4

×

×
(︂√︀

cos (Ω𝑡𝑡)Heun𝐺

(︂
2,

−4𝛿𝑡 + 5Ω2
𝑡

4Ω2
𝑡

,
1

2
,
3

2
,
3

2
, 1,

√︁
sin2 (Ω𝑡𝑡) + 1

)︂)︂−1

.

Ïðèâåäåííîå ðåøåíèå ïîëó÷åíî âïåðâûå.
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Описаны способы организации содержания обучения математическо-
му анализу с использованием элементов семантического и аналитико-
процедурного моделирования, которое отражает смысловые и аналитико-
вычислительные особенности изучаемых понятий, свойств и методов.

Ïðîãðàììà ïîäãîòîâêè ñòóäåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé â êëàññè÷åñêèõ
óíèâåðñèòåòàõ âêëþ÷àåò ïðåäñòàâèòåëüíûé ïåðå÷åíü ôóíäàìåíòàëüíûõ ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ äèñöèïëèí, êîòîðûå, êàê ïðàâèëî, èçó÷àþòñÿ íà ïåðâîì-âòîðîì êóðñàõ. Ñîäåð-
æàíèå òàêèõ äèñöèïëèí, êàê ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç, àëãåáðà, îáûêíîâåííûå äèôôå-
ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ è äð. ñîñòàâëÿåò ÿäðî ìàòå-
ìàòè÷åñêîé íàóêè è ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì óíèâåðñèòåòñêîé îáðàçîâàòåëüíîé ïîäãîòîâêè.
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Ñîîòíåñåíèå èíâàðèàíòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ÿäðà ñ ìåòîäàìè, ïîäõîäàìè èíæåíå-
ðèè çíàíèé êàê ìåòîäîëîãèåé ðàçâèòèÿ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è ïðîãðàììíîãî
îáåñïå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïóòåé òðàíñôîðìàöèè îáðàçîâàòåëüíîé ïîäãîòîâêè
ñòóäåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé â êëàññè÷åñêîì óíèâåðñèòåòå [1]. Ïîëó-
÷èâøàÿ íà÷àëî åùå â 1970-õ ãã. áëàãîäàðÿ óñèëèÿì Ýäâàðäà Ôåéãåíáàóìà îáëàñòü,
ñâÿçàííàÿ ñ ïîèñêîì, àíàëèçîì, ñïîñîáàìè ïðåäñòàâëåíèÿ è ìåòîäàìè îðãàíèçàöèè è
îáðàáîòêè ñâåäåíèé â íåêîòîðîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè, ñòàëà ìåòîäîëîãèåé, òåîðèåé è
ñôåðîé äåÿòåëüíîñòè, íàçûâàåìîé ¾èíæåíåðèåé çíàíèé¿ [2]. Ðå÷ü èäåò î äåÿòåëüíîñòè,
âûïîëíÿåìîé ÷åëîâåêîì ëèáî êîìïüþòåðîì, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ îðãàíèçàöèè ñïåöèàëü-
íîãî ýêñïåðòíîãî çíàíèÿ èç íåêîòîðîé ïðîáëåìíîé îáëàñòè. Â èíæåíåðèè çíàíèé áàçà
çíàíèé òðàêòóåòñÿ êàê ñåìàíòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ ïðåäìåòíóþ îáëàñòü è
ïîçâîëÿþùàÿ îòâå÷àòü íà òàêèå âîïðîñû èç ýòîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè, îòâåòû íà êî-
òîðûå â ÿâíîì âèäå íå ïðèñóòñòâóþò â áàçå.

Â îáðàçîâàíèè çíàíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåçóëüòàò ìûñëèòåëüíîé äåÿòåëüíî-
ñòè ÷åëîâåêà, íàïðàâëåííîé íà àêòóàëèçàöèþ çíàíèé (êàê îñâîåííîé èíôîðìàöèè è
ìåòîäîâ ðàáîòû ñ íåé), íà ðàçâèòèå íàâûêîâ è êîìïåòåíöèé, îáîãàùåíèå è îáîáùå-
íèå îïûòà. Â ïðàêòèêå îáó÷åíèÿ ñòóäåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó ìû èñïîëüçóåì
ýëåìåíòû ìîäåëèðîâàíèÿ ñîäåðæàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ âûÿâëåíèåì êëþ÷åâûõ, ïîâòîðÿ-
þùèõñÿ ïðèìåíèòåëüíî ê ðàçíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îáúåêòàì ñâîéñòâ èëè îòíîøåíèé
è ñ ðàçðàáîòêîé øàáëîíîâ (ôðåéìîâ) òèïîâûõ çàäàíèé è èõ êîìáèíàöèé ñ ðàíäîìíîé
ãåíåðàöèåé âõîäÿùèõ ïàðàìåòðîâ [3].

Семантическое моделирование ïðèìåíÿåòñÿ â îòíîøåíèè ñèìâîëüíûõ çàïèñåé ôîð-
ìóëèðîâîê ñâîéñòâ êðèòåðèåâ èëè ïðèçíàêîâ (íåïðåðûâíîñòè, ñõîäèìîñòè, äèôôåðåí-
öèðóåìîñòè è äð.), êîòîðûå â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ïîâòîðÿþòñÿ ïðèìåíè-
òåëüíî ê ðàçëè÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îáúåêòàì-ôóíêöèÿì îäíîé è ìíîãèõ ïåðåìåí-
íûõ, ðÿäàì, èíòåãðàëàì, çàâèñÿùèì îò ïàðàìåòðà.

Аналитико-процедурное моделирование ñîñòîèò â ðàçðàáîòêå øàáëîíîâ (ôðåéìîâ)
çàäàíèé, êîòîðûå âêëþ÷àþò ðÿä ïàðàìåòðîâ, â çàâèñèìîñòè îò êîòîðûõ äëÿ âûïîëíå-
íèÿ çàäàíèÿ íåîáõîäèìî ïðèìåíèòü òîò èëè èíîé ìåòîä, êðèòåðèé èëè ïðèçíàê è ðåà-
ëèçóþòñÿ ñðåäñòâàìè Volfram Mathematica. Âûïîëíåíèå òàêèõ çàäàíèé íàïðàâëåíî íà
ðàçâèòèå óìåíèÿ àíàëèçèðîâàòü ïðåäñòàâëåííóþ çàäà÷ó ñ öåëüþ óñòàíîâëåíèÿ òîãî,
êàêîé ìåòîä ðåøåíèÿ èëè èññëåäîâàíèÿ áóäåò îïòèìàëüíûì, à äàëåå âûáîðà ïîäõî-
äÿùåé îðèåíòèðîâî÷íîé îñíîâû äåéñòâèé äëÿ åãî ðåøåíèÿ. Êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ â
çàäàíèÿõ óâåëè÷èâàåòñÿ ïî ìåðå óñëîæíåíèÿ çàäàíèé. Òàêàÿ îðãàíèçàöèÿ ñîäåðæàíèÿ
îáó÷åíèÿ ñîñòîèò â êîìïëåêñíîì èñïîëüçîâàíèè ñèìâîëüíî-ñåìàíòè÷åñêîé è ãðàôè-
÷åñêîé íàãëÿäíîñòè â ñî÷åòàíèè ñ àíàëèòèêî-àëãîðèòìè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòüþ, âêëþ-
÷àåò âûÿâëåíèå õàðàêòåðèñòèê, êîòîðûå îòðàæàþò ñóùåñòâåííûå ñâÿçè è ñâîéñòâà
ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ, ïåðåêëþ÷àåò ñòóäåíòîâ ñ ñîçåðöàòåëüíî-ðåïðîäóêòèâíîé
íà àêòèâíî-äåÿòåëüíîñòíóþ ïîçèöèþ.
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В работе предложен новый подход на основе математического модели-
рования вейвлет-нейронных сетей для решения интеллектуальных задач
ускоренной обработки изображений. Разработанные методы имеют потен-
циал для дальнейшего развития и внедрения в различные практические
приложения, включая медицинскую диагностику.

Ðàçðàáîòêà íîâûõ ïðîãðàììíûõ èíñòðóìåíòîâ íà îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ, ñ ïðèâëå÷åíèåì ëó÷øèõ âîçìîæíîñòåé ÈÈ, ñïîñîáíî ñòèìóëèðîâàòü ðàçâè-
òèå âñåõ íàïðàâëåíèé â Ðåñïóáëèêå Áåëàðóñü, âêëþ÷àÿ: äèàãíîñòè÷åñêóþ ìåäèöèíó,
àãðîñåêòîð, îáðàçîâàíèå è, êîíå÷íî, ñîâðåìåííûå ñèñòåìû áåçîïàñíîñòè ñ èñïîëüçîâà-
íèåì îáðàáîòêè âèçóàëüíûõ äàííûõ è îáúåêòîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è óñêîðåííîé îá-
ðàáîòêè âèçóàëüíûõ äàííûõ áûë èññëåäîâàí îäèí èç âàðèàíòîâ ïðèìåíåíèÿ âåéâëåò-
íåéðîííûõ ñåòåé. Âåéâëåò-íåéðîííûå ñåòè ïðåäîñòàâëÿþò ñîáîé ñáîðíèê ëó÷øèõ èí-
ñòðóìåíòîâ äëÿ îáðàáîòêè âèçóàëüíîé èíôîðìàöèè. Îíè ïîçâîëÿþò óëó÷øèòü êà÷å-
ñòâî è ðàñøèðåíèå ôàéëîâ, èõ èíôîðìàòèâíîñòü è ìíîãèå èíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ýòî
âàæíî äëÿ èõ èñïîëüçîâàíèÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, ãäå òðåáóåòñÿ äåòàëüíàÿ èíôîðìàöèÿ îá
èçîáðàæåíèè è òðåáóåòñÿ îòëè÷íîå êà÷åñòâî è âûñîêîå ðàñøèðåíèå.

Âåéâëåòû ïîäðàçóìåâàþò ïîä ñîáîé ôóíêöèè, êîòîðûå èìåþò ñâîéñòâà ëîêàëèçà-
öèè ïî âðåìåííûì ïîêàçàòåëÿì è ïî ÷àñòîòàì, ÷òî îòëè÷àåò èõ îò êëàññè÷åñêèõ ñèíó-
ñîèäíûõ ôóíêöèé. Âåéâëåò-ôóíêöèè àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ âî ìíîãèõ âèäàõ îáðàáîò-
êè èçîáðàæåíèé. Ãëàâíîé îñîáåííîñòüþ âåéâëåòîâ ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü àäàïòàöèè
ê ëþáûì çàäàííûì ìàñøòàáàì è çàòðàòàì ïî âðåìåíè. Ýòî âñå ïîçâîëÿåò áûñòðî è
êîððåêòíî àíàëèçèðîâàòü òå ñèãíàëû, êîòîðûå ñîäåðæàò íèçêî÷àñòîòíûå è âûñîêî÷à-
ñòîòíûå ïîòîêè. Òàêèì îáðàçîì, âåéâëåòû ÿâëÿþòñÿ âåñüìà ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì
äëÿ îáíàðóæåíèÿ è àíàëèçà íåêèõ ÿâëåíèé â èçîáðàæåíèÿõ, à ýòî íåâîçìîæíî áûëî
áû ðåàëèçîâàòü êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèé [1, 2].

Âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå áûëî èñïîëüçîâàíî äëÿ ïåðâîíà÷àëüíîãî âûäåëåíèÿ ïðè-
çíàêîâ, ÷òîáû óëó÷øèòü ñïîñîáíîñòü ìîäåëè ôèêñèðîâàòü ìíîãîìàñøòàáíóþ èíôîð-
ìàöèþ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ýòè ìåòîäû ïîääåðæèâàþò îòëè÷íóþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü â
îáëàñòè óñòðàíåíèÿ ïîìåõ íà èçîáðàæåíèÿõ, ñæàòèÿ, àíàëèçà òåêñòóð è ò.ä. Ñëåäóåò
îòìåòèòü, ÷òî ïîðîãîâàÿ îáðàáîòêà íóæíà äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåéâëåò-êîýôôèöèåíòîâ è
áàëàíñèðîâêè âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà, åãî êà÷åñòâà è ñêîðîñòü ñæàòèÿ äàííûõ. Êðîìå
òîãî, â ñî÷åòàíèè ñ óñêîðåíèåì íà ãðàôè÷åñêîì ïðîöåññîðå è òåõíîëîãèåé ïàðàëëåëü-
íûõ âû÷èñëåíèé âîçìîæíî ðåàëèçîâàòü âûñîêóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ìîùíîñòü âåéâëåò-
ïðåîáðàçîâàíèÿ â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè, äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ïîòðåáíîñòåé îá-
ðàáîòêè áîëüøèõ äàííûõ.

Â ðàáîòå èçó÷åíû ñâîéñòâà âåéâëåò-ôóíêöèé äëÿ ðåøåíèÿ èíòåëëåêòóàëüíûõ çà-
äà÷ óñêîðåííîé îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé, ìåäèöèíñêèõ äàííûõ ïàöèåíòîâ. Ðàçðàáî-
òàííûå ìåòîäû è íîâîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå èìåþò ïîòåíöèàë äëÿ äàëüíåéøåãî
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ðàçâèòèÿ è âíåäðåíèÿ â ðàçëè÷íûå ïðàêòè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ, ñïîñîáñòâóÿ ðàçâèòèþ
âèçóàëèçàöèè íå òîëüêî â ìåäèöèíñêîé, íî è â äðóãèõ îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè,
íàïðèìåð, â îáðàáîòêå çâóêîâûõ ñèãíàëîâ, â ôèíàíñîâîé àíàëèòèêå, ÷òî ÿâëÿåòñÿ
âàæíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ïðèíÿòèÿ îáîñíîâàííûõ èíâåñòèöèîííûõ ðåøåíèé. Âíåä-
ðåíèå ìåòîäîâ âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèé â òåõíîëîãèþ ðàçðàáîòêè íîâûõ íåéðîííûõ
ñåòåé ïîçâîëèò ðàñøèðèòü ðàìêè âîçìîæíîñòåé äëÿ ðàáîòû ñ èçîáðàæåíèÿìè.

Библиографические ссылки

1. Best Programming Language for Machine Learning [Электронный ресурс], 2020. https://
clck.ru/34MecV.

2. Deep Learning by Goodfellow, Bengio, and Courville [Электронный ресурс], 2016. https://
clck.ru/3B54EG.

О ГЛОБАЛЬНОМ СУЩЕСТВОВАНИИ РЕШЕНИЙ
НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ
С НЕЛИНЕЙНОЙ ПАМЯТЬЮ И ПОГЛОЩЕНИЕМ

А. Л. Гладков

Белорусский государственный университет, Минск, Беларусь

gladkoval@bsy.by

Рассматривается начально-краевая задача для параболического уравне-
ния с нелинейной памятью и поглощением и с нелинейным нелокальным
граничным условием. Найдены условия при которых решение существует
глобально и обращается в бесконечность за конечное время.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ íåëè-
íåéíîé ïàìÿòüþ

𝑢𝑡 = ∆𝑢+ 𝑎

𝑡∫︁
0

𝑢𝑞(𝑥, 𝜏) 𝑑𝜏 − 𝑏𝑢𝑚, 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0, (1)

ñ íåëèíåéíûì íåëîêàëüíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝜈
=

∫︁
Ω

𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑢𝑙(𝑦, 𝑡) 𝑑𝑦, 𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑡 > 0, (2)

è íà÷àëüíûì óñëîâèåì
𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, (3)

ãäå 𝑎, 𝑏, 𝑞, 𝑚, 𝑙 � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R𝑁 ïðè
𝑁 ⩾ 1 ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé 𝜕Ω, 𝜈 � åäèíè÷íàÿ âíåøíÿÿ íîðìàëü ê 𝜕Ω.



Материалы V Mеждународной научной конференции 11

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî 𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑡) è 𝑢0(𝑥) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝐶(𝜕Ω× Ω× [0,+∞)), 𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑡) ⩾ 0;

𝑢0(𝑥) ∈ 𝐶1(Ω), 𝑢0(𝑥) ⩾ 0 in Ω,
𝜕𝑢0(𝑥)

𝜕𝜈
=

∫︁
Ω

𝑘(𝑥, 𝑦, 0)𝑢𝑙0(𝑦) 𝑑𝑦 on 𝜕Ω.

Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à (1)�(3) ñ 𝑎 = 0 ðàññìàòðèâàëàñü â [1, 2].
Íàéäåíû óñëîâèÿ ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) ñóùåñòâóåò ãëîáàëüíî ïðè

ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ è îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü çà êîíå÷íîå âðåìÿ ïðè äî-
ñòàòî÷íî áîëüøèõ íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â [3].

Библиографические ссылки

1. Gladkov A. Blow-up problem for semilinear heat equation with nonlinear nonlocal Neumann
boundary condition // Commun. Pure Appl. Anal. 2017. V. 16. № 6. P. 2053–2068.

2. Gladkov A. Initial boundary value problem for a semilinear parabolic equation with absorp-
tion and nonlinear nonlocal boundary condition // Lith. Math. J. 2017. V. 57. № 4. P. 468–478.

3. Gladkov A. Initial boundary value problem for a semilinear parabolic equation with absorp-
tion and nonlinear nonlocal boundary condition // Lobachevskii J. Math. 2024. V. 45. № 4.
P. 1703–1712.

ОБ ИНТЕГРИРУЕМОСТИ НЕАВТОНОМНЫХ
ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ МНОГОМЕРНЫХ

И ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМ
С КРАТНЫМ КОМПЛЕКСНОЗНАЧНЫМ

ЧАСТНЫМ ИНТЕГРАЛОМ

Ю. Ю. Гнездовский, П. Б. Павлючик, А. Ф. Проневич

Гродненский государственный университет имени Янки Купалы, Гродно, Беларусь

gnezdovsky@grsu.by, p.pavlyuchik@grsu.by, pranevich@grsu.by

Для неавтономных полиномиальных систем уравнений в полных диффе-
ренциалах получены достаточные признаки построения первых интегра-
лов по кратным комплекснозначным полиномиальным частным интегра-
лам. Выделены классы неавтономных полиномиальных многомерных и
обыкновенных дифференциальных систем, у которых первые интегралы
аналитически выражаются через кратные комлекснозначные полиноми-
альные частные интегралы.

Ðàññìîòðèì íåàâòîíîìíóþ ïîëèíîìèàëüíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèôôå-
ðåíöèàëàõ

𝑑𝑥𝑖 =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑃𝑖𝑗(𝑡, 𝑥) 𝑑𝑡𝑗, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝑡 ∈ R𝑚, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑚 ⩽ 𝑛, (1)
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ãäå 𝑃𝑖𝑗 : 𝑇 × R𝑛 → R, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, ñóòü ïîëèíîìû ïî çàâèñèìûì
ïåðåìåííûì 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ñ ãîëîìîðôíûìè ïî íåçàâèñèìûì ïåðåìåííûì 𝑡1, . . . , 𝑡𝑚 íà
îáëàñòè 𝑇 ⊂ R𝑚 êîýôôèöèåíòàìè. Ïðè 𝑚 = 1 ñèñòåìà (1) ÿâëÿåòñÿ îáûêíîâåííîé
äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìîé 𝑛 -ãî ïîðÿäêà.

Â ðàáîòå âûäåëåíû êëàññû íåàâòîíîìíûõ ìíîãîìåðíûõ è îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ ñèñòåì (1), ó êîòîðûõ ïåðâûå èíòåãðàëû íàõîäÿòñÿ ïî êðàòíûì êîì-
ïëåêñíîçíà÷íûì ïîëèíîìèàëüíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì. Ïðè ýòîì, ñëåäóÿ [1, ñ. 173],
ïîä êðàòíûì (ñ êðàòíîñòüþ z = 1 +

∑︀e
𝜁=1 f𝜁) êîìïëåêñíîçíà÷íûì ïîëèíîìèàëüíûì

÷àñòíûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû (1) áóäåì ïîíèìàòü ôóíêöèþ w òàêóþ, ÷òî ñóùåñòâóþò
ôóíêöèè Qh

𝜁
g
𝜁
è Rh

𝜁
g
𝜁
𝑗, h𝜁 ∈ N, g𝜁 = 1, . . . , f𝜁 , 𝜁 = 1, . . . , e, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, ÿâëÿþ-

ùèåñÿ ïîëèíîìàìè ïî 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ñ êîìïëåêñíîçíà÷íûìè ãîëîìîðôíûìè ïî 𝑡1, . . . , 𝑡𝑚
íà îáëàñòè 𝑇 êîýôôèöèåíòàìè, òàêèå, ÷òî èìåþò ìåñòî òîæäåñòâà

A𝑗Kh
𝜁
g
𝜁

(𝑡, 𝑥) = R
h
𝜁
g
𝜁
𝑗
(𝑡, 𝑥), h𝜁 ∈ N, g𝜁 = 1, . . . , f𝜁 , 𝜁 = 1, . . . , e, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, (2)

ãäå ôóíêöèè

K
h
𝜁
g
𝜁

(𝑡, 𝑥) =
Q

h
𝜁
g
𝜁

(𝑡, 𝑥)

w
h𝜁 (𝑡, 𝑥)

,

à îïåðàòîðû

A𝑗(𝑡, 𝑥) = 𝜕𝑡𝑗 +
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑃𝑖𝑗(𝑡, 𝑥) 𝜕𝑥𝑖 .

Òàê, íàïðèìåð, äëÿ ñèñòåìû (1) èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, äîêàçàííîå
â ðàáîòå [2].

Теорема. Пусть система (1) имеет кратный комплекснозначный полиномиаль-
ный частный интеграл w на области Θ′ = 𝑇 ′ × R𝑛, 𝑇 ′ ⊂ 𝑇, кратности z = 1 +
+

∑︀e
𝜁=1 f𝜁 и существует такое 𝜁 ∈ {1, . . . , e}, что в тождествах (2) при фикси-

рованном g𝜁 ∈ {1, . . . , f𝜁} у функций Rh
𝜁
g
𝜁
𝑗, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, вещественные части

ReR
h
𝜁
g
𝜁
𝑗
(𝑡, 𝑥) = 𝜆𝑗(𝑡𝑗) ∀(𝑡, 𝑥) ∈ Θ′, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚. Тогда

𝐹 : (𝑡, 𝑥) → ReK
h
𝜁
g
𝜁

(𝑡, 𝑥)−
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑡𝑗∫︁
𝑡
0
𝑗

𝜆𝑗(𝑡𝑗) 𝑑𝑡𝑗 ∀(𝑡, 𝑥) ∈ Θ′
0 = 𝑇 ′

0 ×𝑋 ⊂ Θ′,

где 𝑡
0

𝑗 – произвольная фиксированная точка из естественной проекции области 𝑇 ′
0

на координатную прямую 𝑂𝑡𝑗, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, будет первым интегралом на области
Θ′

0 системы (1).
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О МНОЖЕСТВЕ УПРАВЛЯЕМОСТИ ДЛЯ СИСТЕМЫ
ВТОРОГО ПОРЯДКА

С СОБСТВЕННЫМИ ЗНАЧЕНИЯМИ РАЗНЫХ ЗНАКОВ
ПРИ НАЛИЧИИ ФАЗОВОГО ОГРАНИЧЕНИЯ

М. Н. Гончарова1), С. П. Самсонов2)

1)Гродненский гоcударственный университет имени Янки Купалы, Гродно, Беларусь;
2)Московский государственный университет имени М.В.Ломоносова, Москва, Россия

m.gonchar@grsu.by

Рассматривается управляемая система второго порядка, у которой матри-
ца коэффициентов при фазовых переменных имеет собственные значения
разных знаков. На поведение объекта наложено линейное фазовое огра-
ничение. Построено множество управляемости в начало координат для
некоторых моментов времени.

Постановка задачи. Ðàññìîòðèì óïðàâëÿåìûé îáúåêò, ïîâåäåíèå êîòîðîãî îïè-
ñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà

�̇�1 = 𝜆1𝑥1 + 𝑣1, �̇�2 = 𝜆2𝑥2 + 𝑣2, (1)

ãäå óïðàâëåíèå (𝑣1; 𝑣2) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîé êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé, ïðèíè-
ìàþùåé çíà÷åíèÿ èç ÷åòûðåõóãîëüíèêà 𝑉. Ìíîæåñòâî 𝑉 íàçîâåì îáëàñòüþ óïðàâëå-
íèÿ. Míîæåñòâî âåêòîðíûõ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ
èç êîìïàêòà 𝑉 îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑈. Ìíîæåñòâî 𝑈 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ
óïðàâëåíèé.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà 𝜆1 > 0 > 𝜆2, ìíîæåñòâî 𝑉 ÿâëÿåòñÿ
÷åòûðåõóãîëüíèêîì. Âåðøèíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà 𝑉 îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐶𝑖, 𝑖 = 1, 4,
îáõîäÿ êîíòóð ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Êîîðäèíàòû âåðøèíû 𝐶𝑖
îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐶𝑖1, 𝐶𝑖2. Ïðèìåì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà: 𝐶11 >
> 0, 𝐶12 > 0, 𝐶21 < 0, 𝐶22 > 𝐶12, 𝐶31 < 𝐶21, 𝐶32 < 0, 𝐶41 > 0, 𝐶42 < 𝐶32,
𝐶41 < 𝐶11. Ôàçîâîå îãðàíè÷åíèå çàäàäèì ìíîæåñòâîì

𝑋 = {(𝑥1;𝑥2) ∈ R2 : 𝑥2 ⩽ 𝑑, 𝑑 > 0}. (2)

Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó (2),
â êîòîðûõ îáúåêò (1) íàõîäèòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡, â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡1 ïîïàäàåò
â íà÷àëî êîîðäèíàò ïðè ïîìîùè íåêîòîðîãî äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ è âûïîëíåíèè
ôàçîâîãî îãðàíè÷åíèÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè èç îòðåçêà [𝑡; 𝑡1], íàçîâåì ìíîæå-
ñòâîì óïðàâëÿåìîñòè â íà÷àëî êîîðäèíàò îáúåêòà (1) ñ îãðàíè÷åíèåì (2). Îáîçíà÷èì
ýòî ìíîæåñòâî ÷åðåç 𝑌 (𝑡). Ìîìåíò âðåìåíè 𝑡1 ñ÷èòàåì ôèêñèðîâàííûì.

Основной результат. Â [1] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè 𝑡1−𝑡 ⩽ 𝜏 = (− ln(𝑑𝜆2+𝐶42)/𝐶42)/𝜆2,
òî ôàçîâîå îãðàíè÷åíèå íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà 𝑌 (𝑡). Çàäà-
äèì âåëè÷èíó 𝜃1 = ln((𝐶32 𝑑𝜆2+𝐶

2
42)/(𝐶42 𝑑𝜆2+𝐶

2
42))/𝜆2. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë [2],

îïðåäåëÿþùèõ ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìîñòè â ëèíåéíîé çàäà÷å óïðàâëåíèÿ, äîêàçàíà
ñëåäóþùàÿ
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Теорема. Если 𝑡1 − 𝑡 ⩽ 𝜏 + 𝜃1, то множество 𝑌 (𝑡) ограничено линиями

𝑦1(𝑙) = 𝐶11 exp(−𝜆1(𝑡1 − 𝑡))/𝜆1 + (𝐶21 − 𝐶11) exp(𝜆1(𝑙 − 𝑡1 + 𝑡))/𝜆1 − 𝐶21/𝜆1,

𝑦2(𝑙) = 𝐶12 exp(−𝜆2(𝑡1 − 𝑡))/𝜆2 + (𝐶22 − 𝐶12) exp(𝜆2(𝑙 − 𝑡1 + 𝑡))/𝜆2 − 𝐶22/𝜆2,

где параметр 𝑙 ∈ [0; 𝑡1 − 𝑡];

𝑧1(𝑙) = 𝐶31 exp(−𝜆1(𝑡1 − 𝑡))/𝜆1 + (𝐶21 − 𝐶31) exp(𝜆1(𝑙 − 𝑡1 + 𝑡))/𝜆1 − 𝐶21/𝜆1,

𝑧2(𝑙) = 𝐶32 exp(−𝜆2(𝑡1 − 𝑡))/𝜆2 + (𝐶22 − 𝐶32) exp(𝜆2(𝑙 − 𝑡1 + 𝑡))/𝜆2 − 𝐶22𝜆2,

где параметр 𝑙 ∈ [0; 𝑡1 − 𝑡];

𝑠1(𝑙) = 𝐶31 exp(−𝜆1(𝑡1 − 𝑡))/𝜆1 + (𝐶41 − 𝐶31) exp(𝜆1(𝑙 − 𝑡1 + 𝑡))/𝜆1 − 𝐶41/𝜆1,

𝑠2(𝑙) = 𝐶32 exp(−𝜆2(𝑡1 − 𝑡))/𝜆2 + (𝐶42 − 𝐶32) exp(𝜆2(𝑙 − 𝑡1 + 𝑡))/𝜆2 − 𝐶42/𝜆2,

где параметр 𝑙 ∈ [𝑙1; 𝑡1 − 𝑡], 𝑙1 = ln(𝐶42 exp(𝜆2𝜃)− 𝐶32/(𝐶42 − 𝐶32))/𝜆2;

ℎ1(𝑙) = 𝐶11 exp(−𝜆1(𝑡1 − 𝑡))/𝜆1 + (𝐶41 − 𝐶11) exp(𝜆1(𝑙 − 𝑡1 + 𝑡))/𝜆1 − 𝐶41/𝜆1,

ℎ2(𝑙) = 𝐶12 exp(−𝜆2(𝑡1 − 𝑡))/𝜆2 + (𝐶42 − 𝐶12) exp(𝜆2(𝑙 − 𝑡1 + 𝑡))/𝜆2 − 𝐶42/𝜆2,

где параметр 𝑙 ∈ [𝑙2; 𝑡1− 𝑡], 𝑙2 = ln(𝐶42 exp(𝜆2𝜃)−𝐶12/(𝐶42−𝐶12))/𝜆2; линией 𝑥2 = 𝑑.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ Ðåñïóá-

ëèêè Áåëàðóñü (ÃÏÍÈ ¾Êîíâåðãåíöèÿ�2025¿, çàäàíèå 1.2.04).
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ОБ ОТСУТСТВИИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ
В ЭПИДЕМИОЛОГИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ SIRS
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Для эпидемиологической модели доказывается отсутствие периодических
решений в первом октанте, за счет сведения ее к двумерной системе и
построения функции Дюлака.

Â ðàáîòå [1] èçó÷àëèñü óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé â íåñêîëüêèõ
ñèñòåìàõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà, îïèñûâàþùèõ ýïèäåìèî-
ëîãè÷åñêóþ ìîäåëü SIRS. Ðàññìîòðèì îäíó èç òàêèõ ñèñòåì:

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝜇(𝑆+ 𝐼+𝑅)−𝜇𝑆−𝛽𝑆𝐼+𝛾𝑅,

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆𝐼− (𝜇+𝜈)𝐼,

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝜈𝐼− (𝜇+𝛾)𝑅, (1)
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ãäå 𝑆 � êîëè÷åñòâî âîñïðèèì÷èâûõ ê âèðóñó îñîáåé ïîïóëÿöèè, 𝐼 � êîëè÷åñòâî èíôè-
öèðîâàííûõ îñîáåé, 𝑅 � êîëè÷åñòâî âûçäîðîâåâøèõ îñîáåé. Ïàðàìåòð 𝜇 ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñêîðîñòÿìè ðîæäàåìîñòè è ñìåðòíîñòè. Ïàðàìåòð 𝛽 �
ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôåêöèè. Ïàðàìåòð 𝜈 � ñêîðîñòü ïîòåðè èíôåêöèîííî-
ñòè. Ìîäåëü (1) ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî îáùàÿ ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè 𝐶
îñòàåòñÿ íåèçìåííîé, ò.å.

𝑆 + 𝐼 +𝑅 = 𝐶, (2)

à ÷àñòü âûçäîðîâåâøèõ îñîáåé âîçâðàùàåòñÿ â ãðóïïó âîñïðèèì÷èâûõ ê âèðóñó ñî
ñêîðîñòüþ 𝛾. Â ñèëó áèîëîãè÷åñêîãî ñìûñëà âñå ïåðåìåííûå è ïàðàìåòðû ñèñòåìû
ïîëîæèòåëüíû.

Â ðàáîòå [1] çà ñ÷åò ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà (2) êàæäàÿ ñèñòåìà SIRS
áûëà ñâåäåíà ê ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå âòîðîãî ïîðÿäêà

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑃 (𝑥, 𝑦),

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑄(𝑥, 𝑦), (3)

ê êîòîðûì ïðèìåíÿëñÿ ïðèçíàê Äþëàêà [2].
Теорема 1. Если для системы (3) существует непрерывно дифференцируемая в

односвязной области 𝐷 ⊂ R2 функция 𝐵(𝑥, 𝑦) такая, что выражение

𝜕(𝐵𝑃 )

𝜕𝑥
+
𝜕(𝐵𝑄)

𝜕𝑦

не обращается в нуль и не меняет свой знак в области 𝐷, то система (3) не имеет
периодических решений в области 𝐷.

Â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìà (1) ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå âèäà

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝐼(𝛽𝐶 − 𝜇− 𝜈 − 𝛽𝐼 − 𝛽𝑅),

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝜈𝐼 − (𝜇+ 𝛾)𝑅. (4)

Äàëåå â ñòàòüå [1] àâòîðû, èñïîëüçóÿ ðàçðàáîòàííûé èìè àëãîðèòì, íàøëè ôóíêöèþ
Äþëàêà âèäà 𝐵 = 1/𝐼 è òàêèì îáðàçîì ïîêàçàëè, ÷òî ñèñòåìà (4) íå èìååò ïåðèîäè-
÷åñêèõ ðåøåíèé.

Ìû ïðåäëàãàåì äðóãîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Äþëàêà äëÿ ñèñòåìû (4). Ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî 𝐼 > 0 ñ ïîìîùüþ çàìåíû 𝐼 = 𝑒𝑈 ñèñòåìó (4) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

𝑑𝑈

𝑑𝑡
= 𝛽𝐶 − 𝜇− 𝜈 − 𝛽𝑒𝑈 − 𝛽𝑅,

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝜈𝐼 − (𝜇+ 𝛾)𝑅. (5)

Òîãäà äëÿ ñèñòåìû (5) ïðîõîäèò ïðèçíàê Äþëàêà ñ ôóíêöèåé Äþëàêà 𝐵 = 1 :

𝜕(𝐵𝑃 )

𝜕𝑈
+
𝜕(𝐵𝑄)

𝜕𝑅
= −𝛽𝑒𝑈 − 𝜇− 𝛾 < 0

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà
Теорема 2. Система (5) в первой четверти, а значит, и система (1) в первом

октанте, не имеют периодических решений.
Â íàøåì äîêëàäå áóäóò ïðåäñòàâëåíû è äðóãèå ñïîñîáû óñòàíîâëåíèÿ óñëîâèé äëÿ

îòñóòñòâèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé â íåñêîëüêèõ ñèñòåìàõ SIRS.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Áåëîðóññêîãî ðåñïóáëèêàíñêîãî ôîí-

äà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïî äîãîâîðó � Ô23Ó-008.
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О РЕШЕНИЯХ СТАЦИОНАРНЫХ ИЕРАРХИЙ
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Для стационарных иерархий первого и второго уравнений Пенлеве для
специальных значений параметров установлена вложимость множеств ре-
шений.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé èåðàðõèé ïåðâîãî è
âòîðîãî óðàâíåíèé Ïåíëåâå, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè
íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÷åòíîãî ïîðÿäêà, èìåþùèõ
åäèíóþ äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, ïðè ýòîì ïåðâûìè ÷ëåíàìè òà-
êèõ èåðàðõèé ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå. Óðàâíåíèÿ èåðàðõèé, êàê è ñàìè óðàâ-
íåíèÿ Ïåíëåâå, îáëàäàþò ñèììåòðèÿìè, îïðåäåëÿåìûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè Áåêëóí-
äà [1�3]. Ïðè ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ýòè èåðàðõèè èìåþò êëàññû ðåøå-
íèé, âûðàæàþùèåñÿ ÷åðåç êëàññè÷åñêèå òðàíñöåíäåíòíûå ôóíêöèè, à òàêæå àëãåá-
ðàè÷åñêèå èëè äàæå ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ. Äëÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå è åãî
èåðàðõèè ýòî îáîáùåííûå ïîëèíîìû ßáëîíñêîãî�Âîðîáüåâà, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïî-
ñòðîèòü ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé èåðàðõèè óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà.

Ðàññìîòðèì îáîáùåííóþ èåðàðõèþ ïåðâîãî óðàâíåíèé Ïåíëåâå â âèäå

𝑃
[2𝑛−2]
1 : L𝑛[𝑞(𝑧)]− 𝛾𝑛𝑧 − 𝛿𝑛 = 0, 𝑛 ∈ N,

è îáîáùåííóþ èåðàðõèþ âòîðîãî óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå

𝑃
[2𝑛]
2 : (𝐷 + 2𝑤)L𝑛[𝑤

′ − 𝑤2]− (𝑘𝑛𝑧 + 𝑝𝑛)𝑤 − 𝛼𝑛 = 0, 𝑛 ∈ N, (1)

ãäå îïåðàòîð L𝑛 îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

𝐷L𝑛+1[𝑢] = (𝐷3 + (4𝑢+ 𝛽𝑛)(𝐷 + 2𝐷𝑢))L𝑛[𝑢],

𝐷 = 𝑑/𝑑𝑧, L1[𝑢] = 𝑢, 𝑢 = 𝑢(𝑧), 𝑛 ∈ N, (2)

à 𝛼𝑛, 𝛽𝑛, 𝛾𝑛, 𝛿𝑛, 𝑘𝑛, 𝑝𝑛 � ïàðàìåòðû.
Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (1), (2), îïðåäåëÿåìûå îïåðàòîðîì

L𝑛 (3), èìåþò ñîîòâåòñòâåííî ïîðÿäîê 2𝑛− 2 è 2𝑛. Óðàâíåíèå (1) ïðè 𝑛 = 2 è óðàâ-
íåíèå (2) ïðè 𝑛 = 1 îïðåäåëÿþò ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîå è âòîðîå óðàâíåíèå Ïåíëåâå.



Материалы V Mеждународной научной конференции 17

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐺2𝑛−2 è 𝐻2𝑛 ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿ (1) è
(2) ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.

Теорема. Пусть 𝑞(𝑧) – решение уравнения (1) при фиксированных значениях
параметров 𝛾𝑛, 𝛿𝑛. Тогда функция 𝑤(𝑧), определяемая как решение уравнения Рик-
кати 𝑤′(𝑧) = 𝑤(𝑧)2 + 𝑞(𝑧), является решением уравнения (2) при значениях пара-
метров

𝑘𝑛 = 2𝛾𝑛, 𝑝𝑛 = 2𝛿𝑛, 𝛼𝑛 = 𝑘𝑛/2. (3)

Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå óñëîâíî îïðåäåëÿåò âëîæåíèå ìíîæåñòâ ðåøåíèé
óðàâíåíèé (1) è (2) ïðè íåêîòîðûõ ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó ïàðàìåòðàìè (4), êîòîðîå
ñïðàâåäëèâî è â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå óðàâíåíèé (1) è (2), ò.å. â ñëó÷àå 𝑘𝑛 = 𝛾𝑛 = 0.
Çàìåòèì, ÷òî â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå 𝑘𝑛 = 𝛾𝑛 = 0, ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ
óñëîâèÿõ íà îñòàëüíûå ïàðàìåòðû, êîòîðûå ìû çäåñü íå ïðèâîäèì â ñèëó ãðîìîçäêî-
ñòè, òàêæå ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

𝐺0 ⊂ 𝐺2 ⊂ 𝐺4 ⊂ 𝐺6, 𝐻2 ⊂ 𝐻4 ⊂ 𝐻6 ⊂ 𝐻8. (4)

Çàìåòèì, ÷òî ñâîéñòâî âëîæèìîñòè ìíîæåñòâ ðåøåíèé (5) äëÿ ïåðâûõ ñòàöèîíàðíûõ
óðàâíåíèé èåðàðõèé (1), (2) ÷àñòè÷íî ïîëó÷åíî â [4].
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УСЛОВИЕ УСТОЙЧИВОСТИ В ЦЕЛОМ
РЕЖИМА РАВНОМЕРНОГО ВРАЩЕНИЯ
АСИНХРОННОГО ЭЛЕКТРОМОТОРА

Б. И. Коносевич, Ю. Б. Коносевич

Институт прикладной математики и механики, Донецк, Россия

konos.donetsk@yandex.ru

На основе двухтоковой модели асинхронного электромотора установлено
достаточное условие устойчивости в целом режима его равномерного вра-
щения.

Ïðîñòåéøàÿ àäåêâàòíàÿ ìîäåëü àñèíõðîííîãî ýëåêòðîìîòîðà ïîëó÷åíà â [1] èç
äâóõòîêîâîé ìîäåëè ñèíõðîííîãî ýëåêòðîìîòîðà. Ïîñëå ââåäåíèÿ âìåñòî òîêîâ ïåðå-
ìåííûõ 𝑥, 𝑦 îíà ïðèâåäåíà ê ñèñòåìå òðåõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé

𝐶𝛾 = −𝑎𝑦 +𝑀𝑑(𝜔 + �̇�), �̇� = −𝑏𝑥− �̇�𝑦, �̇� = −𝑏𝑦 + �̇�(𝑥+ 1) (1)
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ñ ôàçîâûì âåêòîðîì (�̇�, 𝑥, 𝑦). Çäåñü �̇� = �̇� − 𝜔, �̇� � óãëîâàÿ ñêîðîñòü ðîòîðà îòíî-
ñèòåëüíî ñòàòîðà, 𝜔 > 0 � ïîñòîÿííàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â
ñòàòîðå, 𝐶 � îñåâîé ìîìåíò èíåðöèè ðîòîðà, 𝑎 è 𝑏 > 0 � ïîñòîÿííûå, 𝑀𝑑(𝜔 + �̇�) =
= 𝑀𝑑(�̇�) � ìîìåíò äèññèïàòèâíûõ ñèë îòíîñèòåëüíî îñè ðîòîðà, ïðåäïîëàãàåìûé
íåïðåðûâíîé íå÷åòíîé ìîíîòîííî óáûâàþùåé ôóíêöèåé ïåðåìåííîé �̇�. Ñèñòåìà (1)
íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé 𝛾 = 𝜙 − 𝜔𝑡. Ôóíêöèÿ 𝑀𝑎(�̇�) = (𝑎𝑏�̇�)/(𝑏2 + �̇�2) íàçûâàåòñÿ
ñòàòè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêîé àñèíõðîííîé ìàøèíû.

Теорема 1. Пусть в случае 𝜔 − 𝑏 > 0 диссипативный момент 𝑀𝑑(�̇�), отрица-
тельный для значений �̇� из промежутка (0, 𝜔− 𝑏], удовлетворяет на нем условию
малости 𝑀𝑑(�̇�) > 𝑀𝑎(�̇�−𝜔), где 𝑀𝑎(�̇�−𝜔) =𝑀𝑎(�̇�) – статическая характеристи-
ка. Тогда система уравнений (1) имеет единственное стационарное решение

�̇� = �̇�0, 𝑥 = 𝑥0, 𝑦 = 𝑦0, (2)

где тройка постоянных �̇�0, 𝑥0, 𝑦0 является единственным решением системы
уравнений

−𝑎𝑦0 +𝑀𝑑(𝜔 + �̇�0) = 0, 𝑏𝑥0 + �̇�0𝑦0 = 0, −𝑏𝑦0 + �̇�0(𝑥0 + 1) = 0.

В этом решении постоянная �̇�0 выражается по формуле �̇�0 = 𝜔0 − 𝜔, где 𝜔0 ∈
∈ (0, 𝜔) – единственное решение уравнения 𝑀𝑑(�̇�) =𝑀𝑎(�̇�− 𝜔) относительно �̇�, а
постоянные 𝑥0, 𝑦0 определены формулами 𝑥0 = (𝜔 − 𝜔0)𝑀𝑑(𝜔

0)/𝑎𝑏, 𝑦0 =𝑀𝑑(𝜔
0)/𝑎.

Âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì 12.1 óñòîé÷èâîñòè â öåëîì è òåîðåìîé 12.1 èç [2],
ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Теорема 2. Пусть выполнено условие теоремы 1 и существует постоянная 𝑘 >
> 0 такая, что:

1) выполняются неравенства ∆𝑀𝑑(�̇�1) < −𝑘�̇�1 (�̇�1 > 0) и ∆𝑀𝑑(�̇�1) > −𝑘�̇�1 (�̇�1 <
< 0), где �̇�1 = �̇�−�̇�0, а ∆𝑀𝑑(�̇�1) =𝑀𝑑(𝜔

0+�̇�1)−𝑀𝑑(𝜔
0) � возмущение диссипативного

момента;
2) выполнено неравенство 𝑎𝑏𝑘 − 1

4
[𝑀𝑑(𝜔

0)]2
[︀
1 + (𝜔 − 𝜔0)2/𝑏2

]︀
> 0.

Тогда стационарное решение (2) уравнений (1) двухтоковой модели асинхронного
электромотора асимптотически устойчиво в целом.

Çäåñü äâà íåðàâåíñòâà äëÿ ∆𝑀𝑑(�̇�1) â óñëîâèè 1) îçíà÷àþò, ÷òî ïðÿìàÿ −𝑘�̇�1 ïðè
�̇�1 ̸= 0 îòäåëÿåò ãðàôèê ôóíêöèè ∆𝑀𝑑(�̇�1) îò ãîðèçîíòàëüíîé îñè 𝑂1�̇�1, ãäå 𝑂1 �
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ äèññèïàòèâíîãî ìîìåíòà 𝑀𝑑(�̇�) è ñòàòè÷åñêîé õàðàêòå-
ðèñòèêè 𝑀𝑎(�̇�− 𝜔).

Äëÿ ìíîãîòîêîâîé ìîäåëè ñèíõðîííîãî ýëåêòðîìîòîðà óñëîâèå ãëîáàëüíîé óñòîé-
÷èâîñòè ïîëó÷åíî â [3].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî
îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ïðîãðàììû ðåãèîíàëüíîãî
Àçîâî-×åðíîìîðñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî öåíòðà ïî ñîãëàøåíèþ � 075-02-2024-1380.
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ЗАДАЧИ ГУРСА НА ПЛОСКОСТИ ДЛЯ ЛИНЕЙНОГО
ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

В. И. Корзюк1,2), О. А. Ковнацкая2)

1)Институт математики НАН Беларуси, Минск, Беларусь
2)Белорусский государственный университет, Минск, Беларусь
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Постановка задач. Â íåêîòîðîé íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè 𝑄 ïëîñêîñòè R2 íåçà-
âèñèìûõ ïåðåìåííûõ 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòðîãî ãèïåðáîëè÷åñêîå ïîëóëè-
íåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà âèäà

𝑎(1,1)(𝑥)𝜕2𝑥1𝑢(𝑥) + 2𝑎(1,2)(𝑥)𝜕𝑥1𝜕𝑥2𝑢(𝑥) + 𝑎(2,2)(𝑥)𝜕2𝑥2𝑢(𝑥) +

+ 𝑎(1)(𝑥)𝜕𝑥1𝑢(𝑥) + 𝑎(2)(𝑥)𝜕𝑥2𝑢(𝑥)) + 𝑎(0)(𝑥)𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥) (1)

îòíîñèòåëüíî èñêîìîé ôóíêöèè 𝑢 : R2 ⊃ 𝑄 ∋ 𝑥 → 𝑢(𝑥) ∈ R = R1 , ãäå 𝑎(1,1) , 𝑎(1,2) ,
𝑎(2,2) , 𝑎(1) , 𝑎(2) , 𝑎(0) , 𝑓 � çàäàííûå ôóíêöèè íà 𝑄 , 𝑄 � çàìûêàíèå îáëàñòè 𝑄 ,
𝜕𝑥𝑗 � äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ïåðå-
ìåííûì 𝑥𝑗 , 𝜕𝑥𝑗 = 𝜕/𝜕𝑥𝑗 , 𝑗 = 1, 2 , 𝜕2𝑥𝑗 = 𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑗 .

Ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñóíêàõ 1, 2 (è íåêîòîðûõ äðóãèõ) îáëàñòåé 𝑄 ðàñ-
ñìîòðèì ÷åòûðå âèäà óñëîâèé Ãóðñà

𝑢|𝜓(1)(𝑥)=𝐶(1) = 𝜇(1)(𝑥), 𝑢|𝜓(2)(𝑥)=𝐶(2) = 𝜇(2)(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑄, (2)

Q

ψ(1)=С(1)

ψ(2)(x)=С(2)

Рис. 1

Q

ψ(1)=С(1)

ψ(2)(x)=С(2)

Рис. 2

Условие. Заданные функции 𝜇(𝑗) , 𝑗 = 1, 2 , таковы, что их значения в общей
точке совпадают, т. е.

𝜇(1)(𝑥(0)) = 𝜇(2)(𝑥(0)). (3)

Теорема. Пусть функции 𝑎(1,1) , 𝑎(1,2) , 𝑎(2,2) уравнения (1) принадлежат мно-
жеству 𝐶2(𝑄) ; 𝑎(1) , 𝑎(2) , 𝑎(0) , 𝑓 ∈ 𝐶1(𝑄) , 𝜇(𝑗) ∈ 𝐶2(D(𝜇(𝑗))) , 𝑗 = 1, 2 . Тогда
классическое решение 𝑢 задачи (1), (2) из класса 𝐶2(𝑄) функций, определенных и
дважды непрерывно дифференцируемых на замыкании 𝑄 области 𝑄 , существует и
единственно тогда и только тогда, когда выполняется условие согласования (3).
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû çàäà÷à (1), (2) ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé ñ âïîëíå
íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì è ðåøåíèå 𝑢 ñòðîèòñÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëè-
æåíèé. Ïðîâîäÿòñÿ âñå íåîáõîäèìûå îáîñíîâàíèÿ. Ïîõîæàÿ çàäà÷à âî âñåé îáëàñòè 𝑄
ïîäðîáíî ðàññìîòðåíà â ñòàòüå [1].
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КЛАССИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ПРОИЗВОЛЬНОЙ
ГЛАДКОСТИ В ЧЕТВЕРТИ ПЛОСКОСТИ

ДЛЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ
С ИНТЕГРАЛЬНЫМ УСЛОВИЕМ
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Постановка задачи. Â çàìûêàíèè �̄� = [0,∞) × [0,∞) îáëàñòè 𝑄 = (0,∞) ×
× (0,∞) ïåðåìåííûõ 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ(︀

𝜕2𝑥1𝑢− 𝑎2𝜕2𝑥2𝑢
)︀
(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ �̄�, (1)

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì Êîøè

𝑢(0, 𝑥2) = 𝜙(𝑥2), 𝜕𝑥1𝑢(0, 𝑥2) = 𝜓(𝑥2), 𝑥2 ∈ [0,∞), (2)

è èíòåãðàëüíîìó óñëîâèþ

𝑎𝑥1∫︁
0

𝑢(𝑥1, 𝑥2) 𝑑𝑥2 = 𝜇(𝑥1), 𝑥1 ∈ [0,∞) (3)

ãäå 𝑓 ∈ 𝐶𝑘−1(�̄�) 𝑘 ∈ N, 𝑘 ⩾ 2, 𝜇 ∈ 𝐶𝑘−1([0,∞)), 𝜙 ∈ 𝐶𝑘([0,∞)), 𝜓 ∈ 𝐶𝑘−1([0,∞)).
Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó (1)�(3) ñ öåëüþ ïîñòðîåíèÿ åå êëàññè÷åñêîãî

ðåøåíèÿ èç êëàññà 𝐶𝑘(�̄�), 𝑘 ⩾ 2.
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

𝑢(𝑥) = 𝑔(1)(𝑥2 − 𝑎𝑥1) + 𝑔(2)(𝑥2 + 𝑎𝑥1) + 𝑉𝑝(𝑥),

ãäå ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè 𝑔(𝑗), 𝑗 = 1, 2, èç êëàññà 𝐶𝑘 è îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
𝐷

(︀
𝑔(1)

)︀
= 𝐶𝑘(R), 𝐷

(︀
𝑔(2)

)︀
= 𝐶𝑘 ([0,∞)) äëÿ ëþáîãî 𝑥 ∈ �̄�, 𝑉𝑝 � ÷àñòíîå ðåøåíèå
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óðàâíåíèÿ (1) èç êëàññà 𝐶𝑘(�̄�). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ 𝑉𝑝 õàðàêòåðèñòèêîé 𝑥2 − 𝑎𝑥1 =
= 0 îáëàñòü 𝑄 ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ïîäîáëàñòè 𝑄(1) = {𝑥 ∈ 𝑄 : 𝑥2 − 𝑎𝑥1 > 0} , 𝑄(2) =
= {𝑥 ∈ 𝑄 : 𝑥2 − 𝑎𝑥1 < 0} Òîãäà ÷àñòíîå ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå

𝑉𝑝(𝑥) =

{︃
𝑣
(1)
𝑝 (𝑥), 𝑥 ∈ 𝑄(1),

𝑉
(2)
𝑝 (𝑥), 𝑥 ∈ 𝑄(2),

Теорема 1. Пусть заданная функция 𝑓 уравнения (1) принадлежит множе-
ству 𝐶𝑘−1(�̄�). Тогда функции 𝑉𝑝 принадлежит классу 𝐶𝑘(�̄�) тогда и только то-
гда, когда выполняются определенные условия согласования, удовлетворяет однород-
ным условиям Коши (2), является решением уравнения (1). Кроме этого функция

𝑉
(2)
𝑝 удовлетворяет однородному интегральному условию (3).
Теорема 2. Пусть заданные функции задачи (1)–(3) удовлетворяют следую-

щим условиям гладкости: 𝑓 ∈ 𝐶𝑘−1(�̄�), 𝜙 ∈ 𝐶𝑘([0,∞)), 𝜓 ∈ 𝐶𝑘−1([0,∞)), 𝜇 ∈
∈ 𝐶𝑘+1([0,∞)). Функция 𝑢 принадлежит классу 𝐶𝑘(�̄�) тогда и только тогда, когда
выполняются условия согласования

𝜙(0)− 1

𝑎
𝑑𝜇(0), 𝑚 = 0,

𝑑𝑚𝜙(0)−2𝑚𝑑𝑚𝜙(0)−
(︂

1

2𝑎
− 2𝑚

)︂
𝑑𝑚−1𝜓(0)+

1

𝑎𝑚+1
𝑑𝑚+1𝜇(0)+ 𝑏(𝑚) = 0, 𝑚 = 1, 3, . . . , 𝑘,

2𝑚𝑑𝑚𝜙(0) + 2𝑚𝑑𝑚−1𝜙(0)− 1

𝑎𝑚+1
𝑑𝑚+1𝜇(0) + 𝑏(𝑚) = 0, 𝑚 = 2, . . . , 𝑘,

является решением на 𝑄 уравнения (1), удовлетворяет условиям Коши (2) и инте-
гральному условию (3). Такое классическое решение задачи (1)–(3) из класса 𝐶𝑘(�̄�)
является единственным.

×èñëà 𝑏(𝑚) îïðåäåëåíû ÷åðåç çíà÷åíèÿ ôóíêöèè 𝑓 è åå ïðîèçâîäíûõ.

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕРМОМАГНИТНОЙ
КОНВЕКЦИИ В ЦИЛИНДРИЧЕСКОМ СЛОЕ

МАГНИТНОЙ ЖИДКОСТИ ВОКРУГ НАГРЕТОГО
ПРОВОДНИКА С ТОКОМ

О. А. Лаврова, В. К. Полевиков

Белорусский государственный университет, Минск, Беларусь lavrovaolga@mail.ru,

viktor.polevikov@gmail.com

В работе построены две двумерные математические модели термомагнит-
ной конвекции в цилиндрическом слое магнитной жидкости, покрываю-
щем проводник с током, в магнитном поле проводника при его однородном
нагреве. Конвективная неустойчивость слоя магнитной жидкости исследу-
ется с помощью вычислительного алгоритма, основанного на монотонной
аппроксимации второго порядка.

Â íåèçîòåðìè÷åñêîé ìàãíèòíîé æèäêîñòè â óñëîâèÿõ íåâåñîìîñòè ïðè íàëîæåíèè
íåîäíîðîäíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ âîçáóæäàåòñÿ êîíâåêòèâíîå äâèæåíèå, îáóñëîâëåííîå
çàâèñèìîñòüþ íàìàãíè÷åííîñòè æèäêîñòè îò òåìïåðàòóðû. Íî åñëè ãðàäèåíò ìàãíèò-
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íîãî ïîëÿ êîëëèíåàðåí òåìïåðàòóðíîìó ãðàäèåíòó, âîçìîæíî ñîñòîÿíèå ìåõàíè÷å-
ñêîãî ðàâíîâåñèÿ [1]. Îñíîâíàÿ öåëü ðàáîòû: ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå êîíâåêòèâíîé
íåóñòîé÷èâîñòè öèëèíäðè÷åñêîãî ñëîÿ ìàãíèòíîé æèäêîñòè. Ïîñòðîåíû äâå äâóìåð-
íûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè òåðìîìàãíèòíîé êîíâåêöèè â öèëèíäðè÷åñêîì ñëîå ìàã-
íèòíîé æèäêîñòè, ïîêðûâàþùåì ïðîâîäíèê ñ òîêîì, â ìàãíèòíîì ïîëå ïðîâîäíèêà
ïðè åãî îäíîðîäíîì íàãðåâå. Â îäíîé èç ìîäåëåé ïðåíåáðåãàåòñÿ çàâèñèìîñòü îò àçè-
ìóòàëüíîé êîîðäèíàòû (îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à), â äðóãîé � îò àïïëèêàòû âäîëü îñè
öèëèíäðà (ïëîñêàÿ çàäà÷à).

Ìàãíèòíàÿ æèäêîñòü íàõîäèòñÿ â êîëüöåâîì çàçîðå ìåæäó äâóìÿ êîàêñèàëüíûìè
öèëèíäðàìè: âíóòðåííèé èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷íî äëèííûé ïðîâîä-
íèê ñ òîêîì è èìååò ðàäèóñ 𝑅1, à âíåøíèé � ðàäèóñ 𝑅2. Òåìïåðàòóðà ïðîâîäíèêà
𝑇1 = const ïðåâûøàåò òåìïåðàòóðó âíåøíåé îáîëî÷êè 𝑇0 = const.

Рис. 1. Критические значения магнитного
числа Рэлея Ra*m в зависимости от отноше-
ния радиусов цилиндров 𝛿 = 𝑅2/𝑅1 : 1 –
плоская задача, 2 – осесимметричная зада-
ча.

Ïîñòðîåí âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì, îñ-
íîâàííûé íà ìîíîòîííîé àïïðîêñèìàöèè âòî-
ðîãî ïîðÿäêà [2]. Ïîëó÷åíûå ïðåäâàðèòåëü-
íûå ðåçóëüòàòû ïîêàçàíû íà ðèñóíêå.

Ðåøåíèå çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëü-
íûé èíòåðåñ äëÿ ïðèëîæåíèé ìàãíèòíîé æèä-
êîñòè, ïîçâîëÿÿ îïðåäåëÿòü ïåðåïàäû òåìïå-
ðàòóð, ïðè êîòîðûõ êîíâåêöèÿ íå íàñòóïàåò,
ïðè êîòîðûõ îíà ñòàíîâèòñÿ îïðåäåëÿþùåé â
ãèäðîäèíàìè÷åñêîì ïðîöåññå, à òàêæå ãåîìåò-
ðè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñëîÿ, ïðè êîòîðûõ íàè-
áîëåå îïàñíûìè ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèå âîçìóùå-
íèÿ, è ïðè êîòîðûõ � îñåñèììåòðè÷íûå (ñì.
ðèñ.).

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ÃÏÍÈÊîíâåð-
ãåíöèÿ�2025 (ïðîåêò 1.4.01.4).
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О ПОДХОДЕ К КЛАССИФИКАЦИИ
НА ОСНОВЕ ТРАНСПОРТНОЙ ЗАДАЧИ
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Описана постановка одной задачи классификации, которая может
быть интерпретирована в форме модели специального вида для оптими-
зации движения товарно-транспортных пакетов. Указаны подходы к ре-
шению задачи на основе этой модели.

Ðàññìîòðèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è êëàññèôèêàöèè. Èìååòñÿ íåêîòîðîå ìíîæåñòâî 𝑆
ïàð (𝑇,𝐾) îáúåêò-êëàññ: 𝑆 = {(𝑇,𝐾) ∈ T ×K} . Òðåáóåòñÿ ïî èìåþùèìñÿ ïðèìåðàì



Материалы V Mеждународной научной конференции 23

èç 𝑆 ïîñòðîèòü êëàññèôèêàòîð (Cls : T → K) [1]. Äåêîìïîçèðóåì ïðîöåññ êëàññè-
ôèêàöèè îáúåêòà íà äâà ýòàïà: èçâëå÷åíèå описания (íàáîðà çíà÷èìûõ ïðèçíàêîâ)
𝑃 ∈ P äëÿ объекта 𝑇 ∈ T (Parse : T → P) è ñîïîñòàâëåíèå описания 𝑃 ∈ P классу
𝐾 ∈ K (Rule : P → K). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêæå îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ

Variants : T → {𝐴 : 𝐴 ⊆ P} ,

êîòîðàÿ ëþáîìó îáúåêòó 𝑇 ∈ T ñîïîñòàâëÿåò ìíîæåñòâî 𝐴 вариантов îïèñàíèé
îáúåêòà òàêîå, ÷òî Parse(𝑇 ) ∈ Variants (𝑇 ), ∀𝑇 ∈ T.

Èíòåðïðåòèðóåì åå â òåðìèíàõ ìîäåëè îïòèìèçàöèè äâèæåíèÿ òîâàðíî-òðàíñïîðò-
íûõ ïàêåòîâ â ìíîãîñëîéíîé (ïîñòàâùèêè, ñêëàäû, ïîòðåáèòåëè) ëîãèñòè÷åñêîé ñåòè
[2], êîòîðàÿ èìååò âèä çàäà÷è öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïî ïåðå-
ìåííûì, õàðàêòåðèçóþùèì êàê ïåðåâîçèìûå íåäåëèìûå åäèíèöû òîâàðà, òàê è èñ-
ïîëüçóåìûå äëÿ ïåðåâîçêè òðàíñïîðòíûå ñðåäñòâà.

Ïîñòðîèì ¾ëîãèñòè÷åñêóþ¿ ñåòü 𝐺 ¾äîñòàâêè îáúåêòîâ â êëàññû¿, ñîñòîÿùóþ èç
òðåõ ñëîåâ: îáúåêòû (T), îïèñàíèÿ (P), êëàññû (K). Ñîåäèíèì ðåáðàìè ïàðû âåðøèí
(𝑇, 𝑃 ) è (𝑃,𝐾), 𝑇 ∈ T, 𝑃 ∈ P, 𝐾 ∈ K åñëè (𝑇,𝐾) ∈ 𝑆 è 𝑃 ∈ Variants (𝑇 ). Äëÿ
êàæäîãî ïðèìåðà (𝑇,𝐾) ∈ 𝑆 áóäåì èñêàòü òàêèå ìàðøðóòû â 𝐺, ÷òî îáúåêò 𝑇
ñîïîñòàâèòñÿ íåêîòîðîìó åäèíñòâåííîìó îïèñàíèþ 𝑃 ∈ Variants (𝑇 ), à ýòî îïèñàíèå
𝑃 áóäåò ó÷àñòâîâàòü òîëüêî â ìàðøðóòàõ ê êëàññó 𝐾. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî äàííûå
óñëîâèÿ ôîðìèðóþò ïîëèýäð ñ óñëîâèÿìè öåëî÷èñëåííîñòè ïåðåìåííûõ. Â êà÷åñòâå
öåëåâîé ôóíêöèè âûáåðåì ìèíèìèçàöèþ êîëè÷åñòâà èñïîëüçóåìûõ âåðøèí 𝑃 èëè,
÷òî ýêâèâàëåíòíî, ìèíèìèçàöèþ êîëè÷åñòâà èñïîëüçóåìûõ ðåáåð èç 𝑃 â 𝐾.

Äëÿ решения задачи ïî ïîñòðîåííîé ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ äâà ïîäõîäà [2]. Ïåð-
âûé ñîñòîèò â ðàññìîòðåíèè ìîäåëè êàê çàäà÷è ÷àñòè÷íî öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïðè ýòîì îñíîâíàÿ ïðîáëåìà äëÿ ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ � äèñ-
êðåòíîñòü ïåðåìåííûõ. Ðåøåíèå âûïîëíÿëîñü ñ èñïîëüçîâàíèåì âàðèàöèè ìåòîäà âåò-
âåé è ãðàíèö, ïðèìåíÿëèñü ïàêåòû GLPK, SCIP, GLOP, îáúåäèíåííûå â åäèíîì èíòåð-
ôåéñå áèáëèîòåêè OR-Tools [3]. Âòîðîé ïîäõîä îñíîâàí íà ñâåäåíèè ê çàäà÷å î ìàê-
ñèìàëüíîì ïîòîêå ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè. Îäíàêî â ñèëó íàëè÷èÿ íåñâîéñòâåííûõ
êëàññè÷åñêîé ïîòîêîâîé çàäà÷å îãðàíè÷åíèé (â ÷àñòíîñòè, ïîòîê ïî ðåáðó â äàííîì
ñëó÷àå ïîìå÷àåòñÿ äâóìÿ âçàèìîñâÿçàííûìè ïåðåìåííûìè), èñïîëüçóåìûé àëãîðèòì
ïîèñêà êðàéò÷àéøèõ ïóòåé áûë ïðåîáðàçîâàí â ïðèáëèæåííûé, êîòîðûé ïîçâîëèë íà
òåñòîâûõ äàííûõ ïîëó÷èòü ðåøåíèå, áëèçêîå ê îïòèìàëüíîìó çà ìåíüøåå êîëè÷åñòâî
âðåìåíè ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèì ïîäõîäîì.

Ïîñëå íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî/ñóáîïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ äëÿ ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ Cls = Parse*Rule îòîáðàæåíèå Rule ñòðîèì ïî ïîìå÷åííûì ðåáðàì íàéäåí-
íîãî ðåøåíèÿ èç 𝑃 â 𝐾, à îòîáðàæåíèå Parse � èç 𝑇 â 𝑃. Äëÿ âñåõ ïðèìåðîâ èç 𝑆
òàêîé êëàññèôèêàòîð ðàáîòàåò âåðíî. Îäíàêî, äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ точного îòîáðà-
æåíèÿ Parse недостаточно íàéäåííîãî îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ, òàê êàê èìåííî ýòî
îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùàþùèì äëÿ âñåãî ìíîæåñòâà T.

Òàêîé ïîäõîä ê êëàññèôèêàöèè ïîçâîëÿåò получить дополнительную информацию
î ñïîñîáå èçâëå÷åíèÿ îïèñàíèé îáúåêòîâ: îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ïðîèçâåëî кластери-
зацию èñõîäíûõ äàííûõ, ïîìåòèâ ðåáðà ìåæäó îáúåêòàìè è îïèñàíèÿìè, ÷òî òàêæå
îáåñïå÷èâàò интерпретируемость результатов. Êðîìå òîãî ìîæíî îïðåäåëèòü èí-
ñòðóìåíòàðèé нахождения противоречий и «дыр» â ðàçìåòêå èñõîäíûõ äàííûõ. Íà-
ïðèìåð, îïðåäåëÿòü ñîâìåñòíîñòü èñõîäíûõ äàííûõ; îïðåäåëÿòü åäèíñòâåííîñòü îïòè-
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ìàëüíîãî ðåøåíèÿ, ò. å. определять «направление» äàëüíåéøåé ðàçìåòêè, óêàçûâàÿ
íà îáúåêòû, êîòîðûå ìîãëè áû повысить обобщаемость êëàññèôèêàòîðà äëÿ âñåãî T.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ Ðåñïóá-
ëèêè Áåëàðóñü â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîé ïðîãðàììû íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé Ðåñïóá-
ëèêè Áåëàðóñü íà 2021�2025 ãã. (øèôð çàäàíèÿ ¾Êîíâåðãåíöèÿ 1.2.04¿)
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Получено множество трехмерных неавтономных систем ОДУ, имеющих
одну и ту же отражающую функцию Мироненко и обладающих скры-
тыми колебаниями (при определенных значениях параметров, имеющих
предельный цикл, но не имеющих равновесных решений).

Â ñòàòüå [1] Ã.À. Ëåîíîâûì è Í.Â. Êóçíåöîâûì áûëà ïðåäëîæåíà êëàññèôèêàöèÿ
àòòðàêòîðîâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ñîãëàñíî êîòîðîé ¾àòòðàêòîð íàçûâàåòñÿ ñêðû-
òûì, åñëè îáëàñòü åãî ïðèòÿæåíèÿ íå ñîïðèêàñàåòñÿ ñ íåóñòîé÷èâûìè ñîñòîÿíèÿ-
ìè ðàâíîâåñèÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå àòòðàêòîð íàçûâàåòñÿ ñàìîâîçáóæäàþùèìñÿ¿.
Â ÷àñòíîñòè, àòòðàêòîð ÿâëÿåòñÿ ñêðûòûì ó ñèñòåìû, íå èìåþùåé ñîñòîÿíèé ðàâíî-
âåñèÿ èëè èìåþùåé òîëüêî óñòîé÷èâûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Èçâåñòíî (ñì. [2, ñ. 124]), ÷òî âåùåñòâåííàÿ àâòîíîìíàÿ äâóìåðíàÿ ñèñòåìà èìååò
çàìêíóòóþ òðàåêòîðèþ òîëüêî åñëè ó íåå ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî ñîñòîÿíèå ðàâíîâå-
ñèÿ. Â îòëè÷èè îò äâóìåðíûõ òðåõìåðíûå ñèñòåìû íå îáëàäàþò óêàçàííûì ñâîéñòâîì.
Â.È. Áóëãàêîâ ïðèâåë (ñì. [3]) ïðèìåð òàêîé ñèñòåìû:

�̇� = 2𝑥𝑧 + 𝑎𝑦, �̇� = 2𝑦𝑧 − 𝑎𝑥, �̇� = 𝑧2 + 𝑏𝑧 + 1− 𝑥2 − 𝑦2, (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3, (1)

ãäå 𝑎, 𝑏 ∈ R � ïàðàìåòðû ñèñòåìû. Âýòîé ñèñòåìå ïðè −2 < 𝑏 < 0 èìååòñÿ ïðåäåëüíûé
öèêë, íî îòñóòñòâóþò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (â ýòîì ñëó÷àå ïðåäåëüíûé öèêë ÿâëÿåòñÿ
ñêðûòûì àòòðàêòîðîì è ñèñòåìà äåìîíñòðèðóåò ñêðûòûå êîëåáàíèÿ).

Ñ ïîìîùüþ òåîðèè îòðàæàþùåé ôóíêöèè Ìèðîíåíêî (ÎÔÌ) [4,5] è ïîäõîäà, èç-
ëîæåííîãî â [6�9], ïîëó÷åíî ìíîæåñòâî íåàâòîíîìíûõ ñèñòåì ÎÄÓ, èìåþùèõ îäíó
è òó æå îòðàæàþùóþ ôóíêöèþ Ìèðîíåíêî è îáëàäàþùèõ ñêðûòûìè êîëåáàíèÿìè.
Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Теорема. Пусть 𝛼𝑖(𝑡) (𝑖 = 1, 2) – произвольные скалярные непрерывные нечет-
ные функции, тогда ∀𝑎, 𝑏 ∈ R ОФМ системы (1) совпадает с ОФМ системы

�̇� = (2𝑥𝑧 + 𝑎𝑦) (1 + 𝛼1(𝑡)) + 𝑦𝛼2(𝑡), �̇� = (2𝑦𝑧 − 𝑎𝑥) (1 + 𝛼1(𝑡))− 𝑥𝛼2(𝑡),

�̇� =
(︀
𝑧2 + 𝑏𝑧 + 1− 𝑥2 − 𝑦2

)︀
(1 + 𝛼1(𝑡)) . (2)

Если 𝛼1(𝑡) > −1 ∀𝑡 ⩾ 0, то при 𝑏 ∈ (−2; 2) ∖ {0} система (2) имеет предельный
цикл, но не имеет равновесных решений.

Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ó ñèñòåìû (2), à òàêæå èçó÷åí
õàðàêòåð èõ óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó.
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arzayimnurjanova@gmail.com

В данной работе численно-аналитическим методом последовательных
приближений изучается нелинейная краевая задача для систем интегро-
дифференциальных уравнений, не разрешенных относительно производ-
ной. Обосновывается алгоритм построения решений данной краевой за-
дачи.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà Ôðåäãîëü-
ìà âèäà

�̇� = 𝑓

(︂
𝑡, 𝑥, �̇�,

𝑇∫︁
0

𝜙(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑠), �̇�(𝑠)) 𝑑𝑠

)︂
(1)
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ñ íåëèíåéíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè

𝑔(𝑥(0)) = 𝑥(𝑇 ), (2)

ãäå 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) è 𝜙(𝑡, 𝑠, 𝑥, 𝑦) � 𝑛 -ìåðíûå âåêòîð-ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå è íåïðåðûâ-
íûå â îáëàñòè (𝑡, 𝑠, 𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ [0, 𝑇 ]× [0, 𝑇 ]×𝐷×�̇�×𝐷1. Çäåñü 𝐷, �̇�, 𝐷1 � çàìêíóòûå
îãðàíè÷åííûå îáëàñòè â 𝐸𝑛. Ôóíêöèÿ 𝑔(𝑥) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â îáëàñòè 𝐷.

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1), (2) ïðèìåíèì ÷èñëåííî-àíàëèòè-
÷åñêèé ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé [1]. Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ðå-
øåíèÿ â âèäå ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà

𝑥𝑚+1(𝑡, 𝑥0) = 𝑥0 +

𝑡∫︁
0

{𝑓(𝜏, 𝑥𝑚(𝜏, 𝑥0), 𝑦𝑚(𝜏, 𝑥0), 𝑧𝑚(𝜏, 𝑥0))−

− 1

𝑇

[︂ 𝑇∫︁
0

𝑓(𝑡, 𝑥𝑚(𝑡, 𝑥0), 𝑦𝑚(𝑡, 𝑥0), 𝑧𝑚(𝑡, 𝑥0)) 𝑑𝑡+ 𝑔(𝑥0)− 𝑥0

]︂}︂
𝑑𝜏, 𝑥0(𝑡, 𝑥0) = 𝑥0,

𝑦𝑚+1(𝑡, 𝑥0) = 𝑓(𝑡, 𝑥𝑚(𝑡, 𝑥0), 𝑦𝑚(𝑡, 𝑥0), 𝑧𝑚(𝑡, 𝑥0))−

− 1

𝑇

𝑇∫︁
0

𝑓 (𝑡, 𝑥𝑚(𝑡, 𝑥0), 𝑦𝑚(𝑡, 𝑥0), 𝑧𝑚(𝑡, 𝑥0)) 𝑑𝑡+
1

𝑇
(𝑔(𝑥0)− 𝑥0) , 𝑦0(𝑡, 𝑥0) = 0,

ãäå 𝑚 = 0, 1, 2, . . . è 𝑧𝑚(𝑡, 𝑥0) =
∫︀ 𝑇
0
𝜙(𝑡, 𝑠, 𝑥𝑚(𝑠, 𝑥0), �̇�𝑚(𝑠, 𝑥0)) 𝑑𝑠.

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà è îáîñíîâàí àëãîðèòì ïîñòðîå-
íèÿ ðåøåíèé ïîñòàâëåííîé êðàåâîé çàäà÷è (1), (2).
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Для экспериментальных данных, полученных путем гидродинамических
исследований в окрестности скважины, составляются две математические
модели, основанные на численном показателе качества.

Введение. Âî ìíîãèõ îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ ïóáëèêàöèÿõ ðàññìàòðèâà-
þò äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òåõ èëè èíûõ
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ïðîöåññîâ. ×àùå âñåãî òàêèå ìîäåëè âîçíèêàþò åñòåñòâåííûì ïóòåì, íî èíîãäà ïðè-
ìåíÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, êîòîðûå íå èìåþò îáîñíîâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ê
ðàññìàòðèâàåìîìó ïðîöåññó. Â ýòîé ñèòóàöèè ïðåäëàãàåìàÿ íàìè òåõíîëîãèÿ âåðèôè-
êàöèè, ïîçâîëÿåò âîñïîëíèòü ýòîò ïðîáåë è ïðàêòè÷åñêè ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü èññëå-
äîâàíèÿ ïðîöåññîâ ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îñíîâàííûõ íà íåëèíåéíûõ
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ è óðàâíåíèÿõ ñ äðîáíûìè ïðîèçâîä-
íûìè. Àäåêâàòíîñòü ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ê èññëåäîâàåìîìó ïðîöåññó ñâÿçàíà ñ
÷èñëåííûì ïîêàçàòåëåì êà÷åñòâà ìîäåëè, îñíîâàííîãî íà äèñïåðñèîííîì àíàëèçå, ÷òî
áûëî âïåðâûå ïîêàçàíî â ðàáîòå [1]. Èäåÿ ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: èìåÿ
èñõîäíûå äàííûå íåêîòîðîãî ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà è èíòåðïðåòèðóÿ ýòîò ïðî-
öåññ ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî äëÿ íàáîðà èñõîäíûõ äàííûõ
ïîëó÷èòü ÷èñëåííóþ âåëè÷èíó, õàðàêòåðèçóþùóþ êà÷åñòâî äàííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ
îïèñàíèÿ èññëåäóåìîãî ïðîöåññà.

Постановка задачи и основные результаты. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå
äàâëåíèÿ â íåôòå-ãàçîâîì ïëàñòå íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ïîëó÷åííûå
ïóòåì ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé â îêðåñòíîñòè ñêâàæèíû [2]. Â êà÷åñòâå ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ äàííîãî ïðîöåññà ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ óðàâíåíèé
âèäà:

𝑦′′′ = 𝑦𝑛 + 𝑟(𝑥) ïðè 𝑛 = 2, 7, (1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
𝑦(𝑖)(𝑥0) = 𝑦𝑖, 𝑖 = 0, 1, 2. (2)

Äàííûé êëàññ óðàâíåíèé áûë ïîëíîñòüþ èññëåäîâàí àâòîðàìè â ïðåäûäóùèõ ðàáî-
òàõ. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è íåîáõîäèìû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ
[3, 4]. Ðåøàÿ îáðàòíóþ çàäà÷ó, íà îñíîâå èìåþùèõñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ [2],
çàäà÷à (1), (2) ïðèíèìàåò ñîîòâåòñòâóþùèé âèä:

𝑦′′′ = 𝑦2 − 0.218− 0.657𝑥+ 0.122𝑥2 + 0.134𝑥3 − 0.098𝑥4 + 0.023𝑥5 − 0.003𝑥6, (3)

äëÿ ñëó÷àÿ 𝑛 = 2 è

𝑦′′′ = 𝑦7 − 0.201− 0.451𝑥+ 0.627𝑥2 + 0.092𝑥3 − 0.376𝑥4 + 0.039𝑥5 − 0.208𝑥6, (4)

äëÿ ñëó÷àÿ 𝑛 = 7 ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

𝑦(1/5) = 0.731, 𝑦′(1/5) = 0.446, 𝑦′′(1/5) = −0.449. (5)

Äëÿ çàäà÷è Êîøè (3), (4) ÷èñëåííûé ïîêàçàòåëü êà÷åñòâà ìîäåëè ðàâåí 𝑅2 =
= 0.995436, äëÿ çàäà÷è Êîøè (3)�(5) ïîëó÷àåì 𝑅2 = 0.995437. Äàííûå ÷èñëåííûå
ïîêàçàòåëè ñâèäåòåëüñòâóþò î âûñîêîì êà÷åñòâå ïðåäëîæåííûõ ìîäåëåé â êà÷åñòâå
îïèñàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà.

Библиографические ссылки

1. Orlov V., Ivanova T., Brenchagova S., Rumbayeva N. Mathematical modeling of economic
factors impact: reproduction of personnel potential in agriculture sector of Russia // IOP Confe-
rence Ser. Earth and Environmental Science. 2020. V. 433.

2. Алероев Т. С., Хворова А. Н.Математическая модель идентификации параметра дроб-
ной производной и прогнозирования результатов для уравнения движения жидкости в сква-
жине // Вестн. Чувашского гос. пед. ун-та им. И.Я.Яковлева. Сер. Механика предельного
состояния. 2021. № 2 (48). С. 72–79.



28 Математическое моделирование и дифференциальные уравнения

3. Orlov V., Gasanov M. Existence and Uniqueness Theorem for a Solution to a Class of a
Third-Order Nonlinear Differential Equation in the Domain of Analyticity // Axioms. 2022. V. 11.
No. 5.

4. Орлов В. Н., Ковальчук О. А., Линник Е. П., Линник И. И. Исследование одного клас-
са нелинейного дифференциального уравнения третьего порядка в области аналитичности
// Вестн. Московского гос. техн. ун-та им. Н.Э.Баумана. Сер. Естеств. науки. 2018. № 4 (79).
С. 24–35.

ПОСТРОЕНИЕ АНАЛИТИЧЕСКИХ ПРИБЛИЖЕННЫХ
РЕШЕНИЙ НЕЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО–ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКОВ

В. Н. Орлов1), А. В. Чичурин2)

1)Национальный исследовательский Московский государственный строительный

университет, Москва, Россия;
2)КУЛ, Люблин, Польша;

2)Брестский государственный технический университет, Брест, РБ

OrlovVN@mgsu.ru, achichurin@gmail.com

Рассматривается метод построения аналитических приближенных реше-
ний нелинейных дифференциальных уравнений второго–четвертого по-
рядков. Действие метода продемонстрировано на примере построения ре-
шений уравнений Ван-дер-Поля и стационарных решений расширенного
уравнения Фишера–Колмогорова.

Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé (ÀÏÐ)
íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîäâèæíûìè îñîáûìè òî÷êàìè àëãåá-
ðàè÷åñêîãî òèïà (ïðîñòûå è êðàòíûå êðèòè÷åñêèå ïîëþñà). Ýòîò ìåòîä îñíîâûâàåòñÿ
íà ðåøåíèè ñëåäóþùèõ çàäà÷ [1]:

1) äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ êàê â îáëàñòè
àíàëèòè÷íîñòè, òàê è â îêðåñòíîñòè ïîäâèæíîé îñîáîé òî÷êè (ÏÎÒ) äëÿ âåùåñòâåííîé
è êîìïëåêñíîé îáëàñòåé (çäåñü ïðèìåíÿåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ìàæîðàíò Êîøè è
ðåçóëüòàòû òåîðèè îáîáùåííûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ);

2) ïîñòðîåíèå ÀÏÐ êàê â îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè, òàê è â îêðåñòíîñòè ÏÎÒ â
âåùåñòâåííîé è êîìïëåêñíîé îáëàñòÿõ;

3) ïîëó÷åíèå íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ÏÎÒ â âåùå-
ñòâåííîé è êîìïëåêñíîé îáëàñòÿõ;

4) ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ è ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò
ÏÎÒ;

5) èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ âîçìóùåíèé êîîðäèíàò ÏÎÒ íà ñòðóêòóðó àíàëèòè÷åñêî-
ãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â âåùåñòâåííîé è êîìïëåêñíîé îáëàñòÿõ;

6) èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ âîçìóùåíèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ íà ñòðóêòóðó ÀÏÐ â îá-
ëàñòè àíàëèòè÷íîñòè.

Ìåòîä ðåàëèçîâàí äëÿ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Âàí-äåð-Ïî-
ëÿ [2, 3]

𝑑2𝑤

𝑑𝑡2
− 𝑎(1− 𝑤2)

𝑑𝑤

𝑑𝑡
+ 𝑤 = 0 (1)



Материалы V Mеждународной научной конференции 29

è ðàñøèðåííîãî óðàâíåíèÿ Ôèøåðà�Êîëìîãîðîâà, êîòîðîå â ñëó÷àå ïîèñêà ñòàöèî-
íàðíûõ ÀÏÐ ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

−𝛾 𝑑
4𝑤

𝑑𝑡4
+
𝑑2𝑤

𝑑𝑡2
− 𝑤3 + 𝑤 = 0, (2)

ãäå 𝑎 è 𝛾 � ïîñòîÿííûå. Óðàâíåíèÿ (1), (2) èìåþò øèðîêèå ïðèëîæåíèÿ [4, 5].
Äîêàçàíû òåîðåìû, êîòîðûå îáîñíîâûâàþò ïðèìåíåíèå êëàññè÷åñêèõ ÷èñëåííûõ

ìåòîäîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ ÀÏÐ óðàâíåíèÿ (1) è ñòàöèîíàðíûõ ÀÏÐ óðàâíåíèÿ (2) â
âåùåñòâåííîé îáëàñòè. Îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò ÏÎÒ îñóùåñòâëÿëîñü ñ ïîìîùüþ ðàç-
ðàáîòàííîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ â âåùåñòâåííîé è êîìïëåêñíîé îáëàñòÿõ [6].
Ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïðîäåìîíñòðèðîâàíî äåéñòâèå ìåòîäà äëÿ íà-
õîæäåíèÿ ÀÏÐ óðàâíåíèÿ (1) è ñòàöèîíàðíûõ ÀÏÐ óðàâíåíèÿ (2) â êîìïëåêñíîé
îáëàñòè. Òî÷íîñòü ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé ïîäòâåðæäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ àïîñòåðèîðíûõ
îöåíîê ïîãðåøíîñòè.

Библиографические ссылки

1. Орлов В. Н.Метод приближенного решения первого, второго дифференциальных урав-
нения Пенлеве и Абеля. М., 2013.

2.Orlov V., Chichurin A.About Analytical Approximate Solutions of the Van der Pol Equation
in the Complex Domain // Fractal Fract. 2023. V. 7. № 3. Art. 228.

3. Orlov V., Chichurin A. The Influence of the Perturbation of the Initial Data on the Analytic
Approximate Solution of the Van der Pol Equation in the Complex Domain // Symmetry. 2023.
V. 15. № 6. Art. 1200.

4. Kuznetsov A.P., Seliverstova E.S., Trubetskov D.I., Turukina L.V. Phenomenon of the Van
der Pol Equation // Izv. VUZ. Applied Nonlinear Dynamics. 2014. V. 22. № 4. Art. 3-42.

5. Van den Berg G.B.J., Peletier L., Troy W. Global branches of multi-bump periodic solutions
of the Swift–Hohenberg equation // Arch. Ration. Mech. Anal. 2001. V. 158. № 2. P. 91–153.

6. Орлов В.Н., Гасанов М.В. NODE, O3, R7 (авторское право на алгоритмы и программы)
печ. ФСИС (Роспатент). Свид. о гос. рег. программы для ЭВМ № 2024661354 от 17.05.2024.

МНОГОМЕРНЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
С ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ФУНКЦИЕЙ ГАУССА
В ПРОСТРАНСТВАХ ИЗМЕРИМЫХ ПО ЛЕБЕГУ

ФУНКЦИЙ

М. В. Папкович, О. В. Скоромник
Полоцкий государственный университет имени Евфросинии Полоцкой, Новополоцк,

Беларусь

m.papkovich@psu.by, o.skoromnik@psu.by

Доклад посвящен обзору полученных результатов и основных исследова-
ний по изучению многомерных интегральных преобразований с гипергео-
метрической функцией Гаусса в ядрах, проводимых авторами в настоящее
время.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîãîìåðíîå èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå [1]

(︀
1
I𝜎,𝜔; 𝜁𝑓

)︀
(𝑥) = 𝑥𝜎

𝑥∫︁
0

(𝑥𝜁 − 𝑡𝜁)𝑐−1

Γ(𝑐)
2F1

(︂
𝑎, 𝑏; 𝑐; 1− 𝑥𝜁

𝑡𝜁

)︂
𝑡𝜔𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 (𝑥 > 0)
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è òðè åãî ìîäèôèêàöèè 𝑗I𝜎,𝜔;𝜁𝑓 (𝑗 = 2, 3, 4). Çäåñü 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛; 𝑡 = (𝑡1, . . .
. . . , 𝑡𝑛) ∈ R𝑛, R𝑛 � Åâêëèäîâî 𝑛 -ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî; 𝑥 ⩾ 𝑡 îçíà÷àåò 𝑥1 ⩾ 𝑡1, . . .
. . . , 𝑥𝑛 ⩾ 𝑡𝑛;

∫︀ 𝑥

0
=

∫︀ 𝑥1
0

∫︀ 𝑥2
0

· · ·
∫︀ 𝑥𝑛
0

; N = {1, 2, . . . } � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
N0 = N

⋃︀
{0}, N𝑛

0 = N0 × . . . × N0, R𝑛
+ = {𝑥 ∈ R𝑛, 𝑥 > 0}; C𝑛 (𝑛 ∈ N) � 𝑛 -ìåðíîå

ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë 𝑧 = (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) (𝑧𝑗 ∈ C, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛); 𝑎 = (𝑎1, . . .
. . . , 𝑎𝑛) ∈ C𝑛; 𝑏 = (𝑏1, . . . , 𝑏𝑛) ∈ C𝑛; 𝑐 = (𝑐1, . . . , 𝑐𝑛) ∈ C𝑛; 𝜔 = (𝜔1, . . . , 𝜔𝑛) ∈ C𝑛;
𝜎 = (𝜎1, . . . , 𝜎𝑛) ∈ C𝑛; 𝜁 = (𝜁1, . . . , 𝜁𝑛) ∈ R𝑛

+; 𝑥𝜁 − 𝑡𝜁 = (𝑥𝜁11 − 𝑡𝜁11 ) · · · (𝑥𝜁𝑛𝑛 − 𝑡𝜁𝑛𝑛 ); 𝑓(𝑡) =
= 𝑓(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛); 2𝐹1 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) =

∏︀𝑛
𝑘=1 2𝐹1 (𝑎𝑘, 𝑏𝑘; 𝑐𝑘; 𝑧𝑘) � ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ôóíê-

öèè Ãàóññà [1, 2]. Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû ñâîéñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ èíòåãðàëüíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ L𝜈, r -ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1, . . .
. . . , 𝑥𝑛) íà R𝑛

+ [1, 3].
Ñ ïîìîùüþ òåõíèêè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà ìû óñòàíàâëèâàåì, ÷òî ïðåîáðàçî-

âàíèÿ 𝑗I𝜎,𝜔; 𝜁𝑓 (𝑗 = 1, 2, 3, 4) ÿâëÿþòñÿ ñïåöèàëüíûìè ñëó÷àÿìè ìíîãîìåðíûõ îáîá-
ùåííûõ G-ïðåîáðàçîâàíèé âèäà [3]:

(︀
G1
𝜎,𝜅; 𝛿𝑓

)︀
(𝑥) = 𝑥𝜎

𝑥∫︁
0

G𝑚,𝑛
𝑝, 𝑞

[︂
𝑥𝛿

𝑡𝛿

⃒⃒⃒⃒
(𝑎𝑖)1,𝑝
(𝑏𝑗)1,𝑞

]︃
𝑡𝜅𝑓(𝑡)

𝑑𝑡

𝑡
(𝑥 > 0);

ãäå 𝑚 = (𝑚1, . . . ,𝑚𝑛) ∈ N𝑛
0 , 𝑚1 = . . . = 𝑚𝑛; 𝑛 = (𝑛1, . . . , 𝑛𝑛) ∈ N𝑛

0 , 𝑛1 = . . . = 𝑛𝑛;
𝑝 = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) ∈ N0, 𝑝1 = . . . = 𝑝𝑛; 𝑞 = (𝑞1, . . . , 𝑞𝑛) ∈ N𝑛

0 , 𝑞1 = . . . = 𝑞𝑛 (0 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑞,
0 ⩽ 𝑛 ⩽ 𝑝); 𝜅 = (𝜅1, . . . , 𝜅𝑛) ∈ C𝑛; ôóíêöèÿ

G𝑚,𝑛
𝑝, 𝑞

[︂
𝑧

⃒⃒⃒⃒
(𝑎𝑖)1,𝑝
(𝑏𝑗)1,𝑞

]︂
=

𝑛∏︁
𝑘=1

G𝑚𝑘, 𝑛𝑘
𝑝𝑘, 𝑞𝑘

[︂
𝑧𝑘

⃒⃒⃒⃒
(𝑎𝑖𝑘)1,𝑝𝑘
(𝑏𝑗𝑘)1,𝑞𝑘

]︂
� ïðîèçâåäåíèå G-ôóíêöèé G𝑚𝑘, 𝑛𝑘

𝑝𝑘, 𝑞𝑘
[𝑧𝑘] (𝑘 = 1, . . . , 𝑛) [4]. Â ðàáîòå äàþòñÿ óñëîâèÿ

îãðàíè÷åííîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèé, îïèñàíèå èõ îáðàçîâ,
àíàëîãè ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, óñòàíàâëèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå èíòåãðàëü-
íûå ïðåäñòàâëåíèÿ è ôîðìóëû îáðàùåíèÿ. Ðåçóëüòàòû îáîáùàþò ñîîòâåòñòâóþùèå
îäíîìåðíûå ñëó÷àè â [2] è [4].

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ÃÏÍÈ ¾Êîíâåðãåíöèÿ�2025¿, ïîäïðîãðàììà ¾Ìàòå-
ìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ìåòîäû¿, çàäàíèå 1.2.01.
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ДИНАМИЧЕСКИЕ МНОГОФАКТОРНЫЕ
ПРОИЗВОДСТВЕННЫЕ ФУНКЦИИ

ДЛЯ МОДЕЛИРОВАНИЯ ОБОБЩЕННО НЕЙТРАЛЬНОГО
ПО ХАРРОДУ НАУЧНО-ТЕХНИЧЕСКОГО ПРОГРЕССА

А. Ф. Проневич1), Г. А. Хацкевич2)

1)Гродненский государственный университет имени Янки Купалы, Гродно, Беларусь;
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Предложена концепция обобщенной нейтральности научно-технического
прогресса по Харроду. Получены аналитические формы динамических
многофакторных производственных функций, которые учитывают обоб-
щенно нейтральный по Харроду научно-технический прогресс. Для одно-
родных динамических производственных функций результаты конкрети-
зированы.

Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ìíîãîôàêòîðíóþ ïðîèçâîäñòâåííóþ ôóíêöèþ (ÏÔ)

𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑡), (1)

ãäå 𝑦 � âûïóñê ïðîäóêöèè, 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) åñòü âåêòîð çàòðàò ïðîèçâîäñòâåííûõ
ðåñóðñîâ, 𝑡 � ïàðàìåòð âðåìåíè èç ïîëóîòêðûòîãî ÷èñëîâîãî ëó÷à R+ = [0; + ∞),
êàæäîå çíà÷åíèå êîòîðîãî âûðàæàåò îïðåäåëåííûé óðîâåíü íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî ïðî-
ãðåññà (ÍÒÏ), à íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ 𝑓 ÿâëÿåòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìîé íà ìíîæåñòâå 𝐷 = 𝐺 × R+, ýêîíîìè÷åñêàÿ îáëàñòü 𝐺 ⊂ R𝑛

+ = {𝑥 ∈
∈ R𝑛 : 𝑥𝑖 ⩾ 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛}.

Öåëü äàííîé ðàáîòû � ïðåäëîæèòü êîíöåïöèþ îáîáùåííîé íåéòðàëüíîñòè ïî Õàð-
ðîäó â ìíîãîôàêòîðíîì ñëó÷àå (äëÿ ñëó÷àÿ 𝑛 = 2 ñì., íàïðèìåð, [1, c. 22�272; 2]) è
óñòàíîâèòü àíàëèòè÷åñêèå âèäû äèíàìè÷åñêèõ ìíîãîôàêòîðíûõ ÏÔ, ó÷èòûâàþùèõ
îáîáùåííî íåéòðàëüíûé ïî Õàððîäó ÍÒÏ. Ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ìíî-
ãîôàêòîðíûõ ÏÔ îñíîâàí íà íàõîæäåíèè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÍÒÏ ÿâëÿåòñÿ обобщенно нейтральным по Харроду относи-
тельно фактора производства 𝑥𝑖, 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}, åñëè ïðåäåëüíàÿ ïðîèçâîäèòåëü-
íîñòü 𝑖-ãî ôàêòîðà íå èçìåíèòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïðè ôèêñèðîâàííîé ñðåäíåé
îòäà÷å îáîáùåííîãî ðåñóðñà, ò.å.

MP𝑖(𝑓) = 𝜕𝑥𝑖𝑓(𝑥, 𝑡) = const ïðè
𝑦∑︀𝑛

𝑗=1 𝛼𝑗𝑥𝑗
= const (𝛼𝑗 ∈ R+, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛). (2)

Èç îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííîé íåéòðàëüíîñòè ÍÒÏ ïî Õàððîäó (2) ïðè 𝛼𝑗 = 0, 𝑗 =
= 1, . . . , 𝑛, 𝑗 ̸= 𝑖, 𝛼𝑖 = 1, ñëåäóåò îïðåäåëåíèå íåéòðàëüíîñòè ÍÒÏ ïî Õàððîäó
îòíîñèòåëüíî 𝑖-ãî ôàêòîðà.
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Åñëè óñëîâèå íåéòðàëüíîñòè (2) âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ èíäåêñàõ 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, 𝑘 ⩽
⩽ 𝑛, òî ñêàæåì, ÷òî ÍÒÏ ÿâëÿåòñÿ обобщенно нейтральным по Харроду относитель-
но факторов производства 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, à ïðè 𝑘 = 𝑛 � ïðîñòî обобщенно нейтральным
по Харроду.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû âûðàæàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Теорема (àíàëèòè÷åñêèé âèä ÏÔ, ó÷èòûâàþùèé îáîáùåííî íåéòðàëüíûé ïî Õàð-

ðîäó ÍÒÏ). Динамическая многофакторная ПФ (1) учитывает обобщенно нейтраль-
ный по Харроду относительно факторов производства 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑘 ⩽ 𝑛, НТП тогда
и только тогда, когда многофакторную ПФ (1) можно представить в аналитиче-
ской форме

𝑓(𝑥, 𝑡) = Φ

(︂ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑥𝑗,Ψ(𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑡)

)︂
∀(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺× 𝑇,

где Φ – неотрицательная линейно-однородная непрерывно дифференцируемая функ-
ция двух переменных, а Ψ есть некоторая непрерывно дифференцируемая функция.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Áåëîðóññêîãî ðåñïóáëèêàíñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ÍÈÐ ¾Ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå íàó÷íî-
òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà â êîíòåêñòå ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ
ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà Ðåñïóáëèêè Áåëàðóñü¿, � ÃÐ 20221093).
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О СИЛЬНОЙ ИЗОХРОННОСТИ НЕГРУБОГО ФОКУСА
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Построена нормализующая замена сильно изохронного негрубого фоку-
са. Найдены изохроны сильно изохронного негрубого фокуса системы с
квадратичными нелинейностями. Строятся фазовые портреты получен-
ных изохронных фокусов и их изохрон.

Èçîõðîííîé [1] íàçûâàåòñÿ àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà íà ïëîñêîñòè, îñîáàÿ òî÷êà 𝑂(0, 0)
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì èëè ôîêóñîì, è äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ êðèâàÿ
𝛾, èñõîäÿùàÿ èç îñîáîé òî÷êè è òðàíñâåðñàëüíàÿ ê âåêòîðíîìó ïîëþ ñèñòåìû, òàêàÿ,
÷òî â íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè 𝑂(0, 0) ëþáàÿ òî÷êà, äâèæóùàÿñÿ ïî
òðàåêòîðèè ñèñòåìû (èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà), ñîâåðøàåò îáîðîòû îò 𝛾 ê 𝛾 çà îäíî è
òî æå âðåìÿ 𝑇.
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Ïåðèîä 𝑇 ðàâåí 2𝜋 äëÿ ñèñòåì ñ ëèíåéíîé ÷àñòüþ (−𝑦 + 𝜆𝑥, 𝑥 + 𝜆𝑦). Êðèâàÿ 𝛾
íàçâàíà 𝑡 -êðèâîé â [2] èëè èçîõðîííûì ñå÷åíèåì â [3]. Åñëè îáå ïîëóïðÿìûå íåêîòî-
ðîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî èçîõðîííû-
ìè ñå÷åíèÿìè ñèñòåìû, òî ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ñèëüíî èçîõðîííîé îòíîñèòåëüíî ýòîé
ïðÿìîé [1]. Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî èçîõðîííîé, åñëè óãëîâàÿ ñêîðîñòü âñåõ
èçîáðàæàþùèõ òî÷åê ïîñòîÿííà. Äëÿ ñèñòåì ñ ëèíåéíîé ÷àñòüþ (−𝑦+𝜆𝑥, 𝑥+𝜆𝑦) îíà
ðàâíà 1.

Â ðàáîòàõ [3�5] íåãðóáûé ôîêóñ íàçûâàåòñÿ èçîõðîííûì, åñëè ñóùåñòâóåò çàìåíà
êîîðäèíàò ïåðåâîäÿùàÿ ñèñòåìó â ñèñòåìó ñ ðàâíîìåðíîé èçîõðîííîñòüþ. Ñóùåñòâó-
åò, îäíàêî, ðàçíîãëàñèå â âîïðîñå, êàêèì ñ÷èòàòü ýòî ïðåîáðàçîâàíèå, àíàëèòè÷åñêèì
[4, 5] èëè ôîðìàëüíûì [3]. Åñëè ñ÷èòàòü íîðìàëèçóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå àíàëèòè÷å-
ñêèì, òî ëþáûå äâà èçîõðîííûõ ñå÷åíèÿ ñ îäíèì è òåì æå óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì
𝑘 â íà÷àëå êîîðäèíàò ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì äðóã äðóãà. Â ýòîì
ñëó÷àå ýòî îäíà àíàëèòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, ïîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Îíà â [6]
íàçûâàåòñÿ èçîõðîíîé.

Â ðàáîòå [7] ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò 𝑟, 𝜙 äîêàçàíà
Теорема 1. Для того чтобы особая точка 𝑂(0, 0), будучи негрубым фокусом

системы, была изохронной относительно луча 𝜙 = 𝜙0, необходимо и достаточно,
чтобы существовало формальное преобразование

𝜔 = 𝜙+
∞∑︁
𝑖=1

𝑟𝑖𝑣𝑖(𝜙), 𝑣𝑖(𝜙+ 2𝜋) = 𝑣𝑖(𝜙), 𝑣𝑖(𝜙0) = 0, ∀𝑖 ∈ N, (1)

такое, что производная 𝑑𝜔/𝑑𝑡 в силу системы равна единице.
Íà îñíîâàíèè ýòîé òåîðåìû ìîæíî äàòü ñëåäóþùåå
Определение. Íåãðóáûì èçîõðîííûì îòíîñèòåëüíî ëó÷à 𝜙 = 𝜙0 ôîêóñîì íàçû-

âàåòñÿ ôîêóñ, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì òåîðåìû 1.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ êâàäðàòè÷íûìè íåëèíåéíîñòÿìè è íåãðóáûì ôîêóñîì â îñî-

áîé òî÷êå 𝑂(0, 0), êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

�̇� = −𝑦 + 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2, �̇� = 𝑥+ 𝑘𝑥2 +𝑚𝑥𝑦 + 𝑛𝑦2. (2)

Замечание. Íèæå ìû èñêëþ÷èì èç ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àé ðàâíîìåðíîé èçîõðîí-
íîñòè ñèñòåìû (2):

�̇� = −𝑦 + 𝑏𝑥𝑦, �̇� = 𝑥+ 𝑏𝑦2.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 1 äîêàçàíà
Теорема 2. Для того чтобы система (2) с фокусом в начале координат была

сильно изохронной относительно оси 𝑂𝑥, необходимо и достаточно, чтобы c точ-
ностью до преобразований гомотетии и поворота она представлялась в одном из
видов:

1) �̇� = −𝑦 − 4𝑑𝑥2

3
+ 8𝑐𝑥𝑦, �̇� = 𝑥− 4𝑐𝑥2 − 16𝑑𝑥𝑦

3
+ 16𝑐𝑦2;

2) �̇� = −𝑦 + 8𝑑𝑦 (− (1 + 2𝑠2)𝑥+ 𝑠𝑦) , �̇� = 𝑥− 4𝑑 (−𝑥2 − 4𝑠𝑥𝑦 + (4 + 𝑠2) 𝑦2) ,
где 𝑐, 𝑑, 𝑠 – параметры системы. Соответствующие замены (1), представленные
в декартовых координатах:

1) 𝑢 = 𝑥+ 4 (3𝑐𝑥− 𝑑𝑦)2 , 𝑣 = 𝑦;
2) 𝑢 = 𝑥+ 4𝑑 (𝑥+ 𝑠𝑦)2 , 𝑣 = 𝑦.
Íà ðèñ. 1 è 2 ïðåäñòàâëåíû òðàåêòîðèè ñèñòåì 1), 2) è èõ èçîõðîíû.
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Рис. 1. Траектории и изохроны системы 1) Рис. 2. Траектории и изохроны системы 2).
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Описан алгоритм и программные инструменты системы компьютерной
математики Wolfram Mathematica, пригодные для анализа и решения
асимптотическими методами матричного уравнения Риккати специально-
го вида.

Ðàññìîòðèì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå Ðèêêàòè âèäà

𝐴4𝐿(𝜇, 𝑒
−𝑝ℎ)− 𝐴3 − 𝜇𝐿(𝜇, 𝑒−𝑝ℎ)(𝐴1(𝑒

−𝑝ℎ)− 𝐴2(𝑒
−𝑝ℎ)𝐿(𝜇, 𝑒−𝑝ℎ)) = 0, (1)
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ãäå 𝑒−𝑝ℎ � îïåðàòîð çàïàçäûâàíèÿ, 𝜇 ∈ (0, 𝜇0], 𝜇0 ≪ 1 � ïàðàìåòð, 𝐴𝑖(𝑒−𝑝ℎ) =
= 𝐴𝑖0 + 𝐴𝑖1𝑒

−𝑝ℎ, 𝐴𝑖0, 𝐴𝑖1 ∈ R𝑛1×𝑛𝑖 , 𝑖 = 1, 2, 𝐴3 ∈ R𝑛2×𝑛1 , 𝐴4 ∈ R𝑛2×𝑛2 � çàäàííûå
ïîñòîÿííûå ìàòðèöû.

Àíàëîãè÷íî [2] ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè Re(𝜆(𝐴4)) < 0, òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ
𝜇 > 0 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè (1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå àñèìïòîòè÷åñêîãî
ðÿäà ïî ïàðàìåòðó 𝜇 ñ êîýôôèöèåíòàìè � ïîëèíîìàìè ïî îïåðàòîðó çàïàçäûâàíèÿ
â âèäå

L =
∞∑︁
𝑚=0

𝜇𝑚
𝑚∑︁
𝑗=0

L𝑚𝑗 𝑒
−𝑗𝑝ℎ, (2)

ãäå 𝐿𝑚𝑗 âû÷èñëÿþòñÿ ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì

𝐿𝑚𝑗 = 𝐴−1
4

(︂ 𝑗∑︁
𝑠=𝑗−1

𝐿𝑚−1
𝑠 𝐴1,𝑗−𝑠 −

𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝑘∑︁
𝑠=0

1∑︁
𝑟=0

𝐿𝑘𝑠𝐴2𝑟𝐿
𝑚−𝑘−1
𝑗−𝑠−𝑟

)︂
, (3)

c íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè 𝐿0
0 = 𝐴−1

4 𝐴3, 𝐿
𝑚
𝑗 = 0, 𝑗 < 0 èëè 𝑚 < 0, èëè 𝑗 > 𝑚.

Ñðåäñòâàìè ÑÊÌ Wolfram Mathematica ðåàëèçîâàí àëãîðèòì [3] ïîñòðîåíèÿ óðàâ-
íåíèé (3) è íàõîæäåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè

L𝑀(𝑒−𝑝ℎ) =
𝑀∑︁
𝑚=0

𝜇𝑚
𝑚∑︁
𝑗=0

𝐿𝑚𝑗 𝑒
−𝑗𝑝ℎ

ïîðÿäêà 𝑀 ðåøåíèÿ (2) óðàâíåíèÿ (1).
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèé ìàòðè÷íûå ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ (1) è èñêîìóþ àñèìï-

òîòè÷åñêóþ àïïðîêñèìàöèþ L𝑀(𝑒−𝑝ℎ) çàäàåì â ôîðìå ïîëüçîâàòåëüñêèõ ôóíêöèé,
èñïîëüçóÿ êîòîðûå ôîðìèðóåì óðàâíåíèå UrL (1). Óðàâíåíèÿ UrLjm äëÿ íàõîæäåíèÿ
𝐿𝑚𝑗 , 𝑚 = 0,𝑀, 𝑗 = 0,𝑚, ïîëó÷àåì, ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ
ñòåïåíÿõ 𝜇 è 𝑒−𝑝ℎ â óðàâíåíèè UrL ñëåâà è ñïðàâà.

Äëÿ âûäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ èñïîëüçóåì âñòðîåííóþ ôóíêöèþ CoefficientList,
ïðèìåíÿÿ êîòîðóþ ê ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ UrL äëÿ ñïèñêà ïåðåìåííûõ var= (𝜇, 𝑒),
ïîëó÷èì äâóìåðíûé ñïèñîê, óïîðÿäî÷åííûé ñíà÷àëà ïî ñòåïåíÿì 𝜇, ïîòîì � ïî ñòå-
ïåíÿì 𝑒. Ýëåìåíòàìè ýòîãî ñïèñêà ÿâëÿþòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ëåâîé ÷àñòè èñêîìûõ
óðàâíåíèé, ïðèðàâíèâàÿ êîòîðûå ê íóëþ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ UrLjm äëÿ íàõîæäå-
íèÿ 𝐿𝑚𝑗 .

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé èñïîëüçóåì ôóíêöèþ Solve[expr, vars], êîòîðàÿ
ðåøàåò âûðàæåíèå expr îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ vars.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ Ðåñïóá-
ëèêè Áåëàðóñü â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîé ïðîãðàììû íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé Ðåñïóá-
ëèêè Áåëàðóñü íà 2021�2025 ãã. (øèôð çàäàíèÿ ¾Êîíâåðãåíöèÿ 1.2.04¿).
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МОДЕЛИРОВАНИЕ СРЕДСТВАМИ R ПОТРЕБЛЕНИЯ
ПРИРОДНОГО ГАЗА В ГРОДНЕНСКОЙ ОБЛАСТИ

А. В. Станкевич
Гродненский государственный университет имени Янки Купалы, Гродно, Беларусь

Prestigioalexandr@gmail.com

С использованием технологии анализа временных рядов в R на основе по-
месячных данных. Выявлено наличие тренда и сезонных колебаний, по-
строены модели скользящего среднего, экспоненциального сглаживания,
ARIMA, краткосрочный прогноз по моделям. Построена адекватная мо-
дель динамики потребления для анализа и прогнозирования динамики
потребления природного газа в Гродненской области.

Èñõîäíûå äàííûå � ïîòðåáëåíèå ïðèðîäíîãî ãàçà â Ãðîäíåíñêîé îáëàñòè ñîõðàíå-
íû â R êàê ïîìåñÿ÷íûé âðåìåííîé ðÿä, èìåþùèé 144 íàáëþäåíèÿ.

Ïåðâè÷íûé àíàëèç äàííûõ ñ öåëüþ âûÿñíåíèÿ ñâîéñòâ âðåìåííîãî ðÿäà (ñòàöèî-
íàðíîñòü) è åãî ñòðóêòóðû (íàëè÷èå è òèï òðåíäà, ñåçîííîé ñîñòàâëÿþùåé, àääèòèâ-
íûé èëè ìóëüòèïëèêàòèâíûé õàðàêòåð âõîæäåíèÿ â ìîäåëü) íà îñíîâå âèçóàëèçàöèè
ðÿäà ïî ãðàôèêó äèíàìèêè âûÿâèë íàëè÷èå ÿâíîé ñåçîííîé ñîñòàâëÿþùåé è òðåíäà,
÷òî óêàçûâàåò íà íåñòàöèîíàðíîñòü ðÿäà è íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ñåçîííîãî
êîìïîíåíòà â ìîäåëè. Äëÿ âûÿâëåíèÿ è àíàëèçà ñåçîííîñòè ïîñòðîåíû òàêæå äîïîë-
íèòåëüíûå ãðàôèêè: ãðàôèêè ÷àñòè÷íûõ ðÿäîâ èñõîäíîãî äèíàìè÷åñêîãî ðÿäà (ïî
ãîäàì (seasonplot()), ãðàôèê ñåçîííîé äèíàìèêè ïî êàæäîìó èç ìåñÿöåâ (ôóíêöèÿ
monthplot()), ñåçîííàÿ äåêîìïîçèöèÿ ïî Ëîýññó (STL). Ïî ðåçóëüòàòàì ïðåäâàðèòåëü-
íîãî àíàëèçà ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî äèíàìèêà ðàññìàòðèâàåìîãî ïîêàçàòåëÿ ïîòðåá-
ëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåñòàöèîíàðíûì ïðîöåññîì, õàðàêòåðèçóåòñÿ àääèòèâíûì òðåíäîì è
ñåçîííûìè êîëåáàíèÿìè, ÷òî ïîäòâåðæäàåò âûáîð ñåçîííîé ìîäåëè Áîêñà�Äæåíêèíñà
(SARIMA) [1, ñòð. 289]. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ èññëåäóåìîãî ðÿäà ïîòðåáëåíèÿ âûïîëíåíî
òðåáîâàíèå äëÿ ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíîé ìîäåëè ARIMA: íå ìåíåå 40 íàáëþäåíèé, à
äëÿ ñåçîííîé ARIÌÀ � ïîðÿäêà 6-10 ñåçîíîâ [2].

Ïðè èäåíòèôèêàöèè ïîðÿäêà ìîäåëè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàííîñòè
ðÿäà ïðèìåíÿëñÿ îïåðàòîð âçÿòèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðàçíîñòåé.

Äëÿ âûáîðà ïîðÿäêà àâòîðåãðåññèè è ïîðÿäêà ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî, çíà÷åíèé ïà-
ðàìåòðîâ ñåçîííîé àâòîðåãðåññèè SAR è ñåçîííîãî ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî SMA èñïîëü-
çîâàëèñü àâòîêîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ACF è ÷àñòíàÿ àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ
PACF.

Îáîñíîâàíî, ÷òî àäåêâàòíî ðàññìàòðèâàòü ARIMA-модели-кандидаты ñ ïàðàìåò-
ðàìè 𝑑 = 𝐷 = 1, 𝑝, 𝑞, 𝑃,𝑄 ⩽ 2.

Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè â ïðåäïîëîæåíèè ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ ïîëó÷åíû ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ôóíêöèè arima(). Ïîñòðîåí ïîðòôåëü ìîäåëåé-êàíäèäàòîâ. Íàèáîëåå
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àäåêâàòíàÿ èç ïîñòðîåííûõ ìîäåëåé âûáèðàëàñü íà îñíîâå ìèíèìèçàöèè èíôîðìàöè-
îííûõ êðèòåðèåâ Àêàéêà AIC, è BIC (ôóíêöèè AIC() BIC(). Íàèëó÷øåé ïðèçíàíà ìî-
äåëü ñ íàèìåíüøèìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ ARIMA (0, 1, 1)(0, 1, 1)12 . 𝑡 -ñòàòèñòèêè
âñåõ êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëè ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå áîëüøå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ
𝑡 -êðèòåðèÿ Ñòüþäåíòà (ðàâíîãî 1.98 ïðè óðîâíå 𝑝 = 0.05 è ÷èñëå ñòåïåíåé ñâîáîäû
142), ïîýòîìó êîýôôèöèåíòû ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ çíà÷èìûìè íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 5%.

Ìîäåëü ARIMA (0, 1, 1)(0, 1, 1)12 â îïåðàòîðíîì âèäå (â ñêîáêàõ óêàçàíû ñòàíäàðò-
íûå îøèáêè îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ) èìååò âèä

(1−𝐵12)(1−𝐵)𝑥𝑡 = (1− 0.81352
(0.10358)

𝐵12)(1− 0.41995
(0.08252)

𝐵)𝜀𝑡. (1)

Ïðîâåðêà àäåêâàòíîñòè ìîäåëè (àíàëèç îñòàòêîâ) âûïîëíÿëàñü ïî êðèòåðèÿì îò-
ñóòñòâèÿ àâòîêîððåëÿöèè îñòàòêîâ, íîðìàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ îñòàòêîâ è ïîñòî-
ÿíñòâà äèñïåðñèè. Âñå êðèòåðèè áûëè âûïîëíåíû. Îöåíêó òî÷íîñòè ìîäåëè âûïîë-
íÿëàñü íà îñíîâàíèè ðåòðîïðîãíîçà. Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ðåòðîïðîãíîçà ïî
ìîäåëè (1) íå ïðåâûøàåò 7%.

Заключение. Ïðîâåäåííûé àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî ïîòðåáëåíèå ïðèðîäíîãî ãàçà â
Ãðîäíåíñêîé îáëàñòè äåìîíñòðèðóåò ÿâíóþ ñåçîííóþ ñîñòàâëÿþùóþ è òðåíä. Ìî-
äåëü ARIMA (0, 1, 1)(0, 1, 1)12 îêàçàëàñü àäåêâàòíîé è çíà÷èìîé äëÿ îïèñàíèÿ âðåìåí-
íîãî ðÿäà. Ðåòðîïðîãíîç ìîäåëè ïîêàçàë îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü, íå ïðåâûøàþ-
ùóþ 7%, ÷òî ïîäòâåðæäàåò åå âûñîêóþ òî÷íîñòü Äàííûé ïîäõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ
ìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïîòðåáëåíèÿ ãàçà è ïëàíèðîâàíèÿ ðåñóð-
ñîñíàáæåíèÿ â ðåãèîíå.
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КЛАССИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ТИПА КЛЕЙНА–ГОРДОНА–ФОКА

С ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМИ ПОЛИНОМАМИ
В ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯХ
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Для уравнения типа Клейна–Гордона–Фока, заданным в полуполосе, рас-
сматриваются смешанная задача с дифференциальными полиномами в
граничных условиях, для которой исследуются вопросы, связанные с су-
ществованием и единственностью классического решения.

Постановка задачи. Ðàññìîòðèì íà ìíîæåñòâå 𝑄 = {x : x ∈ R2, 𝑥0 ∈ [0,+∞),
𝑥1 ∈ [0, 𝑙])} ñìåøàííóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ òèïà Êëåéíà�Ãîðäîíà�Ôîêà

𝜕2𝑥0𝑢− 𝑎2𝜕2𝑥1𝑢− 𝜆𝑢 = 𝑓, (1)
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ãäå 𝜆 : R2 ∋ 𝑥 → 𝜆(𝑥) ∈ R, 𝑓 : R2 ∋ 𝑥 → 𝑓(𝑥) ∈ R íåêîòîðûå çàäàííûå ôóíêöèè.
Ê óðàâíåíèþ (1) ïðèñîåäèíÿþòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ òèïà Êîøè

𝑢|𝑥0 = 𝜙(𝑥1), 𝜕𝑥0𝑢|𝑥0 = 𝜓(𝑥1), 𝑥1 ∈ [0, 𝑙] (2)

è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ∑︁
|𝛼|⩽nj

𝑟
(𝛼)
𝑗 (𝑥0)

𝜕|𝛼|𝑢

𝜕𝛼0
𝑥0 𝜕

𝛼1
𝑥1

(𝑥0, 𝑗) = 𝜇(𝑗)(𝑥0), 𝑗 ∈ {0, 𝑙}, 𝑛𝑗 ∈ N, 𝑛𝑗 ⩾ 2. (3)

Теорема. Пусть функции 𝜆, 𝑓 ∈ 𝐶2𝑛𝑚+𝑘𝜁𝑗 , 𝜇(𝑗), 𝑟
(𝛼)
𝑗 ∈ 𝐶𝑛𝑗+𝑘𝜁𝑗([0,+∞)), 𝜙 ∈

∈ 𝐶2𝑛𝑚+𝑘𝜁𝑗 , 𝜓 ∈ 𝐶2𝑛𝑚−1+𝑘𝜁𝑗 , 𝑗 ∈ {0, 𝑙} где 𝑛𝑚 = max(𝑛0, 𝑛𝑙), 𝜁𝑗 определяет ско-
рость ухудшения гладкости решения и зависит от оператора граничных условий (3).
Тогда классическое решение 𝑢 задачи (1)–(3) существует и единственно в классе
𝐶𝑛𝑚([0, 𝑘𝑙/𝑎]× [0, 𝑙]) тогда и только тогда, когда выполняются условия согласования

𝑛𝑗−1∑︁
𝜈𝑗=0

𝑑𝑖𝛽(𝑗)
𝜈𝑗
(𝑗)𝐶(0)

𝜈𝑗
+

𝑛𝑗−1∑︁
𝜈𝑗=0

𝑑𝑖+𝑛0

(︂
𝛽(𝑗)
𝜈𝑗
(𝑧)

𝑧∫︁
𝜉𝑗

𝑊
(𝑗)
𝜈𝑗+1(𝜏)

𝑟
𝑛𝑗

𝑗 (𝜏)𝑊 (𝑗)(𝜏)
𝑑𝜏

)︂
, 𝑖 = 0, 𝑘𝜁𝑗,

где 𝛽
(𝑗)
𝜈𝑗 – функции фундаментальной системы решений уравнения (3), 𝑊 (𝑗) – опре-

делитель Вронского данной системы.
Доказательство. Äàííàÿ òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà õàðàê-

òåðèñòèê, îïèñàííîãî â [1, ñ. 134], ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, êîòîðûé
ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà Âîëü-
òåððû âòîðîãî ðîäà [2] è ñâåäåíèé î ðàçðåøèìîñòè ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé [3, c. 92].

Замечание. Åñëè 𝜁𝑗 = 0, 𝑗 ∈ {0, 𝑙}, òî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü êëàññè-
÷åñêîãî ðåøåíèÿ 𝑢 çàäà÷è (1)�(3) ìîæíî äîêàçàòü äëÿ 𝑥0 ∈ [0,+∞).
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МЕТОД ОПИСАНИЯ РЕШЕНИЙ МОДЕЛИ ЛЕОНТЬЕВА–
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Рассматриваются методы описания решений модели Леонтьева–Форда в
конечномерных пространствах и идеальных пространствах.

Â äîêëàäå ïðèâîäèòñÿ íåÿâíûé ìåòîä îïèñàíèÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé
îòêðûòîé ìîäåëè Ëåîíòüåâà�Ôîðäà [1], â êîòîðîé èçó÷àþòñÿ îäíîâðåìåííî äâà ïðî-
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öåññà: ïðîöåññ ïðîèçâîäñòâà áëàã äëÿ ïîòðåáèòåëåé è ïðîöåññ óíè÷òîæåíèÿ óùåðáîâ â
îêðóæàþùåé ñðåäå, âîçíèêàþùèõ â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà áëàã. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ
ýòîé ìîäåëè îáðàçóþò ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:

𝑥 = 𝐴11𝑥+ 𝐴12𝑦 + 𝑐,

𝑦 = 𝐴21𝑥+ 𝐴22𝑦 − 𝑑, (1)

ãäå âåêòîð 𝑥 ∈ R𝑚
+ îïèñûâàåò îáúåìû ïðîèçâîäèìûõ â ñèñòåìå áëàã, âåêòîð 𝑦 ∈ R𝑛

+ �
îáúåìû óùåðáîâ, âîçíèêàþùèõ â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà è óíè÷òîæàåìûõ â ñèñòåìå,
âåêòîð 𝑐 ∈ R𝑚

+ � îáúåìû ïîòðåáëÿåìûõ áëàã, âåêòîð 𝑑 ∈ R𝑛
+ � îáúåìû óùåðáîâ,

îñòàþùèõñÿ â ïðèðîäå â ðåçóëüòàòå ïðîèçâîäñòâà; 𝐴𝑖𝑗 (𝑖, 𝑗 = 1, 2) � íåîòðèöàòåëü-
íûå ìàòðèöû. Ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé â òîì ñìûñëå, ÷òî íà ïðîèçâîäèìûå áëàãà
ñóùåñòâóåò ñïðîñ, ò. å. 𝑐 ̸= 0.

Íåîáõîäèìîñòü ðàçðàáîòêè ñïîñîáà, ïîçâîëÿþùåãî îïèñàòü ìíîæåñòâî âñåõ ðåøå-
íèé îòêðûòîé ìîäåëè Ëåîíòüåâà�Ôîðäà, âîçíèêàåò âcëåäñòâèå òîãî, ÷òî ñèñòåìà ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè, îêàçûâàåòñÿ íåäîîïðå-
äåëåííîé: íåèçâåñòíûìè â ñèñòåìå (1) ÿâëÿþòñÿ íå òîëüêî âåêòîðû 𝑥 è 𝑦, íî è âåêòîð
𝑑. Òàêîé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ êîíå÷íîìåðíîé ìîäåëè Ëåîíòüåâà�Ôîðäà áûë ïðåäëîæåí
â [2].

Ñïîñîá îïèñàíèÿ ðåøåíèé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ê èìåþùèìñÿ äâóì óðàâíåíèÿì
ñèñòåìû (1) äîáàâëÿåòñÿ òðåòüå, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé âûðàæåíèå âåêòîðà 𝑑 ÷åðåç
𝑥 è 𝑦 :

𝑑 = Λ(𝐴21𝑥+ 𝐴22𝑦),

ãäå Λ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñâîéñòâó 0 ⩽ Λ ⩽ 𝐼. Ïðè ýòîì
íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå (𝑥, 𝑦, 𝑑) ñèñòåìû (1), ÿâëÿþùååñÿ òàêæå ðåøåíèåì íîâîé
ñèñòåìû ñ ôèêñèðîâàííîé ìàòðèöåé Λ, íàçûâàåòñÿ Λ -решением ñèñòåìû (1).

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ñëó÷àé îòêðûòîé ìîäåëè Ëåîíòüå-
âà�Ôîðäà â èäåàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ áëàã ÷åðåç Ω+, à
ìíîæåñòâî âñåõ óùåðáîâ ÷åðåç Ω−. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ìîäåëè Ëåîíòüåâà�Ôîðäà â
èäåàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ îáðàçóþò ñèñòåìó

𝑥(𝜔) = 𝐴11𝑥(𝜔) + 𝐴12𝑦(𝜔) + 𝑐(𝜔),

𝑦(𝜔) = 𝐴21𝑥(𝜔) + 𝐴22𝑦(𝜔)− 𝑑(𝜔), (2)

ãäå 𝑥, 𝑐 ∈ 𝑋, 𝑦, 𝑑 ∈ 𝑌 � íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè, èìåþùèå òàêîé æå ýêîíîìè÷åñêèé
ñìûñë, êàê è ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðû â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå (𝑋 � èäåàëüíîå
ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà Ω+, 𝑌 � èäåàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà Ω−); 𝐴𝑖𝑗
(𝑖, 𝑗 = 1, 2) � ëèíåéíûå ïîëîæèòåëüíûå îïåðàòîðû; 𝐴11 : 𝑋 → 𝑋, 𝐴12 : 𝑌 → 𝑋,
𝐴21 : 𝑋 → 𝑌, 𝐴22 : 𝑌 → 𝑌. Ôóíêöèÿ 𝑐 ïðåäïîëàãàåòñÿ çàäàííîé, à ôóíêöèè 𝑥, 𝑦 è
𝑑 � íåèçâåñòíûìè, â ñèëó ÷åãî ñèñòåìà (2) îêàçûâàåòñÿ íåäîîïðåäåëåííîé.

Â ðàáîòå [3] ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èññëåäîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ðå-
øåíèé äëÿ ìîäåëè Ëåîíòüåâà�Ôîðäà â èäåàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñâîäèòñÿ ê èññëåäî-
âàíèþ íåîòðèöàòåëüíîé ðàçðåøèìîñòè îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

ℎ(𝜔) = 𝐴Λℎ(𝜔) + 𝑤(𝜔),
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ãäå ℎ(𝜔) = 𝑥(𝜔) äëÿ 𝜔 ∈ Ω+, ℎ(𝜔) = 𝑦(𝜔) äëÿ 𝜔 ∈ Ω−, 𝑤(𝜔) = 𝑐(𝜔) äëÿ 𝜔 ∈ Ω+,
𝑤(𝜔) = 0 äëÿ 𝜔 ∈ Ω−,

𝐴Λℎ(𝜔) =

{︃
𝐴11𝑥(𝜔) + 𝐴12𝑦(𝜔), åñëè 𝜔 ∈ Ω+,

(𝐼 − Λ)𝐴21𝑥(𝜔) + (𝐼 − Λ)𝐴22𝑦(𝜔), åñëè 𝜔 ∈ Ω−.

Ïðèâîäèòñÿ êðèòåðèé òîãî, ÷òî íåðàâåíñòâî 𝜌(𝐴Λ) < 1 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëî-
âèåì ñóùåñòâîâàíèÿ Λ -ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2).
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В представленной работе рассматривается вопрос математического моде-
лирования импульсных нейронных сетей на основе нелинейных эволюци-
онных операторов с обобщенными импульсными характеристиками.

Èìïóëüñíûå íåéðîííûå ñåòè, ìîäåëèðóåìûå íåéðîíû êîòîðîé áëèæå ê ðåàëüíîñòè,
òàêæå ó÷èòûâàåò âëèÿíèå èíôîðìàöèè î âðåìåíè. Èäåÿ òàêîâà: íåéðîí â äèíàìè÷å-
ñêîé íåéðîííîé ñåòè àêòèâèðóåòñÿ íå ïðè êàæäîé èòåðàöèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ, à òîëü-
êî òîãäà, êîãäà åãî ìåìáðàííûé ïîòåíöèàë äîñòèãàåò îïðåäåëåííîãî çíà÷åíèÿ. Êîãäà
íåéðîí àêòèâèðóåòñÿ, îí ïîäàåò ñèãíàë äðóãèì íåéðîíàì, ïîâûøàÿ èëè ïîíèæàÿ èõ
ìåìáðàííûé ïîòåíöèàë.

Â èìïóëüñíîé íåéðîííîé ñåòè òåêóùèé óðîâåíü àêòèâàöèè íåéðîíà îáû÷íî ñ÷è-
òàåòñÿ òåêóùèì ñîñòîÿíèåì, à âõîäíîé âûáðîñ áóäåò ïîâûøàòü òåêóùåå çíà÷åíèå íà
îïðåäåëåííûé ïåðèîä âðåìåíè, à çàòåì ïîñòåïåííî ñíèæàòüñÿ.

Ñ ïîìîùüþ èññëåäîâàíèé â îáëàñòè íåéðîáèîëîãèè ñîçäàåòñÿ ìîäåëü íåéðîííîé
ñåòè íà îñíîâå âðåìåíè ãåíåðàöèè èìïóëüñîâ. Ýòîò íîâûé òèï íåéðîííîé ñåòè èñïîëü-
çóåò ïèêîâîå êîäèðîâàíèå. Ïîëó÷èâ òî÷íóþ ñèíõðîíèçàöèþ èìïóëüñîâ, ýòîò íîâûé
òèï íåéðîííîé ñåòè ìîæåò ïîëó÷èòü áîëüøå èíôîðìàöèè è áîëüøóþ âû÷èñëèòåëü-
íóþ ìîùíîñòü.
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Íåéðîííûå ñåòè èìåþò êàê äèíàìèêó ãåíåðàöèè ïîòåíöèàëà äåéñòâèÿ, òàê è ñåòå-
âóþ äèíàìèêó. Àêòèâíîñòü ïðåñèíàïòè÷åñêèõ íåéðîíîâ ìîäóëèðóåò ìåìáðàííûé ïî-
òåíöèàë ïîñòñèíàïòè÷åñêèõ íåéðîíîâ, ãåíåðèðóÿ ïîòåíöèàëû äåéñòâèÿ èëè èìïóëü-
ñû, êîãäà ìåìáðàííûé ïîòåíöèàë ïðåâûøàåò ïîðîãîâîå çíà÷åíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè èìïóëüñîâ â èìïóëüñíûõ íåéðîííûõ ñåòÿõ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ÷åðåç ñèíàïòè÷åñêèå
ñîåäèíåíèÿ. Ñèíàïñû ìîãóò áûòü êàê âîçáóæäàþùèìè, ïîâûøàþùèìè ìåìáðàííûé
ïîòåíöèàë íåéðîíà ïðè ïîëó÷åíèè âõîäíîãî ñèãíàëà, òàê è òîðìîçíûìè, ñíèæàþùè-
ìè ìåìáðàííûé ïîòåíöèàë íåéðîíà. Ðåçóëüòàò îáó÷åíèÿ èçìåíÿåò âåñ àäàïòèâíîãî
ñèíàïñà. Ãëóáîêèå ñâåðòî÷íûå íåéðîííûå ñåòè â îñíîâíîì èñïîëüçóþòñÿ â ïðèëîæåíè-
ÿõ, ñâÿçàííûõ ñ èçîáðàæåíèÿìè, è îíè ñîñòîÿò èç ðÿäà ñëîåâ ñâåðòêè è îáúåäèíåíèÿ,
çà êîòîðûìè ñëåäóåò êëàññèôèêàòîð ñ ïðÿìîé ñâÿçüþ. Ýòîò òèï ñåòè ïîêàçàë îò-
ëè÷íûå ðåçóëüòàòû â ðàñïîçíàâàíèè èçîáðàæåíèé, ðå÷è, áèîèíôîðìàòèêå, îáíàðóæå-
íèè îáúåêòîâ è ñåãìåíòàöèè. Ïåðâûé ñëîé ñâåðòêè èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê èçâëå÷åíèå
îñíîâíûõ âèçóàëüíûõ ïðèçíàêîâ. Ïîñëåäóþùèå ñëîè èçâëåêàþò âñå áîëåå ñëîæíûå
ôóíêöèè äëÿ öåëåé êëàññèôèêàöèè.

Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü, î êîòîðîé ñîîáùàþò ñîâðåìåííûå ìåòîäû, ïðåäïîëàãàåò, ÷òî
ìåòîäû ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ íà îñíîâå èìïóëüñîâ ðàáîòàþò íàðàâíå ñ òðàäèöèîííûìè
íåéðîííûìè ñåòÿìè. Êðîìå òîãî, èìïóëüñíûå íåéðîííûå ñåòè îñíîâàíû íà ôóíêöèÿõ
÷åëîâå÷åñêîãî ìîçãà, è, êàê è ÷åëîâå÷åñêèé ìîçã â áóäóùåì, èõ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü áó-
äåò íàìíîãî ëó÷øå, ÷åì ó òðàäèöèîííûõ.

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èìïóëüñíûõ íåéðîííûõ ñåòåé ìû ïðèìåíÿåì
èñïîëüçîâàòü òåîðèþ ýâîëþöèîííûõ îïåðàòîðîâ ñ èìïóëüñíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñâåðòêàìè èìïóëüñíûõ ôóíêöèé ñ ïðÿìûìè ñòåïåíÿìè âõîäÿùèõ
èìïóëüñíûõ âîçäåéñòâèé.

Ñèñòåìíûé îïåðàòîð âòîðîé êðàòíîñòè èìååò âèä

𝐴(𝑥, 𝑦) =
∑︁
𝑛1,𝑛2

𝑆𝑛1+𝑛2(𝑎𝑛1,𝑛2*(𝑥⊗𝑛1
⨂︀

𝑦⊗𝑛2)), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋2,

ãäå 𝑋 � èíäóêòèâíûé ïðåäåë ñåìåéñòâà ïðîñòðàíñòâ 𝑋𝑎 áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöè-
ðóåìûõ ôóíêöèé íà ÷èñëîâîé îñè, íîñèòåëè êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ íà [𝑎,∞), 𝑎𝑛1,𝑛2 �
îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ ñ íîñèòåëåì [0,∞)𝑛, 𝑆𝑛1+𝑛2 � îïåðàòîð ñîêðàùåíèÿ ïåðåìåí-
íûõ 𝑛 -ãî ïîðÿäêà (𝑛 = 𝑛1 + 𝑛2), 𝑥⊗𝑛1 � òåíçîðíàÿ ñòåïåíü 𝑛1 -ãî ïîðÿäêà, * �
𝑛 -ìåðíàÿ ñâåðòêà îáîáùåííûõ ôóíêöèé. ×èñëåííîå îïèñàíèå ñîñòîÿíèÿ ìîäåëè ñòðî-
èòñÿ íà êîìïëåêñíûõ êîýôôèöèåíòàõ ïåðåäà÷è â âèäå ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê
íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Ñèñòåìà èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

𝑡∫︁
0

𝐾1(𝑡− 𝑠)𝑥(𝑠)𝑑𝑠+ 𝑥′(𝑡) + 𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡) + 𝑥2(𝑡) + 𝑥(𝑡)𝑦(𝑡) + 𝑦2(𝑡) = 𝑓1(𝑡),

𝑡∫︁
0

𝐾2(𝑡− 𝑠)𝑦(𝑠)𝑑𝑠+ 𝑦′(𝑡) + 𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡) + 𝑥2(𝑡) + 𝑥(𝑡)𝑦(𝑡) + 𝑦2(𝑡) = 𝑓2(𝑡),

ãäå 𝑓1, 𝑓2 � îáîáùåííûå ôóíêöèè ñ íîñèòåëåì íà çàìêíóòîé ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè,
ïîçâîëÿåò îïèñàòü ñîñòîÿíèå ìîäåëè.
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Для линейной автономной дифференциально-разностной системы ней-
трального типа с сосредоточенными запаздываниями получен критерий
существования и способ построения регулятора с обратной связью по на-
блюдаемому выходу, обеспечивающий финитную стабилизацию исходной
системе и конечный (но не произвольный) спектр замкнутой системе. От-
личительной чертой регулятора является отсутствие в структуре распре-
деленного запаздывания, что важно для его практической реализации.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ àâòîíîìíóþ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíóþ ñèñòåìó íåé-
òðàëüíîãî òèïà ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ñîèçìåðèìûìè çàïàçäûâàíèÿìè

(𝐼𝑛 −𝐷(𝜆ℎ))�̇�(𝑡) = 𝐴(𝜆ℎ)𝑥(𝑡) +𝐵(𝜆ℎ)𝑢(𝑡), 𝑡 > 0, (1)

𝑦(𝑡) = 𝐶(𝜆ℎ)𝑥(𝑡), 𝑡 ⩾ 0, (2)

ãäå 𝑥 � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ýòîé ñèñòåìû, 𝑢 � óïðàâëåíèå, 𝑦 � íàáëþäàåìûé âûõîäíîé
ñèãíàë (âûõîä), 𝐼𝑖 ∈ R𝑖×𝑖 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, 𝜆ℎ � îïåðàòîð ñäâèãà, îïðåäåëÿåìûé
äëÿ çàäàííîãî ℎ = const > 0 ïðàâèëîì

(𝜆ℎ)
𝑘𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡− 𝑘ℎ), 𝑘 ∈ N;

𝐷(𝜆) =
∑︀𝑚

𝑖=1𝐷𝑖𝜆
𝑖, 𝐴(𝜆) =

∑︀𝑚
𝑖=0𝐴𝑖𝜆

𝑖, 𝐵(𝜆) =
∑︀𝑚

𝑖=0𝐵𝑖𝜆
𝑖, 𝐶(𝜆) =

∑︀𝑚
𝑖=0𝐶𝑖𝜆

𝑖; 𝐷𝑖 ∈
∈ R𝑛×𝑛, 𝐴𝑖 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐵𝑖 ∈ R𝑛×𝑟, 𝐶𝑖 ∈ R𝑙×𝑛. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) îäíîçíà÷íî
çàäàåòñÿ íà÷àëüíûì óñëîâèåì 𝑥(𝑡) = 𝜙(𝑡), 𝑢(𝑡) ≡ 0, 𝑡 ∈ [−𝑚ℎ, 0]. Ñ÷èòàåì, ÷òî
𝜙 ∈ ̃︀C1([−𝑚ℎ, 0],R𝑛) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, ãäå ̃︀C𝑘(·) � êëàññ ôóíêöèé, 𝑘 − 1 ðàç
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ è èìåþùèõ êóñî÷íî-íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî-
ðÿäêà 𝑘. Óïðàâëåíèå 𝑢 � êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.

Ïóñòü R𝑛×𝑚[𝑝, 𝜆] (R𝑛×𝑚[𝜆]) � ìíîæåñòâî ìàòðèö ðàçìåðà 𝑛×𝑚, ýëåìåíòû êîòîðûõ
ñóòü ïîëèíîìû ïåðåìåííûõ 𝑝, 𝜆 (𝜆), 𝑝

𝐷
= 𝑑/𝑑𝑡 � îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Îïðåäåëèì ðåãóëÿòîð ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ ïî íàáëþäàåìîìó âûõîäó

𝑢(𝑡) = 𝑈11(𝑝𝐷
, 𝜆ℎ)𝑦(𝑡) + 𝑈12(𝑝𝐷

, 𝜆ℎ)�̃�(𝑡),

˙̃𝑥(𝑡) = 𝑈21(𝑝𝐷
, 𝜆ℎ)𝑦(𝑡) + 𝑈22(𝑝𝐷

, 𝜆ℎ)�̃�(𝑡), 𝑡 > 𝑡0. (3)

Çäåñü �̃� ∈ R�̃� � âñïîìîãàòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, 𝑡0 > 0 � íåêîòîðîå ÷èñëî (𝑢(𝑡) ≡ 0,
𝑡 ⩽ 𝑡0), 𝑈11(𝑝, 𝜆) ∈ R𝑟×𝑙[𝑝, 𝜆], 𝑈12(𝑝, 𝜆) ∈ R𝑟×�̃�[𝑝, 𝜆], 𝑈21(𝑝, 𝜆) ∈ R�̃�×𝑙[𝑝, 𝜆], 𝑈22(𝑝, 𝜆) ∈
∈ R�̃�×�̃�[𝑝, 𝜆].

Â ðàáîòå ïîëó÷åí êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ è ïðåäîæåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿ-
òîðà ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ ïî íàáëþäàåìîìó âûõîäó âèäà (3), êîòîðûé îáåñïå÷èò ôè-
íèòíóþ ñòàáèëèçàöèþ èñõîäíîé ñèñòåìå, ò.å. âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 𝑥(𝑡) ≡ 0, 𝑡 ⩾ 𝑡1, è
êîíå÷íûé ñïåêòð çàìêíóòîé ñèñòåìå.
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Теорема. Для того чтобы для системы (1), (2) существовал регулятор (3) необ-
ходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия:

rank [𝑊 (𝑝, 𝑒−𝑝ℎ), 𝐵(𝑒−𝑝ℎ)] = 𝑛 ∀𝑝 ∈ C, rank [𝐼𝑛 −𝐷(𝑧), 𝐵(𝑧)] = 𝑛 ∀𝑧 ∈ C,

rank

[︂
𝑊 (𝑝, 𝑒−𝑝ℎ)
𝐶(𝑒−𝑝ℎ)

]︂
= 𝑛 ∀𝑝 ∈ C, rank

[︂
𝐼𝑛 −𝐷(𝑧)
𝐶(𝑧)

]︂
= 𝑛 ∀𝑧 ∈ C,

где 𝑊 (𝑝, 𝑧) = 𝑝(𝐼𝑛 −𝐷(𝑧))− 𝐴(𝑧).
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РЕШЕНИЕ ПРОБЛЕМЫ РИМАНА ДЛЯ ДВУХ ФУНКЦИЙ
С ПРОИЗВОЛЬНЫМ ЧИСЛОМ ОСОБЫХ ТОЧЕК

Л. А. Хвощинская

Международный государственный экологический институт имени А.Д.Сахарова БГУ,

Минск, Беларусь

ludmila.ark@gmail.com

По заданной группе монодромии из матриц второго порядка построено
дифференциальное уравнение класса Фукса с особыми точками, все пара-
метры которого найдены в явном виде.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà Ðèìàíà [1] îïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû äâóõ ôóíêöèé 𝑌 (𝑧) =
(𝑦1, 𝑦2), àíàëèòè÷åñêèõ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê 𝑎1, 𝑎2, . . .
. . . , 𝑎𝑛, 𝑎𝑛+1 = ∞ ñ ãðóïïîé ìîíîäðîìèè 𝑉1, 𝑉2, . . . , 𝑉𝑛, 𝑉𝑛+1 (𝑉1, 𝑉2 · . . . ·𝑉𝑛, 𝑉𝑛+1 = 𝐸).

Îáîçíà÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà ìàòðèö 𝑊𝑘 = (2𝜋𝑖)−1 ln𝑉𝑘 è 𝑊𝑗𝑘 = (2𝜋𝑖)−1×
× ln(𝑉𝑗 · · ·𝑉𝑘) ñîîòâåòñòâåííî 𝜌𝑘, 𝜎𝑘 è 𝜌𝑗𝑘, 𝜎𝑗𝑘, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, 𝑘 = 2, . . . , 𝑛 + 1, 𝑗 <
< 𝑘 è íàõîäèì ÷èñëà 𝜅 = −

∑︀𝑛+1
𝑘=1(𝜌𝑘 + 𝜎𝑘) (èíäåêñ çàäà÷è). Ïîâåäåíèå ðåøåíèé íà

áåñêîíå÷íîñòè îïðåäåëÿþò ÷èñëà 𝜌∞ = 𝜌𝑛+1 + [(𝜅 + 2)/2], 𝜎∞ = 𝜎𝑛+1 + [(𝜅 + 1)/2].
Âåòâè âñåõ ëîãàðèôìîâ ñîãëàñîâàíû è óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ Ôóêñà

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝜌𝑘 + 𝜎𝑘) + 𝜌∞ + 𝜎∞ = 1.

Теорема. Решение проблемы Римана для двух функций 𝑌 (𝑧) = (𝑦1, 𝑦2) с (𝑛 + 1)
особой точкой 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛, 𝑎𝑛+1 = ∞ удовлетворяет уравнению класса Фукса

𝑑𝑌

𝑑𝑧
= 𝑌

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑆𝑘
𝑧 − 𝑎𝑘

, (1)
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элементы матриц-вычетов

𝑆𝑘 =

(︂
𝑠𝑘 𝛾𝑘/𝑐𝑘
𝑐𝑘 𝑠′𝑘

)︂
которых находятся по формулам

𝑠𝑘 = (𝑑1,𝑘 − 𝑑1,𝑘−1 − 𝜌(𝜌𝑘 + 𝜎𝑘) + 𝑑𝑘,𝑛 − 𝑑𝑘+1,𝑛)/(𝜎 − 𝜌),

𝑠′𝑘 = (𝑑1,𝑘−1 − 𝑑1,𝑘 + 𝜎(𝜌𝑘 + 𝜎𝑘) + 𝑑𝑘+1,𝑛 − 𝑑𝑘,𝑛)/(𝜎 − 𝜌),

𝑐1 = 𝑐, 𝑐2 = 𝑐(𝜏1 − 1), 𝑐𝑗 = 𝑐𝜏1 · · · 𝜏𝑗−2(𝜏𝑗−1 − 1), 𝑗 = 3, . . . , 𝑛− 1,

𝑐𝑛 = −𝑐𝜏1𝜏2 · · · 𝜏𝑛−2,

𝜏 2𝑘𝛾1,𝑘 + 𝜏𝑘(𝛾1,𝑘+1 + 𝛾1,𝑘 − 𝛾𝑘) + 𝛾1,𝑘+1 = 0, 𝛾𝑘 = −(𝑠𝑘 − 𝜌𝑘)(𝑠𝑘 − 𝜎𝑘),

𝛾1,𝑘 = −(𝑠1,𝑘 − 𝜌1,𝑘)(𝑠1,𝑘 − 𝜎1,𝑘),

в которых 𝑠1,𝑘 = (𝑑1,𝑘 + 𝜌𝜎 − 𝜌(𝜌1,𝑘 + 𝜎1,𝑘) − 𝑑𝑘+1,𝑛)/(𝜎 − 𝜌), 𝜌 = −𝜌∞, 𝜎 = 1 − 𝜎∞,
𝑘 = 1, . . . , 𝑛− 2, 𝑐 – произвольная постоянная.

Óðàâíåíèå (1) ñâîäèòñÿ ê îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ êëàññà
Ôóêñà ñ (2𝑛− 1) îñîáîé òî÷êîé

𝑦′′ +

(︂ 𝑛∑︁
𝑘=1

1− 𝜌𝑘 − 𝜎𝑘
𝑧 − 𝑎𝑘

−
𝑛−2∑︁
𝑗=1

1

𝑧 − 𝑏𝑗

)︂
+

(︂ 𝑛∑︁
𝑘=1

𝜌𝑘𝜎𝑘
(𝑧 − 𝑎𝑘)2

+

+
𝑛∑︁

𝑗,𝑘=1
𝑗<𝑘

𝑑𝑗,𝑘 + 𝑑𝑗+1,𝑘−1 − 𝑑𝑗,𝑘−1 − 𝑑𝑗+1,𝑘 − 𝑠𝑗 − 𝑠𝑘
(𝑧 − 𝑎𝑗)(𝑧 − 𝑎𝑘)

+
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑠𝑘
𝑧 − 𝑎𝑘

𝑛−2∑︁
𝑗=1

1

𝑧 − 𝑏𝑗

)︂
𝑦 = 0,

ãäå 𝑏𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛− 2, � êîðíè ìíîãî÷ëåíà

𝑃𝑛−2(𝑧) =
𝑛∏︁
𝑗=1

(𝑧 − 𝑎𝑗)
𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝜏1 · · · 𝜏𝑘−2(𝑎𝑘 − 𝑎𝑘+1)

(𝑧 − 𝑎𝑘)(𝑧 − 𝑎𝑘+1)
,

𝑑

𝑑𝑧
(𝑃𝑛−2(𝑧)) =

𝑛−2∑︁
𝑗=1

1

𝑧 − 𝑏𝑗
.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2) îêðåñòíîñòè êàæäîé îñîáîé òî÷êè
𝑎𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛 + 1, íàéäåíà â âèäå ðÿäîâ, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ îïðåäåëåíû èç
ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîãðàììû ÃÏÍÈ ¾Êîíâåðãåíöèÿ�2025¿, ïîäïðîãðàì-
ìà ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ìåòîäû¿.
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К АППРОКСИМАТИВНОЙ УПРАВЛЯЕМОСТИ
ЛИНЕЙНЫХ НЕСТАЦИОНАРНЫХ СИНГУЛЯРНО

ВОЗМУЩЕННЫХ СИСТЕМ

О. Б. Цехан

Гродненский государственный университет имени Янки Купалы, Гродно, Беларусь

tsekhan@grsu.by

Для двухтемповых систем, моделями которых являются линейные систе-
мы дифференциальных уравнений с малым параметром при части про-
изводных, исследуется задача управляемости в классе 𝛿 -последователь-
ностей – аппроксимативная управляемость. Установлены независящие от
малого параметра условия аппроксимативной управляемости.

Äàíà ëèíåéíàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ
(ËÍÑÂÑ)

�̇�(𝑡) = 𝐴 (𝑡, 𝜇) 𝑧(𝑡) +𝐵 (𝑡, 𝜇)𝑢(𝑡), 𝑧 ∈ R𝑛, 𝑡 ∈ 𝑇 = [𝑡0, 𝑡1] ⊂ R, 𝑧(𝑡0) = 𝑧0. (1)

Çäåñü 𝜇 � ïàðàìåòð, 𝜇 ∈ (0, 𝜇0], 𝜇0 ≪ 1, 𝑛 = 𝑛1 + 𝑛2, 𝑧т(𝑡) =
(︀
𝑥т(𝑡), 𝑦т(𝑡)

)︀
, т �

ñèìâîë òðàíñïîíèðîâàíèÿ, 𝑥 ∈ R𝑛1 � âåêòîð ìåäëåííûõ ïåðåìåííûõ, 𝑦(𝑡) ∈ R𝑛2 �
âåêòîð áûñòðûõ ïåðåìåííûõ, 𝑧т0 = (𝑥т0, 𝑦

т
0) , 𝑥0 ∈ R𝑛1 , 𝑦0 ∈ R𝑛2 , 𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇, �

ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ,

𝐴(𝑡, 𝜇) =
[︀
𝐴0(𝑡) + 𝜇−1𝐴1(𝑡)

]︀
, 𝐵(𝑡, 𝜇) =

[︀
𝐵0(𝑡) + 𝜇−1𝐵1(𝑡)

]︀
,

𝐴0(𝑡) =

(︂
𝐴1(𝑡) 𝐴2(𝑡)
0 0

)︂
, 𝐴1(𝑡) =

(︂
0 0

𝐴3(𝑡) 𝐴4(𝑡)

)︂
,

𝐵0(𝑡) =

(︂
𝐵1(𝑡)
0

)︂
, 𝐵1(𝑡) =

(︂
0

𝐵2(𝑡)

)︂
,

𝐴𝑖(𝑡) ∈ R𝑛1×𝑛𝑖 , 𝐴𝑖+2(𝑡) ∈ R𝑛2×𝑛𝑖 , 𝐵𝑖(𝑡) ∈ R𝑛𝑖 , 𝑖 = 1, 2, � íåïðåðûâíûå íà 𝑇 ìàòðè÷-
íûå ôóíêöèè.

Ïóñòü 𝐹 (𝑡, 𝜇) � êàêàÿ-ëèáî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû �̇�(𝑡) = 𝐴 (𝑡, 𝜇) 𝑧(𝑡),
íîðìèðîâàííàÿ ïðè 𝑡 = 𝑡0.

Определение 1. Ïðè ôèêñèðîâàííîì 𝜇 ∈ (0, 𝜇0] ЛНСВС (1) имеет класс 𝑛− 1 ,
åñëè 𝑛 -âåêòîð-ôóíêöèÿ 𝐻(𝑡, 𝜇) = 𝐹−1(𝑡, 𝜇)𝐵(𝑡, 𝜇) 𝑛 − 1 ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìà íà 𝑇.

Ïóñòü çàôèêñèðîâàíà íåêîòîðàÿ 𝛿 -ïîñëåäîâàòåëüíîñòü [1, ñ. 84] ôóíêöèé. Îïðå-
äåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {𝑢𝑖𝜎(𝑡, 𝜇)} óïðàâëåíèé âèäà (¾áûñòðûå¿ óïðàâëåíèÿ [2])
𝑢𝑖𝜎(𝑡, 𝜇) =

∑︀𝑛−1
𝑗=0 𝑎𝑗(𝜇)𝛿

(𝑗)
𝑖 (𝑡− 𝜎), 𝑡 ∈ 𝑇, ãäå 𝑎𝑗(𝜇) � ïîëèíîìû ïî 𝜇. Ïðè ôèêñèðîâàí-

íûõ 𝜇 ∈ (0, 𝜇0] è óïðàâëåíèè 𝑢𝑖𝜎(𝑡, 𝜇), 𝑡 ∈ 𝑇 îáîçíà÷èì 𝑧(𝑡;𝜇, 𝑧0, 𝑢𝑖𝜎( ·, 𝜇)) ðåøåíèå
ËÍÑÂÑ (1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì 𝑧0.

Определение 2. Ïðè ôèêñèðîâàííîì 𝜇 ∈ (0, 𝜇0] ЛНСВС (1) аппроксимативно
управляема åñëè îíà èìååò êëàññ 𝑛 − 1 è äëÿ ëþáîãî 𝜎 ∈ 𝑇, ëþáîãî 𝑧0 ∈ R𝑛, äëÿ
ëþáîãî 𝜀 > 0, íàéäåòñÿ íîìåð 𝑖0(𝑧0, 𝜀), òàêîé ÷òî ||𝑧(𝜎;𝜇, 𝑧0, 𝑢𝑖𝜎( ·, 𝜇))|| ⩽ 𝜀 äëÿ
ëþáîãî 𝑖 > 𝑖0.
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Àïïðîêñèìàòèâíî óïðàâëÿåìóþ ËÍÑÂÑ ìîæíî ñ ïîìîùüþ ãëàäêèõ óïðàâëåíèé
èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {𝑢𝑖𝜎(𝑡, 𝜇)} èç ëþáîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ 𝑧0 ïåðåâåñòè â
ñêîëü óãîäíî ìàëóþ 𝜀 -îêðåñòíîñòü íóëåâîãî ñîñòîÿíèÿ çà ñêîëü óãîäíî ìàëîå âðåìÿ,
ïðåäøåñòâóþùåå ìîìåíòó 𝜎.

Îïðåäåëèì ìàòðèöû

𝐴𝑠(𝑡)
Δ
= 𝐴1(𝑡)− 𝐴2(𝑡)𝐴

−1
4 (𝑡)𝐴3(𝑡), 𝐵𝑠(𝑡)

Δ
= 𝐵1(𝑡)− 𝐴2(𝑡)𝐴

−1
4 (𝑡)𝐵2(𝑡);

𝑛 -âåêòîð ôóíêöèè 𝑞𝑗𝑖 (𝑡), 𝑗 = 0, 𝑖, 𝑖 = 0, 𝑛− 1 ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì 𝑞𝑗𝑖 (𝑡) =(︀
𝐴0(𝑡)𝑞𝑗𝑖−1(𝑡)+𝐴

1(𝑡)𝑞𝑗−1
𝑖−1 (𝑡)−𝑞

𝑗
𝑖−1(𝑡)

)︀
, 𝑞00(𝑡) = 𝐵0(𝑡), 𝑞10(𝑡) = 𝐵1(𝑡), 𝑞𝑗𝑖 (𝑡) = 0 ïðè 𝑗 < 0

èëè 𝑗 > 𝑖+ 1; 𝑛1 -âåêòîð ôóíêöèè 𝑞𝑠𝑖(𝑡), 𝑖 = 0, 𝑛1 − 1, è 𝑛2 -âåêòîð ôóíêöèè, 𝑞𝑓𝑖(𝑡),
𝑖 = 0, 𝑛2 − 1, ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì 𝑞𝑠𝑖(𝑡) = 𝐴𝑠(𝑡)𝑞𝑠,𝑖−1(𝑡) − 𝑞𝑠,𝑖−1(𝑡), 𝑞𝑠0(𝑡) =
= 𝐵𝑠(𝑡), 𝑞𝑠𝑖(𝑡) = 0 ïðè 𝑖 < 0, 𝑞𝑓𝑖(𝑡) = 𝐴4(𝑡)𝑞𝑓,𝑖−1(𝑡), 𝑞𝑓0(𝑡) = 𝐵2(𝑡), 𝑞𝑓𝑖(𝑡) = 0 ïðè
𝑖 < 0.

Ñîñòàâèì ìàòðèöû 𝑄𝑠(𝑡) = {𝑞𝑠𝑖(𝑡), 𝑖 = 0, 𝑛1 − 1}, 𝑄𝑓 (𝑡) = {𝑞𝑓𝑖(𝑡), 𝑖 = 0, 𝑛2 − 1}.
Теорема. Если функции 𝑞𝑗𝑖 (𝑡), 𝑖 = 0, 𝑛− 1, 𝑗 = 0, 𝑖, непрерывно-дифференцируемы

на 𝑇, то ЛНСВС (1) имеет класс 𝑛 − 1 для любого 𝜇 > 0. Если к тому же
𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑄𝑠(𝑡) = 𝑛1, 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑄𝑓 (𝑡) = 𝑛2, для любого 𝑡 ∈ 𝑇, то ЛНСВС (1) аппроксима-
тивно управляема на 𝑇 при всех достаточно малых 𝜇 ∈ (0, 𝜇0].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ Ðåñïóá-
ëèêè Áåëàðóñü â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîé ïðîãðàììû íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé Ðåñïóá-
ëèêè Áåëàðóñü íà 2021�2025 ãã. (øèôð çàäàíèÿ ¾Êîíâåðãåíöèÿ 1.2.04¿).

Библиографические ссылки

1. Антосик П., Микусинский Я., Сикорский Р. Теория обобщенных функций. Секвенци-
альный подход. М., 1976.

2. Куржанский А. Б. О синтезе импульсных управлений и теории быстрых управлений
// Тр. МИАН. 2010. Т. 268. C. 215–230.

ЭКРАНИРОВАНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ
ТОНКОСТЕННЫМ СФЕРИЧЕСКИМ ЭКРАНОМ

Г. Ч. Шушкевич

Гродненский государственный университет имени Янки Купалы, Гродно, Беларусь

gsys@grsu.by

Рассматривается аналитическое решение задачи экранирования высоко-
частотного электромагнитного поля тонкостенным сферическим экраном.
Для аналитического решение поставленной задачи используются вектор-
ные сферические волновые функции.

Ýëåêòðîìàãíèòíàÿ îáñòàíîâêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü ýëåêòðîìàãíèò-
íûõ ïîëåé â çàäàííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, êîòîðàÿ ìîæåò âëèÿòü êàê íà áèîëîãè÷å-
ñêèå îáúåêòû, òàê è íà ôóíêöèîíèðîâàíèå êîíêðåòíûõ ýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâà. Äëÿ
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ñîçäàíèÿ áëàãîïðèÿòíîé ýëåêòðîìàãíèòíîé îáñòàíîâêè ïðîèçâîäèòñÿ ýëåêòðîìàãíèò-
íîå ýêðàíèðîâàíèå [1]. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå R3 íàõîäèòñÿ òîíêîñòåííûé ñôåðè÷å-
ñêèé ýêðàí òîëùèíîé ∆, îãðàíè÷åííûé ñôåðè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè 𝑆2(𝑟 = 𝑎2) è
𝑆1(𝑟 = 𝑎1), 𝑎2> 𝑎1. Îáîçíà÷èì âíåøíþþ ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà ïî îòíîøåíèþ ê ýêðàíó
÷åðåç 𝐷2(𝑟 > 𝑎2), âíóòðåííþþ � ÷åðåç 𝐷1(𝑟 < 𝑎1). Òîíêîñòåííûé ýêðàí âûïîëíåí èç
ìàòåðèàëà ñ ýëåêòðîìàãíèòíûìè ïàðàìåòðàìè 𝜀, 𝜇, 𝛾 : 𝜀 � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðî-
íèöàåìîñòü, 𝜇 � àáñîëþòíàÿ ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü, 𝛾 � óäåëüíàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ
ïðîâîäèìîñòü Îáëàñòü 𝐷𝑚, 𝑚 = 1, 2, çàïîëíåíà ñðåäîé ñ ýëåêòðîìàãíèòíûìè ïàðà-
ìåòðàìè 𝜀𝑚, 𝜇𝑚, 𝛾𝑚. Â îáëàñòè 𝐷2 ðàñïîëîæåí èñòî÷íèê ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ �
ìàãíèòíûé äèïîëü Ãåðöà, êîëåáëþùèéñÿ ñ êðóãîâîé ÷àñòîòîé 𝜔.

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî íà ïîâåðõíîñòÿõ 𝑆1 è 𝑆2 îòñóòñòâóþò ïîâåðõíîñòíûå òîêè
è çàðÿäû. Äëÿ òîíêîñòåííûõ îáîëî÷åê ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå âíóòðè îáîëî÷êè íå
èññëåäóåòñÿ. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ðàññìàòðèâàþò íà ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè 𝑆𝑐 [2, 3].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç �⃗�𝑒, �⃗�𝑒 âåêòîðû íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî
ïîëåé äèïîëÿ ñîîòâåòñòâåííî. Â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ äèïîëÿ ñ òîíêîñòåííûì ýêðàíîì îáðàçóþòñÿ âòîðè÷íûå ïîëÿ. Ïóñòü �⃗�𝑚, �⃗�𝑚 �
âòîðè÷íûå ïîëÿ â îáëàñòè 𝐷𝑚,𝑚 = 1, 2.

Постановка задачи. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü âòîðè÷íûå ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ
�⃗�2, �⃗�2 ∈ 𝐶1(𝐷2)

⋂︀
𝐶(�̄�2), �⃗�1, �⃗�1 ∈ 𝐶(𝐷1)

⋂︀
𝐶(�̄�1), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò:

� óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà [2]

rot�⃗�𝑚 = 𝑖𝜔𝜇𝑚�⃗�𝑚, rot�⃗�𝑚 = −𝑖𝜔𝜀𝑚�⃗�𝑚, 𝑚 = 1, 2;

� ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû 𝑆𝑐

[�⃗�, �⃗�𝑒 + �⃗�2 − �⃗�1]|𝑆𝑐 = 𝑍[�⃗�, [�⃗�𝑒 + �⃗�2 + �⃗�1, �⃗�]]|𝑆𝑐 ,

[�⃗�, �⃗�𝑒 + �⃗�2 − �⃗�1]|𝑆𝑐 = 𝐺[�⃗�, [�⃗�𝑒 + �⃗�2 + �⃗�1, �⃗�]]|𝑆𝑐 ,

𝑍 = 𝑖𝑘 tg (0.5𝑘∆)/𝜔𝜀, 𝐺 = 𝑖𝑘 tg (0.5𝑘∆)/𝜔𝜇, 𝑘 = 𝜔
√
𝜀𝜇,

ãäå �⃗� � åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè 𝑆𝑐;
� óñëîâèþ íà áåñêîíå÷íîñòè

lim
𝑟→∞

𝑟

(︂
𝜕�⃗�2

𝜕𝑟
− 𝑖𝑘2�⃗�2

)︂
= 0, lim

𝑟→∞
𝑟

(︂
𝜕�⃗�2

𝜕𝑟
− 𝑖𝑘2�⃗�2

)︂
= 0.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âòîðè÷íûå ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ ïðåäñòàâèì â âèäå ñó-
ïåðïîçèöèè âåêòîðíûõ ñôåðè÷åñêèõ âîëíîâûõ ôóíêöèé [4]. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî
êîýôôèöèåíòîâ, âõîäÿùèõ â ïðåäñòàâëåíèå âòîðè÷íîãî ïîëÿ.
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CLASSICAL SOLUTION OF AN INITIAL-BOUNDARY VALUE
PROBLEM WITH A MIXED BOUNDARY CONDITION

AND CONJUGATION CONDITIONS
FOR A MILDLY QUASILINEAR WAVE EQUATION

V. I. Korzyuk1,2), J. V. Rudzko1)

1)Institute of Mathematics of the National Academy of Sciences of Belarus, Minsk, Belarus;
2)Belarusian State University, Minsk, Belarus

korzyuk@bsu.by, janycz@yahoo.com

We consider an initial-boundary value problem for a mildly quasilinear wave
equation in the first quadrant in which we pose the Cauchy conditions on
the spatial half-line, a mixed boundary condition on the time half-line, and
conjugation conditions on some characteristics. We prove the uniqueness of
the solution and establish the conditions under which a classical solution ex-
ists.

In this report, we consider the following mixed problem⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2𝑎𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜕𝑡𝑢(𝑡, 𝑥), 𝜕𝑥𝑢(𝑡, 𝑥)), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄,

𝑢(0, 𝑥) = 𝜙(𝑥), 𝜕𝑡𝑢(0, 𝑥) = 𝜓(𝑥), 𝑥 ∈ [0,∞),

𝑢(𝑡, 0) = 𝜇1(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑡*),

𝜕𝑥𝑢(𝑡, 0) = 𝜇2(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡*,∞),

(1)

where 𝑄 = (0,∞) × (0,∞), 2𝑎 = 𝜕2𝑡 − 𝑎2𝜕2𝑥 is the d’Alembert operator (𝑎 > 0 for
definiteness), 𝑡* is a positive real number, 𝑓 is a function given on the set 𝑄 × R3, 𝜙
and 𝜓 are functions given on the half-line [0,∞), 𝜇1 is a function given on the segment
[0, 𝑡*), and 𝜇2 is a function given on the half-line [𝑡*,∞).

Previously, we have announced the existence and uniqueness theorem of a classical
solution of the problem (1) under some smoothness and compatibility conditions [1, 2].
But in the present work we won’t assume that these compatibility conditions hold.

We present the main results of this report in the following theorem.
Theorem. Let the conditions 𝑓 ∈ 𝐶1(𝑄×R), 𝜙 ∈ 𝐶2([0,∞)), 𝜓 ∈ 𝐶1([0,∞)), 𝜇1 ∈

∈ 𝐶2([0, 𝑡*]), 𝜇2 ∈ 𝐶1([𝑡*,∞)) be fulfilled, and let the function 𝑓 satisfy the Lipschitz
condition

|𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑡, 𝑢𝑥)− 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑧𝑡, 𝑧𝑥)| ⩽ 𝐿(𝑡, 𝑥)(|𝑢− 𝑧|+ |𝑢𝑡 − 𝑧𝑡|+ |𝑢𝑥 − 𝑧𝑥|)

with a continuous function 𝐿 : 𝑄 ↦→ [0,∞). The mixed problem (1) with conjugation
conditions

[(𝑢)+ − (𝑢)−](𝑡, 𝑥 = 𝑎𝑡) = 𝛾(𝑡;𝜙(0)− 𝜇1(0)), [(𝑢)+ − (𝑢)−](𝑡, 𝑥 = 𝑎𝑡− 𝑎𝑡*) = 0,

where 𝛾 : [0,∞) ∋ 𝑡 ↦→ 𝛾 (𝑡;𝜙(0)− 𝜇1(0)) ∈ R is a function with one parameter 𝜙(0) −
− 𝜇1(0) that satisfies the natural comparability condition

𝛾(𝑡; 0) = 0, 𝑡 ∈ [0,∞), 𝛾(0; 𝑠) = 𝑠, 𝑠 ∈ R,
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has a unique solution 𝑢 in the class 𝐶2( ̃︀𝑄)⋂︀𝐶( ̃︀𝑄0), where ̃︀𝑄 = 𝑄 ∖ {(𝑡, 𝑥) : 𝑥 − 𝑎𝑡 =

= 0∨𝑥−𝑎𝑡 = −𝑎𝑡*} and ̃︀𝑄0 = 𝑄∖{(𝑡, 𝑥) : 𝑥−𝑎𝑡 = 0}. This solution depends continuously
on the functions 𝜙, 𝜓, 𝜇1, 𝜇2, and 𝛾.

The talk is based on a recent preprint [1]. The obtained results expand the previously
known ones [3, 4].

The report was financially supported by the National Academy of Sciences of Belarus
in the framework of implementing the scientific research program “Solutions of problems
with non-smooth boundary conditions for hyperbolic equations” (agreement No 2024-25-
141) and Ministry of Education of the Republic of Belarus & the National Academy of
Sciences of Belarus in the framework of implementing the state scientific research program
“Convergence–2025” (state reg. No 20212281).
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Consider second-order quasi-linear equations with two independent variables in homo-
geneous isotropic media without perturbations [1]:

𝐴11𝑢𝑡𝑡 + 2𝐴12𝑢𝑡𝑥 + 𝐴22𝑢𝑥𝑥 + 𝐴1𝑢𝑡 + 𝐴2𝑢𝑥 + 𝜆𝑓(𝑢) = 0, (1)

where 𝐴𝑖, 𝐴𝑖𝑗, 𝜆 ∈ R; 𝜆 ̸= 0, 𝑓(𝑢) is a function by 𝑢.
This quasi-linear equation has the following classi�cation:
1) 𝐴2

12 − 𝐴11𝐴22 > 0 � hyperbolic type;
2) 𝐴2

12 − 𝐴11𝐴22 < 0 � elliptical type;
3) 𝐴2

12 − 𝐴11𝐴22 = 0 � parabolic type.



50 Математическое моделирование и дифференциальные уравнения

By some transformations, equation (1) is reduced to the following four types of equa-
tions:

𝑢𝑡𝑥 + 𝐴1𝑢𝑡 + 𝐴2𝑢𝑥 + 𝜆𝑓(𝑢) = 0, (2)

𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + 𝐴1𝑢𝑡 + 𝐴2𝑢𝑥 + 𝜆𝑓(𝑢) = 0, (3)

𝑢𝑡𝑡 + 𝑢𝑥𝑥 + 𝐴1𝑢𝑡 + 𝐴2𝑢𝑥 + 𝜆𝑓(𝑢) = 0, (4)

𝑢𝑡 + 𝐴22𝑢𝑥𝑥 + 𝐴2𝑢𝑥 + 𝜆𝑓(𝑢) = 0. (5)

Equation (2) is a hyperbolic nonlinear Klein–Gordon equation in the first form. Equa-
tion (3) is a hyperbolic nonlinear Klein–Gordon equation in the second form. Equation (4)
is an elliptic nonlinear Klein–Gordon equation. The equation (5) is a nonlinear convection–
diffusion equation.

The reduction for equation (1) will be carried out using symmetries and substitution
of variables 𝑢 = 𝑦(𝑧(𝑡, 𝑥)).

We will look for infinitesimal transformations for equation (1) in the form [2–5]̃︀𝑡 = 𝑡+ 𝜀𝜏(𝑡, 𝑥, 𝑢) + . . . , ̃︀𝑥 = 𝑥+ 𝜀𝜉(𝑡, 𝑥, 𝑢) + . . . , ̃︀𝑢 = 𝑢+ 𝜀𝜂(𝑡, 𝑥, 𝑢) + . . . ,

and ̃︀𝑓(̃︀𝑢) = 𝑓(𝑢) + 𝜀𝑓 (1)(𝑢)𝜂 + . . .
Then the group generator for equation (1) has the form

𝑋 = 𝜏(𝑡, 𝑥, 𝑢)
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝜉(𝑡, 𝑥, 𝑢)

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜂(𝑡, 𝑥, 𝑢)

𝜕

𝜕𝑢
.
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ON FRACTIONAL DERIVATIVE
OF THE MITTAG-LEFFLER TYPE FUNCTIONS

S. V. Rogosin, M. V. Dubatovskaya

Belarusian State University, Minsk, Belarus

rogosinsv@gmail.com, dubatovska@bsu.by

The report is devoted to the calculation of the fractional derivatives of the
Mittag-Leffler function with respect to parameters.

We calculate the fractional derivative of the Mittag-Le�er function. We use both main
types of fractional derivatives, namely, the Riemann�Liouville fractional derivative

(︀
𝑅𝐿𝐷𝜇𝑓(𝜏)

)︀
(𝑡) :=

1

Γ(𝑛− 𝜇)

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛

𝑡∫︁
0

𝑓(𝜏) 𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝜇−𝑛+1
, 𝑛 = [𝜇] + 1,



Материалы V Mеждународной научной конференции 51

and the Dzherbashian�Caputo fractional derivative

(︀
𝐷𝐶𝐷𝜇𝑓(𝜏)

)︀
(𝑡) :=

1

Γ(𝑛− 𝜇)

𝑡∫︁
0

𝑓 (𝑛)(𝜏) 𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝜇−𝑛+1
, 𝑛 = [𝜇] + 1.

It is motivated by the recent approaches to the calculation of the derivatives of special
functions with respect to parameters (see, e.g., [1]) and by the study of evolution equations
in the form proposed in [2].

The Mittag-Leffler function is an entire function of the complex variable 𝑧 defined by
the following power series (see, e.g. [3]):

𝐸𝛼,𝛽(𝑧) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘

Γ(𝛼𝑘 + 𝛽)
,

for every 𝑧, 𝛽 ∈ C and Re𝛼 > 0.
Calculation are based on a complex integral representation of the function 1/Γ(𝑧) valid

for unrestricted 𝑧 (see, e.g., [3, Appendix A]):

1

Γ(𝑧)
=

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐻𝑎−

𝑒𝑡

𝑡𝑧
𝑑𝑡, 𝑧 ∈ C,

with integration along so called Hankel path 𝐻𝑎−.(︂
𝑅𝐿𝐷𝜇

0+,𝛼

1

Γ(𝛼𝑘 + 𝛽)

)︂
(𝛼) = 𝑘𝜇

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐻𝑎−

𝑒𝑠𝑠−𝛼𝑘−𝛽(− ln 𝑠)𝜇−1 𝑑𝑠 =: 𝑘𝜇𝑐𝑘(𝛼, 𝛽),

(︂
𝑅𝐿𝐷𝜇

0+,𝛽

1

Γ(𝛼𝑘 + 𝛽)

)︂
(𝛽) =

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐻𝑎−

𝑒𝑠𝑠−𝛼𝑘−𝛽(− ln 𝑠)𝜇−1 𝑑𝑠 = 𝑐𝑘(𝛼, 𝛽).

Final results is presented in the form of series:

(︀
𝑅𝐿𝐷𝜇

0+,𝛼𝐸𝛼,𝛽
)︀
(𝛼) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑘𝜇𝑐𝑘(𝛼, 𝛽)𝑧
𝑘,

(︀
𝑅𝐿𝐷𝜇

0+,𝛽𝐸𝛼,𝛽
)︀
(𝛼) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘(𝛼, 𝛽)𝑧
𝑘.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÃÏÍÈ ¾Êîíâåðãåíöèÿ�2025¿, ãðàíò
� 1.7.01.4.
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GROUP CLASSIFICATION
OF NEWTON’S POLYNOMIAL EQUATIONS

WITH ONE DEGREE OF FREEDOM

D.S. Zhalukevich
Institute of Mathematics of the National Academy of Sciences of Belarus, Minsk, Belarus;

den.zhal@yandex.by

Consider Newton’s polynomial equations with one degree of freedom, which are often
found in science and technology:

�̈�+
𝑛∑︁
𝑘=0

𝐹𝑘(𝑡, 𝑥)�̇�
𝑘 = 0, (1)

where 𝑛 ∈ N, 𝐹𝑘(𝑡, 𝑥) -analytical functions based on their arguments.
We will look for infinitesimal transformations for equation (1) in the form [1-4]̃︀𝑡 = 𝑡+ 𝜀𝜏(𝑡, 𝑥) + . . . , ̃︀𝑥 = 𝑥+ 𝜀𝜉(𝑡, 𝑥) + . . . , (2)

and ̃︀𝐹𝑘 = 𝐹𝑘 + 𝜀𝑓𝑘 + . . . (3)

Then the group generator for equation (1) has the form

𝑋 = 𝜏(𝑡, 𝑥)
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝜉(𝑡, 𝑥)

𝜕

𝜕𝑥
+

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑓𝑘
𝜕

𝜕𝐹𝑘
. (4)

Based on the speed of movement, the following types are distinguished for equation (1):

�̈�+
1∑︁

𝑘=0

𝐹𝑘(𝑡, 𝑥)�̇�
𝑘 = 0, (5)

�̈�+
2∑︁

𝑘=0

𝐹𝑘(𝑡, 𝑥)�̇�
𝑘 = 0, (6)

�̈�+
𝑛∑︁
𝑘=0

𝐹𝑘(𝑡, 𝑥)�̇�
𝑘 = 0, 𝑛 > 2. (7)

Equation (5) is used at low speeds-the Stokes resistance force acts. Equation (6) is used
at high speeds of motion-the Euler resistance force acts. Equation (7) is used at very high
speeds-the Euler–Bernoulli resistance force acts.
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