
43 

УДК 519.872 

АНАЛИЗ НОВОЙ ДИСЦИПЛИНЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ РЕСУРСА 

МЕЖДУ ЭЛАСТИЧНЫМИ И НЕЭЛАСТИЧНЫМИ ЗАПРОСАМИ  
 

А. Н. Дудин
1)

, О.С. Дудина
2)

 
 

1), 2)
Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 

220030, г. Минск, Беларусь, dudin@bsu.by, dudinа@bsu.by 

 
Исследуется система массового обслуживания с двумя типами запросов и ги-

бридной дисциплиной обслуживания, описанная в статье [1]. Выписан инфинитези-

мальный генератор многомерной цепи Маркова, моделирующей поведение системы. 

Найдено условие существования стационарного режима. Получены формулы для 

нахождения основных характеристик производительности системы.  
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Процесс изменения состояний системы 

Пусть фиксированы целые числа M  и ,N  задающие пропускную 

способность системы и число неэластичных запросов, которые могут од-

новременно обслуживаться в системе массового обслуживания. Тогда 

поведение рассматриваемой системы можно описать регулярной непри-

водимой цепью Маркова (ЦМ) с непрерывным временем 

={ , , , }, 0,t t t t ti n h t    где в момент времени , 0,t t  ti  – число запросов 

второго типа в системе, 0;ti  tn  – число запросов первого типа в систе-

ме, = 0, ;tn N t  – состояние управляющего процесса потока поступления 

запросов первого типа 1,MAP =1, ;t W th  – состояние управляющего про-

цесса потока поступления запросов второго типа 2MAP , =1, .th V  

Перенумеруем состояния ЦМ , 0,t t   в лексикографическом по-

рядке компонент. Совокупность состояний, имеющих значение i  счет-

ной компоненты ti , будем называть уровнем i  ЦМ .t  

Обозначим инфинитезимальный генератор этой цепи как .Q  Матри-

ца Q  содержит интенсивности всех возможных переходов рассматрива-

емой цепи за бесконечно малый интервал времени. Путем внимательного 

анализа интенсивностей этих переходов и дальнейшим формированием 

из них блочных матриц, мы доказали следующее утверждение. 

Теорема 1. Инфинитезимальный генератор Q  ЦМ , 0,t t   имеет 

блочно-трехдиагональную структуру, где ненулевые блоки 

, , | | 1,i jQ i j   определяются следующим образом:  
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( , 1)
, = , 0, 0 < ,n n
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, 1 0 1 ( 1)= diag{ , , , } , > 0,i i N WV N WVQ I i I i        
 

, 1 ( 1) 1= , 0.i i N WQ I H i   
 

 

Здесь I  – единичная матрица; O  – нулевая матрица соответствую-

щей размерности; ( )   – это символ кронекерова произведения (сум-

мы) матриц; diag{ } – это диагональная матрица с диагональными эле-

ментами, приведенными в скобках. 

Условие эргодичности 

Одним из важных этапов исследования модели СМО, определяемой 

случайным процессом с неограниченным пространством состояний, яв-

ляется определение условий существования стационарного режима рабо-

ты системы. 

Сначала рассмотрим случай, когда запросы второго типа являются 

нетерпеливыми, то есть параметр   строго больше нуля. В этом случае 

можно проверить, что исследуемая ЦМ t  принадлежит классу асимпто-

тически квазитеплицевых ЦМ, см. [2]. Используя результаты [2], можно 

формально доказать интуитивно очевидный факт: если запросы второго 

типа нетерпеливы ( > 0 ), то стационарное распределение состояний си-
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стемы существует при любых значениях системных параметров. Это до-

казательство достаточно простое и здесь опускается. 

Далее мы рассматриваем случай, когда запросы второго типа явля-

ются терпеливыми, то есть = 0,  и каждый запрос второго типа должен 

получать полное обслуживание в системе. В этом случае блоки генера-

тора , 1,i iQ  ,i iQ  и , 1i iQ   не зависят от i  и имеют вид:  
 

0 , ( , )
, 0 0 00=0, , =0,

= = ( ) , = ( ) , 0 < ,n m n n
i i n WVn N m N

Q Q Q Q D H n I n N       
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, 1 0 1= = diag{ , , , } , > 0,i i N WVQ Q I i
      

 

, 1 ( 1) 1= = .i i N WQ Q I H
  

 
 

Имея такую форму блоков генератора, можно заключить, что в слу-

чае = 0  рассматриваемая ЦМ , 0,t t   принадлежит классу квазитепли-

цевых ЦМ с непрерывным временем (или ЦМ типа / / 1M G ), см., 

например, [3, 4]. В этом случае необходимое и достаточное условие су-

ществования стационарного режима можно записать следующим обра-

зом:  

 < ,Q Q 
e ey y                                              (1)

 

где вектор y  является единственным решением следующей системы 

 0( ) = , =1.Q Q Q   0 ey y                                   (2)
 

Легко видеть, что матрица 
0Q Q Q    имеет блочно-

трехдиагональный вид с наддиагональными элементами, равными  

1 ,VD I  диагональными элементами 0 ,D  0 ,D I …, 0 ( 1) ,D N I  

0 1 ,VD N I D I     где 0 0= (1),V WD D I I H    и поддиагональными 

элементами ,I 2 ,I , .N I   Следовательно, решение системы (2) мо-

жет быть найдено в виде 2= ( )y x  , где 2 – вектор стационарного 

распределения состояний 2MAP , а x  – вектор стационарного распреде-

ления двухкомпонентной ЦМ ={ , }, 0,t t tn t    с непрерывным време-

нем, описывающей работу системы типа / / / 0MAP M N  с MAP -

потоком, заданным матрицами 0D  и 1,D  и экспоненциально распреде-
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ленным с параметром   временем обслуживания. Здесь tn  определяет 

количество обслуживаемых запросов первого типа, а t  определяет со-

стояние управляющего процесса потока 1MAP . Следовательно, инвари-

антный вектор вероятности x  процесса t  задает стационарное распре-

деление числа запросов первого типа в исследуемой системе при условии 

игнорирования поступления запросов второго типа. Этот вектор опреде-

ляется как  
 

 0 1 ,1 ,2 ,= ( , , , ), = ( , , , ),N n n n n Wx x xx x x x x
 

 

 , = { = , = }, = 0, , =1, ,limn t t
t

x P n n n N W


  
 

 

и его легко найти любым стандартным методом, см., например, [4]. 

Найдя вектор x  и подставив вектор y  в виде 2= ( )y x   в нера-

венство (1), получим, что условие эргодичности можно записать как  

 2 1
=0

<
N

n n
n

H e ex . 

Поскольку 2 2 1= ,H  e  неравенство (1) принимает вид  

2
=0

<
N

n n
n

  ex .                                      (3)  

Таким образом, мы доказали следующую теорему. 

Теорема 2. Если запросы второго типа абсолютно терпеливы ( = 0 ), 

то условием эргодичности  ЦМ , 0,t t   является выполнение неравен-

ства (3), где векторы вероятностей , = 0, ,n n Nx  определяются как векто-

ры совместного распределения количества запросов первого типа в си-

стеме. 

В дальнейшем будем считать, что ЦМ , 0,t t   эргодична. Тогда 

существуют стационарные вероятности 

( , , , )i n h   = { = , = , = , = }.lim t t t t
t

P i i n n h h


   

Стандартным образом из этих вероятностей формируем векторы-

строки  

( , , ) = ( ( , , ,1), ( , , ,2), , ( , , , ), 0, = 0, , =1, ,i n i n i n i n V i n N W          
 

( , ) = ( ( , ,1), ( , ,2), , ( , , ), 0, = 0, ,i n i n i n i n W i n N   
 

 



47 

 = ( ( ,1), ( ,2), , ( , )), 0.i i i i N i    
 

Как известно, векторы стационарных вероятностей можно найти как 

решение системы уравнений равновесия 0 1 0 1( , , ) = ,( , , ) =1.Q 0 e     

В случае = 0,  решение такой бесконечной системы уравнений 

имеет матрично-геометрический вид, см., например, [3] и [4]. 

В более важном и практически актуальном случае > 0  решение 

этой системы представляет собой нетривиальную задачу. Это связано с 

тем, что интенсивности переходов ЦМ , 0,t t   зависят от уровня ЦМ. 

Для решения полученной системы уравнений, мы рекомендуем использо-

вать эффективный и численно устойчивый алгоритм, разработанный в [5]. 

Найдя векторы , 0,i i   стационарных вероятностей, можно подсчи-

тать значения различных характеристик производительности системы. 

Характеристики производительности 

Среднее количество запросов первого (второго) типа на 

обслуживании  

 1 2
=0 =1 =1

= ( , ) , = .
N

serv serv i
i n i

N n i n N i
 

   e e 
 

Среднее количество запросов в системе 
=0 =0

= ( ) ( , ) .
N

i n

L i n i n


  e  

Вероятность того, что в произвольный момент в системе нет 

запросов первого (второго) типа (1) (2)

=0 =0

= ( ,0) , = (0, ) .
N

idle idle
i n

P i P n


 e e   

Интенсивность выходного потока обслуживаемых запросов первого 

(второго) типа 1 1 2
=0 =1 =1 =0

= ( , ) = , = ( , ) .
N N

out serv out n
i n i n

n i n N i n
 

         e e   

Вероятность того, что произвольный запрос первого типа будет 

потерян, 
1

1 1
=01 1

1
= ( , )( ) =1 .out

loss V
i

P i N D I






 

 
e  

Вероятность того, что произвольный запрос второго типа будет 

потерян, 
2

2
=12 2

1
= = 1 .out

loss i
i

P i






 

 
e

 
Средняя пропускная способность B , выделенная для обслуживания 

произвольного запроса второго типа в произвольный момент, 

(2)
=1 =0

1
= ( , ) .

1

N

i nidle

M nX
B i n

iP

 
 


e  
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Вероятность того, что в произвольный момент меньше или равно 

T  Мбит/с выделяется для обслуживания каждого запроса второго типа  

 
(2)

=1 =m {0, }

1
= ( , ) ,

1

N

lessT
M iTiidle n ax

X

P i n
P




 

 


e

 

где a   – минимальное натуральное число, не меньшее значения a . 

Заключение 

Рассмотрена СМО с двумя типами запросов. Запросы первого типа 

(неэластичный трафик) обслуживаются как в стандартной многолиней-

ной СМО с потерями. Оставшаяся часть пропускной способности систе-

мы, а также пропускная способность, выделенная для обслуживания этих 

запросов, но не используемая ими в настоящее время, отдается запросам 

второго типа (эластичный трафик), которые получают обслуживание в 

соответствии с дисциплиной разделения процессора. В качестве возмож-

ного расширения результатов этого исследования на основе представ-

ленной здесь методологии, планируется проанализировать модель с фа-

зовыми распределениями требуемого времени обслуживания и группо-

выми марковскими входными процессами. Используя результаты для так 

называемого обобщенного фазового распределения, см. [6], полученные 

результаты можно распространить на модель, когда имеется более двух 

типов трафика, отличающихся требуемой интенсивностью обслужива-

ния. 
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