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Cемивариограмма и ковариационная функция являются основными 

мерами зависимости экспериментальных данных. Исследованию их 

свойств посвящена многочисленная литература [1-4]. Возникает задача 

построения оценок этих характеристик для различных случайных про-

цессов и анализа свойств построенных статистик. Статистические свой-

ства оценок ковариационных функций и семивариограмм стационарных 

случайных процессов исследовались, например, в [5, 6]. Данная статья 

является продолжением исследований [7] и посвящена построению и 

сравнению оценок ковариационной функции и семивариограммы для 

случайных процессов с линейным трендом.   
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Рассмотрим стационарный в широком смысле случайный процесс 

 , ,Z t t T  c неизвестными математическим ожиданием    ,  ZE Z t m  

ковариационной функцией  ,   ,  ZR t t T  и семивариограммой  ,Z t  

. t T  

Пусть      1 ,   2 , ,Z Z Z n  – n  последовательных, полученных че-

рез равные промежутки времени наблюдений за процессом  .Z t  

В качестве оценки ковариационной функции рассмотрим статистику 

       
1

1
 μ  μ ,

n h

Z Z Z
s

R h Z s h Z s
n h





   


    (1) 

где  
1

1
0, ,   1, μ ,

n

Z
i

h n Z i
n 

      положим    ,Z ZR h R h   

0, ,   1h n    и   0ZR h   для .h n  

Статистические свойства оценки (1) ковариационной функции ста-

ционарного в широком смысле случайного процесса исследовались, 

например, в [7, 8]. Найдены выражения для моментов первых двух по-

рядков построенной статистики.  Показано, что если 
 

  ,Z
h

R h




         (2) 

 

то 

  lim ( )Z Z
n

E R h R h


  

 

и справедливо следующее соотношение:  
 

    
1

.Z ZE R h R h O
n

 
   

 
 

 

Заметим, что  ZR h  является асимптотически несмещенной оценкой для 

ковариационной функции  .ZR h  

Если имеют место условия (2) и 
 

 
1 2 3

4 1 2 3
, ,

, , ,
h h h

с h h h




        (3) 
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где  4 1 2 3, ,с h h h  – смешанный семиинвариант четвертого порядка про-

цесса  ,Z t  то для оценки  ZR h , задаваемой равенством (1), 

 

    1 2 1 2lim cov , 0, , 0, , –  1.Z Z
n

R h R h h h n


  

 

Отсюда вытекает, что 
 

  lim 0,    0, , –1.Z
n

D R h h n


    

 

В качестве оценки семивариограммы случайного процесса  ,Z t  

,t T  рассмотрим статистику вида 
 

 
 

    
2

1

,
1

γ  
2

n h

Z
s

h Z s h Z s
n h





  


    (4) 

 

где 0, ,   1,h n    положим    γ γ ,     0, ,  1Z Zh h h n      и  γ 0Z h   

для h n . 

В работе [7] были исследованы статистические свойства оценки се-

мивариограммы (4) для стационарных в широком смысле случайных 

процессов. Показано, что статистика (4) является несмещенной оценкой 

семивариограммы, а если имеют место соотношения (2), (3), то  
 

    1 2lim cov γ , γ 0,Z Z
n

h h


  

 

  lim γ 0,Z
n

D h


  

 

1 2, ,  0,  ,   – 1 .h h h n   Таким образом,  γZ h  является также состоятель-

ной в среднеквадратическом смысле оценкой для семивариограммы 

 .Z h  

Отметим, что в работе (7) исследованы статистические свойства 

оценок (1) и (4) при дополнительных ограничениях на характеристики 

процесса  Z t  как во временной, так и в частотной областях. 

Таким образом, из анализа уже только первого момента построен-

ных классических оценок семивариограммы  γZ h  и ковариационной 

функции  ZR h  стационарных случайных процессов можно сделать вы-
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вод, что удобнее использовать оценку семивариограммы (4), чем оценку 

ковариационной функции (1).  

Далее рассмотрим случайный процесс с линейным трендом и по-

строим оценки (1), (4) его характеристик. Сравнительный анализ указан-

ных статистик позволит выявить наиболее предпочтительную оценку. 

Пусть случайный процесс  ,Y t t T  имеет вид: 

 

    ,    , ,Y t X t t b b R           (5) 
 

где  ,X t t T  стационарный в широком смысле случайный процесс с 

математическим ожиданием const,Xm   ковариационной функцией 

 ,XR t  семивариограммой  , .X t t T   

Принимая во внимание (1), (4), построим оценки ковариационной 

функции  YR h  и семивариограммы  γY h  для случайного процесса 

 .Y t  Получен следующий результат. 

Теорема 1. Для оценки ковариационной функции  YR h  случайного 

процесса вида (5) имеет место следующее соотношение: 
 

       ,Y X R
R h R h G h   

 

где   0,  ,   – 1 ,    Xh n R h   - оценка (1) ковариационной функции стаци-

онарного процесса  , ,X t t T   
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  
2 2

21 2 2 1
μ ε .

2 12
X

n n nh h
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      
        
    

   (6) 

 

Доказательство. Принимая во внимание (5), запишем 
 

    
1 1

1 1n n

Y
i i

Y i X i i b
n n 

         

 

 
1 1 1

1 1 1 1
.

2

n n n

X
i i i

n
X i i b b

n n n  


               (7) 

 

С учетом (1), (7) имеем 
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Используя явный вид (1) оценки ковариационной функции случай-

ного процесса  ,X t  получим 
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что и требовалось доказать. 

Теорема 2. Для оценки семивариограммы  γY h  случайного про-

цесса вида (5) имеет место следующее соотношение: 
 

     ,Y Xh h G h     
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где   0,  ,   – 1 , γYh n h   - оценка (4) семивариограммы стационарного 

процесса  , ,X t t T  
 

 
 

    
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    (8) 

 

Доказательство. Учитывая (7), запишем выражение для оценки се-

мивариограммы случайного процесса (5) 
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Принимая во внимание явный вид (4) оценки семивариограммы 

случайного процесса  ,X t  имеем 
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что и требовалось показать. 

Исследуем поведение функций  R
G h  и  G h  при  n   и фикси-

рованных .h  

Для этого смоделируем ,    8k k   наборов наблюдений за процессом 

вида (5) с линейным трендом, 0.2,   число наблюдений ,    1,  8,pn p   в 

каждом наборе:  
 

1 2 3 450,   100,  150,  200,n n n n     

  5 6 7 8300,  400,  500, 600.n n n n     
 

В качестве  , ,X t t R  рассмотрим стационарный случайный про-

цесс с ковариационной функцией  
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  2 2
,   9,   0,275,

1
X

D
R t D

t
   

 
 

 

семивариограммой [1] 
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и смоделируем наблюдения за ним. 

Применяя (6), (8), построим графики зависимостей функций  R
G h  

и  G h  от числа наблюдений n  фиксированных .h  Рассмотрим 3h   и 

20.h   
 

 

Рис. 1.  R
G h  при 3h   

 

Рис. 2.  R
G h  при 20h   
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Рис. 3.  G h  при 3h   

 
Рис. 4.  G h  при 20h   

Как видно из рисунков, функция   𝐺�̅�(ℎ) при фиксированном h  с ро-

стом числа наблюдений возрастает, а функция  G h  колеблется возле 

2 21

2
.h  Заметим, что при 3h   значение 

2 21
0.18,

2
h   а при 20h   

2 21
8.

2
h   Такое поведение функций говорит о большой стабильности 

оценки семивариограммы по сравнению с оценкой ковариационной 

функции в случае процесса с линейным трендом. 

Таким образом, использование семивариограммы в анализе данных 

позволяет получать более устойчивые и надежные оценки зависимостей, 

что является значительным преимуществом в прикладных задачах. Это 

особенно важно в ситуациях, когда тренд невозможно удалить или его 

влияние необходимо учитывать при интерпретации результатов.  
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