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1. Студенческие и аспирантские исследования в  

Томском государственном университете 

Начало исследований инициировано моим научным руководителем 

профессором Геннадием Алексеевичем Медведевым [1], который в ве-

сеннем семестре моего обучения на 2-м курсе пригласил для решения за-

дачи укрупнения состояний стохастического графа с большим числом 

вершин с целью нахождения стационарного распределения вероятно-

стей. На 3-м курсе я занимался задачей оптимизации дисциплины управ-

ления m лифтами в n-этажном здании на основе стохастических графов. 

Основной задачей, поставленной мне в этот период, была следую-

щая вероятностно-статистическая задача, возникшая из прикладной НИР 

в области обработки и распознавания сигналов. На вероятностном про-

странстве  , , F
 
и временной области  0,T

 
определены: узкополос-

ный случайный процесс (сообщение) ( )m t , случайный процесс аддитив-

ной помехи  ( ) t  и  зарегистрированный сигнал:  

 

   ( ) ( ); ( ),  0, ,    i ix t f m t t t T                                 (1) 

 

где i ‒ номер одного из 2L  возможных типов преобразования (кодиро-

вания) сообщения ( )m t . Задача состоит в том, чтобы при неизвестных 

значениях параметров сигнала    m

i i R  по дискретным наблюдениям 

(с шагом дискретизации  ): 
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  : 0,1, , ,  ,
 

      
j

T
x x j j n n  

 

оценить истинный номер  0 1, ,i L  класса сигнала, т. е. решить задачу 

распознавания образов. Для решения этой задачи удалось разработать 

метод на основе максимальных инвариантов групп преобразований, по-

рожденных изменением параметров   i i  [2 ‒ 4]. Результаты решения 

этой задачи вошли в кандидатскую диссертацию по физико-

математическим наукам, защищенную досрочно в сентябре 1974 года, 

когда Г.А. Медведев уже переехал в г. Минск и создал в БГУ кафедру 

теории вероятностей и математической статистики (ТВ и МС). 

 

2. Начало научных исследований в БГУ 

Впервые я появился в Минске в феврале 1975 г. по приглашению 

Г.А. Медведева и познакомился с кафедрой ТВ и МС, которая тогда еще 

размещалась совместно с кафедрой методов оптимального управления. В 

весеннем семестре 1975‒1976 учебного года был приглашен на повыше-

ние квалификации в БГУ, и одновременно вел учебные занятия по спе-

циальным дисциплинам на кафедре ТВ и МС. По приглашению ректора-

та БГУ был избран по конкурсу и с 1 сентября 1976 г. начал работать в 

должности доцента кафедры ТВ и МС. Исследования в период 1975‒

1978 г.г. продолжались в области статистического распознавания образов 

[5 ‒ 7], но пришлось заниматься и компьютерным моделированием авто-

транспортного предприятия методами теории массового обслуживания 

[8] в рамках хоздоговорной НИР с МАЗом. 

 

3. Асимптотический анализ риска статистической классификации 

Многие прикладные задачи математически формализуются в виде 

следующей задачи статистической классификации. Пусть на  , , F  

определены 2L  N-мерных случайных векторов: 

 

1

,  1, , ,

 
 

  
 
 
 

i

N

i

iN

X

X R i L

X

 

 

причем 
iX  имеет абсолютно непрерывное распределение вероятностей  

 0 0;  ,  ,   m

i ip x R ‒ истинное значение вектора параметров плотности
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  p P , причем среди  0 : 1, , i i L  нет совпадающих. Эти истинные 

значения параметров  0i , определяющие L  классов случайных наблю-

дений, не известны и оцениваются по классифицированной обучающей 

выборке 
1

 
L

i
i

A A , где  ( )(1) , , in

i i iA X X  ‒ обучающая случайная выбор-

ка объема  
in  из i-го класса. Пусть  ̂  m

i R  ‒ оценка максимального прав-

доподобия (или более общая оценка минимального контраста) параметра 
0i  по выборке 

iA ,  

 

    0
ˆ, ;   ir w d X  ‒                                      (2) 

 

риск (математическое ожидание функции потерь) при классификации 

случайного наблюдения 
X  с помощью подстановочного байсовского 

решающего правила   0
ˆ; id ; здесь    0 w  ‒ функция потерь. Удалось 

доказать, при мягких условиях регулярности семейства P , что справед-

ливо следующее асимптотическое разложение риска (2): 

 

       
1

0

1

min ,




  
    

 


L
i

i
i

i i

r r O n
n

                               (3) 

 

где 
0r  – байесовский риск, т. е. наименьший возможный риск классифи-

кации при известных  0i ,  0 i  ‒ коэффициенты, для которых полу-

чены явные выражения. Эти результаты опубликованы в [9 ‒ 12]. 

 

4. Робастная статистическая классификация 

Приблизительно в 1984 году возникла идея распространить метод 

асимптотических разложений риска статистической классификации на 

ситуации, когда подлежащие классификации наблюдения на самом деле 

не в точности соответствуют гипотетической модели   0;  i ip x : 

наблюдения из i-го класса имеют плотность ( )ip x  с отклонением от 

 0;  ip x  в некоторой метрике      2например, в   
NL R : 

 

    0, ; ,  1, , ,      i i i ip p i L                                (4) 
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где 0 i
 ‒ уровень искажений для i-го класса. При этом удается постро-

ить обобщение асимптотического разложения (3) для функционала риска 

при  0 i : 

 

 
1

0

1

min max ,




   
          

  


L
i

i i i i
i i

i i

r r O n
n

                   (5) 

 

где коэффициенты разложения   , i i  зависят от   ip . С помощью 

главного члена разложения (5) строится робастное решающее правило 

( )d d x : 

 

                                   

    0 ,   1

sup min.


   

 
    

 


i i i

L
i

i i
d

p p i in
                                    (6) 

 

Для ряда типов искажений и метрик     удалось получить разло-

жения (5) и построить робастные решающие правила ( )d d x  согласно 

(6) [13 ‒ 17]. 

 

5. Робастное статистическое прогнозирование временных рядов 

Пусть на  , , F
 
определен случайный временной ряд ,   tx R t , 

для которого имеется некоторая гипотетическая модель 
0M  (например, 

авторегрессия порядка s). Задача заключается в построении прогнозиру-

ющей статистики 
 

 1
ˆ , , , T Tx f x x  

 

позволяющей вычислить прогноз ˆ
Tx  для будущего значения 

Tx  на 

шагов вперед с минимальным риском (среднеквадратической ошибкой) 

прогнозирования по доступным T наблюдениям 
1, , Tx x , иcпользуя ги-

потетическую модель 
0M . Наиболее распространенным подходом к ре-

шению этой задачи является подстановочный подход: 

   
0

0

1 1, , = E , , , T M T Tf x x x x x  

 

причем вместо истинных параметров модели 
0M
 
используются их стати-

стические оценки по наблюдаемой предыстории  1, , Tx x . 
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Аналогично предыдущему разделу построены асимптотические раз-

ложения риска в ситуации, когда гипотетическая модель искажается: 
M  

вместо 
0M  ( 0 ),  и построены робастные прогнозирующие статисти-

ки [18 ‒ 24]. 

 

6. Исследования в области криптологии 

С 2000 г. в связи с созданием в БГУ НИИ прикладных проблем ма-

тематики и информатики значительно интенсифицировались научные 

исследования по криптологии – прикладной математической науке о за-

щите информации. Одной из задач криптологии является оценка надеж-

ности методов защиты информации на основе параметрического преоб-

разования исходного сообщения    1 2, , , 0,1 
n

nm m m m :  

 

 ; , x f m  

где    1, , 0,1 ,  ,
L

L L n       – неизвестный параметр преобразова-

ния. Задача оценки надежности состоит в оценивании вычислительной 

сложности оценивания скрытого параметра   с заданной точностью по 

наблюдаемой последовательности    1 2, , , 0,1 ,  , 
N

Nx x x N n  т. е. яв-

ляется задачей математической статистики. Другая статистическая зада-

ча ‒ это статистическое тестирование криптографических генераторов 

случайных и псевдослучайных последовательностей на соответствие ги-

потетической модели равномерно распределенной случайной последова-

тельности [25 ‒ 29]. 

 

7. Вероятностно-статистический анализ дискретно-значных  

временных рядов 

В связи цифровизацией экономики и общества регистрируемые 

наблюдения tx A  часто являются дискретно-значными и принимают 

значения из некоторого конечного множества A  мощности 2   N . 

Статистический анализ временных рядов, как известно, глубоко развит 

для непрерывных временных рядов 
tx , когда  dA R  ‒ множество нену-

левой меры Лебега   0 A . Применение этой теории и соответствую-

щего программного обеспечения в дискретном случае   0 A  ведет к 

некорректным результатам.  
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Одной из универсальных моделей в этом случае является предло-

женная Дж. Дубом цепь Маркова порядка 1s , определяемая обобщен-

ным Марковским свойством: 

 

   
1 00 1 0 1 1 , , ,P | P | , , :: ,       

st t t t t s s J J Jx J F x J x J x J p            (7) 

 

где   0 1 1 1, , , ,  ,  , , ,      s t t t sJ J J A t Z F x x s – «глубина памяти» про-

цесса. Задание матрицы вероятностей одношаговых переходов 

 
1 0, , ,P =

sJ J Jp  имеет экспоненциальную по s сложность  1s
O A , что ве-

дет к «проклятию размерности». В этой ситуации  нами предлагается 

строить так называемые «малопараметрические» (parsimonious) модели: 

   
1

1P P ,  , , ,  
sm

m R m A


        . 

Построены, исследованы и используются в статистическом анализе 

следующие малопараметрические модели: ЦМ (s,r), ЦМУП(s), 

BCNAR(s), BiCNAR(s), SBiCNAR(s), MCSS(s)  и другие [30 ‒ 37]. 
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