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Рассматривается актуальная вероятностно-статистическая задача компьютерно-

го анализа данных – задача последовательной проверки простых гипотез о парамет-

рах распределения вероятностей наблюдаемых бинарных данных. Она решается для 

двух вероятностных моделей наблюдений: схемы независимых испытаний и одно-

родной цепи Маркова. Получены легко интерпретируемые и удобные для компью-

терной реализации явные выражения статистик последовательных тестов (статисти-

ческих критериев, решающих правил), разработан подход для вычисления их харак-

теристик эффективности – вероятностей ошибочных решений и математических 

ожиданий случайного числа случайных наблюдений, необходимых для обеспечения 

требуемой точности. Получены асимптотические разложения для уклонений указан-

ных характеристик эффективности при «засорениях» распределения вероятностей 

наблюдаемых данных. 
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An important probabilistic and statistical problem of computer data analysis – the 

problem of sequential testing of simple hypotheses on parameters of probability models of 

observed binary data – is considered in the paper. This problem is being solved for two 

probability models of observation: for independent observations and for homogeneous 

Markov chains. Explicit expressions of the sequential tests statistics are derived, valuable 

for interpretation and convenient for computer realization; an approach is developed to 

calculate the performance characteristics – error probabilities and mathematical expectations of 

the random number of random observations required to guarantee the requested accuracy for 
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decision rules. Asymptotic expansions for the deviations of the mentioned performance 

characteristics are constructed under “contamination” of the probability models of observed data. 

 

Keywords: random binary data; statistical sequential test; error probability; 

mathematical expectation of the random number of observations; “contamination”; 

asymptotic expansions. 

 

Введение 

В современном мире хранимых данных становится всё больше, а 

роль их неуклонно растёт во многих процессах. Анализ данных стано-

вится весьма значительной компонентой современной жизни. Его эффек-

тивность во многих областях определяет успешность принятия решений 

во многих областях. Двоичные стохастические данные образуют важный 

класс по крайней мере по следующим причинам: 1) они наиболее есте-

ственны в настоящее время для компьютерной обработки; 2) двоичные 

данные описывают множество различных ситуаций в градациях нали-

чия/отсутствия, положительного/отрицательного и тому подобных; 

3) двоичные данные могут использоваться для описания достаточно бо-

гатых семейств распределений вероятностей при групповом рассмотре-

нии. Классические методы статистического анализа часто неприменимы 

для анализа таких данных, поскольку не выполнены стандартные пред-

положения, или их применение не демонстрирует приемлемую эффек-

тивность. 

Поскольку детерминированный подход имеет весьма ограниченный 

потенциал описания происходящих процессов, реальные данные целесо-

образно полагать случайными, и для их анализа применять вероятност-

ные модели. В рамках таких моделей часто встречается потребность раз-

личения двух типовых ситуаций относительно вероятностей распределе-

ний двоичных данных. Эти две типовые ситуации могут быть описаны в 

контексте статистической проверки двух простых гипотез [2]. 

Во многих ситуациях, в особенности в статистическом контроле ка-

чества, в системах автоматического оповещения, в персонализованной 

медицине, в принятии финансовых решений оказывается чрезвычайно 

важным использование минимального числа необходимых случайных 

наблюдений, гарантирующих требуемую точность [3]. Последователь-

ные статистические тесты [1] следуют этому принципу в предположе-

нии, что число необходимых наблюдений определяется в самом процессе 

наблюдения, зависит от самих поступающих случайных наблюдений, и 

поэтому само является случайной величиной. Поскольку структура по-

следовательного статистического решающего правила является доста-

точно сложной, обычно теоретическое исследование фактических значе-
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ний его характеристик эффективности – вероятностей ошибочных реше-

ний и математических ожиданий случайного числа необходимых наблю-

дений – представляет собой достаточно сложную задачу, которую пред-

почитают не решать на практике [11]. 

Здесь представлен подход для вычисления и анализа характеристик 

эффективности последовательных тестов для двоичных данных. На 

практике фактические распределения вероятностей случайных данных 

часто отклоняются от гипотетических предположений о них – гипотети-

ческое распределение вероятностей получается “искажённым” [4], [5], 

поэтому такую ситуацию мы также рассматриваем в работе, и исследуем 

уклонения характеристик эффективности при появлении таких искажений.  

 

1. Модель независимых двоичных случайных наблюдений 

 

Обозначим через RZN ,,  cсоответственно множества натуральных, 

целых и действительных чисел; }0{ NZ . Пусть на вероятностном 

пространстве (Ω,F,P) наблюдаются независимые одинаково распреде-

лённые K-мерные двоичные случайные векторы 
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с независимыми компонентами. Распределение вероятностей случайных 

векторов (1) зависит от неизвестного истинного значения вектора пара-

метров 
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, 0 1   . Такая 

модель на практике часто применяется для принятия решений в пользу 

одной из двух типичных альтернативных ситуаций. Компоненты вектора 

параметров },{ 10
iii ppp  , )1,0(, 10 ii pp ,  представляют собой вероятности 

случайных событий }1{ tix , Nt , Ki ,,1 . 

Пусть выполнены следующие предположения для распределения 

вероятностей случайных векторов (1): 

( ; )( ; ) { } J u
tP u P x u a 

    , Nt , Uu ,                      (2) 

где Ra , 1a ; функция ( ; )J u  :   ZU  удовлетворяет следующему 

условию: 
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( ; ) 1J u

u U

a 



 .                                                (3) 

Имеются две простые гипотезы относительно значения вектора па-

раметров   распределения вероятностей (2): 

0H : 0   ,  1H : 1   .                                           (4) 

Обозначим накопленную логарифмическую статистику отношения 

правдоподобия: 

1
1

( , , )
n

n n n t
t

x x


     ,                                         (5) 

где 

 1 0( ) log ( ; ) / ( ; )t t a t tx P x P x       ‒                           (6) 

логарифм статистики отношения правдоподобия для вектора двоичных 

наблюдений tx . 

Теорема 1. Для модели (1) – (3) случайная последовательность зна-

чений статистики (5) в задаче проверки гипотез (4) образует однородную 

цепь Маркова с дискретным временем, и представима в виде: 
2

1 0 1
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где nk означает число векторов, равных u
k
, среди наблюдаемых n двоич-

ных случайных векторов {x1,…,xn}, nn

K

k
k 



2

1

. 

Доказательство. Марковское свойство [9] случайной последова-

тельности (5) вытекает из независимости её приращений (6) в силу неза-

висимости случайных наблюдений (1). Выражение (7) получается экви-

валентными преобразованиями (5), (6) при выполнении предположений 

(2), (3). ∎ 
Следствие 1. Если в условиях теоремы 1 наблюдаются одномерные 

величины (K=1), то критериальная статистика (5) вычисляется следую-

щим образом: 

));1();1()(());0();0((),,( 10
0

10
01 pJpJnnpJpJnxx nnn   , Nn ,   

где n0 означает число наблюдений, равных 0. 

С использованием статистики (7) последовательный критерий от-

ношения вероятностей (ПКОВ, SPRT) [1] для гипотез (4) строится сле-



283 

дующим образом: решение, принимаемое после n  полученных наблюде-

ний ( ,2,1n ), равно 

)(2)()( ),(),[ nCCnCndd 
  11 ,                           (8) 

где )(D1  означает индикаторную функцию множества D. Решения 0d   

и 1d   означают остановку процесса наблюдения и принятие гипотезы 

0H  или 1H  соответственно после наблюдения n двоичных случайных 

векторов; 2d   означает, что требуется наблюдать (n+1)-й вектор; 

Z CC , ,   CC  являются параметрами решающего правила (8) и 

называются его порогами; на практике их принято вычислять в соответ-

ствии с [1]: 

0 0[log ( / (1 ))]aC    , 0 0[log ((1 ) / )]aC    ,                           (9) 

где 0 0,   – допустимые значения вероятностей ошибок I рода (принять 

гипотезу H1, когда на самом деле верна H0) и II рода (верна гипотеза H1 , 

а принята H0); ][  означает взятие целой части аргумента по математиче-

ским правилам. При использовании порогов (9) фактические значения 

вероятностей ошибок I и II рода могут существенно отличаться от значе-

ний 0 0,  , и здесь является актуальной задача вычисления фактических 

значений характеристик эффективности (включая вероятности ошибоч-

ных решений) для последовательных тестов. 

Примем обозначения: ,i j  – дельта-символ Кронекера; kI  – единич-

ная матрица размерности k; nm0  – матрица размера ( nm ), все элемен-

ты которой равны 0; )(1  – функция Хэвисайда (единичного скачка); k1  –

k-вектор (столбец), все компоненты которого равны 1. Через )(kt  обозна-

чим математическое ожидание случайного числа наблюдений (случайно-

го объёма выборки), когда справедлива гипотеза kH ,  1,0k , через ,   – 

фактические значения вероятностей ошибок I и II рода для критерия (8); 
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Обозначим ещё: 
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цы W. 

Теорема 2. Если в модели (1) – (6) 0|| )( kS ,  1,0k , то характери-

стики эффективности последовательного решающего правила (8) вычис-

ляются в явном виде: 
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Доказательство основано на теории конечных однородных цепей 

Маркова с дискретным временем. Случайная последовательность 

)()()( ),(),[],( nCCnnCnCn CC 
  111  

является однородной цепью Маркова с N+2 состояниями, при этом со-

стояния C  , C  являются поглощающими. ■ 

Ситуация, когда распределение вероятностей случайных наблюде-

ний “засорено”, рассмотрено в следующем разделе для более общей мо-

дели, в которой наблюдаемые двоичные случайные данные образуют 

цепь Маркова. 

 

2. Модель многомерных случайных наблюдений, 

образующих однородную цепь Маркова  

 

Пусть наблюдаются случайные векторы ,, 21 xx  с двоичными ком-

понентами, эти векторы принимают значения на множестве 
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ний введём в рассмотрение множество  1,,1,0  MV  , KM 2 , биектив-

но соответствующее множеству U. Для наблюдаемой цепи Маркова обо-

значим вектор вероятностей начальных состояний  i   , Vi , и мат-

рицу вероятностей одношаговых переходов  ijpP  ,  Vji , : 
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1{ } iP x i   , ijnn pixjxP   }|{ 1 , Vji , . 

Как и для модели независимых случайных векторов с двоичными 

компонентами, будем рассматривать две простые альтернативные гипо-

тезы относительно значений параметров цепи Маркова: 
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(1) (1),P P    ,                       (10) 
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матрицы вероятностей одношаговых переходов при справедливости со-

ответствующих гипотез. 

Для построения последовательного статистического теста провер-

ки гипотез (10) в рассматриваемой модели наблюдений обозначим: 
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Последовательный статистический тест для рассмотренной модели 

и гипотез (10) строится в соответствии с решающим правилом (8) при 

замене (5) – (7) на (11). В соответствии с таким статистическим последо-

вательным тестом, для заданных значений порогов (например, согласно 

(9)) R CC , , 0C , 0C , принимается гипотеза 0H  после n наблю-

дений, если  Cn , гипотеза 1H  принимается, когда  Cn , в обоих 

этих случаях процесс наблюдения останавливается и тест завершается, 

иначе тест продолжается и требуется наблюдать (n+1)-й случайный век-

тор с двоичными компонентами. Случайная последовательность (K+1)-

мерных случайных векторов  ', nn x , Nn , является цепью Маркова по 

определению: 

   .,|,,,,,,,,|, 11121121   nnnnnnnnnn xxPxxxxP   

Пусть дополнительно 
(0) (0),P , 

(1) (1),P  удовлетворяют следующим 

предположениям: 

Ra , Ziji mm , , Vji , : 
(1)

(0)
log i

i

i

m a





, am
p

p

ij

ij

ij


)0(

)1(

log .          (12) 
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Без потери общности в такой ситуации предположим, что для ста-

тистического теста (5), (8), (11) пороги Z CC , , и обозначим: )(kt  – 

математическое ожидание случайного числа наблюдений до принятия 

одной из гипотез, при условии справедливости kH , }1,0{k ;  

 
2 2

( ) ( )

( ) ( )

MN

k k
ij

k k

W w

R Q


 
 

         
 
 

I 0

 

матрица размерности )2)(2(  MNMN  с блоками )()( , kk QR  , заданными по-

элементно ( Vts , ) следующим образом: 

( ) ( )
 , , , ( , )

st

k k
Mi s Mj t m j i stw p i j C C       , 










 

 
 



);,(,,)(

),,(,,)()(
 CCiCjmiC

CCiCjCmi
w

Vt st

Vt stk
tMjsMi 1

1
                   (13) 

как и в случае независимых наблюдаемых векторов с двоичными компо-

нентами, обозначим матрицы 

)()( k
MN

k QS  I ,   )(1)()( kkk RSB


 , }1,0{k ; 

векторы  

 ( ) ( )k k
i   ,  1,,1   MCMCi  : 

 
( ) ( )

, , ( , )
s

k k
Mi s m i s i C C      ,   (14) 

и две априорные вероятности поглощения: 

( ) ( )( )k k
s sMC s V

C m
 

    1 ,  
( ) ( )( )k k

s sMC s V
m C

 
    1 .      (15) 

Теорема 3. Для рассмотренной выше модели случайных наблюде-

ний, образующих однородную векторную цепь Маркова с двоичными 

компонентами, если 0|| )( kS ,  1,0k , и выполнено (12), то характери-

стики эффективности последовательного теста (5), (8), (11) вычисляются 

в явном виде: 

   
' 1

( ) ( ) ( ) 1k k k
MNt S



  1 ,  
'

(0) (0) (0)
(2) MCB


    ,  

'
(1) (1) (1)

(1) MCB


    . 
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Доказательство. Введём в рассмотрение случайную последова-

тельность 

 
Nn , которая является однородной цепью Маркова с MN+2 состояния-

ми; из которых два ( n MC   и n MC  ) являются поглощающими. 

Матрица вероятностей одношаговых переходов определяется (13), век-

тор начальных вероятностей состояний, не являющихся поглощающими, 

задан (14), а начальные вероятности поглощающих состояний вычисля-

ются согласно (15). ■ 

Теперь рассмотрим часто встречающуюся на практике ситуацию, 

когда описанная выше гипотетическая модель “засорена” в смысле рас-

пределения вероятностей в силу “засорения” вектора вероятностей 

начальных состояний и матрицы вероятностей одношаговых переходов. 

Пусть вместо гипотетических значений, фактические (искажённые) век-

тор вероятностей начальных состояний и матрица вероятностей одноша-

говых переходов имеют вид: 

( ) ( ) ( )(1 )k k k       , ( ) ( ) ( )(1 )k k kP P P     , 1,0k ,             (16) 

где ( )k  и )(~ kP  – вектор вероятностей начальных состояний и матрица 

вероятностей одношаговых переходов для “засоряющей” цепи Маркова, 
)()( ~ kk PP  , 1,0k , и 1

2
[0, )  – вероятность “засорения” (её также приня-

то называть уровнем искажения). 

Для “засорённой” модели (16) обозначим аналогично гипотетиче-

скому случаю: )(~ kW , )(~ kQ , )(~ kR , ( )k , ( )k
MC , 1,0k , с заменой гипотети-

ческого распределения вероятностей на “засоряющее” one. Обозначим 

также: ( ) ( ) ( ) ( )( )k k k k
MNS Q Q Q     I . 

Теорема 4. Если гипотетическая модель наблюдений, образующих 

однородную векторную цепь Маркова с двоичными компонентами, ис-

кажена в соответствии с to (16), а также выполнено условие, аналогичное 

(12), для искажённой модели, то фактические вероятности ошибок I и II 

рода  ,  , и условные математические ожидания случайного числа 

наблюдений )(kt , 1,0k , отклоняются от гипотетических значений соот-

ветствующих характеристик эффективности на величины порядка ( )O  : 

( , ] [ , ) ( , ) ,n n n n
n C C n C CMC MC M x

a a a a      

          
              

       
1 1 1
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 (0) (0) 1 (0) (0) (0) 1 (0) (0) (0)

(2)

(0) (0) (0) (0) (0) 2
(2)

(( ) ( ) (( )( ) )

( ) ) ( ),MC MC

S Q Q S R R R

B O

 

 

         

      

 

 (1) (1) 1 (1) (1) (1) 1 (1) (1) (1)

(1)

(1) (1) (1) (1) (1) 2
(1)

(( ) ( ) (( )( ) )

( ) ) ( );MC MC

S Q Q S R R R

B O

 

 

        

      

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k k k k
MNt t S Q Q S O           1 . 

Доказательство. При наличии искажений (16) вектор вероятностей 

начальных состояний и матрица вероятностей одношаговых переходов 

случайной последовательности n  имеют форму соответствующих сме-

сей; оставшаяся часть доказательства состоит в выполнении тождествен-

ных преобразований. ■ 

 

Заключение 

 

Таким образом, в работе рассмотрен подход для вычисления и ана-

лиза характеристик эффективности последовательных статистических 

тестов для двоичных данных в рамках двух моделей наблюдений: для не-

зависимых случайных векторов с двоичными компонентами и для одно-

родных векторных цепей Маркова с двоичными компонентами. Отдель-

но рассмотрена ситуация, когда фактическая модель случайных данных 

отклоняется от гипотетической модели, и проведён асимптотический 

анализ разностей фактических и гипотетических значений характеристик 

эффективности по уровню искажения. Результаты могут применяться 

для построения робастных (устойчивых к искажениям модели) последо-

вательных статистических тестов для двоичных случайных данных [6], а 

также для модели случайных последовательностей с трендом [7]. Резуль-

таты применимы для ситуации, когда гипотез больше, чем две [10], для 

проверки сложных гипотез [8] и для анализа усечённых последователь-

ных статистических тестов [12]. 

Исследования частично поддержаны грантом Белорусского респуб-

ликанского фонда фундаментальных исследований № Ф23УЗБ-080. 
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