
180 

СЕТИ ДЖЕКСОНА С ПОКАЗАТЕЛЬНЫМИ ОГРАНИЧЕНИЯМИ 

НА ВРЕМЕНА ОЖИДАНИЯ ТРЕБОВАНИЙ И 

ОДНОЛИНЕЙНЫМИ СТАНЦИЯМИ 
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Рассмотрена экспоненциальная сеть обслуживания с однолинейными станция-

ми, отличающаяся от сети Джексона только тем, что время ожидания требованиями 

обслуживания на станциях сети ограничено случайной величиной, имеющей показа-

тельное распределение. Требования, обслуженные в узлах, и требования, не дождав-

шиеся обслуживания, движутся по сети в соответствии с разными матрицами марш-

рутизации. Доказано, что не существует стационарного распределения в мультипли-

кативной форме. 

Ключевые слова: открытая сеть массового обслуживания; матрица маршрути-

зации; стационарное распределение; условия эргодичности 
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An exponential service network with single-line stations is considered, which differs 

from the Jackson network only in that the waiting time for service requirements at the 

network stations is limited by a random variable with an exponential distribution. Requests 

served at nodes and those that were not served move through the network according to 

different routing matrices. It is proved that there is no stationary distribution in 

multiplicative form. 
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1. Постановка задачи 

В сеть массового обслуживания, состоящую из N однолинейных 

станций (систем), поступает простейший поток требований с интенсив-

ностью λ. Каждое поступающее требование независимо от других требо-

ваний с вероятностью 
0ip  направляется на i -ю станцию 
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 . Число мест для ожидания требований на станциях 

бесконечное. Время обслуживания требования единственным прибором 

i -й станции имеет показательное распределение с параметром 

 1,i i N  . Время ожидания начала обслуживания требования в i -й 

станции является случайной величиной, условное распределение которой 

(если на i -й станции находится 
in  требований) показательное с парамет-

ром  1,i

i

i N
n


 . Другими словами,  условная вероятность того, что 

длительность ожидания начала обслуживания каждого требования в i -й 

станции закончится в промежутке времени  ,t t h , если в момент t  на 

станции находилось 
in  требований, равна ( )i

i

h o h
n


  при 0h , а услов-

ная вероятность завершения процесса ожидания хотя бы одного из этих 

требований равна ( )ih o h  . Если требование поступает на станцию, 

свободную от требований, оно сразу начинает обслуживаться. Для опре-

делённости будем предполагать, что требования обслуживаются в по-

рядке поступления на станции (дисциплина FCFS). Предполагается, что 

промежутки времени между моментами поступления требований, време-

на обслуживания требований и времена ожидания требований в узлах – 

независимые случайные величины. Требование, обслуженное в i -й стан-

ции, мгновенно и независимо от других требований с вероятностью ijp

переходит в j -ую станцию, а с вероятностью 
0ip  покидает сеть 

0

, 1, , 1 .
n
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i j N p


 
  

 
  Требование, время ожидания которого в i -й стан-

ции закончилось, мгновенно и независимо от других требований с веро-

ятностью ijr направляется в j -ую станцию, а с вероятностью 
0ir  покидает 

сеть 
0

, 1, , 1 .
n

ij

j

i j N r


 
  

 
  Для удобства введём ещё узел 0, который 

отождествим с внешностью сети. Введём также следующие две стоха-

стические квадратные матрицы порядка 1N  : 
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которые назовём матрицами маршрутизации соответственно обслужен-

ных и не дождавшихся обслуживания требований. Итак, 
00 00 0,p r   

0 0j jr p  для остальных .j  Очевидно матричная функция 

    , , 0,ij iS n s n i j N  , где для 0i      

 

1

1
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i ij i ij n
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i i n

p r I
s n
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
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  


    
A  – ин-

дикатор события A , равный 1, если Aпроисходит, и 0 в противном слу-

чае, а  0 0 00j j js s p  , элементы i -й строки которой зависят от числа 
in  

требований на i -й станции, также является стохастической матрицей и 

по смыслу управляет движением требований по станциям 0,1, ,N  без 

учёта того, за счёт чего (окончания обслуживания или ожидания) требо-

вание покидает станцию. Для 0i   это следует из постановки задачи, а 

для 0i   

 
 

 
 

  1 1
0 0 01 1

1 1
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  

 

Будем называть эту матрицу ( )S n  матрицей маршрутизации. Заме-

тим, что в отличие от сети Джексона, в которой матрица маршрутизации 

не зависит от , 1, ,i i N   и от сети с ограничением на время пребывания, 

в которой матрица маршрутизации зависит от , , 1,i i i N    и не зависит 

от чисел требований в узлах, матрица маршрутизации исследуемой сети 

зависит от , , 1, ,i i i N    а её i -я строка специальным достаточно про-

стым образом зависит от числа требований на i -й станции. 

Заметим, что если положить 
0 1,ir   1, ,i N  то не дождавшиеся об-

служивания требования после обслуживания на станциях будут покидать 

сеть, а если положить 
0 1,ip   1, ,i N  то, наоборот, покидать сеть будут 

обслуженные на станциях требования. 
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Обозначим через  i in  условную интенсивность потока требова-

ний, выходящего из i -й станции, находящейся в состоянии  1,in i N . 

Так как требования не рождаются и не теряются при прохождении стан-

ций, то в стационарном режиме с точностью до множителя   (на кото-

рый можно сократить) выполняется следующий закон сохранения: 

     0

1

1 , 1, .
N

j j j i i ij i

i

n p n s n j N


          (1) 

Далее предполагается, что матрица ( )S n  неприводима. Для её не-

приводимости достаточно (но не необходимо), чтобы неприводимой бы-

ла хотя бы одна из матриц P или R . Тогда уравнение (1), которое будем 

называть уравнением трафика, при фиксированных 

1 2, , , , , , 1, ,i i Nn n n i N    будет иметь единственное положительное ре-

шение. Если изменять эти параметры, то решения (1) будут функциями 

от них. Заметим, что в классической сети Джексона решение уравнения 

трафика определяется матрицей P  и не зависит от параметров , 1, .i i N   

Лемма 1. При выполнении (1)  

   0

1

1 1.
N

i i i i

i

n s n


        (2) 

Складывая (1) по 1,2, ,j N  и используя стохастичность матрицы 

( )S n , получим 

     

          

1 1 1

0 0

1 1 1

1 1

1 1 1 1 1 ,

N N N

j j i i ij i

j i j

N N N

i i i i i i i i i i

i i i

n n s n

n s n n n s n

  

  

     

          

  

    

откуда вытекает (2). Физический смысл состоит в том, что (2), умножен-

ное на  , выражает равенство интенсивностей выходящего из сети и 

входящего в сеть потоков требований. 

2. Уравнения глобального и локального равновесия 

Состояния сети в момент t  будем описывать марковским процессом 

или цепью Маркова с непрерывным временем 

        1 2, , , ,Nn t n t n t n t  где ( )in t  – число требований на i -й станции 

в момент времени t . Пространство состояний этого процесса 
N

   , где 
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 0,1,  . В силу неприводимости матрицы маршрутизации и поло-

жительности интенсивностей выхода из состояний в моменты её скачков 

( )n t , очевидно, – неприводимая цепь Маркова. Об условиях её эргодич-

ности, которые далее предполагаются выполненными, будет сказано ни-

же. Пусть   ,p n n  – её предельное эргодическое распределение, 

которое в этом случае будет единственным решением уравнений гло-

бального равновесия 
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 
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

 

 

    0
1 1,

, ,
j

N N

j i j ji j ji n
i j j i

p n e e p r n


  

             (3) 

удовлетворяющим условию нормировки   1
n

p n


 . Здесь 
ie  – единич-

ный вектор i -го направления, причём предполагается, что   0p n   при 

n . Разобьём (3) на уравнения локального равновесия. Первое урав-

нение получается, если приравнять интенсивность потока вероятности из 

состояния n  за счёт поступления требований в сеть извне интенсивности 

потока вероятности в состояние n  за счёт ухода требований из сети: 

      0 0 0
1

, .
i

N

i i i i i n
i

p n p n e p r n




          (4) 

Остальные N  уравнений локального равновесия получаются, если 

для каждой станции приравнять интенсивность потока вероятности из 

состояния n  за счёт ухода требований из этой станции интенсивности 

потока вероятности в состояние n  за счёт поступления требований на эту 

станцию (извне и из других станций) 
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 
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           
(5) 
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Так как (3) получается сложением (4) с просуммированными по 1,i N  

уравнениями (5), то всякое решение локальных уравнения равновесия 

(4), (5) будет являться решением глобального уравнения равновесия (3). 

3. Изолированный от сети узел в искусственной случайной среде 

Изолируем i -ю станцию от сети, помещая её в фиктивную случай-

ную среду, отличающуюся от условий её функционирования в сети толь-

ко тем, что в неё поступает поток моментов последовательных скачков 

процесса чистого размножения с интенсивностью рождения  i in , за-

висящей от числа требований 
in  в этой станции. Получается процесс 

размножения и гибели  in t  с интенсивностями рождения 

   0,1, .i i in n   и интенсивностями гибели    1
1,2, .

i
i i in

n


     . 

При этом стационарные вероятности цепи Маркова  in t , если они су-

ществуют, удовлетворяют следующим уравнениям равновесия для вер-

тикальных сечений в графе переходов процесса размножения и гибели: 

          1
1 1 1, 2, . ,

i
i i i i i i i i in

n p n p n n


           (6) 

Эта система уравнений может быть записана в виде: 

     0 0 1 ,i i i ip p       (7) 

         1 1 , 2,3, . .i i i i i i i i in p n p n n         (8) 

Из уравнений (7), (8) находим 

   
 

  
1

1

0

1
0 .
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i
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i i i in

li i i

p n p l






 
   

    (9) 

Из условия нормировки следует, что 

 
 

1
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i

i

n
ii i
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n li i i
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
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    
     (10) 

и кроме того, что условие 
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1 0

i

i

n
i

n l i i

l

 


 

  
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является необходимым и достаточным для существования стационарного 

распределения, а значит, необходимым для эргодичности процесса раз-

множения и гибели  in t . Для доказательства достаточности этого усло-

вия для эргодичности остаётся показать, что при выполнении (11) про-

цесс  in t  является регулярным. Из сходимости ряда в (11) следует, что 

его общий член 
 1

0

in
i

l i i

l





  
  стремится к нулю при 

in  . Но тогда 

 1

in

i i

l i l

  



 , т. е. ряд 

 1 1

i

i

n

i i

n l i l



 

  




 

расходится к  , что является до-

статочным условием регулярности процесса размножения и гибели. 

Итак, для эргодичности процесса  in t , описывающего изолирован-

ную станцию необходимо и достаточно выполнения (11). При этом эрго-

дическое распределение определяется соотношениями (9), (10) и удовле-

творяет равенствам (6). 

4. О стационарном распределении в форме произведения 

Докажем, что вероятности 

       1 1 2 2 N Np n p n p n p n     (12) 

с множителями, определёнными с помощью (6), удовлетворяют уравне-

ниям локального равновесия (4). Прежде всего отметим, что из (6), (12) 

следует, что 
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Разделив (4) на  p n , подставляя в полученное равенство (14) и исполь-

зуя (2), получим: 
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т. е. (4) выполняется. Проверим выполнение (5). Если 0in  , то (5), оче-

видно, превращается в тождество 0 0 . Если же 0in  , то разделив (5) 

на  p n , подставляя в полученное равенство (13), (15) и используя урав-

нение трафика (1), получим: 
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т. е. (4) выполняется тогда и только тогда, когда    1i i i in n    , т. е. 

когда  i in  не зависит от 
in . Таким образом, не существует стационар-

ного распределения состояний сети в форме произведения множителей, 

зависящих от состояний отдельных станций. 
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К сожалению, если для удовлетворения нулевого уравнения локаль-

ного равновесия взять (1), то для удовлетворения уравнений локального 

равновесия для узлов придётся брать другое уравнение трафика, которое 

совпадает с (1), в котором в левой части надо взять  1j jn   вместо 

 .j jn  

Заключение. В настоящей работе исследовались сети с однолиней-

ными станциями, что ограничивает возможность применения получен-

ных результатов. Отметим, что возможность варьирования матрицами 

маршрутизации обслуженных и не дождавшихся обслуживания требова-

ний позволяет учитывать самые разнообразные практические ситуации и 

снижать необходимым образом нагрузку в "узких местах" исследуемых 

сетей. А это очень важно при проектировании новых и модернизации 

уже существующих информационно-вычислительных сетей. 
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