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Исследуется применение моделей в пространстве состояний и фильтра Калмана 

для предсказания и восстановления пропущенных значений временных рядов. Для 

решения этих задач используется представление временных рядов в форме моделей в 

пространстве состояний. 
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Введение 

Многие математические модели временных рядов могут быть све-

дены к моделям в пространстве состояний. В свою очередь модели в 

пространстве состояний позволяют применить к исходной модели вре-

менного ряда широкий спектр процедур, включая алгоритм, определяю-

щий фильтр Калмана [1].  

Фильтр Калмана для статистического анализа  

ARMA-модели временного ряда 

Рассмотрим ARMA(4, 1) скалярного временного ряда: 

4 1, 0,1,..., ,t t t ty t Ty         
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0 .(0,1 , 1)t N y    

Данную модель временного ряда можно представить в форме моде-

ли в пространстве состояний: 
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где   0~ 0,1  ,     1t N y  ,  t  ‒ последовательность независимых одинако-

во распределенных случайных величин с нулевым математическим ожи-

данием и единичной дисперсией. 

Требуется найти оценки ˆ
ty , используя фильтр Калмана. 

Для нахождения оценок будем пользоваться следующими формула-

ми фильтра Калмана [2]: 
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В нашем случае:  
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На рисунке представлены графики исходного временного ряда 
ty  и 

полученного в результате фильтрации ряда оценок ˆ ,ty  определенные 

уравнениями (1), (2). 
 

 

Графики исходного временного ряда 
ty  и ряда оценок ˆ

ty  

Прогнозирование стационарной случайной последовательности 

на основе моделей в пространстве состояний 
 

Рассмотрим стационарный в широком смысле процесс со спек-

тральной плотностью: 
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Гауссовский случайный процесс 
t  со спектральной плотностью (3) 

подчиняется следующему стохастическому разностному уравнению [3]: 

     2 1

1
  2 1 ,
2

t t t t t                              (4) 

где , 0,1, , ,t t T     последовательность независимых нормально распре-

деленных случайных величин с нулевыми математическими ожиданиями 

и единичной дисперсией. 

Введём вспомогательную случайную величину 
t , тогда получим 

систему (4) эквивалентную (3): 
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Для решения задачи прогнозирования строим дополнительные слу-

чайные последовательности  1 ,t s  и    2 1, ( ,t s t s   – для 
t ,  2 ,t s  – 

для 
t ) по формулам: 
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Для того, чтобы начать строить прогноз с момента времени s, нужно 

знать начальное значение  1 ,s s . Для этого построим ещё одну после-

довательность 
sm : 
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Указанные выше формулы можно также применить для восстанов-

ления пропущенных значений временного ряда. 

Результаты представлены в табл. 1, 2, 3. 
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Таблица 1 

Ретроспективный прогноз с момента s = 90 

t  
t  

1t  
t  

2t  

91 0.467 0.425 0.233 0.156 

92 -0.247 -0.290 0.673 0.425 

93 -0.331 -0.067 -0.483 -0.290 

 
 

Таблица 2 

Восстановление пропущенных значений (s = 70) 

t  
t  

1t  
t  

2t  

71 0.243 -0.284 0.969 -0.088 

72 -0.331 0.186 0.793 -0.284 

73 -0.003 0.049 0.125 0.186 

 
 

Таблица 3 

Восстановление пропущенных значений (s = 50) 

t  
t  

1t  
t  

2t  

51 -0.509 1.053 -3.069 0.123 

52 0.382 -0.588 -3.322 1.053 

53 0.205 -0.232 -2.148 -0.588 

 

Исходя из полученных результатов, можно сделать вывод о том, что 

подход на основе применения моделей в пространстве состояний и филь-

тра Калмана является достаточно эффективным для решения задач про-

гнозирования временных рядов с пропусками. 
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