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Введение 
 

Цепь Маркова , tx A t N    порядка s  с пространством состояний 

,A  определенная на вероятностном пространстве  , ,PΩ  и временной 

области N  характеризуется обобщенным марковским свойством [1] 

 1 1 1 1| , ,t t t tP x i x i x i       

 1 1 1 1| , ,t t t t t s t sx i x i x i            

 
1, , ; 1

1 1,  , , , .
t s i it t
i tp t t s i i A
   

            (1) 

Соотношение (1) означает, что условное распределение будущих со-

стояний зависит не от всей предыстории, а лишь от ближайших на глу-
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бину s  значений. Заметим, что при 1s   получаем обычную цепь Мар-

кова, а при 0s   схему независимых испытаний. 

Цепь Маркова ЦМ(s) характеризуется s -мерным начальным распре-

делением 

 
1, , 1 1 1, , , , , ,

si i s s sP x i x i i i A        

и ( 1)s  -матрицей вероятностей одношаговых переходов (тензором пе-

реходных вероятностей) в моменты времени :t s  

    1, , ; 1
1 1,  , , , .

t s i it t
i tP t p t t s i i A
   

     

Если  P t  не зависит от времени,  
1, , ; 1

,
t s i it t
iP t P p
   

   

1 1, , ,ti i A   то имеем однородную цепь Маркова ОЦМ(s). Матрица P  

 удовлетворяет условиям нормировки 

1, , ;1 1

1

0
1.

t s i it t t

N

ii
p

   




  

С помощью расширения пространства ОЦМ ( )s можно привести к 

простой цепи Маркова [2]. 

Модель искажений Тьюки-Хьюбера  

для дискретных временных рядов 

В модели Тьюки–Хьюбера предполагается, что вероятности перехо-

да имеют вид: 

 1 1; , ,t t t t t s t s
P x u x u x u    

      

   1 11 ; , ,t t t t t s t sP x u x u x u           

 1 1 ,; , ,t t t s t s t s t s
h x u x u x u      

         (2) 

где .0 1,     s s     

Введем для удобства обозначения:  

1 1
1 1( ,  , ); ( ,   , ).t t

t tt s t s t s t s
X x x U u u   

 
    

     

Тогда соотношение (2) примет вид 

     1 1 1 1; 1 ;t t t t
t t t t t s t st s t s

P x u X U P x u X U 

   
  

         
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 1 1 .; t s t s
t t t s t s

h x u X U 

   

 
         (3) 

Найдем функцию правдоподобия  0
1 1
,  , ; n s

L x x X 
  при условии, 

что 
0

1 s
X 

 известны. Используя формулу умножения вероятностей, и учи-

тывая (2), мы имеем: 

   0 0
1 1 11 1
,  , ;   ;n n

n s s
L u u X P X U X  

     

     1 1 1 1

1

.1 ; ;
n

t t t s t s
t t t s t s t t t s t s

t

P x u X U h x u X U 

     
   



         
          (4) 

Теорема. Функция правдоподобия для модели Тьюки‒Хьюбера (2) 

допускает следующее разложение по степеням  . 

     0 1 1 0
1 11 1

1 1

,  , ;  ; ,  , ;   ,
n n

t t k
n t t t s t s k ns s

t k

L u u X P x u X U g u u X 

 
  

 

         

где 

 0
1 1
,  , ;  k n s

g u u X 
   

    
1 2 1

1 1 1 1

,

; ;
k k k

t s t s t t
t t t t t s t st s t s

I I t I

h x u X U P x u X U 

     
  



         

 
2

1 1; ,
k

t t
t t t s t s

t I

P x u X U 
 



    

а суммирование в сумме 
1 2,k kI I  ведется по всем различным разбиениям 

множества  1, 2,  , n  на два подмножества, в первом из которых 𝑘 

элементов, а во втором – n k . 

Доказательство. Представим функцию правдоподобия в следую-

щем виде 

      0 1 1 1 1
1 1

1

,  , ;  ; ( ;
n

t t t s t s
n t t t s t s t ts t s t s

t

L u u X P x u X U h x u X U  

     
   



          

 1 1; .t t
t t t s t sP x u X U 

 
  


      (5) 

Результат теоремы следует из представления (5), если сгруппиро-

вать члены при различных степенях  . 
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Следствие. В частности, группируя члены при 
0 1 2, ,  ,    получаем, что  

 0
1 1
,  , ; n s

L u u X 
   

   1 1 1 1

1 1

; ;
n n

t t t s t s
t t t s t s t t t s t s

t t

P x u X U h x u X U 

     
   

 

         

   1 1 1 1

1;

; ;
n

t t k k
t t t s t s k k k s k s

k k t

P x u X U P x u X U   
   

 

       

    2 1 1 1 1

1

; ;
n

t s t s t t
t t t t t s t st s t s

t

h x u X U P x u X U 

     
  



        

    1 1 1 1

1; ; .

; ;
n

m s m s m m
m m m m m s m sm s m s

m m t m t

h x u X U P x u X U 

     
  

  

        

   1 1 3

1; ;

; .
n

k k
k k k s k s

k k t k m

P x u X U O 
 

  

      

Модель дискретного временного ряда  

с ошибками регистрации состояний 

Предположим, что вместо ряда tx  регистрируется дискретный вре-

менной ряд yt, определяемый следующими соотношениями: 

 

 

 

 

,  с вероятнностью 1 , если 0, 1 ,

1,  с вероятнностью  , если 1, 2 ,
  

,  с вероятнностью 1 , если  1, 2 ,

1, с вероятнностью  , если  1, 2 ,  

t t

t t

t

t t

t t

x x N

x x N
y

x x N

x x N





  


   
 

   
    

 

где , 0, 0,  0,  0 1.                  

Введем в рассмотрение события 

 
,

искажение вида 1 ,
i

i iv
H v x

    

 
,

искажение вида 1 ,
i

i iv
H v x

    

 1 , нет искажения .
iv i iH v x    

Тогда событие ( )i iy v  можно представить в виде: 

1 ,( )
i i ii i v v vy v A A A
        
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где 

 
,

,1
i i

v i i v
A x v H








     

 1
1 , , 

i iv i i vA x v H
    

 
,

.1
i i

v i i v
A x v H








     

Тогда  

   1

1

1

1

1 1 , , , ,1

( ) .n

i i i

n

n n

i i v v v nv
i i

P y v P A A A P A A
 

 

  

      


   
   
   

      

В последнем выражении 

 1

1 , , ,
: 1: :

( ) ( ) ( )n

i i i
ii i

nv v v v
ii i

P A A P H P H P H  

 



  
     

      

: 1: :

( 1) ( ) ( 1) .
ii i

i i i i i i
ii i

x v x v x vP
      

 
   


   


 

 

Ясно, что эту вероятность можно вычислить с учетом того, что 

   
,

, если 1, , 2
,

0, если  0i

i

v
i

v N
P H

v






   
 


 

 
 

 1 ,

1 , если 1, , 2
,

1, если 0, 1i

i

v

i

v N
P H

v N


     
 

 
 

   
,

, если 1, , 2
,

0, если 1i

i

v
i

v N
P H

v N






   
 

 
 

а вероятности   1

n

i ii
P x v


  находятся по формуле умножения в соот-

ветствии с пунктом 1. 
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