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Введение 

В настоящей статье будут описаны некоторые подходы к оценива-

нию финансовых производных, которые используются в лекциях на фа-

культете прикладной математики и информатики Белорусского государ-

ственного при чтении курсов «Инвестиции и управление портфелем цен-

ных бумаг» и «Динамическая теория оценивания активов» для студентов 

специальности «Актуарная математика». 
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В современных финансах существуют два основных подхода к опре-

делению стоимостей ценных бумаг: безарбитражный и равновесный [1]. 

Безарбитражный подход широко используется в оценивании произ-

водных ценных бумаг. Он основан на принципе отсутствия арбитража, 

который постулирует, что на хорошо функционирующих финансовых 

рынках, две ценные бумаги, которые имеют одинаковые выплаты, долж-

ны продаваться по одинаковой цене. Это означает, что если мы можем 

сформировать выплаты ценной бумаги, используя ценные бумаги, кото-

рыми торгуют на рынке, то мы можем определить цену этой бумаги в 

терминах ценных бумаг, имеющихся на рынке. Например, в однопериод-

ной модели, выплаты колл-опциона могут быть заменены портфелем, со-

стоящим из лежащего в основе актива и безрисковой облигации. Инве-

стору должно быть безразлично, иметь ли на руках колл-опцион или соот-

ветствующий портфель, так как оба обеспечивают одинаковые выплаты в 

конце периода. 

Равновесный подход обеспечивает более широкие возможности для 

анализа рынков и определения цен ценных бумаг. Он связывает цены с 

более фундаментальными экономическими концепциями в том смысле, 

что он проясняет происхождение цен. Следовательно, чтобы применить 

этот подход мы должны рассмотреть более широкую структуру, чем при 

арбитражном подходе, который рассматривает цены как данные. 

При однопериодной равновесной модели мы предполагаем, что 

множество лиц (экономических агентов) торгуют ценными бумагами. 

Характеристики этих ценных бумаг фиксированы вначале. Каждый агент 

имеет начальные ресурсы или капитал. Мы предполагаем, что существу-

ет финансовый рынок, где агенты покупают и продают ценные бумаги. 

Агенты максимизируют свой капитал путем торговли доступными цен-

ными бумагами. Равновесные цены возникают в результате оптимальных 

действий всех агентов на рынке. Равновесие достигается тогда, когда це-

ны становятся такими, что ожидаемая полезность каждого агента являет-

ся максимальной. При установившемся равновесии цены являются таки-

ми, что ни один агент не имеет намерений торговать по этим ценам. Рав-

новесные цены имеют отношение к таким атрибутам агентов в экономи-

ке, как капиталы, ожидания, предпочтения, а также к типу и структуре 

продаваемых ценных бумаг. Если изменяется один из атрибутов, то это, 

вообще говоря, приводит к изменению равновесных цен. Если рынок 

находится в равновесии, то интуитивно мы понимаем, что не должно 

быть арбитражных возможностей. Если множество цен допускает арбит-

раж, то агенты способны улучшить свое положение за нулевую стои-
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мость. Это противоречит тому, что при равновесии полезности агентов 

уже максимизированы. Следовательно, оба подхода приводят к состоя-

тельному ценообразованию. 

Однопериодная модель рынков ценных бумаг 

В этом разделе, мы используем однопериодную модель рынка цен-

ных бумаг со следующими характеристиками: 

 в модели отсутствует производство. Такие модели известны под 

названием биржевые экономики; 

 существует единственный продукт, который не может накапли-

ваться. Мы используем этот продукт как единицу измерений; 

 ценная бумага представляет собой контракт, который определяет 

размер потребления в каждом будущем состоянии; 

 ценные бумаги свободны от риска неуплаты; 

 агенты максимизируют их ожидаемую полезность потребления 

торгуя доступными ценными бумагами на рынке; 

 равновесные цены являются результатом действий всех агентов 

модели. 

В момент 1, состояние экономики выражается множеством исходов 

 . Предположим, что существует N  ценных бумаг, которые харак-

теризуются своими выплатами в момент 1. Существует единственный 

продукт, в единицах которого мы измеряем все цены и выплаты. Выпла-

та ценной бумаги j  в состоянии   в момент 1 равна  jX  . Мы в даль-

нейшем предполагаем, что отсутствует риск неуплаты. 

Мы предполагаем, что агенты принимают решения с целью макси-

мизировать свои индивидуальные ожидаемые полезности. Каждый агент 

вычисляет математическое ожидание, используя свою собственную ве-

роятностную меру. Удобно выделить два случая. В первом случае агенты 

имеют различные (гетерогенные) ожидания. Агент с номером i  припи-

сывает свои субъективные вероятности  ip   состоянию  . Во втором 

случае, агенты имеют одинаковые (однородные) ожидания. Каждый 

агент приписывает одну и ту же вероятность  p   состоянию .  Мы 

обозначим эту вероятностную меру P  и будем называть ее естественной 

мерой или физической мерой. 

В оставшейся части этого раздела будем полагать, что агенты имеют 

гетерогенные ожидания. Агент i  предполагается имеющим функцию 

полезности 
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     0 1 0 0 1 1, ,i i i i i i iu c C u c u C   

где 0iu  и 1iu  – возрастающие выпуклые вверх и дважды дифференцируе-

мые функции. При этих предположениях, ожидаемая полезность для 

агента i  равна 

        0 1 0 0 1 1, .i i i i i i i iEu c C u c p u C


      

Мы полагаем, что каждый агент уже сделал оптимальный выбор. 

Результатом таких решений являются равновесные цены. Когда система 

находится в равновесии, цены и распределение потребления являются 

такими, что ожидаемая полезность каждого агента максимальна при этих 

ценах и распределении потребления. Это означает, что при этих ценах 

для агентов не имеет смысла осуществлять торговлю. Мы, опираясь на 

этот факт, можем получить формулу для цены для i -го агента. Во-

первых, обозначим оптимальный способ потребления в равновесии через 

 0 1,i ic C 
. Далее рассмотрим ценную бумагу j  с настоящей ценой jx . 

Мы будем опираться на тот факт, что агент уже принял оптимальное 

инвестиционное решение.  По определению любое уклонение от этой по-

зиции не является оптимальным. Если агенту предлагается купить любое 

количество  этой ценной бумаги в момент 0, то оптимальный выбор бу-

дет 0  . 

Предположим, что агент покупает 𝛼 штук ценной бумаги jx  в мо-

мент 0. Тогда агент будет иметь потребление 
0i jc x   в момент 0 и 

 1i jC X     в момент 1 в состоянии  . С учетом этих новых инвести-

ций и плана потребления ожидаемая полезность агента становится рав-

ной 

   0 1 0 0, ( )i i j i j i i jEu c x C X u c x           

 1 1 .( ) ( )i ji i Cp u X


      

Взяв производную от этого выражения по  , и приравняв производную к 

нулю, мы получим, что  

*
1 1

*
0 0

( )
= ( ) ( ) [ ]

( ( ))

( )
ii i

i

P

i

j i j i j

u C
x

u c
p X E Z X



 
 

 


                  (1) 
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где 
*

1 1

*

0 0

( ( ))

( )

i i
i

i i

u C
Z

u c

 



. Последнее равенство показывает, что настоящая сто-

имость ценной бумаги равна математическому ожиданию произведения 

будущей выплаты и случайной величины 
iZ . Эта случайная величина 

равна маргинальной интенсивности замещения агента. Математическое 

ожидание в (1) берется по субъективной вероятностной мере отдельного 

агента. 

Уравнение (1) представляет важный результат оценивания и форми-

рует основу для многих современных моделей оценивания активов. За-

метим, что при выводе этого результата, мы не делали никаких предпо-

ложений о полноте рынка ценных бумаг. То есть, он остается в силе для 

неполных рынков. Равновесный подход требует большей информации, 

но взамен он являет собой более мощное средство оценивания. 

При наличии безрискового актива, в предположении однородных 

ожиданий, стоимость j -той ценной бумаги через соответствующую риск 

нейтральную вероятностную меру выражается в виде 

[ ]1
= ( ) ( ) ,

1 1

Q
j

j j
f f

E X
x q X

i i

  
 

  

где 

( ) (1 ) ( ) ( ),fq i p Z      

для всех  , а fi  – безрисковая процентная ставка.  

При безарбитражном подходе стоимости ценных бумаг в момент 0 

можно представить в виде 
 

 1 2(0) (0), (0),..., (0)NS S S S , 
 

а в момент 1 в виде матрицы 
 

1 1 2 1 1

1 2 2 2 2

1 2

(1, ) (1, ) ... (1, )

(1, ) (1, ) ... (1, )
(1, )

. . . .

(1, ) (1, ) .... (1, )

N

N

M M N M

S S S

S S S
S

S S S

   
 

  
  
 
 

   

. 
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Вектор цен состояний (state price vector)  определяется как строго 

положительный вектор 1( ( ),..., ( ))mw w    , для которого выполняется 

следующее соотношение: 

(0) (1, )S S  . 

 

При наличии безрискового актива стоимость любой ценной бумаги с 

достижимыми выплатами X  в момент 1 будет определяться соотношением 

.X    

 

При наличии безрискового актива эта стоимость может быть выра-

жена через риск нейтральную меру в виде 
 

1 [ ]
= ( ) ( ) ,

1 1

Q

f f

E X
q X

i i

   
 

  

 

где  ( ) = 1 ( ).fq i     

При этом, в соответствии в фундаментальной теоремой оценки ак-

тивов отсутствие арбитража равносильно существованию вектора цен 

состояний (риск-нейтральной меры), а полнота рынка – единственности 

вектора цен состояний (риск-нейтральной меры). 

Модели с непрерывным временем 

В случае непрерывного времени хорошо известна модель Блэка-

Шоулза[4]. В этой модели логарифм цены акции по риск-нейтральной 

мере является нормально распределенной случайной величиной с пара-

метрами 21

2
r t
 

  
 

 и 2t , где r  – безрисковая процентная ставка, а 2  –

волатильность. Имеются ряд обобщений формулы Блэка-Шоулза и пред-

положений, при которых она получена. Можно сослаться на учебник 

Г.А. Медведева [3] и недавнюю работу Siu T.K. [5], в которой в отличие 

от стандартных предположений модели Блэка-Шоулза рассматривается 

модель с учетом стоимости сделок и сменой состояний рынка, которая 

моделируется цепью Маркова. 

Эффективным методом для определения стоимости производных 

ценных бумаг является преобразования Эсшера (Esscher tramsform). Оно 

может применяться в ситуациях, когда логарифмы цен базовых (первич-

ных) ценных бумаг являются определенными процессами со стационар-

ными и независимыми приращениями [2,3]. В этом случае для того, что-
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бы цены акций в модели были внутренне состоятельными, мы ищем та-

кое h h , чтобы процесс дисконтированной цены акции 

  ( )exp , 0S t rt t   являлся мартингалом по отношению к вероятност-

ной мере, соответствующей значению параметра *.h  Параметр *h  нахо-

дится из равенства 

1 )ln (1, ,r M h    , 

где r  – постоянная безрисковая ставка, )(1,1,M h
 – производящая функ-

ция моментов преобразования Эсшера для процесса ( )X t  такого, что  

 ( ) (0)exp ( )S t S X t . 

При этом предполагается, что ( )X t  – стационарный случайный про-

цесс с независимыми приращениями и (0) 0.X   В этом случае стои-

мость европейского опциона-колл с ценой исполнения K  с датой пога-

шения   равна 

 * *(0) 1 ( , , 1) 1 ( , , )rS F K h e K F K h         ,   (2) 

где 

( ( , ))
( , ; )

( , )

hxe dF x t
dF x t h

M h t
 , 

а  ( , ) ( ) .F x t P X t x   Из формулы (2) следует классическая формула 

Блэка-Шоулза. Когда логарифм цены акции представляет собой сдвину-

тый пуассоновский процесс вида 

( ) ( ) ,X t k N t ct   

где  ( )N t  – процесс Пуассона с параметром ,  а k  и c  положительные 

константы. В этом случае преобразование Эсшера приводит к сдвинуто-

му процессу Пуассона с параметром .hke  В этом случае стоимость фи-

нансовых производных определяется согласно сдвинутому пуассонов-

скому параметру  

.
1k

r c

e

 
 


 

 

В этом случае цена европейского опциона-колл в соответствии с (2) 

имеет вид 
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* *(0) 1 ; 1 ; ,k rk c k c
S e e K

k k

           
             

      
 

 

где 
0

( ; ) .
!

j
n

j
n

j


    

Пусть логарифм цены акции является сдвинутым гамма-процессом 
 

( ) ( ) ,X t Y t ct   

 

где  ( )Y t  – гамма-процесс с параметрами   и ,  а 0c   – положитель-

ная константа. В этом случае *h  определяется из соотношения 
 

*

*
.

1

r ch
e e

h



 
 
 

 


  
 

 

Тогда, полагая ,h      стоимость европейского опциона-колл 

равна 

 * *(0) 1 ( ; , 1) 1 ( ; , ) ,rS G k c e K G k c                

 

где 
1

0
( ; , ) , 0.

( )

y
tG y t e dt y


 

   
   

Предположим, что логарифм цены – обратный гауссовский процесс 

с параметрами a  и .b  Обозначим ( ; , )J x a b  функцию распределения об-

ратного гауссовского процесса 
 

2( ; , ) 2 2 ,
2 2

a ba a
J x a b bx e bx

x x

    
        

   
 

 

где   – функция распределения стандартного нормального закона. В 

этом случае стоимость европейского опциона-колл равна 
 

 * *(0) 1 ( ; , 1) 1 ( ; , ) ,rS J k c b e K J k c b              

 

где 

2

*

4
.

1 a c r
b

c r a

 
  

 
 

Существуют и другие подходы к оцениванию финансовых активов и 

их производных [6]. 
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