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Лекция  10 

ЧИСЛОВЫЕ  ХАРАКТЕРИСТИКИ  СИСТЕМЫ 

ДВУХ  СЛУЧАЙНЫХ  ВЕЛИЧИН. 

n -МЕРНЫЙ  СЛУЧАЙНЫЙ  ВЕКТОР 

ЦЕЛЬ ЛЕКЦИИ: определить числовые характеристики системы двух 

случайных величин: начальные и центральные моменты, ковариацию, ко-

эффициент корреляции и регрессию; описать двумерное нормальное рас-

пределение; сформулировать закон распределения и найти числовые ха-

рактеристики n -мерного случайного вектора; вывести плотность рас-

пределения многомерного гауссова распределения. 

Начальные и центральные моменты 

 Обычно рассматривают в качестве числовых характеристик систе-

мы случайных величин начальные и центральные моменты различных 

порядков. 

 Начальным моментом порядка sk,  системы двух случайных величин 

),( YX  называется математическое ожидание произведения 
kX  на 

sY : 

][,
sk

sk YXM .         (5.17) 

 Центральным моментом порядка sk,  системы двух случайных величин 

),( YX  называется математическое ожидание произведения 
kX  на 

sY : 

][,
sk

sk YXM  ,         (5.18) 

где XmXX , YmYY  – центрированные случайные величины. 

 Для системы дискретных случайных величин ),( YX  

n

i

m

j

ij
s
j

k
isk pyx

1 1

, ; 

n

i

m

j

ij

s

Yj

k

Xisk pmymx
1 1

, )()( , 

а для системы непрерывных случайных величин ),( YX  
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dxdyyxfyx sk
sk ),(, ; 

dxdyyxfmymx s
Y

k
Xsk ),()()(, . 

 Порядок моментов определяется суммой индексов sk . 

 Начальные моменты первого порядка – это математические ожида-

ния случайных величин X  и Y : 

XmXMYXM ][][ 01
0,1 ; YmYMYXM ][][ 10

1,0 . 

Отметим, что точка ),( YX mm  представляет собой характеристику поло-

жения случайной точки ),( YX , и разброс возможных значений  системы 

случайных величин происходит вокруг этой точки. 

 Центральные моменты первого порядка равны нулю: 01,00,1 . 

 Начальные моменты второго порядка: 

][][][ 2
202

0,2 XXMYXM ;  

][][][ 2
220

2,0 YYMYXM ; 

XYRYXM ][ 11
1,1 .        (5.19) 

Начальный момент 1,1  называется смешанным начальным моментом 

второго порядка и обозначается как XYR . 

 Центральные моменты второго порядка: 

XDXDXMYXM ][][][ 202
0,2

 ;  

YDYDYMYXM ][][][ 220
2,0

 ; 

XYKYXM ][ 11
1,1

 .        (5.20) 

Первые два центральных момента – это дисперсии случайных величин X  и 

Y . Момент 1,1  называется смешанным центральным моментом второго 

порядка или ковариацией (корреляционным моментом) и обычно обозначает-

ся как XYK . 
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Ковариация 

 Для системы двух случайных величин ),( YX  ковариация выражает-

ся формулой 

)])([(][ YXXY mYmXMYXMK  ,     (5.21) 

при этом YXXY KK . 

 Дисперсию можно рассматривать как частный случай ковариации, т. е. 

XXX KXXMXMD ][][ 2  , YYY KYYMD ][  . 

Для независимых случайных величин ковариация всегда равна нулю. 
Докажем это утверждение. 

dxdyyxfmymxYXMK YXXY ),())((][1,1
 , 

но для независимых случайных величин по теореме умножения плотно-
стей имеем 

)()(),( 21 yfxfyxf . 

Следовательно, 

0

0

2

0

1

1,00,1

)()()()(

    

dyyfmydxxfmxK YXXY . 

Таким образом, доказано, что ковариация двух независимых случайных 
величин равна нулю. 
 Ковариация характеризует степень зависимости случайных величин и 

их рассеивание вокруг точки ),( YX mm . Ее можно выразить через началь-

ные моменты: 

YXXYXY mmRK 1,00,11,1 .     (5.22) 

Ковариация двух случайных величин равна математическому ожиданию их 
произведения минус произведение математических ожиданий этих величин. 
 Размерность ковариации, также как и дисперсии, равна квадрату раз-
мерности случайной величины. 
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 Степень зависимости случайных величин X  и Y  удобнее характери-

зовать посредством безразмерной величины – коэффициента корреляции 

YX

XY
XY

K
r ,          (5.23) 

который характеризует степень линейной зависимости, проявляющейся в 

том, что при возрастании одной из случайных величин другая также про-

являет тенденцию возрастать или, наоборот, убывать. 

 Если 0XYr , то говорят, что случайные величины X  и Y  связаны 

положительной корреляцией; при 0XYr  – отрицательная корреляция 

между случайными величинами. Диапазон изменения XYr  

11 XYr .          (5.24) 

 Модуль коэффициента корреляции XYr  характеризует степень "тес-

ноты" линейной зависимости или уклонение корреляционной связи от 

линейной функциональной зависимости случайных величин X  и Y . 

 При независимости случайных величин 0XYr , а при линейно 

функциональной зависимости baXY , )( 0a : 

1XYr  при 0a ; 1XYr  при 0a . 

 Если коэффициент корреляции равен нулю, то говорят, что случай-

ные величины X  и Y  не коррелированы, но это не означает, что они 

независимы. При 0XYr  можно лишь утверждать, что между случай-

ными величинами отсутствует линейная связь. 

Регрессия 

 Условным математическим ожиданием одной из случайных величин, 

входящих в систему ),( YX , называется ее математическое ожидание, 

вычисленное при условии, что другая случайная величина приняла опре-

деленное значение, т. е. полученное на основе условного закона распре-

деления. 
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 Для дискретных случайных величин 

m

j
xyjxYi iji

pymxYM
1

//]/[ ; 

n

i

yxiyXi jii
pxmyXM

1

//]/[ , 

где }/{/ ijxy xXyYPp
ij

; }/{/ jiyx yYxXPp
ji

 – условные 

вероятности случайных величин Y  и X  соответственно. 
 Для непрерывных случайных величин 

dyxyyfmxYM xY )/(}/[ 2/ ; 

dxyxxfmyXM yX )/(}/[ 1/ , 

где )/(2 xyf  и )/(1 yxf  – условные плотности распределения случайных 

величин: Y  при xX  и X при yY  соответственно. 

 Условное математическое ожидание случайной величины Y  при за-

данном xX : xYmxYM /]/[  называется регрессией Y  на x ; анало-

гично yXmyXM /]/[  – регрессией X  на y . Графики этих зависимо-

стей как функции x  или y  называют линиями регрессии, или "кривыми 

регрессии" Y  на x  и X  на y  соответственно (см. рис. 5.10). 

 Для независимых случайных величин линии регрессии Y  на x  и X  
на y  параллельны осям абсцисс, так как математическое ожидание каж-

дой из случайных величин не зависит от того, какое значение приняла 
другая случайная величина (см. рис. 5.10). 

yX
m

/
 

X
m  

y  0 

Рис. 5.10б. Регрессия X  на y  

xY
m

/
 

Y
m  

x  0 

Рис. 5.10а. Регрессия Y  на x  
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Двумерное нормальное распределение 

 Система двух непрерывных случайных величин ),( YX  распределена 

по нормальному закону, если ее совместная плотность имеет вид 

2

2

22

)(

)(
exp),(

12

1

12

1

X

X

XYXYYX

mx

rr
yxf  

2

2)())((2

Y

Y

YX

YXXY mymymxr
.    (5.25) 

Это двумерное нормальное распределение, или нормальный закон распре-

деления на плоскости, который полностью определяется заданием его чи-

словых характеристик: XYYXYX rDDmm ,,,, . 

 Условные законы распределения: 

)(

),(
)/(

2

1
yf

yxf
yxf  

2

22 )(
exp

12

1

12

1

Y

Y
XY

X

X

XYXYX

my
r

mx

rr
; 

)(

),(
)/(

1

2
xf

yxf
xyf  

2

22 )(
exp

12

1

12

1

X

X
XY

Y

Y

XYXYY

mx
r

my

rr
. 

Каждый из этих условных законов распределения является нормальным с 

условным математическим ожиданием и условной дисперсией, опреде-

ляемой по формулам: 

);(),( 22
// 1 XYXyXY

Y

X
XYXyX rDmyrmm  

).(),( 22
// 1 XYYxYX

X

Y
XYYxY rDmxrmm  
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Отсюда следует, что для системы нормально распределенных случайных 

величин X  и Y  линии регрессии yXm /  и 
xYm /

 представляют собой 

прямые линии, т. е. регрессия для нормально распределенной системы 

),( YX  всегда линейна. Для полного описания такой системы нужно знать 

пять параметров: координаты центра рассеивания ),( YX mm  и ковариа-

ционную матрицу, состоящую их четырех элементов: 

YYX

XYX

XY
DK

KD
K , при этом YXXY KK . 

 При 0XYr  (случайные величины X  и Y  не коррелированы) со-

вместная плотность распределения системы ),( YX  имеет вид 

2

2

2

2

22

1

22

1 )(
exp

)(
exp),(

Y

Y

YX

X

X

mymx
yxf  

)()( 21 yfxf , 

т. е. если две нормальные случайные величины X  и Y  не коррелирова-

ны, то они и независимы. 

Закон распределения и числовые характеристики 

n -мерного случайного вектора 

 Закон распределения системы n  случайных величин – n -мерного 

случайного вектора ),,,( 21 nXXXX 


с составляющими ,, 21 XX  

nX,  – в общем случае может быть задан в виде функции распределения: 

},,,{),,,( 221121 nnn xXxXxXPxxxF   

n

i

ii xXP
1

}}{{ .        (5.26) 

 Свойства функции распределения n -мерного случайного вектора 

аналогичны свойствам функции распределения одной или двух случайных 

величин: 

1. ),,,( 21 nxxxF   есть неубывающая функция каждого из своих аргу-

ментов. 
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2. Если хотя бы один из аргументов ),,,( 21 nxxx   обращается в , то 

функция распределения равна нулю. 

3. Функция распределения любой подсистемы ),,,( 21 kXXX   системы 

),,,,,( 21 nk XXXX   определяется, если положить в функции рас-

пределения ),,,( 21 nxxxF   аргументы, соответствующие остальным 

случайным величинам, равными : 

),,,,,,(),,,( 2121,,2,1  kkk xxxFxxxF . 

Чтобы определить функцию распределения )( kk xF  любой из случайных 

величин, входящих в систему, нужно положить в ),,,( 21 nxxxF   все 

аргументы, кроме kx , равными : 

),,,,,,()(  kkk xFxF . 

4. Функция распределения ),,,( 21 nxxxF   непрерывна слева по каждо-

му из своих аргументов. 

5. Если случайные величины nXXX ,,, 21   независимы, то 

)()()(),,,( 221121 nnn xFxFxFxxxF  . 

 Для системы непрерывных случайных величин функция распределе-

ния ),,,( 21 nxxxF   непрерывна и дифференцируема по каждому из ар-

гументов, а также существует n -я смешанная частная производная 

n

n
n

xxx

xxxF





2

21 ),,,(
, 

которая является совместной плотностью распределения системы непре-

рывных случайных величин ),,,( 21 nXXX  , т. е. 

n

n
n

n
xxx

xxxF
xxxf






2

21
21

),,,(
),,,( .     (5.27) 
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 Свойства совместной функции распределения: 

1. 0),,,( 21 nxxxf  . 

2. 12121 ),,,()( nn dxdxdxxxxfn  . 

3. Если случайные величины  nXXX ,,, 21   независимы, то 

)()()(),,,( 221121 nnn xfxfxfxxxf  . 

 Закон распределения системы n  зависимых случайных величин, яв-

ляющийся функцией многих аргументов, весьма неудобен в практическом 

применении. Поэтому в практических (инженерных) приложениях теории 

вероятностей рассматриваются в основном числовые характеристики n -

мерного случайного вектора: 

1. n  математических ожиданий: 

][;];[];[ 2211 nn XMmXMmXMm  ; 

2. n  дисперсий: 

][;];[];[ 2211 nn XDDXDDXDD  ; 

3. )1(nn  ковариаций: 

jiYXMK jiij   ][ при . 

Учитывая, что дисперсия случайной величины iX  есть ковариация 

iiK , то все ковариации ijK  ( ji ) совместно с дисперсиями iii KD  

образуют матрицу ковариаций (ковариационную или корреляционную 

матрицу) – таблицу, состоящую из n  строк и n  столбцов: 

nnnn

n

n

ij

KKK

KKK

KKK

K









21

22221

11211

.      (5.28) 
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Так как jiij KK , то матрица ковариаций симметрична относитель-

но главной диагонали, на которой стоят дисперсии случайных величин. 

Если случайные величины попарно не коррелированные, т. е. 0ijK  

ji при , то матрица (5.25) становится диагональной: 

nn

ij

K

K

K

K









00

00

00

22

11

. 

 Вместо матрицы ковариаций можно записать матрицу коэффициен-

тов корреляции: 

1

1

1

21

221

112









nn

n

n

ij

rr

rr

rr

r ,       (5.29) 

где 1,;
ii

i
iiiiii

jjii

ij

ji

ij

ji

ij

ij

D
rDK

KK

K

DD

KK
r . 

 Отсюда единицы по главной диагонали в матрице (5.29). Если же 

случайные величины попарно не коррелированные, т. е. jirij   при0 , 

то матрица коэффициентов корреляции будет единичной матрицей: 

100

010

001









ijr . 

 Иногда рассматривают условное математическое ожидание одной из 

случайных величин, например 1X , при условии, что все остальные слу-

чайные величины nXXX ,,, 32   приняли определенные значения: 

nxxx ,,, 32  . 
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1

2,,2

21
1,,/21

),,(

),,,(
],,/[

21
dx

xxf

xxxf
xmxxXM

nn

n
xxXn n 





 . 

Это условное математическое ожидание называется регрессией 
1X  на 

nxxx ,,, 32  . Геометрически регрессия интерпретируется как поверх-

ность в n -мерном пространстве ),,,( 21 nxxx   и называется поверхно-

стью регрессии 1X  на nxxx ,,, 32  . 

 Регрессия будет линейной, если поверхность регрессии описывается 

линейной функцией, т. е. 

n

i

iixxX xm
n

2

110,,/ 21  , 

где ),(, 2110 nii  – постоянные коэффициенты. 

 В двумерном случае линия регрессии прямая, в трехмерном – плос-

кость; в общем случае – гиперплоскость в пространстве n  измерений. 

 Для системы случайных величин nXXXX ,,,, 321  , имеющей нор-

мальное распределение, регрессия всегда линейна.  

Многомерное нормальное распределение 

Совместная плотность распределения вероятности системы произ-

вольного числа n  нормальных случайных величин – случайного вектора 

),,,( 21 nXXXX 


 – имеет вид 

),,,( 21 nxxxf   

)])((exp[
)( 1 1

)1(

2/ 2

1

2

1
ji XjXi

n

i

n

j

ijn
mxmxK ,  (5.30) 

где  – определитель ковариационной матрицы ijK  системы случайных 

величин ),,,( 21 nXXX  ; ijij AK )1(
 – элементы обратной ковариа-

ционной матрицы, ijA  – алгебраическое дополнение элемента ijK  матри-

цы ковариаций. 



 

Таким образом, параметрами n -мерного нормального распределения 
являются: 

 вектор математических ожиданий ),,,( 21 nmmmm 


; 

 ковариационная матрица ijK  размером nn . 

Если нормально распределенные случайные величины nXXX ,,, 21   

не коррелированы, то корреляционная матрица становится диагональной 

n
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D

D

D

K
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





00

00

00

2

1

, 

ее определитель 

n

i

in DDDD
1

21  , а обратная корреляционная 

матрица будет иметь вид 

n
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D

D

D

K
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1

)1(


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
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Таким образом, совместную плотность распределения можно привес-
ти к виду 

n

i i

Xi

nn
D

mx
xxxf i

1

2

21
2

1

2

1
exp

)(
),,,(   

n

i

ii
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ii

i

xf
mx

11

2

)(exp
2

1

2

1
. 

Для нормально распределенной системы случайных величин из попар-
ной некоррелированности отдельных величин, входящих в систему, следу-
ет их независимость. 


