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ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ïîäãîòîâêå
âûñîêîêâàëèôèöèðîâàííûõ ñîâðåìåííûõ ñïåöèàëèñòîâ, à ìàòåìà-
òè÷åñêèé àíàëèç ñîñòàâëÿåò åãî îñíîâó. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç �
ýòî ðàçäåë ìàòåìàòèêè, èçó÷àþùèé ôóíêöèîíàëüíûå çàâèñèìîñòè
ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñ-
ëåíèÿ.

Ïðè íàïèñàíèè ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ àâòîðû îïèðàëèñü íà ñâîé
ìíîãîëåòíèé îïûò ïðåïîäàâàíèÿ äàííîé äèñöèïëèíû íà ôàêóëü-
òåòå ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè ÁÃÓ, à òàêæå íà ñëå-
äóþùèå ó÷åáíûå ïîñîáèÿ: ¾Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó¿
Þ. Ñ. Áîãäàíîâà (Ìèíñê, 1974, 1978) è ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿
À. À. Ëåâàêîâà (Ìèíñê, 2014). Ïðåäëàãàåìîå èçäàíèå ïðåäíàçíà-
÷åíî â ïåðâóþ î÷åðåäü äëÿ ñòóäåíòîâ ôàêóëüòåòà ïðèêëàäíîé ìà-
òåìàòèêè è èíôîðìàòèêè ÁÃÓ, íî ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ è
äëÿ ñòóäåíòîâ äðóãèõ ôàêóëüòåòîâ è óíèâåðñèòåòîâ ñ óãëóáëåííûì
èçó÷åíèåì ìàòåìàòèêè.

Êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà òåñíî ñâÿçàí ñ òàêèìè äèñöè-
ïëèíàìè ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè, êàê ãåîìåòðèÿ è àëãåáðà,
êîòîðûå ÷èòàþòñÿ ñòóäåíòàì ôàêóëüòåòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè
è èíôîðìàòèêè ïàðàëëåëüíî, è ñîïðîâîæäàåòñÿ ïðàêòè÷åñêèìè è
ëàáîðàòîðíûìè çàíÿòèÿìè, ÷òî áûëî ó÷òåíî ïðè íàïèñàíèè íàñòîÿ-
ùåãî èçäàíèÿ. Îò ñòóäåíòîâ, ïðèñòóïàþùèõ ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòè-
÷åñêîãî àíàëèçà ñ ïîìîùüþ äàííîãî ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ, òðåáóåòñÿ
çíàíèå ìàòåìàòèêè ëèøü â îáúåìå ñðåäíåé øêîëû. Àâòîðû ñòðåìè-
ëèñü ñîåäèíèòü äîñòóïíîñòü, ñòðîãîñòü è ïîëíîòó èçëîæåíèÿ ìàòå-
ðèàëà ñ êðàòêîñòüþ, ñâîéñòâåííîé ëåêöèÿì.

Ïåðâàÿ ÷àñòü èçäàíèÿ ïîñâÿùåíà èçëîæåíèþ òåõ ðàçäåëîâ ìà-
òåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, êîòîðûå ñòóäåíòû ïåðâîãî êóðñà ôàêóëüòå-
òà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè òðàäèöèîííî èçó÷àþò
â ïåðâîì ñåìåñòðå ïåðâîãî êóðñà: äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ïðåäåë,
ôóíêöèè, íåïðåðûâíîñòü, äèôôåðåíöèàëüíîå è èíòåãðàëüíîå èñ-
÷èñëåíèå ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé. Íàðÿäó ñ îñíîâíûì òåîðåòè-
÷åñêèì ìàòåðèàëîì â ó÷åáíîì ïîñîáèè ñîäåðæàòñÿ ðåêîìåíäàöèè
ïî ðåøåíèþ çàäà÷.



1. ×ÈÑËÀ

×åðåç N, Z, Q áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ,
öåëûõ è ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñîîòâåòñòâåííî.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîä ìíîæåñòâîì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ïîíèìàþò

ìíîæåñòâî îáûêíîâåííûõ äðîáåé
m

n
, ãäå m ∈ Z, n ∈ N. Êàæ-

äîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî α ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äåñÿòè÷íîé
äðîáè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëèáî êîíå÷íîé, ëèáî áåñêîíå÷íîé ïåðèî-
äè÷åñêîé äðîáüþ. Ïðè ýòîì êàæäàÿ êîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü,
íå ðàâíàÿ íóëþ, èìååò äâà ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå áåñêîíå÷íîé äå-
ñÿòè÷íîé äðîáè:

0, 5 = 0, 500 . . . = 0, 5(0),

0, 5 = 0, 499 . . . = 0, 4(9)

(äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñòóäåíòàì èç êóðñà ñðåäíåé øêîëû
èçâåñòíû îïåðàöèè íàä ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè è èõ ñâîéñòâà).

Äâà îòðåçêà áóäåì íàçûâàòü ñîèçìåðèìûìè, åñëè îòíîøåíèå
äëèí ýòèõ îòðåçêîâ ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì. Ïîêàæåì, ÷òî
ñóùåñòâóþò íåñîèçìåðèìûå îòðåçêè.

Ëåììà 1.1. Äèàãîíàëü êâàäðàòà è åãî ñòîðîíà ÿâëÿþòñÿ

íåñîèçìåðèìûìè îòðåçêàìè.

Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñòèì, ÷òî îòíîøåíèå
a

l
äëèíû a ñòîðîíû

êâàäðàòà è äëèíû l åãî äèàãîíàëè ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì
m

n
. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëà m è n íå èìåþò îáùèõ äåëèòå-

ëåé, êðîìå 1 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñîêðàòèì äðîáü
m

n
íà îáùèé

äåëèòåëü ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ). Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ïèôàãî-
ðà, èìååì n2 = 2m2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî n � ÷åòíîå ÷èñëî, ò. å.
n = 2k, k ∈ N. Òîãäà èç ðàâåíñòâà 2k2 = m2 ïîëó÷èì, ÷òî ÷èñëî
m òàêæå ÷åòíîå, íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî
÷èñëà n è m íå èìåþò îáùèõ äåëèòåëåé, îòëè÷íûõ îò 1.

Äëÿ òî÷íîãî èçìåðåíèÿ äëèí âñåõ îòðåçêîâ è äðóãèõ ñêàëÿð-
íûõ âåëè÷èí èñïîëüçóþò ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëü-
íûõ (âåùåñòâåííûõ) ÷èñåë (îáîçíà÷àåòñÿ R0 ), ñîñòîÿùåå èç âñåõ
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âîçìîæíûõ áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé

a0, a1a2 . . . an . . . ,

ãäå a0 ∈ N∪{0} = N0, ak ∈ {0, 1, . . . , 9} ∀k>1, ïðè÷åì õîòÿ áû îä-
íî èç ÷èñåë ai, i = 0, 1, . . . , íå ðàâíî íóëþ (çäåñü è äàëåå ñèìâîë ∀
èñïîëüçóåì äëÿ çàìåíû ñëîâ ¾äëÿ ëþáîãî¿). Ïðèïèñûâàÿ ýëåìåí-
òàì ìíîæåñòâà R0 çíàê ¾ìèíóñ¿, ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî îòðèöàòåëü-
íûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Äîïîëíÿÿ ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë îòðèöàòåëüíûìè äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè
è íóëåì, ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R. Ïðè
ýòîì êîãäà ãîâîðÿò î íóëå êàê î äåéñòâèòåëüíîì ÷èñëå, òî èìåþò â
âèäó äåñÿòè÷íóþ äðîáü 0, (0). Íåïåðèîäè÷åñêèå äåñÿòè÷íûå äðî-
áè îòíîñÿò ê èððàöèîíàëüíûì ÷èñëàì. Ìíîæåñòâî ÷èñåë R0 ∪ {0}
îáðàçóåò ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë è îáîçíà÷àåòñÿ R+.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïðèáëèæåíèåì ïî íåäîñòàòêó ïîðÿäêà n>0
íåîòðèöàòåëüíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà α = a0, a1 . . . an . . . íàçû-
âàþò ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî αn = a0, a1 . . . an.

Ïðèáëèæåíèåì ïî íåäîñòàòêó ïîðÿäêà n > 0 îòðèöàòåëüíîãî
äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà α = −a0, a1 . . . an . . . íàçûâàþò ðàöèîíàëü-
íîå ÷èñëî αn = −a0, a1 . . . an − 10−n.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïðèáëèæåíèåì ïî èçáûòêó ïîðÿäêà n > 0
íåîòðèöàòåëüíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà α = a0, a1 . . . an . . . íà-
çûâàþò ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî α′n = a0, a1 . . . an + 10−n. Ïðèáëèæå-
íèåì ïî èçáûòêó ïîðÿäêà n > 0 îòðèöàòåëüíîãî äåéñòâèòåëüíîãî
÷èñëà α = −a0, a1 . . . an . . . íàçûâàþò ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî α′n =
= −a0, a1 . . . an.

Ïðèâåäåì îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðèáëèæåíèé ïî íåäîñòàòêó, êî-
òîðûå ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ 1.1 è ñâîéñòâ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë:

1) αn 6 αn+1 (ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè ïðèáëèæåíèé);

2) αn+1 − αn < 10−n;

3) åñëè äëÿ íåêîòîðûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë α, β è íåêîòî-
ðîãî n ïðèáëèæåíèÿ ïî íåäîñòàòêó ïîðÿäêà n ýòèõ ÷èñåë ðàâíû
αn = βn, òî αi = βi ∀i 6 n;

4) åñëè αn < βn, òî αn + 10−n 6 βn è αk < βk ∀k > n.
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Îïðåäåëåíèå 1.3. Ãîâîðÿò, ÷òî ÷èñëî α ðàâíî β, ïèøóò α =
= β, åñëè |αi − βi| 6 10−i äëÿ ëþáîãî i ∈ N0.

Çàìå÷àíèå 1.1. Îòìåòèì, ÷òî èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî α ìî-
æåò ðàâíÿòüñÿ ÷èñëó β ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà αn = βn ∀n ∈ N0.
Ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî α ðàâíî β, åñëè èëè αn = βn ∀n ∈ N0, èëè
ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð n, ÷òî αi = βi äëÿ ëþáîãî i < n è |αi −
− βi| = 10−i äëÿ ëþáîãî i > n (âî âòîðîì ñëó÷àå α è β � äâà
ïðåäñòàâëåíèÿ îäíîé è òîé æå êîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáè: îäíî
èìååò íóëü â ïåðèîäå, äðóãîå � äåâÿòü).

Îïðåäåëåíèå 1.4. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåñòðî-
ãîå íåðàâåíñòâî äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë α 6 β, åñëè αn 6 βn

∀n> 0 èëè α = β. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èìååò ìåñòî ñòðîãîå íåðà-
âåíñòâî äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë α < β, åñëè αn 6 βn ∀n > 0
è α 6= β.

Òåîðåìà 1.1 (êðèòåðèé (íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå) ðàçëè÷èÿ ÷èñåë). Ïóñòü α, β � äâà äåéñòâèòåëüíûõ

÷èñëà. Äëÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà α < β íåîáõîäèìî è äîñòà-

òî÷íî ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî èíäåêñà k ∈ N0, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

αk + 2 · 10−k 6 βk. (1.1)

♦
Íåîáõîäèìîñòü. Äàíî α < β. Èç íåðàâåíñòâà ÷èñåë ñëåäóåò,

÷òî αn 6 βn ∀n > 0 è ïðè ýòîì α 6= β. Åñëè áû äëÿ ëþáîãî n
èìåëî ìåñòî ðàâåíñòâî αn = βn, òî ïîëó÷èëè áû α = β, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó α < β , ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ
i ∈ N0, ÷òî αi < βi. Ïóñòü i � íàèìåíüøåå çíà÷åíèå èíäåêñà,
ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ äàííîå íåðàâåíñòâî. Èñïîëüçóÿ òðåòüå è
÷åòâåðòîå ñâîéñòâà ïðèáëèæåíèé ïî íåäîñòàòêó, èìååì

αn = βn ∀n < i;

αn < βn ∀n > i.

Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî αi + 2 · 10−i 6βi, òî èñêîìîå ÷èñëî k ðàâíî i.
Â ñëó÷àå αi+10−i = βi ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ïðèáëèæåíèé ïî
íåäîñòàòêó αi+1,βi+1 ïîðÿäêà i+ 1. Åñëè αi+1 + 2 · 10−i+1 6βi+1,
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òî èñêîìîå k ðàâíî i+1. Â ñëó÷àå αi+1+10−(i+1) = βi+1 ïåðåéäåì
ê ðàññìîòðåíèþ αi+2,βi+2 è ò. ä. Íà íåêîòîðîì øàãå äîëæíî âû-
ïîëíÿòüñÿ íóæíîå íåðàâåíñòâî (1.1), òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
èìååò ìåñòî |αi−βi|6 10−i äëÿ ëþáîãî i ∈ N0, íî òîãäà α = β �
ïðîòèâîðå÷èå.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî èíäåêñà k ∈ N0 âû-
ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (1.1). Ðàâåíñòâî α = β íåâîçìîæíî, òàê
êàê òîãäà âûïîëíÿåòñÿ |αn − βn| 6 10−n ∀n ∈ N0, ÷òî ïðîòèâî-
ðå÷èò íåðàâåíñòâó (1.1). Çàòåì äîêàæåì, ÷òî αn 6 βn äëÿ ëþáîãî
n > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøåëñÿ òàêîé íîìåð m > 0, ÷òî αm >
> βm. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ëèáî äëÿ m < k, ëèáî
äëÿ m > k.

Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé m < k. Ïî ïåðâîìó, âòîðîìó è ÷åò-
âåðòîìó ñâîéñòâàì ïðèáëèæåíèé ïî íåäîñòàòêó èìååì

αm+1 > αm > βm + 10−m > βm+1.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîêàæåì, ÷òî αm+2 > βm+2 è ò. ä. Ñëåäî-
âàòåëüíî, αk > βk, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (1.1).

Ïåðåéäåì êî âòîðîìó ñëó÷àþ m > k. Èç íåðàâåíñòâà (1.1) ïî-
ëó÷àåì, ÷òî βk > αk. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ èç ïåðâîãî
ñëó÷àÿ, ïîëó÷èì βk+1 > αk+1, βk+2 > αk+2 è ò. ä. Òàêèì îáðà-
çîì, βm > αm � ïðîòèâîðå÷èå.

�

Çàìå÷àíèå 1.2. Íåðàâåíñòâî (1.1) íåëüçÿ çàìåíèòü áîëåå ñëà-
áûì íåðàâåíñòâîì

αk + 10−k 6 βk,

òàê êàê âîçìîæåí ñëó÷àé, êîãäà α è β � äâà ïðåäñòàâëåíèÿ îäíîé
è òîé æå êîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáè, ÷òî âëå÷åò ðàâåíñòâî ÷èñåë
α è β.

Çàìå÷àíèå 1.3. Åñëè ïðèáëèæåíèÿ ïî íåäîñòàòêó ïîðÿäêà k
óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (1.1), òî äëÿ ïðèáëèæåíèé ïî íåäîñòàò-
êó ïîðÿäêà k + 1 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

αk+1 + 10 · 10−(k+1) 6 βk+1.
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Ïðèìåð 1.1. Êðèòåðèé ðàçëè÷èÿ ÷èñåë äàåò êîíñòðóêòèâíûé
ñïîñîá ïðîâåðêè ñòðîãî íåðàâåíñòâà äâóõ ÷èñåë â îòëè÷èå îò îïðå-
äåëåíèÿ, òðåáóþùåãî ñðàâíåíèÿ âñåõ ïðèáëèæåíèé äâóõ ÷èñåë.

Ðàññìîòðèì ÷èñëà α = −2, 17801..., β = −2, 17799... . Ïîñòðîèì
öåïî÷êó ïðèáëèæåíèé ïî íåäîñòàòêó ýòèõ ÷èñåë:

α0 = −3, β0 = −3;

α1 = −2, 2, β1 = −2, 2;

α2 = −2, 18, β2 = −2, 18;

α3 = −2, 179, β3 = −2, 178;

α4 = −2, 1781, β4 = −2, 1780;

α5 = −2, 17802,β5 = −2, 17800.

Ïîñêîëüêó α5 + 2 · 10−5 6 β5, òî α < β.

Òåîðåìà 1.2 (î ïëîòíîñòè ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë). Åñëè α < β , òî ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî r, óäî-
âëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâàì α < r < β.

♦
Ïîñêîëüêó α < β, òî ñîãëàñíî êðèòåðèþ ðàçëè÷èÿ ÷èñåë íàé-

äåòñÿ òàêîé èíäåêñ k, ÷òî

αk + 2 · 10−k 6 βk.

Äîêàæåì, ÷òî ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî

r = αk + 10−k + 5 · 10−(k+1)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû.
Äåéñòâèòåëüíî,

αk+1 + 2 · 10−(k+1) < αk + 10−k + 2 · 10−(k+1) < r − 10−(k+1) 6 rk+1,

îòêóäà, èñïîëüçóÿ êðèòåðèé ðàçëè÷èÿ ÷èñåë, èìååì α < r.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì óáåäèìñÿ, ÷òî

rk+1 + 2 · 10−(k+1) 6 r + 2 · 10−(k+1) = αk + 10−k + 7 · 10−(k+1) <

< αk + 2 · 10−k 6 βk 6 βk+1,

îòêóäà ñîãëàñíî êðèòåðèþ ðàçëè÷èÿ ÷èñåë r < β.
�
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2. ÃÐÀÍÈ ×ÈÑËÎÂÛÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ

Â ï. 1 áûëè ââåäåíû îòíîøåíèÿ ðàâåíñòâà, íåñòðîãîãî è ñòðî-
ãîãî íåðàâåíñòâ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ÷òî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü
èíòåðâàë (α,β) è îòðåçîê [a, b] ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(α,β) = {x ∈ R : α < x < β};

[α,β] = {x ∈ R : α 6 x 6 β}.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü ïîëóèíòåðâàëû (α,β],
[α,β). ×åðåç |α,β| áóäåì îáîçíà÷àòü ëþáîé èç ïðîìåæóòêîâ
(α,β), [α,β], (α,β], [α,β).

Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî X ìíîæåñòâà R áóäåì íàçûâàòü ÷èñëî-
âûì ìíîæåñòâîì.

×èñëîâîå ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñâåðõó, åñëè
ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî β ∈ R (âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà X), ÷òî
x6β äëÿ ëþáîãî x ∈ X. ×èñëîâîå ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ îãðà-
íè÷åííûì ñíèçó, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî α ∈ R (íèæíÿÿ ãðàíü

ìíîæåñòâà X), ÷òî x>α äëÿ ëþáîãî x ∈ X. ×èñëîâîå ìíîæåñòâî
X íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè îíî îãðàíè÷åíî ñâåðõó è ñíèçó.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ (ñóïðåìóìîì) ìíî-
æåñòâà X ⊂ R íàçûâàþò íàèìåíüøóþ èç âåðõíèõ ãðàíåé ìíîæå-
ñòâà X, ò. å. òàêîå ÷èñëî β ∈ R, ÷òî

∀x ∈ X ⇒ x 6 β;

∀γ < β ∃x̄ ∈ X : x̄ > γ.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ (èíôèìóìîì) ìíî-
æåñòâà X ⊂ R íàçûâàþò íàèáîëüøóþ èç íèæíèõ ãðàíåé ìíîæå-
ñòâà X, ò. å. òàêîå ÷èñëî α ∈ R, ÷òî

∀x ∈ X ⇒ x > α;

∀γ > α ∃x̄ ∈ X : x̄ < γ.

Ñóïðåìóì ìíîæåñòâà X îáîçíà÷àþò ÷åðåç supX, à èíôèìóì �
÷åðåç inf X.
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Ïðèìåð 2.1. Äëÿ êîíå÷íîãî ïðîìåæóòêà |α,β| èìååì
sup |α,β| = β, inf |α,β| = α.

Ïðèìåð 2.2. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X ⊂ R, ñîñòîÿùåãî èç
êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ, ñóïðåìóì ñîâïàäàåò ñ ìàêñèìàëüíûì
ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà X, à èíôèìóì � ñ åãî ìèíèìàëüíûì ýëå-
ìåíòîì.

Öåëîé ÷àñòüþ äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà α íàçûâàþò íàèáîëüøåå
öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå α (îáîçíà÷àþò [α]). Åñëè ìíîæå-
ñòâî îãðàíè÷åíî ñâåðõó, òî ìíîæåñòâî öåëûõ ÷àñòåé íåîòðèöàòåëü-
íûõ ÷èñåë èç ýòîãî ìíîæåñòâà ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåí-
òîâ.

Ìîäóëåì íåîòðèöàòåëüíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà α =
= a0, a1 . . . an . . . íàçûâàþò ñàìî ýòî ÷èñëî, à ìîäóëåì îòðèöàòåëü-
íîãî ÷èñëà α

′
= −a0, a1 . . . an . . . � ÷èñëî a0, a1 . . . an . . . . Ìîäóëü

÷èñëà α îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì |α|, è âñåãäà |α| � íåîòðèöàòåëü-
íîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.

Òåîðåìà 2.1 (î ãðàíÿõ). Ëþáîå íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ñâåð-
õó ìíîæåñòâî X ⊂ R èìååò òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü, à ëþáîå

íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ñíèçó ìíîæåñòâî X � òî÷íóþ íèæíþþ

ãðàíü.

♦
Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ îãðàíè÷åííîãî ñâåðõó íåïóñòîãî ÷èñëî-

âîãî ìíîæåñòâà X. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
1) ìíîæåñòâî X ñîäåðæèò íåîòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû;
2) âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X îòðèöàòåëüíû.
Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì

óäàëèòü èç ìíîæåñòâà X âñå îòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû. Îñòàâøåå-
ñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç íåîòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ,
òàêæå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç X. Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷àñòåé ÷èñåë
èç X îãðàíè÷åíî ñâåðõó, ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ìíîæåñòâå ñóùå-
ñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò b0. Ïóñòü Y � ìíîæåñòâî ÷èñåë èç
X, öåëûå ÷àñòè êîòîðûõ ðàâíû b0. Äëÿ êàæäîãî n ∈ N îáîçíà÷èì
÷åðåç Yn ìíîæåñòâî ïðèáëèæåíèé ïî íåäîñòàòêó ïîðÿäêà n ÷èñåë
èç ìíîæåñòâà Y.
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Îòìåòèì, ÷òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ Yn ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì,
ïîñêîëüêó êàæäîå ÷èñëî ýòîãî ìíîæåñòâà èìååò ôèêñèðîâàííóþ
ïåðâóþ öèôðó b0 è n öèôð ïîñëå çàïÿòîé, ïîýòîìó êàæäîå ìíîæå-
ñòâî Yn èìååò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò βn. Ïóñòü maxYn = βn =
= b0, b1 . . . bn. Äåñÿòè÷íàÿ äðîáü βn+1 = maxYn+1 îòëè÷àåòñÿ îò
βn òîëüêî íàëè÷èåì äîïîëíèòåëüíîé öèôðû bn+1 íà n + 1 ìåñòå
ïîñëå çàïÿòîé. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî n ∈ N0 ìîæíî íàéòè
öèôðó bn. Ïîñòðîèì äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî

β = b0, b1 . . . bn . . .

(âûðàæåíèå ¾ïîñòðîèì èëè çàäàäèì äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî α ¿
îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó äëÿ ëþáîãî íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà n çà êîíå÷íîå ÷èñëî îïåðàöèé ìîæíî ïîñòðîèòü
ïðèáëèæåíèå ïî íåäîñòàòêó αn ïîðÿäêà n ýòîãî ÷èñëà).

Äîêàæåì, ÷òî β = supX. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî
β = supY. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò y ∈ Y. Èç ïîñòðîåíèÿ
÷èñëà β ñëåäóåò, ÷òî åãî ïðèáëèæåíèå ïî íåäîñòàòêó ïîðÿäêà n
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

yn 6 βn.

Ïîñêîëüêó ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîì n, òî
y 6 β.

Çàòåì âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî γ < β. Èç
êðèòåðèÿ ðàçëè÷èÿ ÷èñåë âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî èíäåêñà
k, ÷òî

γk + 2 · 10−k 6 βk.

Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Yk ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò
ȳ ∈ Y, ó êîòîðîãî ïðèáëèæåíèå ïî íåäîñòàòêó ïîðÿäêà k ðàâíî
βk, ïîýòîìó èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

γk + 2 · 10−k 6 ȳk.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî êðèòåðèþ ðàçëè÷èÿ ÷èñåë èìååì γ < ȳ. Òàêèì
îáðàçîì, äîêàçàëè, ÷òî β = supY = supX.

Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé. Â îòëè÷èå îò ïåðâîãî ñëó÷àÿ áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ïðèáëèæåíèÿ ïî èçáûòêó.
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Íà ïåðâîì øàãå àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ñëó÷àþ ñôîðìèðóåì ìíî-
æåñòâî Y, ñîñòîÿùåå èç òåõ ÷èñåë ìíîæåñòâà X, ó êîòîðûõ ïðè-
áëèæåíèå ïî íåäîñòàòêó íóëåâîãî ïîðÿäêà ìàêñèìàëüíî (ïóñòü îíî
ðàâíî b̄0). ßñíî, ÷òî b̄06−1. ×åðåç Y ′n îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïðè-
áëèæåíèé ïî èçáûòêó ïîðÿäêà n> 1 ÷èñåë èç ìíîæåñòâà Y. Êàæ-
äîå ìíîæåñòâî Y ′n èìååò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò β′n. Ñóùåñòâóåò
òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèôð b1, . . . , bn, . . . , êàæäàÿ èç êîòîðûõ
ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì îò 0 äî 9 è

β′1 = −b0, b1;

β′2 = −b0, b1b2;

. . . ;

β′n = −b0, b1 . . . bn;

. . . ,

ãäå b0 = −b̄0 − 1. ßñíî, ÷òî b0 > 0, à −b0 � ìàêñèìàëüíîå èç
ïðèáëèæåíèé ïî èçáûòêó ïîðÿäêà 0 ÷èñåë ìíîæåñòâà X. Ïîñòðîèì
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî

β = −b0, b1 . . . bn . . . .

Óáåäèìñÿ, ÷òî β = supY. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò y ∈ Y.
Äëÿ åãî ïðèáëèæåíèÿ ïî èçáûòêó ïîðÿäêà n âûïîëíåíî

y′n 6 β
′
n.

Ïîñêîëüêó y′n = yn + 10−n, β′n = βn + 10−n, òî àíàëîãè÷íîå íåðà-
âåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ïðèáëèæåíèé ïî íåäîñòàòêó ÷èñåë y è
β, ò. å.

yn 6 βn.

Ïîñêîëüêó ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîì n, òî
y 6 β.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî γ < β. Èç êðè-
òåðèÿ ðàçëè÷èÿ ÷èñåë âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî èíäåêñà k,
÷òî

γk + 2 · 10−k 6 βk.
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Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Y ′k âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé
ýëåìåíò ȳ ∈ Y, ÷òî äëÿ åãî ïðèáëèæåíèÿ ïî èçáûòêó ïîðÿäêà k
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ȳ′k = β′k. Òîãäà ȳk = βk , ò. å.

γk + 2 · 10−k 6 ȳk.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî êðèòåðèþ ðàçëè÷èÿ ÷èñåë èìååì γ < ȳ. Òàêèì
îáðàçîì, β = supY = supX.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äëÿ îãðàíè÷åííîãî ñíèçó íåïóñòîãî
ìíîæåñòâà X ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

�

Çàìå÷àíèå 2.1. Åñëè ìíîæåñòâî X íå îãðàíè÷åíî ñâåðõó, òî
ïîëàãàþò supX = +∞. Åñëè ìíîæåñòâî X íå îãðàíè÷åíî ñíèçó,
òî ïîëàãàþò inf X = −∞.

Òåîðåìà 2.2 (ïðàâèëî ñðàâíåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë). Ëþáûå äâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëà α è β ñâÿçàíû ìåæäó

ñîáîé òîëüêî îäíèì èç òðåõ çíàêîâ: ¾ìåíüøå¿,¾ðàâíî¿, ¾áîëüøå¿.

♦
Ëþáîå îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî ñòðîãî ìåíüøå ëþáîãî íåîòðèöà-

òåëüíîãî ÷èñëà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè β = b0, b1 . . . bn . . . � íåîòðè-
öàòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, à α = −a0, a1 . . . an . . . � îòðèöà-
òåëüíîå ÷èñëî è ïåðâàÿ îòëè÷íàÿ îò íóëÿ öèôðà â çàïèñè ÷èñëà
α èìååò èíäåêñ n, ò. å. ai = 0 ïðè i = 0, 1, . . . , (n − 1), an > 1,
òîãäà αn = −a0, a1 . . . (an + 1), an + 1 > 2 è, ñëåäîâàòåëüíî, αn +
+ 2 · 10−n 6 βn. Ïî êðèòåðèþ ðàçëè÷èÿ ÷èñåë α < β.

Åñëè âñå ïðèáëèæåíèÿ ïî íåäîñòàòêó ÷èñåë α è β ñîâïàäà-
þò, òî ÷èñëà ðàâíû. Åñëè çíàêè ÷èñåë ñîâïàäàþò è â ïðåäñòàâëå-
íèÿõ ÷èñåë åñòü ðàçëè÷íûå öèôðû, òî íàõîäèì íàèìåíüøèé ïî-
ðÿäîê ïðèáëèæåíèé ïî íåäîñòàòêó ýòèõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ ïîñëåä-
íèå öèôðû ðàçëè÷íû, à âñå ïðåäûäóùèå � ñîâïàäàþò. Äàëåå ðàñ-
ñìîòðèì ñëó÷àé äâóõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë (äëÿ äâóõ îòðèöà-
òåëüíûõ ÷èñåë äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû). Ïóñòü α =
= a0, a1 . . . an−1an, β = a0, a1 . . . an−1bn, an 6= bn. Åñëè an < bn,
òî èç îïðåäåëåíèé 1.3, 1.4 è ñâîéñòâ ïðèáëèæåíèé ïî íåäîñòàò-
êó ñëåäóåò, ÷òî αi < βi ∀i > n è, ñëåäîâàòåëüíî, α 6 β. Äàëåå
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îïðåäåëÿåì, íà ñêîëüêî åäèíèö îòëè÷àþòñÿ öèôðû an è bn. Åñëè
îêàæåòñÿ, ÷òî bn> an + 2, òî αn + 2 · 10−n6βn è èç êðèòåðèÿ ðàç-
ëè÷èÿ ÷èñåë âûòåêàåò α < β. Â ñëó÷àå αn + 10−n = βn ïåðåõîäèì
ê ðàññìîòðåíèþ ïðèáëèæåíèé ïî íåäîñòàòêó αn+1,βn+1 ïîðÿäêà
n + 1. Åñëè αn+1 + 2 · 10−n+1 6 βn+1, òî α < β. Â ñëó÷àå αn+1+
+10−(n+1) = βn+1 ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ αn+2,βn+2 è ò. ä.
Åñëè íà íåêîòîðîì øàãå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (1.1), òî α < β.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì |αi − βi| 6 10−i äëÿ ëþáîãî i ∈ N0,
è â ýòîì ñëó÷àå ïî îïðåäåëåíèþ 1.3 α = β.
�
Îïðåäåëèì àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä äåéñòâèòåëüíûìè

÷èñëàìè.
1. Ñóììà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ïóñòü α è β � äâà äåéñòâè-

òåëüíûõ ÷èñëà. Ñóùåñòâóþò òàêèå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà r, r
′
, s, s

′
,

÷òî
r 6 α 6 s, r

′
6 β 6 s

′
. (2.1)

Cóììîé äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë α è β íàçûâàþò òàêîå äåé-
ñòâèòåëüíîå ÷èñëî γ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

r + r
′
6 γ 6 s + s

′
(2.2)

äëÿ ëþáûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë r, r
′
, s, s

′
, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðà-

âåíñòâàì (2.1). Ñóììà ÷èñåë α è β îáîçíà÷àåòñÿ α+ β.

Òåîðåìà 2.3. Äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë èõ ñóììà ñó-
ùåñòâóåò è åäèíñòâåííà.

♦
Äëÿ ëþáûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë r, r

′
, s, s

′
, óäîâëåòâîðÿþùèõ

íåðàâåíñòâàì (2.1), èìååì r+r
′
6s+s

′
. Ìíîæåñòâî X ñóìì r+r

′

îãðàíè÷åíî ñâåðõó, è ñîãëàñíî òåîðåìå î ãðàíÿõ ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ
âåðõíÿÿ ãðàíü supX = γ. Óáåäèìñÿ, ÷òî γ óäîâëåòâîðÿåò íåðà-
âåíñòâàì (2.2). Ëåâîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê âñå ÷èñëà
èç X íå ìîãóò ïðåâîñõîäèòü âåðõíåé ãðàíè. Ïðàâîå íåðàâåíñòâî
òàêæå âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê supX íå ìîæåò áûòü áîëüøå íè îä-
íîé èç âåðõíèõ ãðàíåé ýòîãî ìíîæåñòâà. Òàêèì îáðàçîì, γ � ñóììà
÷èñåë.
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Ïîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ñóììû. Ïóñòü ñóùåñòâóþò äâå ñóì-
ìû γ, γ̄ è γ < γ̄. Ïî êðèòåðèþ ðàçëè÷èÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, ÷òî

γk + 2 · 10−k 6 γ̄k, (2.3)

ãäå γk, γ̄k � ïðèáëèæåíèÿ ïî íåäîñòàòêó ïîðÿäêà k ÷èñåë γ, γ̄.
Âîçüìåì ïðèáëèæåíèÿ ïî èçáûòêó α

′
k+1,β

′
k+1,γ

′
k+1, γ̄

′
k+1 è ïî

íåäîñòàòêó αk+1,βk+1,γk+1, γ̄k+1 ïîðÿäêà k + 1 ÷èñåë α,β,γ, γ̄ :

αk+1 6 α 6 α
′
k+1, βk+1 6 β 6 β

′
k+1.

Ïîñêîëüêó ñóììà ÷èñåë ñóùåñòâóåò, òî, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ïðè-
áëèæåíèé ïî íåäîñòàòêó è èçáûòêó è íåðàâåíñòâî (2.3), ïîëó÷èì
íåðàâåíñòâà

αk+1 + βk+1 6 γ < γ̄ 6 α
′
k+1 + β

′
k+1 = αk+1 + βk+1 + 2 · 10−(k+1);

γ̄k+1 − γk+1 > 10 · 10−(k+1);

γ 6 γk+1 + 10−(k+1), γ̄k+1 6 γ̄,

èç êîòîðûõ ñëåäóåò ïðîòèâîðå÷èâîå ñîîòíîøåíèå 2 · 10−(k+1) >
> 9 · 10−(k+1), ÷òî äîêàçûâàåò åäèíñòâåííîñòü ñóììû äâóõ äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
�
2. Óìíîæåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ïóñòü α è β � äâà

ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëà. Ñóùåñòâóþò òàêèå ðàöèî-
íàëüíûå ÷èñëà r, r

′
, s, s

′
, ÷òî

0 < r 6 α 6 s, 0 < r
′
6 β 6 s

′
. (2.4)

Ïðîèçâåäåíèåì äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë α è β íàçûâàþò òàêîå
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî γ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

rr
′
6 γ 6 ss

′
(2.5)

äëÿ ëþáûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë r, r
′
, s, s

′
, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðà-

âåíñòâàì (2.4). Ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë α è β îáîçíà÷àåòñÿ αβ.

Òåîðåìà 2.4. Äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ

÷èñåë èõ ïðîèçâåäåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ òàê æå, êàê äîêàçàòåëü-
ñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ñóììû äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë.

Ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë α, β îïðå-
äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) åñëè α = 0, òî αβ = 0 ∀β ∈ R;

2) åñëè α < 0, β < 0, òî αβ = |α||β|;
3) åñëè α > 0, β < 0 èëè α < 0,β > 0, òî αβ = −|α||β|.
Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë îáëà-

äàþò òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàöèè äëÿ
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Ïðèâåäåì îñíîâíûå ñâîéñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë:

1) èç α > β è β > γ âûòåêàåò, ÷òî α > γ � ñâîéñòâî òðàí-
çèòèâíîñòè çíàêà ¾áîëüøå¿; èç α = β è β = γ âûòåêàåò, ÷òî
α = γ � ñâîéñòâî òðàíçèòèâíîñòè çíàêà ¾ðàâíî¿;

2) α+ β = β+ α � ñâîéñòâî êîììóòàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ;

3) α+(β+γ) = (α+β)+γ � ñâîéñòâî àññîöèàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ;

4) αβ = βα � ñâîéñòâî êîììóòàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ;

5) α · (β ·γ) = (α ·β) ·γ � ñâîéñòâî àññîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ;

6) (α+ β)γ = αγ+ βγ � ñâîéñòâî äèñòðèáóòèâíîñòè ñëîæåíèÿ
è óìíîæåíèÿ;

7) α+ 0 = α ∀α ∈ R;

8) α · 1 = α ∀α ∈ R;

9) äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà α ñóùåñòâóåò òàêîå ïðî-
òèâîïîëîæíîå ÷èñëî α

′
, ÷òî α+ α

′
= 0;

10) äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà α 6= 0 ñóùåñòâóåò òàêîå
îáðàòíîå ÷èñëî α

′
, ÷òî αα

′
= 1;

11) èç α > β âûòåêàåò, ÷òî α+ γ > β+ γ ∀γ ∈ R;

12) èç α > β è γ > 0 âûòåêàåò, ÷òî αγ > βγ.

Äîêàæåì ïåðâóþ ÷àñòü ïåðâîãî ñâîéñòâà. Ñîãëàñíî êðèòåðèþ
ðàçëè÷èÿ ÷èñåë íàéäóòñÿ òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà k è m, ÷òî
äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèáëèæåíèé ïî íåäîñòàòêó èìååì αk>βk+
+2 ·10−k, βm>γm +2 ·10−m. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îáà ÷èñëà
íåîòðèöàòåëüíû è k > m. Äðóãèå ñëó÷àè ðàññìàòðèâàþòñÿ àíà-
ëîãè÷íûì îáðàçîì. Èç ÷åòâåðòîãî ñâîéñòâà ïðèáëèæåíèé ïî íåäî-
ñòàòêó ñëåäóåò, ÷òî βk > γk. Òàêèì îáðàçîì, αk>γk +2 ·10−k. Ïî
êðèòåðèþ ðàçëè÷èÿ α > γ.
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Èç âòîðîãî � øåñòîãî ñâîéñòâ ïðîâåðèì ëèøü ñâîéñòâî àññîöèà-
òèâíîñòè ñëîæåíèÿ.

Îáîçíà÷èì a = α + (β + γ), b = (α + β) + γ è ïîêàæåì, ÷òî
a = b. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: a 6= b, è ïóñòü a < b. Ñîãëàñíî
êðèòåðèþ ðàçëè÷èÿ ÷èñåë ñóùåñòâóåò òàêîå k ∈ N0, ÷òî ak 6 bk −
−2 ·10−k, îòñþäà ak+16bk+1−10 ·10−(k+1), ãäå ak, bk, ak+1, bk+1 �
ïðèáëèæåíèÿ ïî íåäîñòàòêó ïîðÿäêà k è k+1 ÷èñåë a, b ñîîòâåò-
ñòâåííî. Âîçüìåì ïðèáëèæåíèÿ ïî èçáûòêó α

′
k+1,β

′
k+1,γ

′
k+1 è ïî

íåäîñòàòêó αk+1,βk+1,γk+1 ïîðÿäêà k + 1 ÷èñåë α,β,γ :

αk+1 6 α 6 α
′
k+1; βk+1 6 β 6 β

′
k+1; γk+1 6 γ 6 γ

′
k+1.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñóììû ïîëó÷àåì

αk+1 + βk+1 6 α+ β 6 α
′
k+1 + β

′
k+1;

γk+1 + βk+1 6 γ+ β 6 γ
′
k+1 + β

′
k+1.

Îòñþäà ñëåäóåò

(αk+1 + βk+1) + γk+1 6 (α+ β) + γ 6 (α
′
k+1 + β

′
k+1) + γ

′
k+1;

αk+1 + (βk+1 + γk+1) 6 α+ (β+ γ) 6 α
′
k+1 + (β

′
k+1 + γ

′
k+1).

Â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ëåâûå ÷à-
ñòè ïîñëåäíèõ äâóõ íåðàâåíñòâ ðàâíû ÷èñëó αk+1 +βk+1 + γk+1 =
= c, à ïðàâûå � ÷èñëó α

′
k+1 + β

′
k+1 + γ

′
k+1 = d. Òàêèì îáðàçîì,

c 6 a < b 6 d, d − c = 3 · 10−(k+1), ak+1 + 10 · 10−(k+1) 6 bk+1,
a6 ak+1 + 10−(k+1). Èç ïðèâåäåííûõ âûøå öåïî÷åê íåðàâåíñòâ âû-
òåêàåò ïðîòèâîðå÷èâîå íåðàâåíñòâî 3 · 10−(k+1) > 9 · 10−(k+1). Ñëå-
äîâàòåëüíî, a = b.

�
Ïåðåä òåì êàê ïðîäîëæèòü ïðîâåðêó ñâîéñòâ äåéñòâèòåëüíûõ

÷èñåë, äîêàæåì ëåììó è äâå òåîðåìû, ïîçâîëÿþùèå ââåñòè íà ìíî-
æåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë îïåðàöèè âû÷èòàíèÿ è äåëåíèÿ.

Ëåììà 2.1. Åñëè X è Y � òàêèå íåïóñòûå ìíîæåñòâà äåé-

ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ÷òî äëÿ ëþáûõ x ∈ X, y ∈ Y ñïðàâåäëè-

âî íåðàâåíñòâî x 6 y, òî ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå supX, inf Y è

supX 6 inf Y.
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♦
Ïîñêîëüêó X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ëþ-

áûì ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà Y, òî ïî òåîðåìå î ãðàíÿõ ñóùåñòâóåò
êîíå÷íàÿ òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü supX. Èç îãðàíè÷åííîñòè ñíèçó
ìíîæåñòâà Y ëþáûì ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà X ñëåäóåò ñóùåñòâî-
âàíèå êîíå÷íîé inf Y. Ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Y ÿâëÿåòñÿ âåðõ-
íåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà X. Òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü � ýòî íàèìåíüøàÿ
èç âåðõíèõ ãðàíåé. Çíà÷èò, ∀y ∈ Y ⇒ supX 6 y. Èç ïîñëåäíå-
ãî íåðàâåíñòâà ñëåäóò, ÷òî supX � íèæíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà Y,
à inf Y � íàèáîëüøàÿ èç íèæíèõ ãðàíåé ìíîæåñòâà Y. Çíà÷èò,
supX 6 inf Y.
�

Òåîðåìà 2.5. Äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë α è β óðàâ-

íåíèå α+ x = β èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

♦
Ïóñòü αn,βn,α

′
n,β

′
n � ïðèáëèæåíèÿ ñ íåäîñòàòêîì è ñ èçáûò-

êîì ÷èñåë α,β. Ðàññìîòðèì äâà ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
X = {β′n − αn, n ∈ N}, Y = {βn − α

′
n, n ∈ N}. Èç ñâîéñòâ ïðèáëè-

æåíèé ÷èñåë ïî íåäîñòàòêó è ïî èçáûòêó èìååì x6y ∀x ∈ X,∀y ∈
∈ Y. Èç ëåììû 2.1 âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî äåéñòâèòåëü-
íîãî ÷èñëà x, ÷òî βn−α

′
n6x6β

′
n−αn. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëîæåíèÿ

èìååì βn − α
′
n + αn 6 α+ x 6 β

′
n − αn + α

′
n. Îòñþäà

βn − 2 · 10−n 6 (α+ x)n 6 βn + 2 · 10−n ∀n, (2.6)

ãäå (α+ x)n � ïðèáëèæåíèå ïî íåäîñòàòêó ïîðÿäêà n ÷èñëà α+
+x. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî β 6= α+x. Ïóñòü α+x < β. Ïî êðèòåðèþ
ðàçëè÷èÿ ÷èñåë ñóùåñòâóåò òàêîé èíäåêñ k, ÷òî βk − (α + x)k >
> 2 · 10−k. Îòñþäà

β(k+1) − (α+ x)k+1 > 10 · 10−(k+1). (2.7)

Èç íåðàâåíñòâà (2.6) ïðè n = k + 1 èìååì

β(k+1) − (α+ x)k+1 6 2 · 10−(k+1). (2.8)

Íåðàâåíñòâî (2.8) ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (2.7). Ñëåäîâàòåëüíî,
α+ x = β. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äîêàçàíî, à äîêàçà-
òåëüñòâî åãî åäèíñòâåííîñòè ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëÿì. �
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Ïóñòü α è β � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Ñîãëàñíî
òåîðåìå 2.5 óðàâíåíèå α+x = β èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ýòî
ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòüþ ÷èñåë β è α è îáîçíà÷àåòñÿ β−α.

Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü α,β � äâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëà, α 6=
6= 0, òîãäà óðàâíåíèå αx = β èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

♦
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé α > 0,β = 1. Ïóñòü αn,α

′
n �

ïðèáëèæåíèÿ ÷èñëà α ñ íåäîñòàòêîì è èçáûòêîì ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîñêîëüêó α > 0, òî íàéäåòñÿ òàêîå m ∈ N, ÷òî αm > 10−m. Çà-
ôèêñèðóåì m è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë âèäà

1

α
′
n+m

,
1

αn+m
, n ∈ N.

Ïåðâîå ìíîæåñòâî îáîçíà÷èì ÷åðåç X, à âòîðîå � ÷åðåç Y. Äëÿ
ëþáûõ x ∈ X, y ∈ Y âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî x 6 y. Èç ïðåäû-
äóùåé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî supX 6 inf Y. Ñóùåñòâóåò òàêîå äåé-
ñòâèòåëüíîå ÷èñëî x, ÷òî supX6x6inf Y. ×èñëî x óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ

∀n ∈ N⇒ 1

α
′
n+m

6 x 6
1

αn+m
.

Ïîñêîëüêó αn 6 α6 α
′
n, òî èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ äåéñòâè-

òåëüíûõ ÷èñåë ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ n ∈ N

1− 10−n 6
αn+m

α
′
n+m

6 αx 6
α
′
n+m

αn+m
6 1 + 10−n.

Îòñþäà âûòåêàåò

|1− αx| 6 10−n ∀n ∈ N. (2.9)

Ñëåäîâàòåëüíî, |1−αx| = 0. Òàêèì îáðàçîì, αx = 1, ò. å. x =
1

α
.

Åñëè α < 0, òî ïîëàãàåì
1

α
= − 1

|α|
.

Ïóñòü α è β � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà è α 6= 0.
Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè óìíîæåíèÿ, ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ÷èñëî x =

= β
1

α
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ αx = 1. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî
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ðåøåíèå åäèíñòâåííî. Åñëè αx = 1,αy = 1, òî α(x − y) = 0. Òàê
êàê α 6= 0, òî x = y.

�
Ïóñòü α è β � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Ñîãëàñíî

òåîðåìå 2.6 óðàâíåíèå αx = β ïðè α 6= 0 èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå. Ýòî ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì îò äåëåíèÿ ÷èñåë β è

α è îáîçíà÷àåòñÿ
β

α
.

Âîçâðàòèìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ñâîéñòâ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
Ñåäüìîå � äåñÿòîå ñâîéñòâà âûòåêàþò èç òåîðåì 2.5, 2.6, îòìåòèì
ëèøü, ÷òî ïðîòèâîïîëîæíûì ÷èñëó α ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî α

′
= 0 −

−α, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ −α, îáðàòíûì ÷èñëó α ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî

α
′

=
1

α
.

Èç îäèííàäöàòîãî è äâåíàäöàòîãî ñâîéñò ïðîâåðèì îäèííàäöà-
òîå ñâîéñòâî. Äâåíàäöàòîå ñâîéñòâî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îá-
ðàçîì. Ïîñêîëüêó α > β, òî ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî
k, ÷òî αk > βk + 2 · 10−k. Îòñþäà αk+1 > βk+1 + 10 · 10−(k+1).
Ïðèáëèæåíèÿ ïî íåäîñòàòêó è èçáûòêó γk+1,γ

′
k+1 ÷èñëà γ óäî-

âëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì γk+1 6 γ 6 γ
′
k+1 = γk+1 + 10−(k+1). Èç

ïîñëåäíèõ äâóõ öåïî÷åê íåðàâåíñòâ è îïðåäåëåíèÿ ñóììû äâóõ äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë èìååì

α+γ > αk+1 +γk+1−2 ·10−(k+1) > βk+1 +γk+1 +7 ·10−(k+1) > β+γ.

Èç ñâîéñòâà òðàíçèòèâíîñòè çíàêà ¾áîëüøå¿ âûòåêàåò òðåáóåìîå
íåðàâåíñòâî: α+ γ > β+ γ.

Çàìå÷àíèå 2.2. Ââåäåííûå îïåðàöèè ñðàâíåíèÿ, ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è óñòàíîâëåííûå
ñâîéñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ïîêàçûâàþò, ÷òî ìíîæåñòâî R ÿâ-
ëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííûì ïîëåì (ïîäðîáíîå èçó÷åíèå ïîëåé áóäåò äà-
íî â êóðñå ¾Àëãåáðà¿, êîòîðûé ÷èòàåòñÿ ñòóäåíòàì ïàðàëëåëüíî ñ
êóðñîì ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿).

Âûâîä. Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà îáëàäàþò âñåìè îñíîâíûìè
ñâîéñòâàìè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë âåðíû âñå ïðàâèëà, îòíîñÿùèåñÿ ê àðèôìåòè÷åñêèì äåé-
ñòâèÿì è îïåðàöèÿì ñ íåðàâåíñòâàìè íàä ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëà-
ìè.
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3. ÏÐÅÄÅË ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ.
ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÑÕÎÄßÙÈÕÑß
ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÅÉ

×èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íàçûâàþò ïðîíóìåðîâàííóþ
áåñêîíå÷íóþ ñîâîêóïíîñòü ÷èñåë

a1, a2, . . . , an, . . .

(äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷åðåç (an)).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè ìíî-
æåñòâî {an : n ∈ N} ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì.

Óäàëèì èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an) k ïåðâûõ ÷ëåíîâ. Ïîëó-
÷åííóþ áåñêîíå÷íóþ ñîâîêóïíîñòü ÷èñåë

ak+1, ak+2, . . .

íàçûâàþò îñòàòêîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an).

Î÷åâèäíî, ÷òî èç îãðàíè÷åííîñòè íåêîòîðîãî îñòàòêà ñëåäó-
åò îãðàíè÷åííîñòü âñåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, è íàîáîðîò, èç îãðà-
íè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûòåêàåò îãðàíè÷åííîñòü ëþáîãî
îñòàòêà ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) íàçûâàåòñÿ ñõî-
äÿùåéñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî a ∈ R, ÷òî

∀ε > 0 ∃n0(ε) > 0 : ∀n ∈ N, n > n0(ε)⇒ |an − a| 6 ε.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) íàçûâàåòñÿ ðàñõî-

äÿùåéñÿ. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) ñõîäèòñÿ, òî ÷èñëî a íà-
çûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an), ïèøóò a = lim

n→∞
an

èëè an →
n→∞

a.

Ïðèâåäåì ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ïðåäåëà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè.
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Ãåîìåòðè÷åñêè âûðàæåíèå ¾a ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(an)¿ îçíà÷àåò, ÷òî, êàêàÿ áû ε-îêðåñòíîñòü Uε(a) = {x : |x −
− a|6 ε} òî÷êè a íè áûëà âûáðàíà, âñå ÷ëåíû íåêîòîðîãî îñòàòêà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîïàäóò â ýòó îêðåñòíîñòü Uε(a) (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ñôîðìóëèðóåì îòðèöàíèå ê óòâåðæäåíèþ P : ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü an ñõîäèòñÿ ê a, an →

n→∞
a.

Ïðè ïîñòðîåíèè îòðèöàíèÿ ê ìàòåìàòè÷åñêîìó óòâåðæäåíèþ
ïðèìåíÿþò ïðàâèëî Äå Ìîðãàíà:

1) êàæäûé êâàíòîð ∀ çàìåíÿåòñÿ íà êâàíòîð ∃ ;
2) êàæäûé êâàíòîð ∃ çàìåíÿåòñÿ íà êâàíòîð ∀;
3) çàêëþ÷åíèå P óòâåðæäåíèÿ çàìåíÿåòñÿ íà åãî îòðèöàíèå

kP.
Ôîðìàëüíàÿ çàïèñü îòðèöàíèÿ ê óòâåðæäåíèþ P , ñôîðìóëè-

ðîâàííîìó ïåðåä ïðàâèëîì Äå Ìîðãàíà, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

∃ε0 > 0 ∀n ∈ N ∃n0 > n⇒ |an0 − a| > ε0.

Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ôîðìàëüíûõ çàïèñåé çäåñü è äàëåå â àíà-
ëîãè÷íûõ ñèòóàöèÿõ áóäåì íàäåëÿòü íóëåâûì èíäåêñîì ñèìâîëû,
îòíîñÿùèåñÿ ê êâàíòîðàì ñóùåñòâîâàíèÿ.

Äàëåå ïðîèëëþñòðèðóåì èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè íà îñíîâå îïðåäåëåíèÿ.

Ïðèìåð 3.1. Äîêàæåì, ÷òî n
√
n →

n→∞
1.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî

| n
√
n− 1| 6 ε.
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Äàííîå íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

n 6 (1 + ε)n = 1 + nε+
n(n− 1)

2
ε2 + . . . + εn.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èìåëî
ìåñòî íåðàâåíñòâî

n 6
n(n− 1)

2
ε2,

îòêóäà íàõîäèì n >
2

ε2
+ 1 := n0(ε).

Ïðèìåð 3.2. Äîêàæåì, ÷òî (−1)n 9
n→∞

1.

Íàéäåòñÿ òàêîå ε0 > 0 (íàïðèìåð ε0 = 1/2 ), ÷òî äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñóùåñòâóåò n0, íàïðèìåð ïåðâîå íå÷åòíîå
÷èñëî, íå ìåíüøåå, ÷åì n. Ïðè òàêîì âûáîðå ÷èñåë ε è n0 èìååì

|(−1)n0 − 1| = 2 > ε0.

Îòñþäà ñëåäóò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3.1 (M-ëåììà). Åñëè ∀ε > 0 ∃n0(ε) > 0 : ∀n ∈
∈ N, n>n0(ε)⇒ |an−a|6Mε , ãäå M � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ

ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò ε è n, òî an →
n→∞

a .

♦
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε1 > 0. Ïóñòü ε =

ε1

M
. Èç óñëîâèÿ ëåì-

ìû íàõîäèì òàêîå ÷èñëî n0(ε1/M), ÷òî ïðè âñåõ n > n0(ε1/M)
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|an − a| 6Mε = ε1.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî â êà÷åñòâå ÷èñëà n0 èç îïðåäåëåíèÿ ñõîäè-
ìîñòè ìîæíî âûáðàòü ÷èñëî n0(ε1/M).
�
Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) áåñêîíå÷íî ìàëàÿ, åñëè

lim
n→∞

an = 0.

Ñâîéñòâî 3.1. Ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ëèøü
îäèí ïðåäåë.
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♦
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an) åñòü äâà ðàçëè÷-

íûõ ïðåäåëà: a è b. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (αn), (βn) ÿâëÿ-
þòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè, ãäå

αn = an − a, βn = an − b.

Äëÿ ëþáûõ n èìååì

|a− b| = |αn − βn| 6 |αn|+ |βn|.

Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (αn), (βn) áåñêîíå÷íî ìàëûå, òî
ìîæíî íàéòè òàêîé íîìåð n0, äëÿ êîòîðîãî

|αn| 6
|a− b|

4
, |βn| 6

|a− b|
4

ïðè âñåõ n > n0.
Òîãäà ïðè âñåõ n > n0 ïîëó÷èì

|a− b| 6 |a− b|
2

,

÷òî íåâîçìîæíî äëÿ a 6= b.
�

Ñâîéñòâî 3.2. Ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà.

♦
Âîçüìåì ε = 1 â îïðåäåëåíèè ïðåäåëà, ïîëó÷àåì

a− 1 6 an 6 a + 1

äëÿ âñåõ n > n0(ε). Òàêèì îáðàçîì, íàøåëñÿ îñòàòîê ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, êîòîðûé îãðàíè÷åí, ïîýòîìó îãðàíè÷åíà âñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü.
�

Ñâîéñòâî 3.3 (àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ ñî ñõîäÿùè-
ìèñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè). Ïóñòü lim

n→∞
an = a, lim

n→∞
bn = b,

òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) lim

n→∞
(an + bn) = a + b;

2) lim
n→∞

(anbn) = ab;

3) lim
n→∞

(an
bn

)
=

a

b
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî bn 6= 0 ∀n, b 6= 0.

24



♦
Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå:

∀ε > 0 ∃n′0(ε) > 0 : ∀n ∈ N, n > n′0(ε)⇒ |an − a| 6 ε;

∀ε > 0 ∃n′′0(ε) > 0 : ∀n ∈ N, n > n′′0(ε)⇒ |bn − b| 6 ε,

òîãäà äëÿ ëþáûõ n >max{n′0(ε), n′′0(ε)} èìååì

|an + bn − a− b| 6 |an − a|+ |bn − b| 6 2ε.

Çàòåì, ïðèìåíÿÿ M-ëåììó, ïîëó÷àåì, ÷òî lim
n→∞

(an + bn) = a + b.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå.
Èç ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (an), (bn) âûòåêàåò èõ

îãðàíè÷åííîñòü:
|an| 6M, |bn| 6M ∀n.

Äëÿ ëþáûõ n >max{n′0(ε), n′′0(ε)} èìååì

|anbn−ab| = |anbn−anb+anb−ab|6 |an||bn−b|+ |b||an−a|6(M +b)ε.

Ñîãëàñíî M-ëåììå ïîëó÷àåì lim
n→∞

(anbn) = ab.

Äîêàæåì òðåòüå óòâåðæäåíèå.
Íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî n′′0(|b|/2), ÷òî äëÿ ëþáîãî n > n′′0(|b|/2)

èìååì

|bn − b| 6 |b|
2
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ òàêèõ n âûïîëíåíî

||bn| − |b|| 6 |bn − b| 6 |b|
2
⇒ |b|

2
6 |bn| 6

3|bn|
2

.

Çàòåì äëÿ âñåõ n >max{n′0(ε), n′′0(ε), n′′0(|b|/2)} ïîëó÷àåì∣∣∣∣anbn − a

b

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣anbn − an
b

+
an
b
− a

b

∣∣∣∣6 |an||bn − b|
|bbn|

+
|an − a|
|b|

6

(
2M

|b|2
+

1

|b|

)
ε.

Òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç M-ëåììû.
�
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Ñâîéñòâî 3.4. Åñëè an →
n→∞

a, bn →
n→∞

b è an6 bn ∀n ∈ N, òî
a 6 b.

♦
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: a > b. Íàéäåòñÿ òàêîå ε > 0, ÷òî

a− ε > b + ε. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n an > a− ε è bn 6 b + ε,
ïîýòîìó an > bn, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

�

Ñâîéñòâî 3.5. Ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè íà îãðàíè÷åííóþ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ.

♦
Ïóñòü an →

n→∞
0, è |bn| 6M ∀n, òîãäà

∀ε > 0 ∃n0(ε) > 0 : ∀n ∈ N, n > n0(ε)⇒ |an| 6 ε⇒ |anbn| 6Mε.

�

Ñâîéñòâî 3.6 (ëåììà î çàæàòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè).
Ïóñòü bn 6 an 6 cn ∀n, lim

n→∞
bn = lim

n→∞
cn = d, òîãäà lim

n→∞
an =

= d.

♦
Ïîñêîëüêó lim

n→∞
bn = lim

n→∞
cn = d, òî

∀ε > 0 ∃n′0(ε) > 0 : ∀n ∈ N, n > n′0(ε)⇒ d− ε 6 bn 6 d + ε;

∀ε > 0 ∃n′′0(ε) > 0 : ∀n ∈ N, n > n′′0(ε)⇒ d− ε 6 cn 6 d + ε.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ n>max{n′0(ε), n′′0(ε)} âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

d− ε 6 an 6 d + ε.

�
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4. ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÌÎÍÎÒÎÍÍÎÉ
ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÉ

ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé,
åñëè

a1 < a2 < . . . < an < . . . .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé, åñëè

a1 6 a2 6 . . . 6 an 6 . . . .

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ ñòðîãî óáûâàþùèå è óáûâàþ-
ùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Âîçðàñòàþùèå è óáûâàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòíîñÿò ê ìî-
íîòîííûì, à ñòðîãî âîçðàñòàþùèå è ñòðîãî óáûâàþùèå � ê ñòðîãî
ìîíîòîííûì.

Òåîðåìà 4.1 (î ñõîäèìîñòè ìîíîòîííîé îãðàíè÷åííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). Êàæäàÿ ìîíîòîííàÿ è îãðàíè÷åííàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ.

♦
Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an).

Ïî òåîðåìå î ãðàíÿõ

∃ sup{an} = a ∈ R.

Èç îïðåäåëåíèÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè âûòåêàåò, ÷òî

an 6 a ∀n ∈ N;

∀ε > 0 ∃nε ∈ N : anε > a− ε.

Îòñþäà è èç ìîíîòîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an) âûòåêàåò, ÷òî

an > a− ε ∀n > nε.
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Òàêèì îáðàçîì,

∀ε > 0 ∃n0(ε) = nε : ∀n > n0(ε)⇒ a− ε < an 6 a < a + ε,

ò. å. a = lim
n→∞

an.

�

Çàìå÷àíèå 4.1. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî äëÿ
ñõîäèìîñòè âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîñòàòî÷íî åå îãðà-
íè÷åííîñòè ñâåðõó, à äëÿ ñõîäèìîñòè óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè � îãðàíè÷åííîñòè ñíèçó, ïðè÷åì äëÿ âîçðàñòàþùåé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè (an) èìååì lim

n→∞
an = sup an, à äëÿ óáûâàþùåé �

lim
n→∞

an = inf an.

Çàìå÷àíèå 4.2. Ïóñòü α � íåîòðèöàòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî. Äëÿ ÷èñëà α = a0, a1a2...an... ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ïðèáëèæåíèé ïî íåäîñòàòêó (αn) = (a0, a1a2...an) è ïî èçáûòêó
(α
′
n) = (a0, a1a2...an+10−n), αn6α6α

′
n. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (αn)

ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé è îãðàíè÷åííîé ñâåðõó, íàïðè-
ìåð ïðèáëèæåíèåì ïî èçáûòêó íóëåâîãî ïîðÿäêà a0 + 1, à ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü (α

′
n) � ìîíîòîííî óáûâàþùåé, îãðàíè÷åííîé ñíè-

çó, íàïðèìåð ïðèáëèæåíèåì ïî íåäîñòàòêó íóëåâîãî ïîðÿäêà a0.
Ïî òåîðåìå î ìîíîòîííîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ∃β ∈
∈ R : β = lim

n→∞
αn = supαn; ∃γ ∈ R : γ = lim

n→∞
α
′
n = inf α

′
n. Îò-

ñþäà, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 3.4 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïîëó÷àåì íåðà-
âåíñòâà

αn 6 β 6 α 6 γ 6 α
′
n.

Ïîñêîëüêó |α′n − αn| = 10−n ∀n ∈ N, òî β = α = γ.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé, åñëè

∀ε > 0 ∃n0(ε) : ∀n > n0(ε)⇒ |an| > ε.

Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an èìååò áåñêî-
íå÷íûé ïðåäåë: lim

n→∞
an =∞ (îäíàêî òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå

îòíîñÿòñÿ ê ñõîäÿùèìñÿ!). Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ, åñëè, êàêîå áû ÷èñëî ε > 0 íè áûëî âûáðàíî,
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íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî n0(ε) > 0, ÷òî âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ñ íîìåðàìè, áîëüøèìè n0(ε), íàõîäÿòñÿ âíå ε-îêðåñòíîñòè
íóëÿ (ðèñ. 2).

Ðèñ. 2. Áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Âûäåëÿþò äâà òèïà áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:
1) ∀ε > 0 ∃n0(ε) : ∀n > n0(ε)⇒ an > ε ;
2) ∀ε > 0 ∃n0(ε) : ∀n > n0(ε)⇒ an 6−ε.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî (an) èìååò ïðåäåë +∞, à âî

âòîðîì ñëó÷àå � ïðåäåë −∞.
Ïóñòü (an) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷ëåíû êîòîðîé îòëè÷íû îò

íóëÿ. Èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà èìååì: ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(an) áûëà áåñêîíå÷íî áîëüøîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
( 1

an

)
áûëà áåñêîíå÷íî ìàëîé.

Ñâîéñòâî 4.1 (àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ ñ áåñêîíå÷íî
áîëüøèìè è ñõîäÿùèìèñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè).

1. Ïóñòü lim
n→+∞

an = a ∈ R, lim
n→+∞

bn =∞, òîãäà

a) lim
n→+∞

(an + bn) =∞;

á) lim
n→+∞

anbn =∞, åñëè a 6= 0;

â) lim
n→+∞

an
bn

= 0, åñëè bn 6= 0 ∀n;

ã) lim
n→+∞

bn
an

=∞, åñëè an 6= 0 ∀n.

2. Ïóñòü lim
n→+∞

an = +∞, lim
n→+∞

bn = +∞, òîãäà

a) lim
n→+∞

(an + bn) = +∞;

á) lim
n→+∞

(anbn) = +∞.
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♦
Äîêàæåì òîëüêî ñâîéñòâî 1,á. Äîêàçàòåëüñòâî îñòàëüíûõ

ñâîéñòâ ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Åñëè lim
n→+∞

an = a >

> 0, lim
n→+∞

bn =∞, òî

ε = a/2 ∃n0(a/2) : ∀n > n0(a/2)⇒ a/2 6 an 6
3a

2
;

∀ε > 0 ∃n0(ε) : ∀n > n0(ε)⇒ |bn| > ε.

Îòñþäà

∀ε > 0 ∃n̄0(ε) = max{n0(a/2), n0(ε)} : ∀n > n̄0(ε)⇒ |anbn| > εa/2,

ñëåäîâàòåëüíî, lim
n→+∞

anbn =∞.

�

Çàìå÷àíèå 4.3. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) âîçðàñòàþùàÿ
è íåîãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó, òî, ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê è ïðè äîêà-
çàòåëüñòâå òåîðåìû î ñõîäèìîñòè ìîíîòîííîé îãðàíè÷åííîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

lim
n→∞

an = +∞,

åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) óáûâàþùàÿ è íåîãðàíè÷åííàÿ ñíèçó,
òî

lim
n→∞

an = −∞.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò
ïðåäåë (êîòîðûé ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íûì îïðåäåëåííîãî çíàêà).

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an). Åñëè èç íåå óäàëèì
÷àñòü ýëåìåíòîâ òàê, ÷òîáû îñòàëîñü áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷ëåíîâ, òî
ïîëó÷èì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

an1 , . . . , ank
, . . . , ãäå n1 < n2 < . . . < nk < . . . .

Òåîðåìà 4.2 (î âûáîðå ìîíîòîííîé ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè). Èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûáðàòü ìîíîòîí-

íóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
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♦
Ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáëàäàåò îäíèì èç äâóõ ñâîéñòâ:
1) êàæäûé îñòàòîê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååò íàèáîëüøèé ýëå-

ìåíò;
2) ñóùåñòâóåò îñòàòîê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íå èìåþùèé íàè-

áîëüøåãî ýëåìåíòà.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ìîæíî âûáðàòü ìîíîòîííî óáûâàþùóþ ïîä-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïóñòü an1 � ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò âñåé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè, an2 � ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò îñòàòêà

an1+1, an1+2, . . . ,

an3 � ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò îñòàòêà

an2+1, an2+2, . . .

è ò. ä. Ïîñêîëüêó ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå
ìåíüøå, ÷åì ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò åå îñòàòêà, òî

an1 > an2 > an3 > . . . .

Òàêèì îáðàçîì, âûáðàíà óáûâàþùàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Âî âòîðîì ñëó÷àå ìîæíî âûáðàòü âîçðàñòàþùóþ ïîäïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü. Ðàññìîòðèì îñòàòîê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íå èìåþùèé
ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà:

am, am+1, . . . .

Òîãäà è âñå ïîñëåäóþùèå îñòàòêè íå èìåþò ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåí-
òà. Ïîëîæèì an1 = am. Â îñòàòêå am, am+1, . . . íåò ìàêñèìàëüíîãî
ýëåìåíòà, ïîýòîìó â íåì íàéäåòñÿ ýëåìåíò an2 áîëüøèé, ÷åì an1 .
Çàòåì ðàññìîòðèì îñòàòîê, íà÷èíàþùèéñÿ ñ íîìåðà n2, è â íåì
âûáåðåì an3 > an2 è ò. ä. Òàêèì îáðàçîì, âûáåðåì âîçðàñòàþùóþ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

an1 < an2 < . . . .

�

Òåîðåìà 4.3 (ïðèíöèï âûáîðà). Èç ëþáîé îãðàíè÷åííîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü.
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♦
Ïóñòü (an) � îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Íà îñíîâàíèè

òåîðåìû î âûáîðå ìîíîòîííîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàéäåòñÿ ìî-
íîòîííàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ank

) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an).
Î÷åâèäíî, ÷òî (ank

) òàêæå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé. Òîãäà íà îñíî-
âàíèè òåîðåìû î ñõîäèìîñòè ìîíîòîííîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè âûáðàííàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ank

) ñõîäèòñÿ.

�

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

an =

(
1 +

1

n

)n

, n ∈ N.

Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþ-
ùåé. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà, ïîëó÷èì

an =

(
1 +

1

n

)n

= 1 + C1
n

1

n
+ C2

n

1

n2
+ . . . + Cn−1

n

1

nn−1
+

1

nn
=

= 1+
n

1!
· 1
n

+
n(n− 1)

2!

1

n2
+. . .+

n(n− 1) . . . 2

(n− 1)!

1

nn−1
+
n(n− 1) . . . 1

n!

1

nn
=

= 1 + 1 +
1

2!

(
1− 1

n

)
+ . . . +

1

(n− 1)!

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− n− 2

n

)
+

+
1

n!

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− n− 1

n

)
.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷èì

an+1 =

(
1 +

1

n + 1

)n+1

= 1 + C1
n+1

1

n + 1
+ C2

n+1

1

(n + 1)2
+ . . .+

+Cn
n+1

1

(n + 1)n
+

1

(n + 1)n+1
= 1 + 1 +

1

2!

(
1− 1

n + 1

)
+ . . .+

+
1

n!

(
1− 1

n + 1

)
. . .

(
1−n− 1

n + 1

)
+

1

(n + 1)!

(
1− 1

n + 1

)
. . .

(
1− n

n + 1

)
.

Ñðàâíèâàÿ ïåðâûå n + 1 ñëàãàåìûõ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ
äëÿ an, an+1, âèäèì, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå äëÿ an íå ïðåâîñõîäèò
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ñîîòâåòñòâóþùåãî ñëàãàåìîãî äëÿ an+1. Êðîìå òîãî, an+1 ñîäåð-
æèò äîïîëíèòåëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ñëàãàåìîå, ñòîÿùåå íà ïîñëåä-
íåì ìåñòå. Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî an < an+1.

Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) îãðàíè÷åíà ñâåðõó.
Äåéñòâèòåëüíî,

an < 1 + 1 +
1

2!
+ . . . +

1

n!
6 1 + 1 +

1

2
+

1

22
+ . . . +

1

2n−1
< 3.

Òàêèì îáðàçîì, ïî òåîðåìå î ñõîäèìîñòè ìîíîòîííîé îãðàíè-
÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) èìååò êîíå÷-
íûé ïðåäåë, êîòîðûé îáîçíà÷àþò ÷åðåç e.

×èñëî e ÿâëÿåòñÿ èððàöèîíàëüíûì: e = 2, 71828... .

5. ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÅ
ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ

ÊÐÈÒÅÐÈÉ ÊÎØÈ

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) íàçûâàåòñÿ ôóí-
äàìåíòàëüíîé, åñëè

∀ε > 0 ∃n0(ε) : ∀n,m > n0(ε)⇒ |an − am| 6 ε.

Òåîðåìà 5.1 (êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè). Äëÿ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an) íåîáõî-

äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà ôóíäàìåíòàëüíîé.

♦
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü an →

n→∞
a, òîãäà

∀ε > 0 ∃n0(ε/2) : ∀n>n0(ε/2), ∀m>n0(ε/2)⇒ |an−a|6
ε

2
, |am−a|6

ε

2
.

Îòñþäà ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ
âñåõ n, m > n0(ε/2) âûïîëíÿåòñÿ

|an − am| = |an − a− am + a| 6 ε.
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Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü (an) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü, ò. å.

∀ε > 0 ∃n0(ε) : ∀n,m > n0(ε)⇒ |an − am| 6 ε.

Çàôèêñèðóåì ε è m>n0(ε). Äëÿ ëþáûõ n>n0(ε) âûïîëíÿåòñÿ
äâîéíîå íåðàâåíñòâî

am − ε 6 an 6 am + ε.

Òàêèì îáðàçîì, îñòàòîê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an), íà÷èíàþ-
ùèéñÿ ñ íîìåðà áîëüøåãî n0(ε), îãðàíè÷åí. Òîãäà è îãðàíè÷åíà
âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an).

Íà îñíîâàíèè ïðèíöèïà âûáîðà ñóùåñòâóåò ñõîäÿùàñÿ ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ank

) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an). Ïóñòü
ank

→
k→∞

a.

Èç óñëîâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an)
èìååì

∀ε > 0 ∃n0(ε) : ∀n, nk > n0(ε)⇒ |an − ank
| 6 ε.

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì n > n0(ε), ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè
k →∞ â íåðàâåíñòâå

ank
− ε 6 an 6 ank

+ ε,

ïîëó÷àåì

a− ε 6 an 6 a + ε ∀n > n0(ε),

÷òî îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü an →
n→∞

a.

�

Çàìå÷àíèå 5.1. Îïðåäåëåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè (an) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀ε > 0 ∃n0(ε) : ∀n > n0(ε), ∀p ∈ N⇒ |an − an+p| 6 ε.

Ñôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèå íåôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) íåôóíäàìåíòàëüíà, åñëè

∃ε0 > 0 ∀n ∈ N ∃n0 > n, ∃p0 ∈ N ⇒ |an0 − an0+p0 | > ε0.
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Ïðèìåð 5.1. Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

an = 1 +
cos 1

2
+ . . . +

cosn

2n

ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ.

Óáåäèìñÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) ôóíäàìåíòàëüíàÿ.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî

|an − an+p| =
∣∣∣∣cos(n + 1)

2n+1
+ . . . +

cos(n + p)

2n+p

∣∣∣∣ 6 ε.
Óâåëè÷èì ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà, çàìåíèâ ìîäóëü ñóììû íà ñóì-
ìó ìîäóëåé, à êàæäûé èç êîñèíóñîâ � íà åäèíèöó. Ïðèõîäèì ê
íåðàâåíñòâó

1

2n+1
+ . . . +

1

2n+p
6 ε,

èç êîòîðîãî âûòåêàåò ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî. Äîïîëíèì ëåâóþ
÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà äî áåñêîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-
ãðåññèè è íàéäåì åå ñóììó. Ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

1

2n
6 ε,

èç êîòîðîãî âûòåêàåò ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî. Èç ïðèâåäåííûõ
âûøå íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ n > n0(ε) = [log2(1/ε)] +
+ 1 , p ∈ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|an − an+p| 6 ε,

÷òî âëå÷åò ôóíäàìåíòàëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an), à ñëåäî-
âàòåëüíî, è åå ñõîäèìîñòü.

Ïðèìåð 5.2. Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

an = 1 +
1

2
+ . . . +

1

n

ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäÿùåéñÿ.

35



Â ñèëó êðèòåðèÿ Êîøè äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (an) íå ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé.

Ïóñòü ε0 = 1/4. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå n ∈ N è ïîäáåðåì
òàêèå íîìåðà n0 > n, p0 > 1, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|an0 − an0+p0 | =
1

n0 + 1
+

1

n0 + 2
+ . . . +

1

n0 + p0
> ε0.

Ïîëîæèì n0 = n, p0 = n è îöåíèì

1

n0 + 1
+

1

n0 + 2
+ . . . +

1

n0 + p0
=

1

n + 1
+ . . . +

1

2n
> n

1

2n
=

1

2
>

1

4
.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàñõîäèòñÿ.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an). ×àñòè÷-
íûì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an) íàçûâàåòñÿ ïðåäåë a (êî-
íå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé îïðåäåëåííîãî çíàêà) íåêîòîðîé åå ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ank

). Îáîçíà÷èì ÷åðåç L ìíîæåñòâî âñåõ ÷à-
ñòè÷íûõ ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an), âêëþ÷àÿ +∞ è −∞,
åñëè îíè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè÷íûìè ïðåäåëàìè. Åñëè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó, òî èç íåå ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü (ank

), èìåþùóþ ïðåäåë +∞. Äåéñòâèòåëüíî, ó íå
îãðàíè÷åííîé ñâåðõó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëþáîé îñòàòîê íå îãðàíè-
÷åí ñâåðõó. Ñóùåñòâóåò òàêîé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷òî an1>1.
Ó îñòàòêà, íà÷èíàþùåãîñÿ ñ íîìåðà n1 + 1, íàéäåòñÿ ýëåìåíò an2

ñî ñâîéñòâàìè an2 > an1 , an2 > 2 è ò. ä. Â ðåçóëüòàòå ïîñòðîèì
ìîíîòîííî âîçðàñòàþùóþ íå îãðàíè÷åííóþ ñâåðõó ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (ank

). Åå ïðåäåë ðàâåí +∞. Åñëè ìíîæåñòâî L íå ñî-
äåðæèò ýëåìåíò +∞, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà ñâåðõó.
Åñëè îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå îãðàíè÷åíà ñíè-
çó, òî ìíîæåñòâî L ñîäåðæèò ýëåìåíò −∞. Åñëè æå ìíîæåñòâî L,
ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íå ñîäåðæèò −∞, òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà ñíèçó è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ
îãðàíè÷åííîé. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà, òî èç ïðèíöè-
ïà âûáîðà âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî L ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì è îãðà-
íè÷åííûì. Â ýòîì ñëó÷àå ñîãëàñíî òåîðåìå î ãðàíÿõ ñóùåñòâóþò
êîíå÷íûå òî÷íàÿ âåðõíÿÿ è òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíè ìíîæåñòâà L.

Âåðõíèì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an) íàçûâàþò supL �
òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü ìíîæåñòâà L, åñëè ìíîæåñòâî L \ {−∞}
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íåïóñòî è îãðàíè÷åíî ñâåðõó; ñèìâîë +∞, åñëè ìíîæåñòâî L ñî-
äåðæèò ýëåìåíò +∞. Íèæíèì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an)
íàçûâàþò inf L, åñëè ìíîæåñòâî L \ {+∞} íåïóñòî è îãðàíè÷åíî
ñíèçó; ñèìâîë −∞, åñëè ìíîæåñòâî L ñîäåðæèò −∞ . Âåðõíèé è
íèæíèé ïðåäåëû îáîçíà÷àþò ÷åðåç lim

n→∞
an, lim

n→∞
an. Åñëè ìíîæå-

ñòâî L ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà +∞, òî ïî îïðåäåëåíèþ ïîëà-
ãàþò lim

n→∞
an = +∞. Åñëè ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà

−∞, òî ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàþò lim
n→ ∞

an = − ∞.

Èç îïðåäåëåíèÿ âåðõíåãî è íèæíåãî ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) èìååò âåðõíèé è
íèæíèé ïðåäåëû. Íàïðèìåð, lim

n→∞
(−1)n = 1, lim

n→∞
(−1)n = −1.

Òåîðåìà 5.2 (êðèòåðèé ðàâåíñòâà âåðõíåãî è íèæíåãî
ïðåäåëîâ). Íèæíèé è âåðõíèé ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êî-

íå÷íû è ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, ïðè÷åì â ýòîì ñëó÷àå

lim
n→∞

an = lim
n→∞

an = lim
n→∞

an.

♦
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü lim

n→+∞
(an) = a ∈ R, òîãäà ëþáàÿ ïîä-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an) ñòðåìèòñÿ ê a. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà a. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî lim

n→∞
an =

= lim
n→∞

an = a.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü lim
n→∞

an = lim
n→∞

an = a ∈ R. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) íå ñòðåìèòñÿ ê a. Òîãäà íàé-
äåòñÿ ε0 > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ∈ N ìîæíî íàéòè òàêîé íîìåð
n0(k) > k, ÷òî ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an0(k) ëåæèò çà ïðåäåëà-
ìè ε0 -îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Ïðè ýòîì èíäåêñû n0(k) ìîæíî âû-
áðàòü òàê, ÷òîáû n0(1) < n0(2) < . . . . Ëþáîé ÷àñòè÷íûé ïðåäåë
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an0(k)) îòëè÷åí îò a, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ñîâïàäåíèþ âåðõíåãî è íèæíåãî ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. �
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6. ÔÓÍÊÖÈß

Ïóñòü çàäàíû äâà íåïóñòûõ ìíîæåñòâà X, Y. Ôóíêöèåé, îïðå-
äåëåííîé íà ìíîæåñòâå X ñî çíà÷åíèÿìè â Y, íàçûâàþò ñîîòâåò-
ñòâèå f, êîòîðîå êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ X ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå
åäèíñòâåííûé ýëåìåíò y ∈ Y. Ïèøóò f : X → Y èëè y = f(x),
x ∈ X, y ∈ Y. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f (îáîçíà÷àþò Df ), à Y � ìíîæåñòâîì, â
êîòîðîì íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f.

Ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ôóíêöèè f : X → Y íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî

Ef = {f(x) : x ∈ X}.

Âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé Ef ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñ Y.
Âñåãäà Ef ⊆ Y.

Ïðîîáðàçîì ýëåìåíòà y ∈ Y ïðè îòîáðàæåíèè f : X → Y
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

f−1(y) = {x ∈ X : f(x) = y}.

Ïðîîáðàç ýëåìåíòà y ∈ Y ìîæåò áûòü ïóñòûì ìíîæåñòâîì (åñëè
y íå ïðèíàäëåæèò Ef ).

Åñëè X è Y � ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà, òî ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ
âåùåñòâåííîé (çäåñü è äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåùåñòâåííûå
ôóíêöèè). Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Y = R, åñëè íå ñêàçàíî
èíîå.

Ãðàôèêîì âåùåñòâåííîé ôóíêöèè f : X → Y íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî

Γf = {(x, f(x)) : x ∈ X}.

Ôóíêöèÿ f : X → Y íàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâíîé, åñëè äëÿ ëþ-
áîãî y ∈ Y ïðîîáðàç f−1(y) ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì. Èíûìè ñëîâàìè,
ñþðúåêòèâíîñòü ôóíêöèè f îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé Ef

ñîâïàäàåò ñ Y.
Ôóíêöèÿ f : X → Y íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî

y ∈ Y ïðîîáðàç f−1(y) ñîñòîèò íå áîëåå ÷åì èç îäíîãî ýëåìåíòà.
Èíûìè ñëîâàìè, èíúåêòèâíîñòü ôóíêöèè f îçíà÷àåò, ÷òî îíà îòîá-
ðàæàåò ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû x1, x2 ìíîæåñòâà X â ðàçëè÷íûå
ýëåìåíòû y1, y2 ìíîæåñòâà Y.
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Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíîé (èëè âçàèìíî îäíîçíà÷íîé),
åñëè äëÿ ëþáîãî y ∈ Y ïðîîáðàç f−1(y) ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîãî
ýëåìåíòà. Áèåêòèâíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíîé è èíúåê-
òèâíîé.

Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x), x ∈ X, y ∈ Y ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíîé.
Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü ôóíêöèþ x = g(y), y ∈ Y, x ∈ X, ãäå
g(y) ñîâïàäàåò ñ ïðîîáðàçîì f−1(y). Òàêàÿ ôóíêöèÿ x = g(y)
íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ê ôóíêöèè y = f(x) è îáîçíà÷àåòñÿ f−1.
Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ f−1 : Y → X òàêæå ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíîé.
Îòìåòèì, ÷òî ãðàôèêè ïðÿìîé è îáðàòíîé âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé
ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x.

Ïóñòü X, Y, Z � íåêîòîðûå íåïóñòûå ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà
è çàäàíû äâå ôóíêöèè f : X → Y, g : Y → Z. Êîìïîçèöèåé
ôóíêöèé (èëè ñëîæíîé ôóíêöèåé) g è f íàçûâàþò ôóíêöèþ h :
X → Z, äåéñòâóþùóþ ïî ïðàâèëó

h(x) = g(f(x)), x ∈ X.

Êîìïîçèöèþ ôóíêöèé îáîçíà÷àþò h = g ◦ f. Â ÷àñòíîñòè, êîìïî-
çèöèÿ áèåêòèâíîé ôóíêöèè f è îáðàòíîé ôóíêöèè f−1 ÿâëÿåòñÿ
òîæäåñòâåííîé ôóíêöèåé.

Åñëè X = Y = Z, òî ìîæíî îïðåäåëèòü êîìïîçèöèè f ◦ g è
g ◦ f, êîòîðûå, âîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè ôóíêöèÿìè.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ôóíêöèé è èõ ãðàôèêè, êîòîðûå èçâåñòíû
èç øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè.

1. Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ: y = kx + b, k, b ∈ R. Ãðàôèêîì ëèíåé-
íîé ôóíêöèè ñëóæèò ïðÿìàÿ (ðèñ. 3), îáðàçóþùàÿ òàêîé óãîë ϕ ñ
ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòüþ îñè 0x, ÷òî tgϕ = k, è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
òî÷êó (0, b).

Ðèñ. 3. Ãðàôèêè ôóíêöèé y = x (ïóíêòèðíàÿ ïðÿìàÿ) è y = −x/2− 1
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2. Êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ: y = ax2 + bx + c, a, b, c ∈ R, a 6=
6= 0. Ãðàôèê êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè � ïàðàáîëà (ðèñ. 4), âåðøèíà

êîòîðîé íàõîäèòñÿ â òî÷êå
(
− b

2a
,

4ac− b2

4a

)
, ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ

îñüþ 0y â òî÷êå (0, c).

Ðèñ. 4. Ãðàôèêè ôóíêöèé y = x2 (ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ)
è y = −x2 − x + 1

3. Ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n : y = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a0, ai ∈
∈ R, i = 0, 1, . . . , n, an 6= 0 (ðèñ. 5).

Ðèñ. 5. Ãðàôèêè ôóíêöèé y = x3 è y = x4 (ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ)

4. Ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ: y =
Pn(x)

Qm(x)
, Pn(x), Qm(x) � ìíîãî-

÷ëåíû ñòåïåíè n è m, m 6= 0 (ðèñ. 6).
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Ðèñ. 6. Ãðàôèêè ôóíêöèé y = 1/x è y = 1/x2 (ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ)

5. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè: y = sinx, y = cosx, y =
= tg x, y = ctg x (ðèñ. 7�10).

Ðèñ. 7. Ãðàôèêè ôóíêöèé y = sinx è y = sin 2x (ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ)

Ðèñ. 8. Ãðàôèêè ôóíêöèé y = cosx è y = cos 3x (ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ)

Ðèñ. 9. Ãðàôèêè ôóíêöèé y = tgx è y = tg(x/2) (ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ)
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Ðèñ. 10. Ãðàôèêè ôóíêöèé y = ctgx è y = ctg2x (ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ)

Ôóíêöèè y = arcsinx (ðèñ. 11), y = arctg x (ðèñ. 12), y =
= arcctg x (ðèñ. 13), y = arccosx ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûìè äëÿ ôóíê-
öèé y = sinx, x ∈ [−π/2, π/2]; y = tg x, x ∈ (−π/2, π/2); y =
= ctg x, x ∈ (0,π); y = cosx, x ∈ [0, π] ñîîòâåòñòâåííî.

Ðèñ. 11. Ãðàôèê ôóíêöèè y = arcsin x

Ðèñ. 12. Ãðàôèê ôóíêöèè y = arctg x
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Ðèñ. 13. Ãðàôèê ôóíêöèè y = arcctg x

Ïîñêîëüêó −π/2 < arctg x < π/2, 0 < arcctg x < π, òî ôóíê-
öèè y = arctg x, y = arcctg x îãðàíè÷åíû.

7. ÏÐÅÄÅË ÔÓÍÊÖÈÈ.
ÊÐÈÒÅÐÈÉ ÃÅÉÍÅ

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â ∆ -îêðåñòíîñòè U∆(c) òî÷êè
c, ò. å. íà èíòåðâàëå äëèíû 2∆ ñ öåíòðîì â òî÷êå c :

U∆(c) = {x ∈ R : |x− c| 6∆}, ∆ > 0,

çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, òî÷êè c. Ìíîæåñòâî U∆(c) \ {c} íà-
çûâàþò ïðîêîëîòîé ∆ -îêðåñòíîñòüþ òî÷êè c.

Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f èìååò ïðåäåë ïðè x → c, åñëè ñóùå-
ñòâóåò òàêîå ÷èñëî A ∈ R, ÷òî

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 : ∀x ∈ U∆(c), 0 < |x− c| 6 δ(ε)⇒ |f(x)−A| 6 ε.

Â òàêîì ñëó÷àå ïèøóò, ÷òî

lim
x→c

f(x) = A èëè f(x) →
x→c

A.

Ãåîìåòðè÷åñêè lim
x→c

f(x) = A îçíà÷àåò, ÷òî, êàêàÿ áû ãîðèçîí-

òàëüíàÿ ïîëîñà âäîëü ïðÿìîé y = A íè áûëà âûáðàíà, âñåãäà íàé-
äåòñÿ òàêàÿ âåðòèêàëüíàÿ ïîëîñà ñ îñüþ ñèììåòðèè x = c, ÷òî âñå
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òî÷êè ãðàôèêà ôóíêöèè f, ðàñïîëîæåííûå â âåðòèêàëüíîé ïîëî-
ñå, êðîìå òî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ íà ïðÿìîé x = c, ïîïàäóò âî âçÿòóþ
ãîðèçîíòàëüíóþ ïîëîñó (ðèñ. 14).

Ðèñ. 14. ×èñëî À � ïðåäåë ôóíêöèè

Åñëè f(x) îïðåäåëåíà â òî÷êå c è lim
x→c

f(x) = A, òî íåîáÿçà-

òåëüíî A = f(c).
Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì M-ëåììû äëÿ ïðåäåëà ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè ìîæíî äîêàçàòü M-ëåììó äëÿ ïðåäåëà ôóíêöèè.

Ëåììà 7.1 (Ì-ëåììà äëÿ ïðåäåëà ôóíêöèè). Åñëè

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 : ∀x ∈ U∆(c), 0 < |x− c| 6 δ(ε)⇒ |f(x)−A| 6Mε,

ãäå M � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò x è îò ε, òî
f(x) →

x→c
A.

Ïðèìåð 7.1. Äîêàæåì, ÷òî lim
x→2

x3 = 8.

Âîçüìåì ∆ = 1 è ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
öåïî÷êà íåðàâåíñòâ:

|x3 − 8| 6 ε⇔ |x− 2||x2 + 2x + 4| 6 ε.

Ïîñêîëüêó |x2+2x+4|619 äëÿ ëþáîãî x ∈ U∆(c) = [1, 3], òî â êà÷å-

ñòâå δ(ε) â îïðåäåëåíèè ïðåäåëà ìîæåì âçÿòü δ(ε) = min
{ ε

19
, 1
}
.
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Òåîðåìà 7.1 (êðèòåðèé Ãåéíå). Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ

f(x), îïðåäåëåííàÿ â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè c, èìåëà

ïðåäåë A ïðè x → c, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþ-

áîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn →
n→∞

c, xn 6= c, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

f(xn) ñõîäèëàñü ê A .

♦
Íåîáõîäèìîñòü. Âîçüìåì ïðîçâîëüíûå ε > 0 è ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü xn →
n→∞

c, xn 6= c. Ïîñêîëüêó lim
x→c

f(x) = A, òî

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 : ∀x ∈ U∆(c), 0 < |x− c| 6 δ(ε)⇒ |f(x)−A| 6 ε.

Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ñõîäèòñÿ ê c è xn 6= c, òî

∃n0(δ(ε)) > 0 : ∀n > n0(δ(ε))⇒ 0 < |xn − c| 6 δ(ε).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ n > n0(δ(ε)) èìååì

|f(xn)−A| 6 ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, lim
n→∞

f(xn) = A.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî lim
x→c

f(x) 6= A, ò. å.

∃ε0 > 0 ∀δ > 0 ∃x0 ∈ U∆(c) : 0 < |x0 − c| 6 δ⇒ |f(x0)−A| > ε0.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êàæäîãî δn = 1
n íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà x0,n, ÷òî

0 < |x0,n − c| 6 1

n
, |f(x0,n)−A| > ε0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x0,n →
n→∞

c, xn 6= c, íî f(x0,n) íå ñòðåìèòñÿ

ê A ïðè n→∞, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû.
�

Ïðèìåð 7.2. Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ y = sin(1/x), x 6= 0, íå
èìååò ïðåäåëà ïðè x→ 0.

Âûáåðåì x′n =
1

π/2 + 2πn
, x′′n =

1

−π/2 + 2πn
. Î÷åâèäíî, ÷òî

ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäÿòñÿ ê 0, íî y′n = sin(x′n) → 1, y′′n =
= sin(x′′n)→ −1 ïðè n→∞. Ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà lim

x→0
sin(1/x)

ïðîòèâîðå÷èëî áû åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà è êðèòåðèþ Ãåéíå.
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8. ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÏÐÅÄÅËÀ ÔÓÍÊÖÈÈ.
ÊÐÈÒÅÐÈÉ ÊÎØÈ

Êðèòåðèé Ãåéíå ïîçâîëÿåò ïåðåíåñòè ñâîéñòâà 3.1�3.6 ïðåäåëîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íà ïðåäåëû ôóíêöèé.

Ñâîéñòâî 8.1. Ôóíêöèÿ â çàäàííîé òî÷êå íå ìîæåò èìåòü áî-
ëåå îäíîãî ïðåäåëà.

♦
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî lim

x→c
f(x) = A, lim

x→c
f(x) = B, A 6= B. Âîçü-

ìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn →
n→∞

c, xn 6= c. Ïî êðèòåðèþ Ãåéíå

f(xn) →
n→∞

A, f(xn) →
n→∞

B, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò åäèíñòâåííîñòè ïðå-
äåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

�

Ñâîéñòâî 8.2. Ïóñòü f(x) →
x→c

A, g(x) →
x→c

B, òîãäà

1) f(x) + g(x) →
x→c

A + B;

2) f(x)g(x) →
x→c

AB;

3) åñëè g(x) 6= 0 ∀x ∈ U∆(c) è B 6= 0, òî
f(x)

g(x)
→
x→c

A

B
.

♦
Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü xn →
n→∞

c, xn 6= c. Ïî êðèòåðèþ Ãåéíå f(xn)+

+g(xn) →
n→∞

A + B. Çàòåì, ïðèìåíÿÿ êðèòåðèé Ãåéíå â îáðàòíóþ

ñòîðîíó, ïîëó÷àåì, ÷òî f(x) + g(x) →
x→c

A + B. Âòîðîå è òðåòüå

óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

�

Ñâîéñòâî 8.3. Åñëè f(x) →
x→c

A, g(x) →
x→c

B è f(x)6g(x) ∀x ∈
∈ U∆(c) \ {c}, òî A 6B.
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♦
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn →

n→∞
c, xn ∈

∈ U∆(c) \ {c}. Ïî êðèòåðèþ Ãåéíå f(xn) →
n→∞

A, g(xn) →
n→∞

B. Òàê

êàê f(xn) 6 g(xn) ∀n ∈ N, òî A 6B.
�

Ñâîéñòâî 8.4. Ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèè f(x) ,
ò. å. òàêîé, ÷òî lim

x→c
f(x) = 0, íà îãðàíè÷åííóþ â íåêîòîðîé ïðî-

êîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè c ôóíêöèþ g(x) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî
ìàëîé ôóíêöèåé.

♦
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn →

n→∞
c, xn ∈

∈ U∆(c) \ {c}. Ïî êðèòåðèþ Ãåéíå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (f(xn))
áåñêîíå÷íî ìàëàÿ. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (g(xn)) îãðàíè÷åí-
íàÿ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (f(xn)g(xn)) áåñêîíå÷íî ìàëàÿ. Ïðè-
ìåíÿÿ êðèòåðèé Ãåéíå â îáðàòíóþ ñòîðîíó, ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ
f(x)g(x) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé.
�

Ñâîéñòâî 8.5 (ëåììà î çàæàòîé ôóíêöèè). Åñëè h(x)6
6f(x) 6 g(x) ∀x ∈ U∆(c) \ {c} è h(x) →

x→c
A, g(x) →

x→c
A, òî

f(x) →
x→c

A.

♦
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn →

n→∞
c, xn ∈

∈ U∆(c) \ {c}. Ïî êðèòåðèþ Ãåéíå h(xn) →
n→∞

A, g(xn) →
n→∞

A. Ïî-

ñêîëüêó h(xn) 6 f(xn) 6 g(xn) ∀n ∈ N, òî ïî ëåììå î çàæàòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååì f(xn) →

n→∞
A.

�

Òåîðåìà 8.1 (êðèòåðèé Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà
ôóíêöèè). Ôóíêöèÿ f : U∆(c) → R èìååò ïðåäåë ïðè x → c
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 : ∀x′, x′′ ∈ U∆(c), 0 < |x′ − c| 6 δ(ε),

0 < |x′′ − c| 6 δ(ε)⇒ |f(x′)− f(x′′)| 6 ε.
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♦
Íåîáõîäèìîñòü. Ïîñêîëüêó lim

x→c
f(x) = A, òî ∀ε > 0

∃δ
(ε

2

)
> 0 : ∀x′, x′′ ∈ U∆(c), 0 < |x′−c| 6 δ

(ε
2

)
, 0 < |x′′−c| 6 δ

(ε
2

)
⇒

⇒ |f(x′)−A| 6 ε
2
, |f(x′′)−A| 6 ε

2
.

Äëÿ òàêèõ x′, x′′ ïîëó÷àåì

|f(x′)− f(x′′)| 6 |f(x′)−A|+ |f(x′′)−A| 6 ε.

Äîñòàòî÷íîñòü. Âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn →
n→∞

c, xn 6=
6= c, è ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Äëÿ ýòîãî ε > 0 íàéäåì δ(ε) > 0
èç óñëîâèÿ òåîðåìû. Ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð n0(δ(ε)), ÷òî äëÿ
ëþáûõ n,m > n0(δ(ε)) âûïîëíÿåòñÿ

|xn − c| 6 δ(ε), |xm − c| 6 δ(ε).

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ n,m > n0(δ(ε)) âûïîëíåíî

|f(xn)− f(xm)| 6 ε,

ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (f(xn)) ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé.
Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Êîøè ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
f(xn) →

n→∞
A ∈ R.

Èç óñëîâèÿ òåîðåìû èìååì ∀n > n0(δ(ε)),

∀x ∈ U∆(c), 0 < |x− c| 6 δ(ε)⇒ f(xn)− ε 6 f(x) 6 f(xn) + ε.

Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè n→∞, ïîëó÷èì

∀x ∈ U∆(c), 0 < |x− c| 6 δ(ε)⇒ A− ε 6 f(x) 6A + ε,

ñëåäîâàòåëüíî, f(x) →
x→c

A.

�
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9. ÎÄÍÎÑÒÎÐÎÍÍÈÅ È
ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÛÅ ÏÐÅÄÅËÛ

Ïóñòü ∆ > 0 è ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â ïðîêîëîòîé ïðàâîñòî-
ðîííåé ∆ -îêðåñòíîñòè òî÷êè c , ò. å. íà ìíîæåñòâå

U+
∆(c) = {x ∈ R : 0 < x− c 6∆}.

Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) èìååò ïðåäåë ñïðàâà ïðè x → c, åñëè
ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî A, ÷òî

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 : ∀x ∈ U+
∆(c), 0 < x− c 6 δ(ε)⇒ |f(x)−A| 6 ε.

Ïðè ýòîì ïèøóò

A = lim
x→c+0

f(x) = f(c + 0) èëè f(x) →
x→c+0

A.

Ãåîìåòðè÷åñêè lim
x→c+0

f(x) = A îçíà÷àåò, ÷òî êàêàÿ áû ãîðèçîí-

òàëüíàÿ ïîëîñà âäîëü ïðÿìîé y = A íè áûëà âûáðàíà, âñåãäà íàé-
äåòñÿ òàêàÿ âåðòèêàëüíàÿ ïîëîñà, ëåæàùàÿ ïðàâåå ïðÿìîé x = c,
÷òî âñå òî÷êè ãðàôèêà ôóíêöèè f, ðàñïîëîæåííûå â âåðòèêàëü-
íîé ïîëîñå, êðîìå òî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ íà ïðÿìîé x = c, ïîïàäóò
âî âçÿòóþ ãîðèçîíòàëüíóþ ïîëîñó (ðèñ. 15).

Ðèñ. 15. ×èñëî À � ïðåäåë ñïðàâà
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Ïóñòü ∆ > 0 è ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â ïðîêîëîòîé ëåâîñòî-
ðîííåé ∆ -îêðåñòíîñòè òî÷êè c , ò. å. íà ìíîæåñòâå

U−∆(c) = {x ∈ R : 0 < c− x 6∆}.

Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) èìååò ïðåäåë ñëåâà ïðè x → c, åñëè
ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî A, ÷òî

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 : ∀x ∈ U−∆(c), 0 < c− x 6 δ(ε)⇒ |f(x)−A| 6 ε.

Ïèøóò A = lim
x→c−0

f(x) = f(c− 0) èëè f(x) →
x→c−0

A (ðèñ. 16).

Ðèñ. 16. ×èñëî À � ïðåäåë ñëåâà

Ñëåäóþùèé êðèòåðèé ðàâåíñòâà îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ âûòå-
êàåò èç îïðåäåëåíèé ïðåäåëà è îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ.

Òåîðåìà 9.1 (êðèòåðèé ðàâåíñòâà îäíîñòîðîííèõ ïðåäå-
ëîâ). Ôóíêöèÿ f(x) èìååò ïðåäåë lim

x→c
f(x) = A òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà f(c + 0) = f(c− 0) = A.

Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f, îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå [a,+∞),
èìååò ïðåäåë ïðè x→ +∞, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî A, ÷òî

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 : ∀x ∈ [a,+∞), x > δ(ε)⇒ |f(x)−A| 6 ε.

Îáîçíà÷àþò A = lim
x→+∞

f(x) = f(+∞) èëè f(x) →
x→+∞

A.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì A = lim
x→−∞

f(x) = f(−∞), åñëè

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 : ∀x ∈ (−∞, a], x 6−δ(ε)⇒ |f(x)−A| 6 ε.
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Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f : U∆(c)→ R ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íî-

ñòè ïðè x→ c, åñëè

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 : ∀x ∈ U∆(c), 0 < |x− c| 6 δ(ε)⇒ |f(x)| > ε

è îáîçíà÷àþò lim
x→c

f(x) =∞.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì lim
x→c

f(x) = +∞, åñëè

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 : ∀x ∈ U∆(c), 0 < |x− c| 6 δ(ε)⇒ f(x) > ε,

è lim
x→c

f(x) = −∞, åñëè

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 : ∀x ∈ U∆(c), 0 < |x− c| 6 δ(ε)⇒ f(x) 6−ε.

Çàìå÷àíèå 9.1. Äëÿ ââåäåííûõ îäíîñòîðîííèõ è áåñêîíå÷íûõ
ïðåäåëîâ èìååò ìåñòî êðèòåðèé Ãåéíå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èçìå-
íåíèÿìè. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ f(x) ñòðåìèòñÿ ê +∞ ïðè x→ c−
− 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
xn →

n→∞
c, xn < c, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(xn) ñòðåìèòñÿ ê +∞ ïðè

n→∞.

Ñâîéñòâî 9.1 (ïðåäåëû âûðàæåíèé, ñîäåðæàùèå ôóíê-
öèè ñ áåñêîíå÷íûìè è êîíå÷íûìè ïðåäåëàìè).

Ïóñòü lim
x→c

f(x) = a ∈ R, lim
x→c

g(x) =∞, òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå
ðàâåíñòâà:

1) lim
x→c

(f(x) + g(x)) =∞;

2) lim
x→c

f(x)g(x) =∞, åñëè a 6= 0;

3) lim
x→c

f(x)

g(x)
= 0;

4) lim
x→c

g(x)

f(x)
= ∞, åñëè f(x) 6= 0 â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè c .
Ïóñòü lim

x→c
f(x) = +∞, lim

x→c
g(x) = +∞, òîãäà:

5) lim
x→c

(f(x) + g(x)) = +∞;

6) lim
x→c

f(x)g(x) = +∞.

Ñâîéñòâî 9.1 âûòåêàåò èõ êðèòåðèÿ Ãåéíå è ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñâîéñòâ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
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Çàìå÷àíèå 9.2. Ïåðå÷èñëèì ïðåäåëû, äëÿ êîòîðûõ íå âûïîë-
íåíû óñëîâèÿ, ïîçâîëÿþùèå äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ èñïîëüçîâàòü ñâîé-
ñòâà 8.2 è 9.1:

1) lim
x→c

f(x)

g(x)
, lim

x→c
f(x) = 0, lim

x→c
g(x) = 0;

2) lim
x→c

f(x)

g(x)
, lim

x→c
f(x) =∞, lim

x→c
g(x) =∞;

3) lim
x→c

f(x)g(x), lim
x→c

f(x) = 0, lim
x→c

g(x) =∞;

4) lim
x→c

(f(x)− g(x)), lim
x→c

f(x) =∞, lim
x→c

g(x) =∞;

5) lim
x→c

f(x)g(x), lim
x→c

f(x) = 0, lim
x→c

g(x) = 0;

6) lim
x→c

f(x)g(x), lim
x→c

f(x) = 1, lim
x→c

g(x) =∞;

7) lim
x→c

f(x)g(x), lim
x→c

f(x) =∞, lim
x→c

g(x) = 0.

Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò, ÷òî ýòî ïðåäåëû ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ,

è ñèìâîëè÷åñêè çàïèñûâàþò èõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
0

0
,
∞
∞

, 0 ·∞,

∞−∞, 00, 1∞, ∞0.

Ëåììà 9.1. Åñëè lim
t→c

ϕ(t) = b, lim
x→b

f(x) = A , ϕ(t) 6= b â íåêî-

òîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè c, òî lim
t→c

f(ϕ(t)) = A.

♦
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tn →

n→∞
c, tn 6= c.

Ïî êðèòåðèþ Ãåéíå
ϕ(tn) →

n→∞
b.

Ïî óñëîâèþ ëåììû ϕ(tn) 6= b äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n,
ïîýòîìó ïî êðèòåðèþ Ãåéíå

f(ϕ(tn)) →
n→∞

A.

Çàòåì, ïðèìåíÿÿ êðèòåðèé Ãåéíå â îáðàòíóþ ñòîðîíó, ïîëó÷àåì

lim
t→c

f(ϕ(t)) = A. �

Çàìå÷àíèå 9.3. Ëåììà 9.1 âåðíà è äëÿ îäíîñòîðîííèõ
ïðåäåëîâ.
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10. ÇÀÌÅ×ÀÒÅËÜÍÛÅ
ÒÐÈÃÎÍÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÉ È
ÏÎÊÀÇÀÒÅËÜÍÎ-ÑÒÅÏÅÍÍÎÉ

ÏÐÅÄÅËÛ

Ðàññìîòðèì äâà ïðåäåëà � òðèãîíîìåòðè÷åñêèé è ïîêàçàòåëüíî-
ñòåïåííîé, ê êîòîðûì ñâîäÿòñÿ ìíîãèå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà, è ïîýòîìó íàçûâàåìûå çàìå÷àòåëüíûìè.

Òåîðåìà 10.1 (çàìå÷àòåëüíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé
ïðåäåë).

lim
x→0

sinx

x
= 1.

♦
Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî

lim
x→+0

sinx

x
= 1.

Ïðåäâàðèòåëüíî ïîêàæåì, ÷òî èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

sinx < x < tg x ∀x ∈
(
0,
π

2

)
.

Ðàññìîòðèì åäèíè÷íûé êðóã è êîíôèãóðàöèþ òî÷åê, èçîáðàæåí-
íóþ íà ðèñ. 17. Ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà OAB, ñåêòîðà OAB è

òðåóãîëüíèêà OAD ðàâíû
1

2
sinx,

1

2
x,

1

2
tg x ñîîòâåòñòâåííî, à

ïîñêîëüêó ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà OAB ìåíüøå ïëîùàäè ñåêòîðà
OAB, ïëîùàäü êîòîðîãî ìåíüøå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà OAD, òî
îòñþäà è âûòåêàþò òðåáóåìûå íåðàâåíñòâà.
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Ðèñ. 17. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ íåðàâåíñòâà sinx < x < tgx

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî x ∈
(
0,
π

2

)
èìååì

cosx <
sinx

x
< 1.

Äàëåå ∣∣∣∣1− sinx

x

∣∣∣∣ < 1− cosx = 2 sin2 x

2
< 2 sin

x

2
< x.

Òàêèì îáðàçîì,

∀ε > 0 ∃δ(ε) = ε > 0 : ∀x ∈
(
0,
π

2

)
, 0 < x 6 δ(ε)⇒

∣∣∣∣1− sinx

x

∣∣∣∣ 6 ε,
÷òî îçíà÷àåò lim

x→+0

sinx

x
= 1.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî lim
x→−0

sinx

x
= 1. Ñîãëàñíî ëåììå 9.1 è

äîêàçàííîìó ðàâåíñòâó lim
x→+0

sinx

x
= 1 ïîëó÷àåì

lim
x→−0

sinx

x
= lim

t→+0

sin(−t)
−t

= lim
t→+0

sin t

t
= 1.

Ïî òåîðåìå 9.1 lim
x→0

sinx

x
= 1 , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

�
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Çàìå÷àíèå 10.1. Ïðè âû÷èñëåíèè çàìå÷àòåëüíîãî òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêîãî ïðåäåëà áûëà èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà ïëîùàäè êðó-
ãîâîãî ñåêòîðà, êîòîðàÿ ïðèâîäèòñÿ â êóðñå ìàòåìàòèêè ñðåäíåé
øêîëû áåç îáîñíîâàíèÿ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå íåëüçÿ ïðèçíàòü ïðèâå-
äåííîå âû÷èñëåíèå çàìå÷àòåëüíîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ïðåäåëà
êîððåêòíûì. Âåðíåìñÿ ê ýòîìó ïðåäåëó â ï. 39 ïîñëå âûâîäà ôîð-
ìóëû ïëîùàäè êðóãîâîãî ñåêòîðà è ïîêàæåì, êàê ìîæíî äîïîëíèòü
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10.1, ÷òîáû îíî ñòàëî êîððåêòíûì.

Òåîðåìà 10.2 (çàìå÷àòåëüíûé ïîêàçàòåëüíî-ñòåïåííîé
ïðåäåë).

lim
x→0

(1 + x)1/x = e.

♦
Äîêàæåì, ÷òî

lim
x→+0

(1 + x)1/x = e.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn →
n→∞

+0, xn >

> 0.

Îáîçíà÷èì kn =

[
1

xn

]
, òîãäà

kn 6
1

xn
< kn + 1;

1

kn + 1
< xn 6

1

kn
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêè(
1 +

1

kn + 1

)kn

6 (1 + xn)1/xn 6

(
1 +

1

kn

)kn+1

;

(
1+

1

kn + 1

)kn+1(
1+

1

kn + 1

)−1

6(1+xn)1/xn6

(
1+

1

kn

)kn(
1+

1

kn

)
.

Î÷åâèäíî, ÷òî kn →
n→∞

+∞, kn ∈ N.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(
1 +

1

kn

)kn

íå ñòðå-

ìèòñÿ ê e ïðè n → ∞. Íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(k′n) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (kn), ÷òî
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lim
n→∞

(
1 +

1

k′n

)k′n

= A 6= e. (10.1)

Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (k′n) ìîæíî âûáðàòü ìîíîòîííóþ ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü (k′′n). Î÷åâèäíî, ÷òî k′′n →n→∞+∞ êàê ïîäïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè kn →
n→∞

+∞, êðîìå òîãî,

lim
n→∞

(
1 +

1

k′′n

)k′′n

= lim
n→∞

(
1 +

1

k′n

)k′n

= A.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (k′′n) ÿâëÿåòñÿ ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (n), ïîýòîìó

lim
n→∞

(
1 +

1

k′′n

)k′′n

= lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e.

Ñëåäîâàòåëüíî, A = e, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñîîòíîøåíèþ (10.1). Òà-
êèì îáðàçîì,

lim
n→∞

(
1 +

1

kn

)kn

= e.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó î çàæàòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî

lim
n→∞

(1 + xn)1/xn = e.

Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ãåéíå

lim
x→+0

(1 + x)1/x = e.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî

lim
x→−0

(1 + x)1/x = e.

Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 9.1:

lim
x→−0

(1 + x)1/x = lim
t→+0

(1− t)−1/t = lim
t→+0

(
1

1− t

)1/t

=

= lim
t→+0

(
1 +

t

1− t

)1− t

t
(

1 +
t

1− t

)
= e.

�

56



11. O -ÑÈÌÂÎËÈÊÀ

Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèè f(x) è g(x) ýêâèâàëåíòíû ïðè x→ x0,
åñëè

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 1.

Ïèøóò f(x) ∼
x→x0

g(x).

Íàïðèìåð, sinx ∼
x→0

tg x ∼
x→0

x.

Çàìå÷àíèå 11.1. Ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëîâ ìîæíî çàìåíÿòü
ôóíêöèè íà ýêâèâàëåíòíûå èì â ïðîèçâåäåíèè è ÷àñòíîì, íî íå â
ñóììå èëè ðàçíîñòè.

Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé îòíîñè-
òåëüíî ôóíêöèè g(x) ïðè x→ x0 , åñëè

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 0.

Ïðè ýòîì ïèøóò f(x) = o(g(x)), x → x0. Ïðîèçíîñÿò ¾f(x) åñòü
o -ìàëîå îò g(x)¿.

Íàïðèìåð, x2 = o(x) ïðè x→ 0, íî x = o(x2) ïðè x→∞.
Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ðàñòåò íå áûñòðåå, ÷åì ôóíêöèÿ

g(x) ïðè x → x0, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ M > 0, ÷òî
â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî

|f(x)| 6M |g(x)|.

Ïèøóò f(x) = O(g(x)), x→ x0. Ïðîèçíîñÿò ¾f(x) åñòü
O -áîëüøîå îò g(x)¿.

Íàïðèìåð, x2 + bx + c = O(x2), ïðè x→∞.
Ïóñòü f(x) →

x→c
0, f(x) 6= 0 â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñò-

íîñòè òî÷êè c. Â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ
ñëåäóþùèå ïðàâèëà îáðàùåíèÿ ñ ñèìâîëîì o(f(x)):

1) o(f(x)) + o(f(x)) = o(f(x));

2) o(f(x))o(f(x)) = o(f2(x));

3) o(f(x)) + o(fn(x)) = o(f(x)), n ∈ N;
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4) Mo(f(x)) = o(f(x)), o(Mf(x)) = o(f(x)), M ∈ R.
Äîêàæåì, íàïðèìåð, âòîðîå ïðàâèëî (îñòàëüíûå óñòàíàâëèâà-

þòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì):

lim
x→c

o(f)o(f)

f2
= lim

x→c

o(f)

f
lim
x→c

o(f)

f
= 0.

Âî âñåõ ïðèâåäåííûõ ïðàâèëàõ ðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ ñèìâîëè÷å-
ñêèìè, à íå îáû÷íûìè. Èõ ñëåäóåò ÷èòàòü ëèøü ñëåâà íàïðàâî.

Ïðèìåð 11.1. Âû÷èñëèì ïðåäåë

lim
x→0

1− cos 2x

x2 − x3
.

Èìååì
1− cos 2x

x2 − x3
=

2 sin2 x

x2(1− x)
∼

x→0

2x2

x2
= 2.

Òàêèì îáðàçîì,

lim
x→0

1− cos 2x

x2 − x3
= 2.

12. ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÀß ÔÓÍÊÖÈß

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå U∆(c) = [c−∆, c+
+ ∆], ∆ > 0. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå c,
åñëè

lim
x→c

f(x) = f(c).

Çàïèøåì îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè íà ôîðìàëüíîì ÿçûêå:
ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå c, åñëè

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 : ∀x ∈ U∆(c), |x− c| 6 δ(ε)⇒ |f(x)− f(c)| 6 ε.

Ãåîìåòðè÷åñêè íåïðåðûâíîñòü f â òî÷êå x = c îçíà÷àåò, ÷òî,
êàêàÿ áû ãîðèçîíòàëüíàÿ ïîëîñà âäîëü ïðÿìîé y = f(c) íè áûëà
âûáðàíà, âñåãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ âåðòèêàëüíàÿ ïîëîñà ñ îñüþ ñèì-
ìåòðèè x = c, ÷òî âñå òî÷êè ãðàôèêà ôóíêöèè f, ðàñïîëîæåííûå
â âåðòèêàëüíîé ïîëîñå, ïîïàäóò âî âçÿòóþ ãîðèçîíòàëüíóþ ïîëîñó
(ðèñ. 18).
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Ðèñ. 18. Ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ â òî÷êå c

Âåëè÷èíó ∆x = x− c íàçûâàþò ïðèðàùåíèåì àðãóìåíòà, à âåëè-
÷èíó ∆y = f(c+∆x)−f(c) � ïðèðàùåíèåì ôóíêöèè. Îïðåäåëåíèå
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x) â òî÷êå c ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

lim
∆x→0

∆y = 0.

Ïðèìåð 12.1. Ïîñêîëüêó äëÿ ôóíêöèè y = x èìåþò ìåñòî
ñîîòíîøåíèÿ ∆y = ∆x, lim

∆x→0
∆y = 0, òî ôóíêöèÿ y = x íåïðå-

ðûâíà â êàæäîé òî÷êå x ∈ R.

Ïðèìåð 12.2. Ôóíêöèè y = sinx, y = cosx íåïðåðûâíû â
êàæäîé òî÷êå x ∈ R. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ôóíêöèè y = sinx èìå-
åì |∆y| = | sin(x + ∆x) − sinx| = |2 cos(x + ∆x/2) sin ∆x/2| 6 |∆x|
è lim

∆x→0
∆y = 0.

Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì êðèòåðèÿ Ãåéíå ñóùåñòâîâàíèÿ
ïðåäåëà ôóíêöèè äîêàçûâàåòñÿ êðèòåðèé Ãåéíå íåïðåðûâíîñòè.

Òåîðåìà 12.1 (êðèòåðèé Ãåéíå íåïðåðûâíîñòè). Ôóíêöèÿ
f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå c òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn →
n→∞

c èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

f(xn) →
n→∞

f(c).

Ïðèìåð 12.3. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

y =

{
sin(1/x), x 6= 0,

0, x = 0.
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Âîçüìåì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: x′n =
1

2πn
è x′′n =

1

π/2 + 2πn
,

ñòðåìÿùèåñÿ ê íóëþ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷å-
íèé ôóíêöèè sinx′n = 0 è sinx′′n = 1 ñòðåìÿòñÿ ê ðàçíûì ïðåäåëàì
0 è 1. Èç êðèòåðèÿ Ãåéíå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ñëåäóåò ðàçðûâ-
íîñòü ôóíêöèè â òî÷êå x = 0 (ðèñ. 19).

Ðèñ. 19. Òî÷êà ðàçðûâà ôóíêöèè x = 0

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [c, c + ∆], ∆ > 0.
Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà ñïðàâà â òî÷êå c, åñëè

lim
x→c+0

f(x) = f(c).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåëåííàÿ íà [c −∆, c],
∆ > 0, íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé ñëåâà â òî÷êå c , åñëè

lim
x→c−0

f(x) = f(c).

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â òî÷êå c òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíà íåïðåðûâíà ñëåâà è ñïðàâà â ýòîé òî÷êå.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ f(x) = 1, x>0, f(x) = −1, x < 0, ÿâëÿåò-
ñÿ íåïðåðûâíîé ñïðàâà â òî÷êå c = 0, íî íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé
ñëåâà â ýòîé òî÷êå, òàê êàê f(−0) = −1, f(0) = 1.

Çàìå÷àíèå 12.1. Èìååò ìåñòî àíàëîã êðèòåðèÿ Ãåéíå íåïðå-
ðûâíîñòè ñëåâà è ñïðàâà: ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà ñëåâà (ñïðàâà)
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â òî÷êå c òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè xn →

n→∞
c− 0 ( xn →

n→∞
c + 0 ) èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

f(xn) →
n→∞

f(c).

Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóòêå |a, b| ,
åñëè f(x) íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå èíòåðâàëà (a, b), íåïðå-
ðûâíà ñïðàâà â òî÷êå b, åñëè òî÷êà b ïðèíàäëåæèò ïðîìåæóòêó
|a, b|, è íåïðåðûâíà ñëåâà â òî÷êå a, åñëè a ∈ |a, b|. Ìíîæåñòâî
íåïðåðûâíûõ íà ïðîìåæóòêå |a, b| ôóíêöèé îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì
C0(|a, b|).

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [a, b], òî â ñëåäóþ-
ùèõ äâóõ òåîðåìàõ ïîä îêðåñòíîñòüþ òî÷êè b ïîíèìàåì îäíîñòî-
ðîííþþ îêðåñòíîñòü [b − ∆, b], à ïîä îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a �
îäíîñòîðîííþþ îêðåñòíîñòü [a, a + ∆], ∆ > 0.

Òåîðåìà 12.2 (î ñòàáèëèçàöèè çíàêà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f
îïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå |a, b| è íåïðåðûâíà â òî÷êå c ∈ |a, b|.
Åñëè f(c) 6= 0, òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè c, â êîòîðîé
f(x) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ òîãî æå çíàêà, ÷òî è f(c).

♦
Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà c � âíóòðåííÿÿ òî÷êà ïðî-

ìåæóòêà |a, b| è f(c) > 0. Èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f â òî÷êå
c ñëåäóåò, ÷òî äëÿ

ε =
f(c)

2
∃δ(ε) > 0 : ∀x ∈ [c− δ(ε), c + δ(ε)]⇒ |f(x)− f(c)| 6 f(c)

2
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî f(x) >
f(c)

2
> 0 ∀x ∈ [c− δ(ε), c + δ(ε)].

�

Òåîðåìà 12.3 (î ëîêàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè íåïðåðûâ-
íîé ôóíêöèè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå

|a, b| è íåïðåðûâíà â òî÷êå c ∈ |a, b|. Òîãäà ñóùåñòâóåò îêðåñò-

íîñòü òî÷êè c , â êîòîðîé ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà.
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♦
Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà c � âíóòðåííÿÿ òî÷êà ïðî-

ìåæóòêà |a, b|. Èìååì

ε = 1 ∃δ(ε) > 0 : ∀x ∈ [c− δ(ε), c + δ(ε)]⇒ |f(x)− f(c)| 6 1.

Òàêèì îáðàçîì,

f(x) ∈ [f(c)− 1, f(c) + 1] ∀x ∈ [c− δ(ε), c + δ(ε)].

�

Òåîðåìà 12.4 (î íåïðåðûâíîñòè àðèôìåòè÷åñêèõ êîì-
áèíàöèé). Åñëè ôóíêöèè f(x), g(x) íåïðåðûâíû â òî÷êå c, òî
ôóíêöèè f(x) + g(x), f(x)g(x) íåïðåðûâíû â òî÷êå c. Åñëè äî-

ïîëíèòåëüíî g(c) 6= 0, òî ôóíêöèÿ
f(x)

g(x)
òàêæå íåïðåðûâíà â

òî÷êå c.

♦
Óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé âû-

òåêàåò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ ïðåäåëà ôóíêöèè.
Åñëè g(c) 6= 0, òî ïî òåîðåìå î ñòàáèëèçàöèè çíàêà ôóíêöèÿ

g(x) îòëè÷íà îò íóëÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè c, ïîýòî-

ìó â ýòîé îêðåñòíîñòè îïðåäåëåíî ÷àñòíîå
f(x)

g(x)
. Çàòåì, ïðèìåíÿÿ

ñâîéñòâî äëÿ ïðåäåëà ÷àñòíîãî, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
�

13. ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß ÒÎ×ÅÊ
ÐÀÇÐÛÂÀ

Åñëè äëÿ ôóíêöèè f(x), îïåðåäåëåííîé â îêðåñòíîñòè U∆(c)
òî÷êè c, ðàâåíñòâî lim

x→c
f(x) = f(c) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî â ýòîì

ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ðàçðûâíà â òî÷êå c.
Äàííîå ðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ðåàëèçóåòñÿ îäèí èç

ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:
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1) ïðåäåë lim
x→c

f(x) ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí, íî îòëè÷åí îò f(c).

Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî c � òî÷êà óñòðàíèìîãî ðàçðûâà;

2) ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû f(c − 0),
f(c + 0) , íî f(c − 0) 6= f(c + 0). Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî c �
òî÷êà êîíå÷íîãî ñêà÷êà;

3) ñóùåñòâóþò îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû f(c−0), f(c+0) è õîòÿ
áû îäèí èç íèõ áåñêîíå÷åí. Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî c � òî÷êà
áåñêîíå÷íîãî ñêà÷êà;

4) õîòÿ áû îäèí èç îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ f(c − 0), f(c + 0)
íå ñóùåñòâóåò. Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî c � òî÷êà íåîïðåäå-

ëåííîñòè.

Òî÷êè óñòðàíèìîãî ðàçðûâà è òî÷êè êîíå÷íîãî ñêà÷êà îòíîñÿò ê
òî÷êàì ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà, à òî÷êè áåñêîíå÷íîãî ñêà÷êà è òî÷êè
íåîïðåäåëåííîñòè � ê òî÷êàì ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà.

Ïðèìåð 13.1. Ïóñòü f(x) =
sinx

x
, x 6= 0, f(0) = 0.

Ïîñêîëüêó lim
x→0

sinx

x
= 1 6= f(0) = 0, òî c = 0 � òî÷êà óñòðàíè-

ìîãî ðàçðûâà.

Ïðèìåð 13.2. Äëÿ ôóíêöèè

y =

{
1, x 6= 1,
2, x = 1

òî÷êà x = 1 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé óñòðàíèìîãî ðàçðûâà (ðèñ. 20).

Ðèñ. 20. x = 1 � òî÷êà óñòðàíèìîãî ðàçðûâà
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Ïðèìåð 13.3. Äëÿ ôóíêöèè

y = sgnx =


1, x > 0,
0, x = 0,
−1, x < 0

òî÷êà x = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé êîíå÷íîãî ñêà÷êà (ðèñ. 21).

Ðèñ. 21. x = 0 � òî÷êà êîíå÷íîãî ñêà÷êà

Ïðèìåð 13.4. Ïóñòü f(x) =
1

x
ïðè x > 0, f(x) = 0 ïðè

x 6 0 .

Ïîñêîëüêó f(+0) = +∞, f(−0) = 0 è îäèí èç îäíîñòîðîííèõ
ïðåäåëîâ áåñêîíå÷åí, òî c = 0 � òî÷êà áåñêîíå÷íîãî ñêà÷êà.

Ïðèìåð 13.5. Ïóñòü f(x) = sin
1

x
ïðè x 6= 0, f(0) = 0. Ðàíåå

áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäåë f(+0) íå ñóùåñòâóåò (ñì. ïðèìåð 12.3).
Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà c = 0 � òî÷êà íåîïðåäåëåííîñòè ôóíêöèè f.

Ïðèìåð 13.6. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Äèðèõëå D(x), ïðèíè-
ìàþùóþ çíà÷åíèå 1 â ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ x è çíà÷åíèå 0 � â
èððàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ x.

Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ Äèðèõëå ðàçðûâíà â êàæäîé òî÷êå.
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó c ∈ R. Ìîæíî âûáðàòü äâå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè:

x′n → c + 0, x′n ∈ Q; x′′n → c + 0, x′′n /∈ Q.
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Èìååì
f(x′n) →

n→∞
1;

f(x′′n) →
n→∞

0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåë f(c+ 0) íå ñóùåñòâóåò. Êàæäàÿ òî÷êà x ∈
∈ R ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåîïðåäåëåííîñòè ôóíêöèè Äèðèõëå.

14. ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÎÑÒÜ ÌÎÍÎÒÎÍÍÎÉ,
ÎÁÐÀÒÍÎÉ È ÑËÎÆÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÉ

Ôóíêöèÿ f : |a, b| → R íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé, åñëè

∀x1, x2 ∈ |a, b| : x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ ñòðîãî óáûâàþùèå, âîçðàñ-
òàþùèå, óáûâàþùèå ôóíêöèè. Òàêèå ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ ìîíî-
òîííûìè.

Ëåììà 14.1. Åñëè ôóíêöèÿ f : |a, b| → R ìîíîòîííà, òî äëÿ

ëþáîãî x0 ∈ (a, b) ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû

f(x0 − 0), f(x0 + 0).

♦
Äîêàæåì ëåììó äëÿ âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè. Âîçüìåì ïðîèç-

âîëüíóþ òî÷êó x0 ∈ (a, b), òîãäà

∀x ∈ (a, x0)⇒ f(x) 6 f(x0).

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî L = {f(x) : x ∈ (a, x0)} îãðàíè÷åíî
ñâåðõó. Ïî òåîðåìå î ãðàíÿõ ñóùåñòâóåò supL = A ∈ R. Î÷åâèäíî,
÷òî A 6 f(x0), èíà÷å ìîæíî áûëî áû íàéòè òàêîå ε > 0, ÷òî A−
− ε > f(x0) > f(x) ∀x ∈ (a, x0), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ
òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè, êðîìå òîãî,

∀ε > 0 ∃xε ∈ (a, x0) : f(xε) > A− ε.
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Â ñèëó âîçðàñòàíèÿ f èìååì

∀ε > 0 ∀x ∈ [xε, x0)⇒ f(x) > A− ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∀ε > 0

∃δ(ε) = x0− xε ∀x ∈ (a, b) : 0 < x0− x 6 δ(ε)⇒ A− ε < f(x) 6 A.

Òàêèì îáðàçîì, f(x0 − 0) = A 6 f(x0).
Èñïîëüçóÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî

f(x0 + 0) = B > f(x0), ãäå

B = inf{f(x) : x ∈ (x0, b)}.

�

Çàìå÷àíèå 14.1. Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû âûòåêàåò, ÷òî äëÿ
âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè â êàæäîé òî÷êå x0 ∈ (a, b) èìåþò ìåñòî
íåðàâåíñòâà

f(x0 − 0) 6 f(x0) 6 f(x0 + 0),

à äëÿ óáûâàþùåé ôóíêöèè

f(x0 − 0) > f(x0) > f(x0 + 0).

Òåîðåìà 14.1 (êðèòåðèé íåïðåðûâíîñòè ìîíîòîííîé
ôóíêöèè). Äëÿ íåïðåðûâíîñòè âîçðàñòàþùåé íà îòðåçêå [a, b]
ôóíêöèè f íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìíîæåñòâîì åå çíà-

÷åíèé áûë îòðåçîê [f(a), f(b)]. Äëÿ íåïðåðûâíîñòè óáûâàþùåé íà
îòðåçêå [a, b] ôóíêöèè f íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìíî-

æåñòâîì åå çíà÷åíèé áûë îòðåçîê [f(b), f(a)].

♦
Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè. Åñëè ôóíêöèÿ

f ïîñòîÿííà, òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî. Ïóñòü A = f(a),
B = f(b), A < B. Ñîãëàñíî ëåììå 14.1 èìååì

∀x0 ∈ (a, b)⇒ f(x0 − 0) 6 f(x0) 6 f(x0 + 0).

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå
[a, b]. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå y0 ∈ (A,B). Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

S = {x ∈ [a, b] : f(x) < y0}.
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Ïóñòü x0 = supS. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ [a, x0) èìååì
f(x) < y0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê, òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ
òî÷êà x1 ∈ [a, x0), ÷òî f(x1) > y0. Îäíàêî â ñèëó âîçðàñòàíèÿ f
âûïîëíÿåòñÿ f(x) > y0 ∀x ∈ [x1, b]. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî x0 =
= supS 6 x1 � ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, f(x0 − 0) 6 y0.

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ (x0, b] èìååì

f(x) > y0.

Äîïóñòèì, íàéäåòñÿ òàêîå x2 ∈ (x0, b], ÷òî f(x2) < y0. Òîãäà ïî-
ëó÷àåì, ÷òî x0 = supS > x2 � ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, f(x0 + 0) > y0.

Ïîñêîëüêó f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, òî

f(x0) = f(x0 − 0) = f(x0 + 0).

Ñëåäîâàòåëüíî, f(x0) = y0.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f ðàçðûâíà â
íåêîòîðîé òî÷êå x0 ∈ [a, b]. Ïóñòü x0 � âíóòðåííÿÿ òî÷êà îòðåçêà
[a, b] (ñëó÷àé, êîãäà x0 ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êîíöîâ îòðåçêà [a, b],
ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì).

Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç íåðàâåíñòâ: f(x0 − 0) < f(x0) ,
f(x0 + 0) > f(x0). Äîïóñòèì, âûïîëíÿåòñÿ ïåðâîå íåðàâåíñòâî.
Âîçüìåì íåêîòîðîå γ ∈ (f(x0 − 0), f(x0)).

Ñ îäíîé ñòîðîíû,

∀x ∈ [a, x0)⇒ f(x) 6 f(x0 − 0) < γ,

ñ äðóãîé �

∀x ∈ [x0, b]⇒ f(x) > f(x0) > γ,

ïîýòîìó ôóíêöèÿ f íå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå γ ∈ [A,B], ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû.
�

Òåîðåìà 14.2 (î íåïðåðûâíîñòè îáðàòíîé ôóíêöèè).
Ïóñòü f : [a, b] → R � íåïðåðûâíàÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ôóíê-

öèÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ f−1, êîòîðàÿ îïðåäå-

ëåíà íà îòðåçêå [f(a), f(b)] , ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è ñòðîãî âîç-

ðàñòàþùåé.
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♦
Ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîé ôóíêöèè f−1 ñëåäóåò èç áèåêòèâíî-

ñòè îòîáðàæåíèÿ f : [a, b] → [f(a), f(b)]. Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ f−1

îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [f(a), f(b)], à åå çíà÷åíèÿ ïîêðûâàþò îòðå-
çîê [a, b]. Î÷åâèäíî, ÷òî f−1 ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé ôóíê-
öèåé. Ïî êðèòåðèþ íåïðåðûâíîñòè ìîíîòîííîé ôóíêöèè ôóíêöèÿ
f−1 ÿâëåòñÿ íåïðåðûâíîé.
�

Òåîðåìà 14.3 (î íåïðåðûâíîñòè ñëîæíîé ôóíêöèè). Åñ-
ëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, à ôóíêöèÿ g íåïðåðûâíà â

òî÷êå y0 = f(x0), òî ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ y = g(f(x)) íåïðåðûâíà

â òî÷êå x0.

♦
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn → x0 ïðè n→

→∞. Ïî êðèòåðèþ Ãåéíå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè èìååì

yn = f(xn)→ f(x0) = y0, g(yn)→ g(y0)⇒ g(f(xn))→ g(f(x0)).

�
Â ñëåäóþùèõ ïðèìåðàõ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé âûòåêàåò èç

òåîðåì î íåïðåðûâíîñòè àðèôìåòè÷åñêèõ êîìáèíàöèé è î íåïðå-
ðûâíîñòè îáðàòíîé ôóíêöèè.

Ïðèìåð 14.1. Ìíîãî÷ëåí f(x) = anx
n + . . . + a0 íåïðåðûâåí

äëÿ âñåõ x ∈ R êàê ïðîèçâåäåíèå è ñóììà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Ïðèìåð 14.2. Ôóíêöèè y = tg x, x 6= πn; y = ctg x,
x 6= π/2 + πn, íåïðåðûâíû êàê ÷àñòíîå äâóõ íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé.

Ïðèìåð 14.3. Ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ y =
P (x)

Q(x)
, ãäå P (x),

Q(x) � ìíîãî÷ëåíû, íåïðåðûâíà ïðè âñåõ x ∈ R, êðîìå êîðíåé
çíàìåíàòåëÿ Q(x).

Ïðèìåð 14.4. Ôóíêöèè y = arcsinx, y = arccosx, y =
= arctg x, y = arcctg x íåïðåðûâíû íà ìíîæåñòâå îïðåäåëåíèÿ
ïî òåîðåìå î íåïðåðûâíîñòè îáðàòíîé ôóíêöèè.
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15. ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÎÑÒÜ
ÝËÅÌÅÍÒÀÐÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

ÑÒÅÏÅÍÍÀß ÔÓÍÊÖÈß
C ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÌ ÏÎÊÀÇÀÒÅËÅÌ

Ôóíêöèÿ y = x íåïðåðûâíà íà R. Ôóíêöèÿ y = xn, n ∈ N,
íåïðåðûâíà êàê ïðîèçâåäåíèå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ñòðîãî ìî-
íîòîííà íà R äëÿ íå÷åòíûõ n = 2k + 1 è ñòðîãî ìîíîòîííà íà
ïðîìåæóòêå [0,+∞) äëÿ ÷åòíûõ n = 2k. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåî-
ðåìå î íåïðåðûâíîñòè îáðàòíîé ôóíêöèè îíà èìååò íåïðåðûâíóþ
îáðàòíóþ ôóíêöèþ y = x1/n, îïðåäåëåííóþ íà R äëÿ íå÷åòíûõ
n è íà ïðîìåæóòêå [0,+∞) äëÿ ÷åòíûõ n. Îòîáðàæåíèå y =

= x−n, n ∈ N îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà x−n =
1

xn
. Òåïåðü

ìîæíî îïðåäåëèòü ñòåïåííóþ ôóíêöèþ ñ ðàöèîíàëüíûì ïîêàçà-
òåëåì r = m/n, m ∈ Z, n ∈ N (Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë),
ïîëîæèâ

xr = xm/n = (x1/n)m.

Äàííàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà R, åñëè n = 2k + 1, m > 0; íà
R \ {0}, åñëè n = 2k + 1, −m > 0; íà [0,+∞), åñëè n = 2k, m> 0;
íà (0,+∞), åñëè n = 2k, m < 0, k ∈ N. Ôóíêöèÿ x1/n íåïðåðûâ-
íàÿ è ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïðè x > 0. Ôóíêöèÿ tm íåïðåðûâíàÿ
ïðè t > 0, ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïðè m > 0 è ñòðîãî óáûâàþùàÿ
ïðè m < 0, ïîýòîìó y = xr, x > 0, � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ êàê
ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé, ñòðîãî âîçðàñòàþ-
ùàÿ ïðè r > 0 è ñòðîãî óáûâàþùàÿ ïðè r < 0. Ñòåïåííàÿ ôóíê-
öèÿ ñ ðàöèîíàëüíûì ïîêàçàòåëåì ïðè x > 0 îáëàäàåò ñëåäóþ-
ùèìè ñâîéñòâàìè:

(x1/n)m = (xm)1/n; (15.1)
xr > 1, åñëè x > 1, r ∈ Q, r > 0;

xr1xr2 = xr1+r2 , r1, r2 ∈ Q;
(xr1)r2 = xr1r2 , r1, r2 ∈ Q;

xr1 > xr2 , åñëè x > 1, r1, r2 ∈ Q, r1 > r2.
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Ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà âûòåêàþò èç ñâîéñòâ öåëûõ ñòåïåíåé è èç
ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ: åñëè an = bn, n ∈ N, a > 0, b > 0, òî
a = b. Ïðîâåðèì, íàïðèìåð, ðàâåíñòâî (15.1):

((x1/n)m)n = ((x1/n)n)m = xm, ((xm)1/n)n = xm.

Ãðàôèêè íåêîòîðûõ ñòåïåííûõ ôóíêöèé ñ ðàöèîíàëüíûìè ïî-
êàçàòåëÿìè ïîêàçàíû íà ðèñ. 22, 23.

Ðèñ. 22. Ãðàôèêè ôóíêöèé y = x1/2

(ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ) è y = x1/3

Ðèñ. 23. Ãðàôèêè ôóíêöèé y = x3/2

(ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ) è y = x8/3

ÏÎÊÀÇÀÒÅËÜÍÀß ÔÓÍÊÖÈß

Ðàíåå áûëà îïðåäåëåíà ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ ñ ðàöèîíàëüíûì ïî-
êàçàòåëåì, ÷òî ïîçâîëÿåò ââåñòè äëÿ òàêèõ âåùåñòâåííûõ a, ÷òî
0 < a < 1 èëè a > 1, ïîêàçàòåëüíóþ ôóíêöèþ y = ax, x ∈ Q,
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îïðåäåëåííóþ òîëüêî íà Q. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ
a > 1. Ñëó÷àé 0 < a < 1 èçó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

×èñëî A íàçûâàþò ïðåäåëîì ôóíêöèè y = f(x) ïðè x → x0

âäîëü ìíîæåñòâà Q, åñëè ∀ε > 0 ∃νε > 0 : ∀x ∈ Q, 0 < |x −
− x0| 6 νε ⇒ |f(x) − A| 6 ε, è îáîçíà÷àþò lim

x→x0, x∈Q
f(x) = A.

Ââåäåííûé ïðåäåë ôóíêöèè âäîëü ìíîæåñòâà Q îáëàäàåò òåìè
æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è ïðåäåë ôóíêöèè.

Ïðèâåäåì ñâîéñòâà ôóíêöèè y = ax, x ∈ Q.

Ñâîéñòâî 15.1. lim
x→0, x∈Q

ax = 1.

Äåéñòâèòåëüíî, óæå èçâåñòíî, ÷òî lim
n→∞

a1/n = 1, lim
n→∞

a−1/n =

= 1, ïîýòîìó ∀ε > 0,∃νε > 0,∀n> νε ⇒ 1− ε 6 a1/n 6 1 + ε, 1−
−ε6 a−1/n 6 1+ε. Äëÿ êàæäîãî ε > 0 çàôèêñèðóåì íîìåð nε > νε.
Äëÿ òàêîãî ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî x, ÷òî −1/nε 6 x 6 1/nε, èìååì
a−1/nε 6 ax 6 a1/nε . Îòñþäà 1 − ε 6 ax 6 1 + ε. Òàêèì îáðàçîì,
∀ε > 0,∃νε = 1/nε, ∀x ∈ Q : |x| 6 νε ⇒ |ax − 1| 6 ε.

Ñâîéñòâî 15.2. Åñëè r ∈ Q, òî lim
x→r, x∈Q

ax = ar.

Äåéñòâèòåëüíî, lim
x→r,x∈Q

ax = lim
x→r,x∈Q

ar
ax

ar
= ar lim

x→r, x∈Q
ax−r =

=
[
x− r = t, t→ 0, t ∈ Q

]
= ar lim

t→0, t∈Q
at = ar.

Èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ y = ax, x ∈ Q, îïðåäåëèì ïîêàçàòåëüíóþ
ôóíêöèþ íà R. Ïóñòü x ∈ R, s = sup

r∈Q, r<x
ar, p = inf

r∈Q,r>x
ar. Èç

òåîðåìû î ãðàíÿõ è èç ñâîéñòâ ñòåïåííîé ôóíêöèè ñ ðàöèîíàëüíûì
ïîêàçàòåëåì èìååì s, p ∈ R è s 6 p. Ïîêàæåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå
p = s. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáûõ ðàöèîíàëüíûõ r1, r2 : r1 < x <
< r2 èìååì 0 6 p− s 6 ar1(ar2−r1 − 1) < s(ar2−r1 − 1). Ïåðåéäåì ê
ïðåäåëó â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïðè r2 − r1 → 0, ïîëó÷èì 0 6 p−
− s 6 0, ò. å. p = s. Äëÿ x ∈ R ïîëîæèì ax = s = p.

Ïðèâåäåì ñâîéñòâà ôóíêöèè y = ax, x ∈ R, a > 1.

Ñâîéñòâî 15.3. lim
r→x, r∈Q

ar = ax.

♦
Äåéñòâèòåëüíî, èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ax èìååì

∀ε > 0,∃r′ε ∈ Q : r′ε < x, ax − ε < ar
′
ε 6 ax;

∃r′′ε ∈ Q : r′′ε > x, ax 6 ar
′′
ε < ax + ε.
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Îòñþäà

∀r ∈ Q : r′ε 6 r 6 r′′ε ⇒ ar
′
ε 6 ar 6 ar

′′
ε , ax − ε 6 ar 6 ax + ε.

�

Ñâîéñòâî 15.4. ∀x1, x2 ∈ R⇒ ax1ax2 = ax1+x2 .

♦
Ïóñòü rn → x1, ρn → x2, rn ∈ Q, ρn ∈ Q, òîãäà arn → ax1 ,

aρn → ax2 , arn+ρn → ax1+x2 . Ïîñêîëüêó arnaρn = arn+ρn , òî, ïåðå-
õîäÿ ê ïðåäåëó â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå, ïîëó÷àåì ax1ax2 = ax1+x2 .

�

Ñâîéñòâî 15.5. Ôóíêöèÿ y = ax, x ∈ R, a > 1, ñòðîãî âîçðàñ-
òàåò.

♦
Ïóñòü x1 < x2. Ñóùåñòâóþò òàêèå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà r1, r2,

÷òî x1 < r1 < r2 < x2. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ax è ñâîéñòâà ar

íà Q, èìååì ax1 < ar1 < ar2 < ax2 .

�

Ñâîéñòâî 15.6. Ôóíêöèÿ y = ax, a > 1, íåïðåðûâíà íà R.
♦
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x0 èç R

∆y = ax0+∆x − ax0 = ax0(a∆x − 1). (15.2)

Åñëè ïîêàçàòü, ÷òî lim
x→0

ax = 1, òî èç ðàâåíñòâà (15.2) ñëåäóåò,

÷òî ∆y →
∆x→0

0, ò. å. ôóíêöèÿ y = ax íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.

Ïóñòü (xn)� ïðîèçâîëüíàÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü. Ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íî ìàëûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì r′n 6 xn 6 r′′n. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ar

′
n 6 axn 6 ar

′′
n . Òàê êàê ar

′
n →
n→∞

1, ar
′′
n →
n→∞

1, òî è

lim
n→∞

axn = 1. Ïî êðèòåðèþ Ãåéíå lim
x→0

ax = 1.

�

Ôóíêöèþ y = ax íàçûâàþò ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèåé ñ îñíî-
âàíèåì a. Â êà÷åñòâå îñíîâàíèÿ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ÷èñëî e, è
âìåñòî ex ïèøóò expx (ðèñ. 24).
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Ðèñ. 24. Ãðàôèêè ôóíêöèé y = (1/3)x (ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ)
è y = ex

ËÎÃÀÐÈÔÌÅÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÓÍÊÖÈß

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû îá îáðàòíîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò ôóíê-
öèÿ, îáðàòíàÿ ê ïîêàçàòåëüíîé y = ax, x ∈ R, a > 1. Ýòó ôóíê-
öèþ íàçûâàþò ëîãàðèôìè÷åñêîé è îáîçíà÷àþò y = loga x (ðèñ. 25).

Ðèñ. 25. Ãðàôèêè ôóíêöèé y = log10 x (ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ)
è y = log2 x

Äàííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è ñòðîãî âîçðàñòàþùåé.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþò ôóíêöèþ y = loga x, 0 < a < 1.

Ïîñêîëüêó ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê ïî-
êàçàòåëüíîé, òî

aloga x = x ∀x > 0, loga a
x = x ∀x ∈ R.

Ëîãàðèôì ÷èñëà x ïî îñíîâàíèþ e íàçûâàþò íàòóðàëüíûì è
îáîçíà÷àþò lnx.
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Â ï. 15 áûëà ââåäåíà ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ ñ ðàöèîíàëüíûì ïîêà-
çàòåëåì. Ñòåïåííóþ ôóíêöèþ ñ ëþáûì âåùåñòâåííûì ïîêàçàòåëåì
îïðåäåëÿþò ëèøü ïðè x > 0 ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû xα = eα lnx.

ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÈÅ ÔÓÍÊÖÈÈ

Ôóíêöèè

shx :=
1

2
(ex − e−x);

thx :=
shx

chx
;

chx :=
1

2
(ex + e−x);

cthx :=
chx

shx

íàçûâàþò ãèïåðáîëè÷åñêèì ñèíóñîì, ãèïåðáîëè÷åñêèì êîñèíóñîì,
ãèïåðáîëè÷åñêèì òàíãåíñîì è ãèïåðáîëè÷åñêèì êîòàíãåíñîì ñî-
îòâåòñòâåííî.

Èç îïðåäåëåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé ñëåäóþò òîæäåñòâà:

ch2x− sh2x = 1, ch2x + sh2x = ch 2x, sh 2x = 2shx chx.

Ãðàôèêè ôóíêöèé y = shx, y = chx ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 26, 27.

Ðèñ. 26. Ãðàôèê ôóíêöèè y = shx
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Ðèñ. 27. Ãðàôèê ôóíêöèè y = chx

Íàéäåì ôóíêöèþ, îáðàòíóþ ê îòîáðàæåíèþ y = shx :

y =
1

2
(ex − e−x), ex = y +

√
y2 + 1, x = ln(y +

√
y2 + 1).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì y = chx, x>0, x = ln(y+
√
y2 − 1), y>1.

Ôóíêöèè

arshx = ln(x +
√

x2 + 1), x ∈ R; (15.3)

archx = ln(x +
√
x2 − 1), x > 1, (15.4)

íàçûâàþò îáðàòíûì ãèïåðáîëè÷åñêèì ñèíóñîì (ðèñ. 28) è îáðàò-

íûì ãèïåðáîëè÷åñêèì êîñèíóñîì ñîîòâåòñòâåííî.

Ðèñ. 28. Ãðàôèê ôóíêöèè y = arshx
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Ñóììó f+g, ðàçíîñòü f−g, ïðîèçâåäåíèå f ·g, ÷àñòíîå f/g è
êîìïîçèöèþ f ◦g ôóíêöèé f è g îòíîñÿò ê ýëåìåíòàðíûì îïåðà-

öèÿì íàä ôóíêöèÿìè. Ñòåïåííóþ, òðèãîíîìåòðè÷åñêèå, îáðàòíûå
òðèãîíîìåòðè÷åñêèå, ïîêàçàòåëüíóþ è ëîãàðèôìè÷åñêóþ ôóíêöèè
ñ÷èòàþò îñíîâíûìè ýëåìåíòàðíûìè. Ê ýëåìåíòàðíûì ôóíêöèÿì
îòíîñÿò ôóíêöèè, ïîëó÷àþùèåñÿ èç îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíê-
öèé ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé, ïðèìåíÿåìûõ êîíå÷íîå
÷èñëî ðàç.

Èç ï. 12, 14 è 15 ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè íåïðåðûâ-
íû âî âñåõ òî÷êàõ, ãäå îíè îïðåäåëåíû.

16. ÇÀÌÅ×ÀÒÅËÜÍÛÅ
ËÎÃÀÐÈÔÌÈ×ÅÑÊÈÉ,

ÏÎÊÀÇÀÒÅËÜÍÛÉ È ÑÒÅÏÅÍÍÎÉ
ÏÐÅÄÅËÛ

Ñëåäóþùèå òðè ïðåäåëà, òàê æå êàê è òðèãîíîìåòðè÷åñêèé è
ñòåïåííî-ïîêàçàòåëüíûé ïðåäåëû, îòíîñÿò ê çàìå÷àòåëüíûì.

Òåîðåìà 16.1 (çàìå÷àòåëüíûé ëîãàðèôìè÷åñêèé ïðå-
äåë).

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1.

♦
Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 9.1, òåîðåìîé 10.2 è íåïðåðûâíîñòüþ

ôóíêöèè f(x) = lnx â òî÷êå x = e :

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= lim

x→0
ln(1 + x)1/x = lim

t→e
ln t = ln e = 1.

�

Òåîðåìà 16.2 (çàìå÷àòåëüíûé ïîêàçàòåëüíûé ïðåäåë).

lim
x→0

ex − 1

x
= 1.
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♦
Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 9.1 è òåîðåìîé 16.1:

lim
x→0

ex − 1

x
= lim

t→0

t

ln(1 + t)
= 1.

�

Òåîðåìà 16.3 (çàìå÷àòåëüíûé ñòåïåííîé ïðåäåë).
Ïóñòü µ ∈ R, òîãäà

lim
x→0

(1 + x)µ − 1

x
= µ.

♦
Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìàìè 16.1, 16.2:

lim
x→0

(1 + x)µ − 1

x
= lim

x→0

eµ ln(1+x) − 1

x
=

= lim
x→0

eµ ln(1+x) − 1

µ ln(1 + x)

µ ln(1 + x)

x
= µ.

�

17. ÃËÎÁÀËÜÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ
ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Ê ãëîáàëüíûì ñâîéñòâàì ôóíêöèè îòíîñÿò ñâîéñòâà, ñâÿçàííûå
ñî âñåì ìíîæåñòâîì çàäàíèÿ ôóíêöèè.

Òåîðåìà 17.1 (òåîðåìà î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ).
Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : |a, b| → R ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

A è B, òîãäà îíà ïðèíèìàåò ëþáîå ïðîìåæóòî÷íîå çíà÷åíèå C.

♦
Ïóñòü f(x1) = A, f(x2) = B, A < C < B, x1 < x2.
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Ñíà÷àëà äîêàæåì òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ A < 0, B > 0, C = 0.
Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî L = {x ∈ |a, b| : f(t) < 0 ∀t ∈ [x1, x]}. Î÷å-
âèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî L íåïóñòîå è îãðàíè÷åííîå ñâåðõó, ïîýòîìó
ñóùåñòâóåò x0 = supL.

Äîêàæåì, ÷òî f(x0 − 0) 6 0. Îòìåòèì, ÷òî x0 < b , òàê êàê
f(x2) = B > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, x0 ∈ |a, b). Ïðåäåë f(x0 − 0)
ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0. Åñëè
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî f(x0 − 0) > 0 , òî ïî òåîðåìå î ñòàáèëèçàöèè
çíàêà íàøëàñü áû ëåâîñòîðîííÿÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x0, â êîòîðîé
f ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Â òàêîì ñëó÷àå x0 íå ìî-
æåò áûòü òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà L. Òàêèì îáðàçîì,
f(x0 − 0) 6 0.

Äîêàæåì, ÷òî f(x0)>0. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî f(x0) < 0, òî
íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x0, â êîòîðîé f ïðèíèìàåò îòðèöà-
òåëüíûå çíà÷åíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå x0 íå ìîæåò áûòü òî÷íîé âåðõ-
íåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà L. Òàêèì îáðàçîì, f(x0)> 0. Ïîñêîëüêó f
íåïðåðûâíà, òî f(x0 − 0) = f(x0). Ñëåäîâàòåëüíî, f(x0) = 0.

Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü òåîðåìó äëÿ ïðîèçâîëüíûõ A,B,C,
äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè òå æå ðàññóæäåíèÿ äëÿ ôóíêöèè g(x) =
= f(x)− C.
�
Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ: åñëè ãðàôèê íåïðåðûâíîé

ôóíêöèè ïðîõîäèò íàä è ïîä íåêîòîðîé ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé,
òî îí ïåðåñåêàåò ýòó ïðÿìóþ (ðèñ. 29).

Ðèñ. 29. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ ê òåîðåìå
î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ

Ýêñòðåìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè f : X → R íàçûâàþò
òî÷íóþ âåðõíþþ M è òî÷íóþ íèæíþþ m ãðàíè ìíîæåñòâà åå
çíà÷åíèé íà ìíîæåñòâå X, ò. å. m = inf

x∈X
f(x), M = sup

x∈X
f(x).
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Åñëè ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ x1, x2, ÷òî f(x1) = m,
f(x2) = M, òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ýêñòðåìàëüíûõ çíà-
÷åíèé, è ïèøóò f(x1) = min

x∈X
f(x), f(x2) = max

x∈X
f(x).

Òåîðåìà 17.2 (òåîðåìàÂåéåðøòðàññà).Íåïðåðûâíàÿ ôóíê-
öèÿ f : [a, b]→ R äîñòèãàåò ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé íà îòðåçêå

[a, b].

♦
Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Ïóñòü

A = sup
x∈[a,b]

f(x). Âîçüìåì òàêóþ âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü (αn), ÷òî αn →
n→∞

A. Äëÿ êàæäîãî n ∈ N íàéäåòñÿ òà-

êàÿ òî÷êà xn ∈ [a, b], ÷òî f(xn) > αn. Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (xn) îãðàíè÷åíà, òî ñóùåñòâóåò ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü xnk

→
k→∞

x̄. Äîêàæåì, ÷òî x̄ ∈ [a, b]. Åñëè ïðåäïîëîæèòü,

÷òî òî÷êà x̄ íàõîäèòñÿ çà ïðåäåëàìè îòðåçêà [a, b], òî íàéäåòñÿ
îêðåñòíîñòü òî÷êè x̄, êîòîðàÿ òàêæå íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ îòðåçêîì
[a, b]. Ïî ýòîé ïðè÷èíå â óêàçàííîé îêðåñòíîñòè íåò ÷ëåíîâ ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè xnk

, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñõîäèìîñòè ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, x̄ ∈ [a, b].

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè k → ∞ â íåðàâåíñòâå f(xnk
) > αnk

,
ïîëó÷èì f(x̄)>A. Ñëåäîâàòåëüíî, A < +∞ è f(x̄) = A. Òåîðåìà
äîêàçàíà.
�
Òî÷êè ìàêñèìóìà x̄ è ìèíèìóìà x ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 30.

Ðèñ. 30. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ ê òåîðåìå Âåéåðøòðàññà

Ñëåäñòâèå 17.1. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : [a, b]→ R îãðà-

íè÷åíà.
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18. ÐÀÂÍÎÌÅÐÍÀß ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÎÑÒÜ.
ÊÎËÅÁÀÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÈ

Óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f : |a, b| → R ìîæíî çàïè-
ñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀x′ ∈ |a, b| ∀ε > 0 ∃δ(ε, x′) > 0 : ∀x′′ ∈ |a, b|,

|x′′ − x′| 6 δ(ε, x′)⇒ |f(x′′)− f(x′)| 6 ε.

Åñëè ïðè êàæäîì ε > 0 âåëè÷èíà δ(ε, x′) ìîæåò áûòü âûáðàíà
íå çàâèñÿùåé îò x′ , òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f ðàâíîìåðíî íåïðå-

ðûâíà íà ïðîìåæóòêå |a, b|. Èíûìè ñëîâàìè,

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 : ∀x′, x′′ ∈ |a, b|, |x′′−x′|6δ(ε)⇒ |f(x′′)−f(x′)|6ε.

Ïðèìåð 18.1. Ôóíêöèÿ f(x) =
1

x
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà

èíòåðâàëå (0, 1), íî íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ýòîì
èíòåðâàëå, òàê êàê

∃ε0 = 1 ∀δ ∈ (0, 1] ∃x′0 = δ/2, x′′0 = δ/4,

|x′0 − x′′0| = δ/4⇒ |f(x′0)− f(x′′0)| = 2/δ > ε0.

Òåîðåìà 18.1 (òåîðåìà Êàíòîðà). Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðå-

ðûâíà íà îòðåçêå [a, b], òî îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ýòîì

îòðåçêå.

♦
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà

îòðåçêå [a, b], ò. å.

∃ε0 > 0 ∀δ > 0 ∃x′0, x′′0 ∈ [a, b] : |x′0 − x′′0| 6 δ⇒ |f(x′0)− f(x′′0)| > ε0.

Âîçüìåì òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè δn =
1

n
, x′0,n, x′′0,n ∈ [a, b], ÷òî

|x′0,n − x′′0,n| 6
1

n
, |f(x′0,n)− f(x′′0,n)| > ε0.

80



Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (x′0,n) îãðàíè÷åíà, òî ñóùåñòâó-
åò ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

x′0,nk
→

k→∞
x0 ∈ [a, b].

Ïîñêîëüêó

|x′0,nk
− x′′0,nk

| 6 1

nk
→

k→∞
0,

òî
x′′0,nk

→
k→∞

x0.

Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ãåéíå íåïðåðûâíîñòè f(x′0,nk
) → f(x0),

f(x′′0,nk
)→ f(x0). Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè k →∞ â íåðàâåíñòâå

|f(x′0,nk
)− f(x′′0,nk

)| > ε0,

ïîëó÷àåì 0 > ε0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ÷èñëà ε0 . Òåîðåìà
äîêàçàíà.
�

Âåëè÷èíó

ω(f, |α,β|) = sup
x1,x2∈|α,β|

|f(x1)− f(x2)|

íàçûâàþò êîëåáàíèåì ôóíêöèè f íà ïðîìåæóòêå |α,β|.
Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå {xk} îòðåçêà [a, b] :

a = x0 < x1 < . . . < xn = b.

Âåëè÷èíó
W (f, {xk}) = max

16k6n
ω(f, [xk−1, xk])

íàçûâàþò êîëåáàíèåì ôóíêöèè f, ñîîòâåòñòâóþùèì ðàçáèåíèþ

{xk}, à âåëè÷èíó δ = max
16k6n

(xk − xk−1) � äèàìåòðîì ðàçáèåíèÿ

{xk}.

Òåîðåìà 18.2 (î êîëåáàíèè ôóíêöèè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f :
[a, b]→ R íåïðåðûâíà, ({xk}m), 06k6nm, � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ðàçáèåíèé îòðåçêà [a, b] ñ äèàìåòðàìè δm → 0, òîãäà

W (f, {xk}m) →
m→∞

0.
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♦
Ñîãëàñíî òåîðåìå Êàíòîðà

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 : ∀x′, x′′ ∈ [a, b] |x′−x′′|6δ(ε)⇒ |f(x′)−f(x′′)|6ε.

Ïîñêîëüêó δm → 0, òî

∃m0(δ(ε)) > 0 : ∀m >m0(δ(ε))⇒ δm 6 δ(ε)⇒

⇒ |xk − xk−1| 6 δ(ε)∀k = 1, . . . , nm.

Òàêèì îáðàçîì,

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 ∃m0(δ(ε)) > 0 : ∀m>m0(δ(ε)) ∀k = 1, . . . , nm,

∀ξ,η ∈ [xk−1, xk]⇒ |f(ξ)− f(η)| 6 ε. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

W (f, {xk}m) 6 ε ∀m >m0(δ(ε)).

Ñëåäîâàòåëüíî,

W (f, {xk}m) →
m→∞

0.

�

19. ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ

Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè x0.

Îïðåäåëåíèå 19.1. Ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0

íàçûâàåòñÿ ïðåäåë

lim
∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
.

Äëÿ ïðîèçâîäíîé èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèå f ′(x0). Åñëè ïðåäåë
ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí, òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ èìååò êîíå÷íóþ
ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå x0, åñëè ïðåäåë áåñêîíå÷åí, òî ïîëàãàþò
f ′(x0) = ∞, åñëè ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò, òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ
íå èìååò ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x0.
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Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé. Ðàññìîòðèì òî÷êè
M0(c; f(c)), M1(c+ ∆x; f(c+ ∆x)), ëåæàùèå íà ãðàôèêå ôóíêöèè
y = f(x). Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè M0, M1, íàçûâàåòñÿ
ñåêóùåé ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x) è çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

y =
∆y

∆x
(x − c) + f(c), ãäå ∆y = f(c + ∆x) − f(c) � ïðèðàùåíèå

ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå c, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèðàùåíèþ
àðãóìåíòà ∆x (ðèñ. 31).

Ðèñ. 31. Ñåêóùàÿ

Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) èìååò êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå c,
òî ïðè ∆x→ 0 ñåêóùàÿ M0M1 ïðèáëèæàåòñÿ ê ïðÿìîé

y = f ′(c)(x− c) + f(c),

êîòîðóþ íàçûâàþò êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = f(x) â
òî÷êå (c; f(c)). Òàêèì îáðàçîì, f ′(c) åñòü óãëîâîé êîýôôèöèåíò
êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå (c; f(c)), ò. å.
f ′(c) = tgβ, ãäå β � óãîë, êîòîðûé îáðàçóåò êàñàòåëüíàÿ ñ ïîëî-
æèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox (ðèñ. 32).

Ðèñ. 32. Êàñàòåëüíàÿ
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Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé âûòåêàåò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ f ′(c) õà-
ðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü ðîñòà ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå c.

Òåîðåìà 19.1 (î íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè, èìåþùåé êî-
íå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ). Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ

f ′(c) , òî ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíàÿ â òî÷êå c.

♦
Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé âûòåêàåò

∆y

∆x
= f ′(c) + o(1), ∆x→ 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

∆y = f ′(c)∆x + o(∆x), ∆x→ 0.

Òàêèì îáðàçîì,
lim

∆x→0
∆y = 0.

�

Òåîðåìà 19.2 (î ïðîèçâîäíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ êîìáè-
íàöèé). Åñëè ôóíêöèè f(x), g(x) èìåþò êîíå÷íûå ïðîèçâîäíûå

â òî÷êå x, òî ïðîèçâîäíûå ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî äâóõ
ôóíêöèé âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

1) (f(x) + g(x))′ = f ′(x) + g′(x);

2) (f(x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x);

3)
(f(x)

g(x)

)′
=

f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

g2(x)
ïðè óñëîâèè, ÷òî g(x) 6= 0.

♦
Ïåðâîå ïðàâèëî î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ

ïðîèçâîäíîé è ñâîéñòâ ïðåäåëîâ.
Äîêàæåì âòîðîå ïðàâèëî:

(f(x)g(x))′ = lim
∆x→0

f(x + ∆x)g(x + ∆x)− f(x)g(x)

∆x
=

= lim
∆x→0

f(x + ∆x)(g(x + ∆x)− g(x)) + (f(x + ∆x)− f(x))g(x)

∆x
=

84



= lim
∆x→0

f(x+∆x) lim
∆x→0

g(x + ∆x)− g(x)

∆x
+g(x) lim

∆x→0

f(x + ∆x)− f(x)

∆x
=

= f(x)g′(x) + g(x)f ′(x).

Äîêàæåì òðåòüå ïðàâèëî:(
f(x)

g(x)

)′
= lim

∆x→0

1

∆x

(
f(x + ∆x)

g(x + ∆x)
− f(x)

g(x)

)
=

= lim
∆x→0

1

∆x

f(x + ∆x)g(x)− f(x)g(x + ∆x)

g(x + ∆x)g(x)
= lim

∆x→0

1

g(x + ∆x)g(x)
×

× lim
∆x→0

g(x)(f(x + ∆x)− f(x))− f(x)(g(x + ∆x)− g(x))

∆x
=

=
1

g2(x)
(g(x)f ′(x)− f(x)g′(x)).

�

Òåîðåìà 19.3 (î ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé ôóíêöèè).
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ñòðîãî ìîíîòîííà, íåïðåðûâíà â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè Uδ(x0) òî÷êè x0 è èìååò êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ

f ′(x0) 6= 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Vδ1(y0) òî÷êè

y0 = f(x0), â êîòîðîé îïðåäåëåíà îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ x = g(y),
ïðè÷åì îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñòðîãî ìîíîòîííà, íåïðåðûâíà è

g′(y0) =
1

f ′(x0)
.

♦
Ñóùåñòâîâàíèå îêðåñòíîñòè Vδ1(y0) è îáðàòíîé ôóíêöèè x =

= g(y), îïðåäåëåííîé â ýòîé îêðåñòíîñòè, ee ñòðîãàÿ ìîíîòîííîñòü
è íåïðåðûâíîñòü âûòåêàþò èç òåîðåìû î íåïðåðûâíîñòè îáðàòíîé
ôóíêöèè.

Èç ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè ôóíêöèé f(x), g(y) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
ëþáîãî òàêîãî ∆x 6= 0, ÷òî x0 + ∆x ∈ Uδ(x0), ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííîå òàêîå ∆y 6= 0, ÷òî y0 + ∆y ∈ Vδ1(y0) è g(y0 + ∆y) = x0+
+∆x, f(x0 + ∆x) = y0 + ∆y. Òàê êàê ôóíêöèÿ g(y) íåïðåðûâíà â
òî÷êå y0, òî

lim
∆y→0

∆x = 0.

85



Òàêèì îáðàçîì,

g′(y0) = lim
∆y→0

g(y0 + ∆y)− g(y0)

∆y
= lim

∆y→0

∆x

∆y
=

= lim
∆x→0

1

∆y/∆x
=

1

f ′(x0)
.

�

Òåîðåìà 19.4 (î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè). Åñëè
ôóíêöèè x = ϕ(t), y = f(x) èìåþò â òî÷êàõ t0, x0 = ϕ(t0) êî-

íå÷íûå ïðîèçâîäíûå ϕ′(t0) , f ′(x0), òî ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ g(t) =
= f(ϕ(t)) èìååò êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå t0, êîòîðàÿ âû-
÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó öåïî÷êè:

g′(t0) = (f(ϕ(t0)))
′

= f ′(x0)ϕ′(t0).

♦
Èìååì (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè,

èìåþùåé êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ)

∆x = ϕ(t0 + ∆t)−ϕ(t0) = ϕ′(t0)∆t + o(∆t), ∆t→ 0;

∆y = f(x0 + ∆x)− f(x0) = f ′(x0)∆x + o(∆x), ∆x→ 0.

Ïîñêîëüêó lim
∆t→0

∆x = 0, òî ïîëó÷àåì

f(ϕ(t0 + ∆t))− f(ϕ(t0)) = f ′(x0)∆x + o(∆x) = f ′(x0)(ϕ′(t0)∆t+

+ o(∆t)) + o(∆x) = f ′(x0)ϕ′(t0)∆t + o(∆t), ∆t→ 0.

Òàêèì îáðàçîì,

lim
∆t→0

f(ϕ(t0 + ∆t))− f(ϕ(t0))

∆t
= f ′(x0)ϕ′(t0).

�
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20. ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÅ ÝËÅÌÅÍÒÀÐÍÛÕ
ÔÓÍÊÖÈÉ

Èñïîëüçóÿ çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû, ìîæíî íàéòè ïðîèçâîäíûå
îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé:

(sinx)′ = lim
∆x→0

sin(x + ∆x)− sinx

∆x
=

= lim
∆x→0

2 sin(∆x/2) cos(x + ∆x/2)

∆x
= cosx;

(cosx)′ = (sin(π/2− x))′ = cos(π/2− x) · (π/2− x)′ = − sinx;

(tgx)′ =

(
sinx

cosx

)′
=

cosx cosx− sinx(− sinx)

cos2 x
=

1

cos2 x
;

(ctg x)′ =

(
cosx

sinx

)′
=
− sinx sinx− cosx cosx

sin2 x
= − 1

sin2 x
;

(xα)′ = lim
∆x→0

(x + ∆x)α − xα

∆x
=

= lim
∆x→0

xα−1 (1 + ∆x/x)α − 1

∆x/x
= αxα−1, x > 0,α ∈ R;

(xn)′ = lim
∆x→0

(x + ∆x)n − xn

∆x
=

= lim
∆x→0

xn + nxn−1∆x + . . . + (∆x)n − xn

∆x
= nxn−1, x ∈ R, n ∈ N;

(ex)′ = lim
∆x→0

ex+∆x − ex

∆x
= ex;

(lnx)′ = lim
∆x→0

ln(x + ∆x)− lnx

∆x
= lim

∆x→0

1

x

ln(1 + ∆x/x)

∆x/x
=

1

x
, x > 0;
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(ax)′ = (ex ln a)′ = ex ln a · (x ln a)′ = ax ln a, a > 0, a 6= 1;

(loga x)′ =

(
lnx

ln a

)′
=

1

x ln a
, a > 0, a 6= 1, x > 0;

(shx)′ =
1

2
(ex − e−x)′ =

1

2
(ex + e−x) = chx;

(chx)′ =
1

2
(ex − e−x) = shx;

(thx)′ =
1

ch2x
;

(cthx)′ = − 1

sh2x
;

y = arcsinx⇒ x = sin y, x′ = cos y ⇒

⇒ (arcsinx)′ =
1

cos y
=

1√
1− x2

, |x| < 1;

(arccosx)′ = (π/2− arcsinx)′ = − 1√
1− x2

, |x| < 1;

y = arctgx⇒ x = tgy, x′ =
1

cos2 y
⇒ (arctgx)′ = cos2 y =

1

1 + x2
;

(arcctgx)′ = (π/2− arctgx)′ = − 1

1 + x2
;

y = arcshx⇒ x = shy, x′ = chy ⇒ (arcshx)′ =
1

chy
=

1√
x2 + 1

;

y = arcchx⇒ x = chy, x′ = shy ⇒ (arcchx)′ =
1

shy
=

1√
x2 − 1

, x > 1.

Ïðèìåð 20.1. Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f(x) = xx ïðè
x > 0.

Èìååì f(x) = xx = ex lnx ⇒ f ′(x) = ex lnx · (x lnx)′ = xx(lnx+ 1).

Ïðèìåð 20.2. Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè

f(x) =
1− cosx

x
, x 6= 0, f(0) = 0.
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Åñëè x 6= 0, òî èìååì

f ′(x) =
sinx · x− (1− cosx)

x2
.

Ïðè x = 0 èìååì f ′(0) =

= lim
∆x→0

f(∆x)− f(0)

∆x
= lim

∆x→0

1− cos ∆x

(∆x)2
=

= lim
∆x→0

2 sin2(∆x/2)

(∆x)2
=

1

2
.

21. ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÓÅÌÀß ÔÓÍÊÖÈß.
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀË

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷-
êè c.

Îïðåäåëåíèå 21.1. Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåí-
öèðóåìîé â òî÷êå c, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ A, ÷òî

∆y = A∆x + o(∆x),∆x→ 0,

ãäå ∆y = f(c + ∆x)− f(c). Ïðè ýòîì ïðîèçâåäåíèå A∆x íàçûâà-
þò äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå c è îáîçíà÷àþò df(c).
Ïðèðàùåíèå ∆x àðãóìåíòà îáû÷íî îáîçíà÷àþò dx, ïðè òàêîì îáî-
çíà÷åíèè

df(c) = Adx.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé è îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìî-
ñòè ôóíêöèè â òî÷êå âûòåêàåò êðèòåðèé äèôôåðåíöèðóåìîñòè.

Òåîðåìà 21.1 (êðèòåðèé äèôôåðåíöèðóåìîñòè). Ôóíê-

öèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå c òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′(c), ïðè ýòîì df(c) =
= f ′(c)dx.
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Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèôôåðåíöèàëà df(c) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî A∆x � ïðèðàùåíèå îðäèíàòû êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè
y = f(x) â òî÷êå c ïðè ïåðåõîäå îò òî÷êè c ê òî÷êå c + ∆x
(ðèñ. 33).

Ðèñ. 33. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèôôåðåíöèàëà

Êðîìå òîãî, âåëè÷èíó A∆x ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíîå
ïðèáëèæåíèå ïðèðàùåíèÿ ∆y ôóíêöèè f , ò. å.

f(c + ∆x)− f(c) ≈ A∆x

äëÿ ìàëûõ ∆x.

Îïðåäåëåíèå 21.2. Ïðàâîñòîðîííåé è ëåâîñòîðîííåé ïðîèç-

âîäíîé íàçûâàþò ïðåäåëû

f ′+(c) = lim
∆x→+0

f(c + ∆x)− f(c)

∆x
, f ′−(c) = lim

∆x→−0

f(c + ∆x)− f(c)

∆x
.

Èç îïðåäåëåíèé ïðîèçâîäíîé è îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ ñëåäó-
åò, ÷òî ôóíêöèÿ f èìååò êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå c òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå c ñóùå-
ñòâóþò, êîíå÷íû è ðàâíû. Â òàêîì ñëó÷àå f ′(c) = f ′+(c) = f ′−(c).

Ïðèìåð 21.1. Íàéäåì îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå äëÿ ôóíê-
öèè y = |x| â òî÷êå x = 0 :

f ′−(0) = lim
∆x→−0

|∆x|
∆x

= −1, f ′+(0) = lim
∆x→+0

|∆x|
∆x

= 1.

Ïðîèçâîäíûå f ′−(0), f ′+(0) êîíå÷íû, íî íå ðàâíû, ñëåäîâàòåëüíî,
ôóíêöèÿ |x| íå äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x = 0 (ðèñ. 34).
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Ðèñ. 34. Ãðàôèê íåïðåðûâíîé, íî íå äèôôåðåíöèðóåìîé
â òî÷êå x = 0 ôóíêöèè

Ïðèìåð 21.2. Îòîáðàæåíèå f(x) = x sin(1/x), x 6= 0, f(0) =
= 0 íåïðåðûâíî íà R, íî íå èìååò îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ â
òî÷êå x = 0 (ðèñ. 35), ïîñêîëüêó ïðåäåëû

f ′−(0) = lim
∆x→−0

∆x sin(1/∆x)

∆x
,

f ′+(0) = lim
∆x→+0

∆x sin(1/∆x)

∆x

íå ñóùåñòâóþò (ñì. ïðèìåð 12.3).

Ðèñ. 35. Ãðàôèê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ íå èìååò
â òî÷êå x = 0 îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ

Îïðåäåëåíèå 21.3. Ôóíêöèÿ f : |a, b| → R íàçûâàåòñÿ äèô-

ôåðåíöèðóåìîé íà ïðîìåæóòêå |a, b| , åñëè îíà äèôôåðåíöèðóåìà â
êàæäîé òî÷êå èíòåðâàëà (a, b), à íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà ñóùåñòâó-
þò êîíå÷íûå îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå (åñëè ýòè êîíöû ïðèíàä-
ëåæàò ïðîìåæóòêó).
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Â äàëüíåéøåì íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ëèøü îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå, à äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè áóäåì
îïóñêàòü ñëîâî ¾îäíîñòîðîííèå¿.

Îïðåäåëåíèå 21.4. Ôóíêöèÿ f : |a, b| → R íàçûâàåòñÿ íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé, åñëè îíà äèôôåðåíöèðóåìà è åå ïðîèç-
âîäíàÿ f ′(x) íåïðåðûâíà íà |a, b|.

Ïðèìåð 21.3. Îòîáðàæåíèå

f(x) =

{
x2 sin(1/x), x 6= 0,

0, x = 0,
(21.1)

èìååò â òî÷êå x = 0 ðàâíóþ íóëþ ïðîèçâîäíóþ

f ′(0) = lim
∆x→0

(∆x)2 sin(1/∆x)

∆x
= 0.

Ïðè x 6= 0 èìååì f ′(x) = 2x sin(1/x) − cos(1/x) . Ïðåäåë
lim
x→0

(2x sin(1/x)− cos(1/x)) íå ñóùåñòâóåò (ñì. ïðèìåð 12.3). Ôóíê-

öèÿ (21.1) äèôôåðåíöèðóåìà íà R, íî íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìîé. Åå ïðîèçâîäíàÿ ðàçðûâíà â òî÷êå x = 0
(ðèñ. 36).

Ðèñ. 36. Ãðàôèê äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè,
íå ÿâëÿþùåéñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé
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22. ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÅ È
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÛ ÂÛÑØÈÕ

ÏÎÐßÄÊÎÂ

Åñëè ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíê-
öèåé, òî ìîæíî îïðåäåëèòü âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ:

f ′′(x) = (f ′(x))′.

Ðåêóððåíòíûì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîèçâîäíóþ ïîðÿä-
êà n :

f (n)(x) = (f (n−1)(x))′.

Ïðè ýòîì ïîëàãàþò f (0)(x) = f(x).

Îïðåäåëåíèå 22.1. Ôóíêöèþ f : |a, b| → R íàçûâàþò n ðàç

äèôôåðåíöèðóåìîé (ïèøóò f ∈ Dn|a, b| ), åñëè îíà èìååò êîíå÷íûå
ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà n âêëþ÷èòåëüíî â êàæäîé òî÷êå ïðîìå-
æóòêà |a, b| . Ôóíêöèÿ f : |a, b| → R íàçûâàåòñÿ n ðàç íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìîé (ïèøóò f ∈ Cn|a, b| ), åñëè ôóíêöèÿ f ÿâëÿåò-
ñÿ n ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé è âñå åå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà n
âêëþ÷èòåëüíî íåïðåðûâíû íà |a, b|.

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå âêëþ÷åíèÿ:

C0|a, b| ⊃ D1|a, b| ⊃ C1|a, b| ⊃ . . . ⊃ Dn|a, b| ⊃ Cn|a, b| ⊃ . . . .

Òåîðåìà 22.1 (ïðàâèëî Ëåéáíèöà). Ïóñòü u, v ∈ Dn|a, b|,
òîãäà

(uv)(n) =

n∑
k=0

Ck
nu

(k)v(n−k), Ck
n =

n!

k!(n− k)!
, 0! = 1.
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♦
Äîêàæåì òåîðåìó èíäóêöèåé ïî n. Áàçà èíäóêöèè n = 0, n =

= 1 î÷åâèäíà. Äîïóñòèì, ÷òî âåðíà ôîðìóëà

(uv)(m) =
m∑
k=0

Ck
mu(k)v(m−k).

Äëÿ n = m + 1 èìååì

(uv)(m+1) = ((uv)(m))′ =

( m∑
k=0

Ck
mu(k)v(m−k)

)′
=

m∑
k=0

Ck
m(u(k)v(m−k))′ ==

m∑
k=0

Ck
m(u(k+1)v(m−k) + u(k)v(m+1−k)) =

=

m+1∑
k=1

Ck−1
m u(k)v(m+1−k) +

m∑
k=0

Ck
mu(k)v(m+1−k) =

= Cm
mu(m+1)v(0) +

m∑
k=1

(Ck−1
m + Ck

m)u(k)v(m+1−k) + C0
mu(0)v(m+1) =

= Cm+1
m+1u

(m+1)v(0) +

m∑
k=1

Ck
m+1u

(k)v(m+1−k) + C0
m+1u

(0)v(m+1) =

=
m+1∑
k=0

Ck
m+1u

(k)v(m+1−k).

�

Ïðèìåð 22.1. Íàéäåì îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå äëÿ ôóíê-
öèè f(x) = x|x| â òî÷êå x = 0 :

f ′−(0) = lim
∆x→−0

∆x|∆x|
∆x

= 0, f ′+(0) = lim
∆x→+0

∆x|∆x|
∆x

= 0.

Îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå êîíå÷íû è ðàâíû (ðèñ. 37), ñëåäîâà-
òåëüíî, ôóíêöèÿ f(x) = x|x| äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x = 0,
f ′(0) = 0.
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Ðèñ. 37. Ãðàôèê íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè
( f(x) = x|x| ), íå ÿâëÿþùåéñÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f(x) = x|x| ðàâíà

(x|x|)′ =


−2x, x < 0,
0, x = 0,
2x, x > 0.

Äàííàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà R (ðèñ. 38), ñëåäîâàòåëüíî, ôóíê-
öèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé íà R.

Ðèñ. 38. Ãðàôèê ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè y = x|x|

Íàéäåì âòîðûå îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f(x) = x|x|
â òî÷êå x = 0 :

f ′′−(0) = lim
∆x→−0

−2∆x

∆x
= −2, f ′′+(0) = lim

∆x→+0

2∆x

∆x
= 2.
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Ïðîèçâîäíûå f ′′−(0), f ′′+(0) êîíå÷íû, íî íå ðàâíû, ñëåäîâàòåëüíî,
ôóíêöèÿ f(x) = x|x| íå ÿâëÿåòñÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé â
òî÷êå x = 0.

Îòîáðàæåíèå

y =

{
x3 sin(1/x), x 6= 0,
0, x = 0,

äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìî íà R, íî íå ÿâëÿåòñÿ äâàæäû íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì.

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÛ ÂÛÑØÈÕ ÏÎÐßÄÊÎÂ

Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè df(x) = f ′(x)dx çàâèñèò îò äâóõ ïå-
ðåìåííûõ x è dx . Åñëè ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà dx ôèêñèðîâàíî,
òî df ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ëèøü îò x. Ìîæíî îïðåäåëèòü äèôôå-
ðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d2f = d(df) = d(f ′(x)dx) = df ′(x) · dx = f ′′(x)dx2,

ãäå dx2 = (dx)2. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïî èíäóêöèè ìîæíî ïîëó-
÷èòü

dnf = d(dn−1f) = f (n)(x)dxn.

Ïóñòü y = f(ϕ(t)) � ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ïî òåîðåìå î
ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè èìååì y′(t) = f ′(ϕ(t))ϕ′(t). Îòñþ-
äà ïîëó÷àåì, ÷òî

dy(t) = f ′(ϕ(t))ϕ′(t)dt = f ′(x)dx,

ãäå x = ϕ(t). Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà äëÿ äèôôåðåíöèàëà ïåðâî-
ãî ïîðÿäêà âåðíà íåçàâèñèìî îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè x íåçàâèñèìîé
ïåðåìåííîé èëè ôóíêöèåé îò t. Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ èíâàðè-
àíòíîñòüþ ôîðìû ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà.

Îòìåòèì, ÷òî äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ íå îáëàäàþò
èíâàðèàíòíîñòüþ ôîðìû. Íàïðèìåð,

d2(f(ϕ(t))) = d(f ′(ϕ(t))ϕ′(t))dt =

= f ′′(ϕ(t))(ϕ′(t))2dt2 + f ′(ϕ(t))ϕ′′(t)dt2 = f ′′(x)dx2 + f ′(x)d2x.
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ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÀß ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈ
ÇÀÄÀÍÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ

Ïóñòü x = x(t), y = y(t), t ∈ T, � äâå ôóíêöèè, îïðåäåëåí-
íûå íà ìíîæåñòâå T. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ x = x(t), t ∈ T,
èìååò îáðàòíóþ ôóíêöèþ t = t(x), x ∈ X = {x : x = x(t), t ∈
∈ T}. Ïîñòðîèì ôóíêöèþ y = y(t(x)), x ∈ X, êîòîðóþ íàçûâàþò
ôóíêöèåé, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè ñîîòíîøåíèÿìè x = x(t), y =
= y(t), t ∈ T. Íàïðèìåð, ãðàôèê ôóíêöèè, çàäàííîé ïàðàìåòðè-
÷åñêè ñîîòíîøåíèÿìè x = cos t, y = sin t, t ∈ (0,π), ÿâëÿåòñÿ
âåðõíåé ïîëóîêðóæíîñòüþ. Â ýòîì ïðèìåðå t = t(x) = arccosx, y =
= sin(arccosx) =

√
1− x2.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìû î ïðîèçâîäíûõ ñëîæíîé è îáðàòíîé ôóíê-
öèé, ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ïàðàìåòðè-
÷åñêè çàäàííîé ôóíêöèè

y′x =
y′t
x′t

, x = x(t), t ∈ T.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî âû÷èñëÿòü ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïî-
ðÿäêîâ îò ôóíêöèè, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè:

y′′x2 =
(y′x)′t
x′t

=

( y′t
x′t

)′
t

x′t
, x = x(t)

è ò. ä.

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå x = cos t, y = sin t, t ∈ (0,π) , ïîëó÷àåì

y′x =
cos t

− sin t
, x = cos t.

Îòñþäà y
′
x = − x√

1− x2
. Òàêîé æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü,

äèôôåðåíöèðóÿ ôóíêöèþ y = y(t(x)) =
√

1− x2,

(
√

1− x2)′ =
−2x

2
√

1− x2
= − x√

1− x2
.
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23. ÍÅÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÛÉ ÈÍÒÅÃÐÀË.
ÌÅÒÎÄÛ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß

Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f(x), x ∈ |a, b|. Ïåðâîîáðàçíîé äëÿ
ôóíêöèè f(x) íàçûâàþò òàêóþ ôóíêöèþ F (x), x ∈ |a, b|, ÷òî

F ′(x) = f(x) ∀x ∈ |a, b|.

Ïåðâîîáðàçíîé äëÿ cosx, x ∈ (−∞,+∞), ñëóæèò ôóíêöèÿ
F (x) = sinx. Âìåñòå ñ òåì ïåðâîîáðàçíîé áóäåò è ôóíêöèÿ F1(x) =
= sinx + 1.

Òåîðåìà 23.1 (îá îáùåì âèäå ïåðâîîáðàçíîé). Ïóñòü

F (x) � ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ ôóíêöèè f(x) íà ïðîìåæóòêå |a, b|.
Ôóíêöèÿ Φ(x) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ôóíêöèè f(x)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Φ(x) = F (x)+C ∀x ∈ |a, b|, ãäå C �

ïîñòîÿííàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî ñðàçó âûòåêàåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî ëþáûå äâå
ôóíêöèè ñ ñîâïàäàþùèìè íà ïðîìåæóòêå ïðîèçâîäíûìè ðàçëè÷à-
þòñÿ íà êîíñòàíòó (ñì. òåîðåìó 26.5).

Òàêèì îáðàçîì, ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ ôóíêöèè
f(x) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé F (x) + C, x ∈ |a, b|, ãäå F (x) � îäíà èç
ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèé, à C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Îïðåäåëåíèå 23.1. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ
ôóíêöèè f(x), x ∈ |a, b|, íàçûâàþò íåîïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì

ôóíêöèè f(x) è îáîçíà÷àþò∫
f(x)dx.

Ôóíêöèþ f(x) íàçûâàþò ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèåé, à x � ïå-
ðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ.
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Èç òåîðåìû îá îáùåì âèäå ïåðâîîáðàçíîé âûòåêàåò, ÷òî∫
f(x)dx = F (x) + C,

ãäå F (x) � ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ ôóíêöèè f(x), à C � ïðîèçâîëüíàÿ
ïîñòîÿííàÿ.

Èç îïðåäåëåíèÿ íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà âûòåêàåò, ÷òî îïå-
ðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
âçàèìíî îáðàòíû, ò. å. (∫

f(x)dx

)′
= f(x);

∫
F ′(x)dx = F (x) + C.

Åñëè äëÿ ôóíêöèé f(x), g(x) ñóùåñòâóþò ïåðâîîáðàçíûå íà
ïðîìåæóòêå |a, b|, òî èìååò ìåñòî ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè íåîïðåäå-
ëåííîãî èíòåãðàëà, ò. å. äëÿ ëþáûõ α, β ∈ R, |α|+ |β| 6= 0:∫

(αf(x) + βg(x))dx = α

∫
f(x)dx + β

∫
g(x)dx.

Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ñ ïîìîùüþ òàáëèöû ïðîèçâîäíûõ
íàõîäÿò ñëåäóþùèå èíòåãðàëû:

1)
∫
exdx = ex + C;

2)
∫
xαdx =

xα+1

α+ 1
+ C, α 6= −1;

3)
∫ dx

x
= ln |x|+ C;

4)
∫

sinxdx = − cosx + C;

5)
∫

cosxdx = sinx + C;

6)
∫ dx

cos2 x
= tgx + C;

7)
∫ dx

sin2 x
= −ctgx + C;

8)
∫ dx

1 + x2
= arctgx + C;

9)
∫
chx dx = shx + C;

10)
∫
shx dx = chx + C;
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11)
∫ dx

ch2x
= thx + C ;

12)
∫ dx

sh2x
= cthx + C ;

13)
∫ dx√

1− x2
= arcsinx + C;

14)
∫ dx√

1 + x2
= arcshx + C;

15)
∫ dx√

x2 − 1
= arcchx + C.

Ïðèâåäåì îñíîâíûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ íåîïðåäåëåííûõ èíòå-
ãðàëîâ.

1. Âíåñåíèå ìíîæèòåëÿ ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà. Åñëè ïîäûí-
òåãðàëüíóþ ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(x) = g(u(x))u′(x)

è âîçìîæíî íàéòè ïåðâîîáðàçíóþ G(u) äëÿ ôóíêöèè g(u), òî
(G(u(x)))

′
= g(u(x))u

′
(x) = f(x), ñëåäîâàòåëüíî:∫

f(x)dx =

∫
g(u(x))u′(x)dx =

∫
g(u)du = G(u(x)) + C.

Ïðèìåð 23.1.
∫ arctgx

1 + x2
dx =

=

∫
arctgx d(arctgx) =

1

2
arctg2x + C.

2. Çàìåíà ïåðåìåííûõ. Ïóñòü x = ϕ(t) � íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìàÿ ñòðîãî ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ, ϕ

′
(t) 6= 0, g(t) =

= f(ϕ(t))ϕ′(t) è G(t) � ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ ôóíêöèè g(t). Òîãäà
ñîãëàñíî òåîðåìå î ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé ôóíêöèè ôóíêöèÿ x =

= ϕ(t) èìååò îáðàòíóþ t = ψ(x) è ψ
′
(x) =

1

ϕ
′(t)

. Ñëåäîâàòåëüíî,

g(ψ(x))ψ
′
(x) = f(x). Ïî òåîðåìå î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíê-

öèè èìååì (G(ψ(x)))
′

= g(ψ(x))ψ
′
(x). Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ

G(ψ(x)) ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ f(x). Îòñþäà èìååì∫
f(x)dx =

∫
f(ϕ(t))ϕ′(t)dt =

∫
g(t)dt = G(t) + C = G(ψ(x)) + C.
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Ïðèìåð 23.2.
∫√

1− x2dx =

= [x = sin t, dx = cos tdt] =

∫
cos2 tdt =

1

2

∫
(1 + cos 2t)dt =

=
1

2
t +

1

4
sin 2t + C =

1

2
arcsinx +

1

4
sin(2 arcsinx) + C.

3. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì. Ïóñòü ôóíêöèè u, v íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìû. Ïîñêîëüêó (uv)′ = u′v + uv′ , òî∫

(u(x)v(x))′dx =

∫
u′(x)v(x)dx +

∫
u(x)v′(x)dx,

∫
u(x)dv(x) = u(x)v(x)−

∫
v(x)du(x).

Ïðèìåð 23.3.
∫
x lnxdx =

= [u = lnx, dv = xdx, du = dx/x, v = x2/2] =

=
1

2
x2 lnx− 1

2

∫
xdx =

1

2
x2 lnx− 1

4
x2 + C.

Ïðèìåð 23.4.
∫
xexdx =

= [u = x, dv = exdx, du = dx, v = ex] = xex −
∫
exdx = xex − ex + C.

Ïðèìåð 23.5.
∫
ex sinxdx =

= [u = sinx, dv = exdx, du = cosxdx, v = ex] = ex sinx−

−
∫
ex cosxdx = [u = cosx, dv = exdx, du = − sinxdx, v = ex] =

= ex sinx− (ex cosx +

∫
ex sinxdx)⇒

⇒
∫
ex sinxdx =

1

2
ex(sinx− cosx) + C.
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Ïðèìåð 23.6.
∫ dx

(x2 + 1)2
=

∫ x2 + 1− x2

(x2 + 1)2
dx =

=

∫
dx

x2 + 1
−
∫

x2dx

(x2 + 1)2
= arctg x−

−
∫

x2dx

(x2 + 1)2
= [u = x, dv =

xdx

(x2 + 1)2
, du = dx, v = − 1

2(x2 + 1)
] =

= arctg x +
x

2(x2 + 1)
− 1

2

∫
dx

x2 + 1
=

1

2
arctg x +

x

2(x2 + 1)
+ C.

24. ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈÅ
ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Ðàññìîòðèì ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ R(x) =
Q(x)

P (x)
, ãäå Q(x),

P (x) � íåêîòîðûå ìíîãî÷ëåíû ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñòàðøèé êîýôôè-
öèåíò ìíîãî÷ëåíà P (x) ðàâåí 1.

Ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ R(x) íàçûâàþò ïðàâèëüíîé, åñëè ñòå-
ïåíü ìíîãî÷ëåíà â ÷èñëèòåëå ìåíüøå ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà â çíà-
ìåíàòåëå: degQ < degP. Êàæäóþ ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ìíîãî÷ëåíà è ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé
ôóíêöèè:

Q(x)

P (x)
= S(x) +

T (x)

P (x)
,

ãäå Q(x) = S(x)P (x) + T (x), deg T < degP.

Ìíîãî÷ëåí P (x) ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ñòàð-
øèì êîýôôèöèåíòîì 1 ìîæíî ðàçëîæèòü â ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ è êâàäðàòè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ îòðèöàòåëüíûìè äèñ-
êðèìèíàíòàìè:

P (x) = (x− α1)k1 . . . (x− αs)
ks(x2 + p1x + q1)l1 . . . (x2 + ptx + qt)

lt .
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Ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè âèäà

A

(x− α)k
,

Mx + N

(x2 + px + q)l
, A,M,N,α, p, q ∈ R, p2 − 4q < 0, k, l ∈ N,

íàçûâàþò ïðîñòåéøèìè äðîáÿìè.

Òåîðåìà 24.1 (î ðàçëîæåíèè ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè).
Êàæäóþ ïðàâèëüíóþ ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé:

Q(x)

P (x)
=

s∑
i=1

ki∑
j=1

Ai,j

(x− αi)j
+

t∑
i=1

li∑
j=1

Mi,jx + Ni,j

(x2 + pix + qi)j
.

♦
Èìååì P (x) = (x − α1)k1 . . . (x − αs)

ks(x2 + p1x + q1)l1 . . . (x2 +
+ ptx + qt)

lt . Îòñþäà

Q(x)

P (x)
=

A1,k1

(x− α1)k1
+

Q(x)−A1,k1P̃ (x)

(x− α1)k1P̃ (x)
,

ãäå P̃ (x) = (x−α2)k2 . . . (x−αs)
ks(x2 +p1x+q1)l1 . . . (x2 +ptx+qt)

lt .

Âûáåðåì A1,k1 òàê, ÷òîáû Q(α1) − A1,k1P̃ (α1) = 0. Ýòî âîç-

ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê P̃ (α1) 6= 0, ñëåäîâàòåëüíî,

Q(x)−A1,k1P̃ (x)

(x− α1)k1P̃ (x)
=

(x− α1)Q̃(x)

(x− α1)k1P̃ (x)
=

Q̃(x)

(x− α1)k1−1P̃ (x)
.

Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ê ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè

Q̃(x)

(x− α1)k1−1P̃ (x)
, âûäåëèì ñëàãàåìîå âèäà

A1,k1−1

(x− α1)k1−1
è ò. ä.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì, ÷òî

Q(x)

P (x)
=

s∑
i=1

ki∑
j=1

Ai,j

(x− αi)j
+

Q̂(x)

P̂ (x)
,

ãäå P̂ (x) = (x2 + p1x + q1)l1 . . . (x2 + ptx + qt)
lt .
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Ïðåäñòàâèì ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ
Q̂(x)

P̂ (x)
â âèäå

Q̂(x)

P̂ (x)
=

M1,l1x + N1,l1

(x2 + p1x + q1)l1
+

Q̂(x)− (M1,l1x + N1,l1)P (x)

(x2 + p1x + q1)l1P (x)
,

ãäå P (x) = (x2 + p2x + q2)l2 . . . (x2 + ptx + qt)
lt .

Ïóñòü α1 ± β1i � êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå êîðíè êâàäðàòíîãî
òðåõ÷ëåíà x2 +p1x+q1, β1 6= 0. Âûáåðåì ïîñòîÿííûå M1,l1 , N1,l1

òàê, ÷òîáû ìíîãî÷ëåí Q̂(x)− (M1,l1x+N1,l1)P (x) èìåë êîðíè α1±
± β1i. Ýòî âîçìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê P (α1 ± β1i) 6= 0 è β1 6= 0.
Òàêèì îáðàçîì,

Q̂(x)− (M1,l1x + N1,l1)P (x)

(x2 + p1x + q1)l1P (x)
=

(x2 + p1x + q1)Q(x)

(x2 + p1x + q1)l1P (x)
=

=
Q(x)

(x2 + p1x + q1)l1−1P (x)
.

Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ê ðàöèîíàëüíîé ôóíê-

öèè
Q(x)

(x2 + p1x + q1)l1−1P (x)
, âûäåëèì ñëàãàåìîå âèäà

M1,l1−1x + N1,l1−1

(x2 + p1x + q1)l1−1
è ò. ä. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì èñêîìîå ïðåä-

ñòàâëåíèå

Q(x)

P (x)
=

s∑
i=1

ki∑
j=1

Ai,j

(x− αi)j
+

t∑
i=1

li∑
j=1

Mi,jx + Ni,j

(x2 + pix + qi)j
.

�
Ïðèâåäåì ìåòîäû íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ðà-

öèîíàëüíîé ôóíêöèè íà ïðîñòåéøèå äðîáè.
1. Ìåòîä ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ.

Ïðèìåð 24.1.
1

x2 − 3x + 2
=

=
A

x− 1
+

B

x− 2
=

A(x− 2) + B(x− 1)

(x− 1)(x− 2)
=

(A + B)x− (2A + B)

x2 − 3x + 2
⇒

⇒ A + B = 0, 2A + B = −1⇒ A = −1, B = 1.
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2. Ìåòîä äîìíîæåíèÿ.

Ïðèìåð 24.2.
1

x3(x2 + 1)2
=

=
A1

x
+

A2

x2
+

A3

x3
+

M1x + N1

x2 + 1
+

M2x + N2

(x2 + 1)2
.

Óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü íà x3 è ïîäñòàâèì çíà÷åíèå
x = 0, ïîëó÷èì A3 = 1.

Óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü íà x3, çàòåì ïðîäèôôåðåí-
öèðóåì è ïîäñòàâèì çíà÷åíèå x = 0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì, ÷òî

A2 =
( 1

(x2 + 1)2

)′∣∣
x=0

= 0 .

Óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü íà x3, äâàæäû ïðîäèôôåðåí-

öèðóåì è ïîäñòàâèì x = 0. Ïîëó÷èì, ÷òî 2A1 =
( 1

(x2 + 1)2

)′′∣∣
x=0

=

= −4. Ñëåäîâàòåëüíî, A1 = −2.

Óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü íà (x2 + 1)2 è ïîäñòàâèì çíà-
÷åíèå x = i, ïîëó÷èì M2i + N2 = 1

i3
= i⇒M2 = 1, N2 = 1.

Óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü íà (x2 + 1)2, ïðîäèôôåðåíöè-
ðóåì è ïîäñòàâèì çíà÷åíèå x = i, ïîëó÷èì −4 = ((M1x+N1)(x2 +
+ 1) + M2x + N2)′

∣∣
x=i

= −2M1 + 2N1i + M2 ⇒ N1 = 0,M1 = 5
2 .

Ïðè âû÷èñëåíèÿõ ñëåäóåò ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ïðàâèëîì:
åñëè ó ìíîãî÷ëåíà P (x) åñòü êîðåíü α êðàòíîñòè k, òî ÷èñëî α
áóäåò êîðíåì êðàòíîñòè k − 1 ïðîèçâîäíîé P ′(x).

Ïðèâåäåì ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ ïðîñòåéøèõ äðîáåé:

1)

∫
A

(x− α)k
dx =

A(x− α)1−k

1− k
+ C, k 6= 1;

2)

∫
A

x− α
dx = A ln |x− α|+ C;

3)

∫
Mx + N

x2 + px + q
dx =

∫
Mx + N

(x + p/2)2 + q − p2/4
dx =

= [x + p/2 = t, q − p2/4 = a2 > 0] =

∫
Mt + N −Mp/2

t2 + a2
dt =

=
M

2
ln(t2 + a2) +

N −Mp/2

a
arctg

t

a
+ C;
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4)

∫
Mx + N

(x2 + px + q)l
dx = [x + p/2 = t, q − p2/4 = a2 > 0, N1 = N−

−Mp/2] =

∫
Mt + N1

(t2 + a2)l
dt =

M

2

(t2 + a2)1−l

1− l
+ N1

∫
dt

(t2 + a2)l
=

=
M

2

(t2 + a2)1−l

1− l
+

N1

a2

∫
t2 + a2 − t2

(t2 + a2)l
dt =

=
M

2

(t2 + a2)1−l

1− l
+

N1

a2

∫
dt

(t2 + a2)l−1
+

N1

a2

∫
t2

(t2 + a2)l
dt =

= [u = t, dv =
tdt

(t2 + a2)l
, du = dt, v =

(t2 + a2)1−l

2(1− l)
] =

=
M

2

(t2 + a2)1−l

1− l
+

N1

a2

∫
dt

(t2 + a2)l−1
+

+
N1t(t

2 + a2)1−l

2a2(1− l)
− N1

2a2(1− l)

∫
dt

(t2 + a2)l−1
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè èíòåãðèðîâàíèè ôóíêöèè
Mx + N

(x2 + px + q)l
,

l > 1, ïîêàçàíî, ÷òî âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà Il =
∫ dt

(t2 + a2)l

ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà òàêîãî æå âèäà Il−1 =

=
∫ dt

(t2 + a2)l−1
, íî ñî ñòåïåíüþ l − 1 ìíîãî÷ëåíà â çíàìåíàòå-

ëå. ×åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé âû÷èñëåíèå ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî èíòåãðàëà áóäåò ñâåäåíî ê èíòåãðèðîâàíèþ ôóíê-

öèè
1

(t2 + a2)
.

Ïðèâåäåì àëãîðèòì èíòåãðèðîâàíèÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé:

1) ïðåäñòàâèì ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ â âèäå ñóììû ìíîãî÷ëå-
íà è ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè;

2) ðàçëîæèì ïðàâèëüíóþ ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ â ñóììó ïðî-
ñòåéøèõ äðîáåé;

3) èíòåãðèðóåì ìíîãî÷ëåí è ïðîñòåéøèå äðîáè.

Óêàçàííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò íàéòè íåîïðåäåëåííûé èíòå-
ãðàë îò ëþáîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè, ïðè÷åì ýòîò èíòåãðàë ÿâ-
ëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèåé.
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25. ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈÅ ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ
ÈÐÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Îäíî÷ëåíîì îò äâóõ ïåðåìåííûõ u, v íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå
Aukvm, ãäå A ∈ R, k,m ∈ N ∪ {0}. Ìíîãî÷ëåí îò äâóõ ïåðåìåí-
íûõ � ýòî êîíå÷íàÿ ñóììà îäíî÷ëåíîâ îò äâóõ ïåðåìåííûõ. Ðàöè-
îíàëüíàÿ ôóíêöèÿ îò äâóõ ïåðåìåííûõ � ýòî ÷àñòíîå äâóõ ìíîãî-
÷ëåíîâ Q(u, v), P (u, v). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî ðàöèîíàëü-
íûõ ôóíêöèé çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è
êîìïîçèöèé. Â äàëüíåéøåì ÷åðåç R(u, v) áóäåì îáîçíà÷àòü íåêî-
òîðóþ ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ îò äâóõ ïåðåìåííûõ, à ÷åðåç R1(t),
R2(t) � ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè îò ïåðåìåííîé t.

Ïðèâåäåì êëàññû ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò çàìåíû
ïåðåìåííûõ, ïîçâîëÿþùèå ñâåñòè èíòåãðèðîâàíèå ýòèõ ôóíêöèé ê
èíòåãðèðîâàíèþ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé (àëãîðèòì èíòåãðèðîâà-
íèÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îïèñàí â ï. 24).

1. Èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèé âèäà R

(
x,

(
ax + b

cx + e

)m/n)
, m, n ∈

∈ N, |a|+ |b| 6= 0, |c|+ |e| 6= 0.∫
R

(
x,

(
ax + b

cx + e

)m/n)
dx =

[
ax + b

cx + e
= tn, x =

etn − b

a− ctn
, dx = R1(t)dt

]
=

=

∫
R

(
etn − b

a− ctn
, tm
)
R1(t)dt =

∫
R2(t)dt.

2. Èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèé âèäà R(x,
√
ax2 + bx + c), b2 −

− 4ac 6= 0 , a 6= 0. Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò èíòåðâàë íà êîòîðîì
ax2 + bx + c > 0 , òî a > 0 èëè b2 − 4ac > 0.

Óêàçàííûå ôóíêöèè èíòåãðèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ çàìåí Ýéëåðà:

à) a > 0,
√
ax2 + bx + c = x

√
a + t ⇒ x =

t2 − c

b− 2t
√
a
, dx =

= R1(t)dt, ∫
R(x,

√
ax2 + bx + c)dx =
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=

∫
R

(
t2 − c

b− 2t
√
a
,
(t2 − c)

√
a

b− 2t
+ t

)
R1(t)dt =

∫
R2(t)dt;

á) b2 − 4ac > 0,
∫
R(x,

√
ax2 + bx + c)dx =

[
ax2 + bx + c =

= a(x− λ1)(x− λ2),
√

ax2 + bx + c = (x− λ1)t, dx = R1(t)dt
]

=

=

∫
R

(
λ1t

2 − aλ2

t2 − a
,
a(λ1 − λ2)t

t2 − a

)
R1(t)dt =

∫
R2(t)dt.

3. Èíòåãðèðîâàíèå áèíîìèàëüíîãî äèôôåðåíöèàëà xm(a +
+bxn)pdx, m, n, p ∈ Q, a, b ∈ R \ {0}. Èíòåãðàë îò áèíîìèàëü-
íîãî äèôôåðåíöèàëà ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèåé òîëüêî â
òðåõ ñëó÷àÿõ:

1) p ∈ Z;

2)
m + 1

n
∈ Z;

3)
m + 1

n
+ p ∈ Z.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ( p ∈ Z ) ïðîèçâîäèòñÿ çàìåíà x = tr, ãäå
r � íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå çíàìåíàòåëåé ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
m è n.

Âî âòîðîì ñëó÷àå (
m + 1

n
∈ Z ) ïðîèçâîäèòñÿ çàìåíà a + bxn =

= ts, ãäå s � çíàìåíàòåëü ÷èñëà p.

Â òðåòüåì ñëó÷àå (
m + 1

n
+p ∈ Z ) ïðîèçâîäèòñÿ çàìåíà ax−n +

+ b = ts, ãäå s � çíàìåíàòåëü ÷èñëà p.

Ïðèìåð 25.1.
∫ dx

4
√

1 + x4
=

∫
(1 + x4)−1/4dx =

=

[
m = 0, n = 4, p = −1/4, a = b = 1,

m + 1

n
+p = 0, x−4 +1 = t4, x = (t4−1)−1/4, dx = −t3(t4−1)−5/4dt

]
=

=

∫
t2

1− t4
dt = −1

2

∫(
1

t2 − 1
+

1

t2 + 1

)
dt =

1

4
ln

∣∣∣∣ t + 1

t− 1

∣∣∣∣− 1

2
arctgt + C.
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4. Èíòåãðèðîâàíèå ðàöèîíàëüíî-òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé
R(cosx, sinx). Ôóíêöèè óêàçàííîãî âèäà èíòåãðèðóþòñÿ ñ ïîìî-

ùüþ óíèâåðñàëüíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé çàìåíû t = tg
(x

2

)
:

∫
R(cosx, sinx)dx =

[
cosx =

1− t2

1 + t2
, sinx =

2t

1 + t2
, x = 2arctgt

]
=

=

∫
R

(
1− t2

1 + t2
,

2t

1 + t2

)
2dt

1 + t2
=

∫
R1(t)dt.

Â ðÿäå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ìîæíî ïðèìåíÿòü ñëåäóþùèå ïîäñòà-
íîâêè, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ìåíåå ãðîìîçäêèì âû÷èñëåíèÿì ïî
ñðàâíåíèþ ñ óíèâåðñàëüíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ïîäñòàíîâêîé:

1) R(cosx,− sinx) = −R(cosx, sinx)⇒ t = cosx;

2) R(− cosx, sinx) = −R(cosx, sinx)⇒ t = sinx;

3) R(− cosx,− sinx) = R(cosx, sinx)⇒ t = tgx.

Ïðèìåð 25.2.
∫ dx

sinx
= [t = tg (

x

2
)] =

=

∫
dt

t
= ln |t|+ C = ln |tg (

x

2
)|+ C.

Ïðèìåð 25.3.
∫ dx

sin4 x + cos4 x
= [t = tg x] =

=

∫
1 + t2

1 + t4
dt =

∫ d(t− 1

t
)

(t− 1

t
)2 + 2

=

=
1√
2

arctg(
1√
2

(t− 1

t
)) + C =

1√
2

arctg(
1√
2

(tg x− 1

tg x
)) + C .

Äàëåå â ï. 37 áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ íà ïðîìå-
æóòêå I ôóíêöèÿ f(x) èìååò ïåðâîîáðàçíóþ íà ýòîì ïðîìåæóòêå,
à çíà÷èò, îïðåäåëåí èíòåãðàë

∫
f(x)dx. Ïðè ýòîì èíòåãðàë îò ýëå-

ìåíòàðíîé ôóíêöèè íåîáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ôóíê-
öèåé. Òàêèå èíòåãðàëû, ò. å. èíòåãðàëû îò ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé,
íå ÿâëÿþùèåñÿýëåìåíòàðíûìèôóíêöèÿìè, îòíîñÿò êíåáåðóùèìñÿ.
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Èõ ïðèìåðàìè ñëóæàò ñëåäóþùèå èíòåãðàëû:

1)
∫
e−x

2
dx � èíòåãðàë âåðîÿòíîñòè;

2)
∫ sinx

x
dx � èíòåãðàëüíûé ñèíóñ;

3)
∫ dx

lnx
� èíòåãðàëüíûé ëîãàðèôì;

4)
∫

sinx2dx,
∫

cosx2dx � èíòåãðàëû Ôðåíåëÿ;

5)
∫ dx√

(1− x2)(1− k2x2)
, 0 < k < 1, � ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë

ïåðâîãî ðîäà â ôîðìå Ëåæàíäðà.

26. ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÓÅÌÛÕ
ÔÓÍÊÖÈÉ

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f : |a, b| → R, è ïóñòü x0 � âíóòðåííÿÿ
òî÷êà ïðîìåæóòêà |a, b|.

Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà, åñëè ñó-
ùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî

f(x) 6 f(x0)

äëÿ ëþáûõ x ∈ (x0 − δ, x0 + δ).

Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî f(x) < f(x0) äëÿ ëþáûõ x ∈
∈ (x0 − δ, x0 + δ) \ {x0}.

Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿòî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, åñëè ñóùå-
ñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî f(x)>f(x0) äëÿ ëþáûõ x ∈ (x0−δ, x0+δ).

Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî f(x) > f(x0) äëÿ ëþáûõ x ∈
∈ (x0 − δ, x0 + δ) \ {x0}.

Âñå ýòè òî÷êè íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà

ôóíêöèè f (ðèñ. 39).
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Ðèñ. 39. Òî÷êè ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà:
x1 � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà;

x2 � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà; x3 � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà;
x4 � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà

Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé ôóíêöèè f(x), åñ-
ëè f ′(x0) = 0.

Ïðèâåäåì îñíîâíûå ñâîéñòâà äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 26.1 (òåîðåìà Ôåðìà). Åñëè x0 � òî÷êà ëîêàëü-

íîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f : (a, b) → R è ôóíêöèÿ f äèôôåðåí-

öèðóåìà â òî÷êå x0 , òî x0 � ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà ôóíêöèè f.

♦
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàê-

ñèìóìà. Òîãäà äëÿ ëþáûõ òàêèõ ∆x, ÷òî x0 +∆x ∈ (x0−δ, x0 +δ),
èìååì

∆y = f(x0 + ∆x)− f(x0) 6 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,
∆y

∆x
6 0 ïðè ∆x > 0 è

∆y

∆x
> 0 ïðè ∆x < 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

f ′+(x0) 6 0, f ′−(x0) > 0.

Ïîñêîëüêó f ′(x0) = f ′+(x0) = f ′−(x0), òî f ′(x0) = 0.
�

Çàìå÷àíèå 26.1. Êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó äèôôåðåíöèðóåìîé
â òî÷êå ýêñòðåìóìà ôóíêöèè ïàðàëëåëüíà îñè Ox (ðèñ. 40).
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Ðèñ. 40. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ òåîðåìû Ôåðìà

Òåîðåìà 26.2 (òåîðåìà Ðîëëÿ). Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðå-

ðûâíà íà îòðåçêå [a, b] è äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a, b).
Åñëè f(a) = f(b), òî íà èíòåðâàëå (a, b) ñóùåñòâóåò ñòàöèî-

íàðíàÿ òî÷êà ôóíêöèè f.

♦
Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ñóùåñòâóþò òàêèå òî÷êè x, x ∈ [a, b],

÷òî f(x) = min
x∈[a,b]

f(x), f(x) = max
x∈[a,b]

f(x). Åñëè f(x) = f(x), òî

ôóíêöèÿ f ïîñòîÿííàÿ íà îòðåçêå [a, b] è êàæäàÿ òî÷êà èíòåðâàëà
(a, b) ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé ôóíêöèè f. Ïóñòü f(x) <
< f(x). Ïîñêîëüêó f(a) = f(b), òî õîòÿ áû îäíà èç òî÷åê x, x
ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (a, b). Òîãäà ïî òåîðåìå Ôåðìà ýòà òî÷êà
ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé.
�
Çàìå÷àíèå 26.2. Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå

[a, b], äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a, b) è ïðèíèìàåò ðàâíûå
çíà÷åíèÿ íà êîíöàõ îòðåçêà [a, b] , òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà c ∈
∈ (a, b), ÷òî êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè f â òî÷êå (c, f(c)))
ïàðàëëåëüíàÿ îñè Ox (ðèñ. 41).

Ðèñ. 41. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ òåîðåìû Ðîëëÿ
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Òåîðåìà 26.3 (òåîðåìà Ëàãðàíæà). Åñëè ôóíêöèÿ f
íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] è äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå

(a, b), òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà c ∈ (a, b), ÷òî

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).

♦
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

ϕ(x) = (f(b)− f(a))(x− a)− (f(x)− f(a))(b− a).

Èìååì ϕ(a) = ϕ(b) = 0. Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ ϕ íåïðåðûâíà íà
îòðåçêå [a, b] è äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a, b), ïîýòîìó îíà
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû Ðîëëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâó-
åò òàêàÿ òî÷êà c ∈ (a, b), ÷òî ϕ′(c) = 0.

Òàêèì îáðàçîì,

ϕ′(x) = f(b)− f(a)− f ′(x)(b− a)⇒ f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).

�

Çàìå÷àíèå 26.3. Îòíîøåíèå
f(b)− f(a)

b− a
ðàâíî óãëîâîìó

êîýôôèöèåíòó ñåêóùåé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç êîíöû A(a, f(a)),
B(b, f(b)) ãðàôèêà ôóíêöèè f(x), x ∈ [a, b]. Ñîãëàñíî òåîðåìå
Ëàãðàíæà ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà c ∈ (a, b), ÷òî êàñàòåëüíàÿ
ê ãðàôèêó ôóíêöèè â òî÷êå (c, f(c)) ïàðàëëåëüíà ñåêóùåé AB
(ðèñ. 42).

Ðèñ. 42. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ òåîðåìû Ëàãðàíæà
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Ñëåäñòâèå 26.1. Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå

[a, b] è äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a, b), òî äëÿ ëþáûõ x, x+
+ ∆x ∈ [a, b] ñóùåñòâóåò òàêîå θ = θ(x,∆x) ∈ (0, 1) (ðèñ. 43),

÷òî

f(x + ∆x)− f(x) = f ′(x + θ∆x)∆x.

♦
Ïóñòü ∆x > 0. Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà

c ∈ (x, x + ∆x), ÷òî

f(x + ∆x)− f(x) = f ′(c)∆x.

Ïîëîæèì θ =
c− x

∆x
. Î÷åâèäíî, ÷òî θ ∈ (0, 1) è f(x+∆x)−f(x) =

= f ′(x + θ∆x)∆x.
�

Ðèñ. 43. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ ñëåäñòâèÿ 26.1

Òåîðåìà 26.4 (êðèòåðèé ïîñòîÿíñòâà äèôôåðåíöèðóå-
ìîé ôóíêöèè). Äëÿ ïîñòîÿíñòâà äèôôåðåíöèðóåìîé íà ïðîìå-

æóòêå |a, b| ôóíêöèè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åå ïðîèç-

âîäíàÿ òîæäåñòâåííî ðàâíÿëàñü íóëþ íà ýòîì ïðîìåæóòêå.

♦
Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà.
Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå x0, x0 +

+ ∆x ∈ |a, b|. Âûáåðåì îòðåçîê [α,β] ⊂ |a, b| òàê, ÷òîáû x0, x0 +
+∆x ∈ [α,β]. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [α,β]
èäèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (α,β), òî ïî ñëåäñòâèþ 26.1 èìååì

f(x0 + ∆x)− f(x0) = f ′(x0 + θ∆x)∆x
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äëÿ íåêîòîðîãî θ ∈ (0, 1). Òàê êàê x0 + θ∆x ∈ |a, b|, òî f ′(x0 +
+ θ∆x) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, f(x0 + ∆x) = f(x0).
�

Òåîðåìà 26.5 (î ôóíêöèÿõ ñ ñîâïàäàþùèìè ïðîèçâîä-
íûìè). Åñëè äâå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè èìåþò íà ïðîìå-

æóòêå |a, b| ñîâïàäàþùèå ïðîèçâîäíûå, òî îíè íà ýòîì ïðîìå-

æóòêå îòëè÷àþòñÿ íà ïîñòîÿííóþ.

♦
Ïóñòü f ′(x) = g′(x) ∀x ∈ |a, b|. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ h(x) =

= f(x) − g(x). Òàê êàê h′(x) = 0 ∀x ∈ |a, b|, òî ïî òåîðåìå 26.4
èìååì h(x) ≡ C , ò. å. f(x) = g(x) + C ∀x ∈ |a, b|.
�

Òåîðåìà 26.6 (òåîðåìà Êîøè). Ïóñòü ôóíêöèè f è g
íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [a, b] è äèôôåðåíöèðóåìû íà èíòåðâàëå

(a, b), ïðè÷åì g′(x) 6= 0 ∀x ∈ (a, b). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ

òî÷êà c ∈ (a, b), ÷òî

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=

f ′(c)

g′(c)
.

♦
Èç òåîðåìû Ëàãðàíæà è óñëîâèÿ g′(x) 6= 0 ∀x ∈ (a, b) âûòåêàåò,

÷òî g(b)− g(a) 6= 0.
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

ϕ(x) = (f(x)− f(a))(g(b)− g(a))− (f(b)− f(a))(g(x)− g(a)).

Äàííàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû Ðîëëÿ. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà c ∈ (a, b), ÷òî ϕ′(c) = 0. Èìååì

ϕ′(x) = f ′(x)(g(b)− g(a))− g′(x)(f(b)− f(a)).

Ïîñêîëüêó ϕ′(c) = 0 è g(b)− g(a) 6= 0, òî

f ′(c)

g′(c)
=

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.

�
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27. ÏÐÀÂÈËÎ ËÎÏÈÒÀËß

Ïóñòü a ∈ R ∪ {+∞,−∞}, ÷åðåç Xa îáîçíà÷èì íåêîòî-
ðóþ ïðîêîëîòóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè a. Ïðè ýòîì îêðåñòíîñòü ìî-
æåò áûòü îäíîñòîðîííåé (â òàêîì ñëó÷àå çàïèñü lim

x→a
... îçíà÷àåò

ñîîòâåòñòâóþùèé îäíîñòîðîííèé ïðåäåë. Åñëè a = +∞, òî ïîä
îäíîñòîðîííåé îêðåñòíîñòüþ Xa ïîíèìàåì ïðîìåæóòîê [b,+∞),
à äëÿ a = −∞ � ïðîìåæóòîê (−∞,−b], b > 0.

Òåîðåìà 27.1 (ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ). Ïóñòü âûïîëíåíû ñëå-

äóþùèå óñëîâèÿ:

1) ôóíêöèè f, g äèôôåðåíöèðóåìû íà Xa;

2) g(x) 6= 0, g′(x) 6= 0 ∀x ∈ Xa;

3) lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0; èëè lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) =∞;

4) lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
= l ∈ R ∪ {∞}.

Òîãäà lim
x→a

f(x)

g(x)
= l.

♦
Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëîâ â

ñëåäóþùèõ äâóõ ñëó÷àÿõ:
1) lim

x→a
f(x) = lim

x→a
g(x) = 0;

2) lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) =∞.

Äîêàæåì ñíà÷àëà òåîðåìó â ïåðâîì ñëó÷àå. Åñëè a ∈ R, òî
îïðåäåëèì ôóíêöèè F (x), G(x) òàê, ÷òî F (x) = f(x), G(x) =
= g(x) ïðè x ∈ Xa è F (a) = G(a) = 0. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Êîøè,
ïîëó÷àåì

x ∈ Xa ⇒
f(x)

g(x)
=

F (x)

G(x)
=

F (x)− F (a)

G(x)−G(a)
=

F ′(c)

G′(c)
=

f ′(c)

g′(c)
→
x→a

l.

Çàòåì ïðåäïîëîæèì, ÷òî a = +∞ (ñëó÷àé a = −∞ ðàññìàòðè-

âàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì). Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé t =
1

x
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è ðàññìîòðèì ôóíêöèè f̃(t) = f
(1

t

)
, g̃(t) = g

(1

t

)
â ïðîêîëî-

òîé ïðàâîñòîðîííåé îêðåñòíîñòè (0, 1/b] òî÷êè t0 = 0. Ôóíêöèè
f̃(t), g̃(t) óäîâëåòâîðÿþò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû, ïðè÷åì èìååì
lim
t→+0

f̃(t) = lim
t→+0

g̃(t) = 0. Èñïîëüçóÿ óæå äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå,

ïîëó÷àåì lim
x→+∞

f(x)/g(x) =

= lim
t→+0

f̃(t)

g̃(t)
= lim

t→+0

(
f
(1

t

))′
(
g
(1

t

))′ = lim
t→+0

f ′
(1

t

)(
− 1

t2

)
g′
(1

t

)(
− 1

t2

) = lim
x→+∞

f ′(x)

g′(x)
= l.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî a ∈ R, l ∈ R.
Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Èç ÷åòâåðòîãî óñëîâèÿ òåîðåìû
âûòåêàåò, ÷òî

∃δ(ε) > 0 : ∀x ∈ Xa, 0 < |x− a| 6 δ(ε)⇒
∣∣∣∣l − f ′(x)

g′(x)

∣∣∣∣ 6 ε.
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå x, x ∈ Xa, x 6= x, ëåæàùèå â ïðîêî-

ëîòîé δ(ε) -îêðåñòíîñòè òî÷êè a, ïðè÷åì òî÷êó x çàôèêñèðóåì.
Òîãäà èç òåîðåìû Ëàãðàíæà è óñëîâèÿ g′(y) 6= 0 ∀y ∈ Xa âûòåêà-
åò, ÷òî g(x)− g(x) 6= 0. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Êîøè íàéäåì òàêóþ
òî÷êó c ìåæäó x, x, ÷òî

l − f(x)

g(x)
=

(
l − f(x)− f(x)

g(x)− g(x)

)
g(x)− g(x)

g(x)
− f(x)

g(x)
+ l

g(x)

g(x)
=

=

(
l − f ′(c)

g′(c)

)(
1− g(x)

g(x)

)
− f(x)

g(x)
+ l

g(x)

g(x)
.

Ïîñêîëüêó òî÷êà c òàêæå ëåæèò â ïðîêîëîòîé δ(ε) -îêðåñòíîñòè
òî÷êè a, òî ∣∣∣∣l − f ′(c)

g′(c)

∣∣∣∣ 6 ε.
Ïîñêîëüêó lim

x→a
g(x) =∞, òî íàéäåòñÿ òàêîå ν(ε, x) > 0, ÷òî

∀x ∈ Xa, 0 < |x− a| 6 ν(ε, x)⇒
∣∣∣∣f(x)

g(x)

∣∣∣∣ 6 ε, ∣∣∣∣g(x)

g(x)

∣∣∣∣ 6 ε.
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî x ∈ Xa, 0 < |x−a|6min{δ(ε),ν(ε, x)},
âûïîëíÿåòñÿ ∣∣∣∣l − f(x)

g(x)

∣∣∣∣ 6 ε(1 + ε) + ε+ lε 6Mε.

Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
x→a

f(x)

g(x)
= l.

Çàòåì ïðåäïîëîæèì, ÷òî a ∈ R, l =∞. Ïîñêîëüêó lim
x→a

f(x) =

=∞ è lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
=∞, òî f(x) 6= 0, f ′(x) 6= 0 â íåêîòîðîé îêðåñò-

íîñòè òî÷êè a. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïðèìåíèòü óæå äîêàçàííóþ

÷àñòü òåîðåìû ê ôóíêöèè
g(x)

f(x)
:

lim
x→a

g(x)

f(x)
= lim

x→a

g′(x)

f ′(x)
= 0⇒ lim

x→a

f(x)

g(x)
=∞ = l.

Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî a = +∞, l = ∞. Ýòîò ñëó÷àé ñâî-

äèòñÿ ê ñëó÷àþ êîíå÷íîãî a çàìåíîé t =
1

x
.

�

Çàìå÷àíèå 27.1. Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ ìîæíî ïðèìåíÿòü ëèøü

äëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé âèäà
0

0
è
∞
∞

. Òåì íå ìåíåå

äðóãèå âèäû íåîïðåäåëåííîñòåé: 0 · ∞, ∞−∞, 00, ∞0, 1∞ � âî
ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñâîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ àðèôìåòè÷åñêèõ ïðåîáðàçî-

âàíèé ê íåîïðåäåëåííîñòÿì âèäà
0

0
è
∞
∞

.

Ïðèìåð 27.1. Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ñëå-
äóþùèå âàæíûå äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ïðåäåëû:

lim
x→+∞

lnx

xα
= lim

x→+∞

1

αxα
= 0, α > 0;

lim
x→+∞

xn

ex
= lim

x→+∞

nxn−1

ex
= . . . = lim

x→+∞

n!

ex
= 0, n ∈ N

lim
x→+0

xα lnx = lim
x→+0

lnx

x−α
= lim

x→+0

1

−αx−α
= 0, α > 0;

lim
x→+0

xx = lim
x→+0

ex lnx = e0 = 1.
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28. ÔÎÐÌÓËÀ ÒÅÉËÎÐÀ.
ÎÑÒÀÒÎ×ÍÛÉ ×ËÅÍ ÔÎÐÌÓËÛ

ÒÅÉËÎÐÀ

Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà äî ïîðÿäêà n âêëþ÷è-
òåëüíî â òî÷êå x0. Ìíîãî÷ëåíîì Òåéëîðà ïîðÿäêà n â òî÷êå x0

íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí

Tn(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) + . . . +

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n.

Âûðàæåíèå Rn(x) = f(x) − Tn(x) íàçûâàåòñÿ îñòàòî÷íûì ÷ëå-

íîì, à ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè f(x) â âèäå

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) + . . . +

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n + Rn(x) −

ôîðìóëîé Òåéëîðà ïîðÿäêà n äëÿ ôóíêöèè f â òî÷êå x0 .
Ïóñòü I � èíòåðâàë (x0 − δ1, x0 + δ2), δ1 > 0, δ2 > 0, ñîäåð-

æàùèé òî÷êó x0 .

Òåîðåìà 28.1 (îá îñòàòî÷íîì ÷ëåíå ôîðìóëû Òåéëîðà).
Ïóñòü f ∈ Dn+1(I); x ∈ I; ϕ ∈ D(I), ϕ′(t) 6= 0 ∀t ∈ I \ {x},
òîãäà ìåæäó òî÷êàìè x0 è x ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà c , ÷òî

Rn(x) =
ϕ(x)−ϕ(x0)

ϕ′(c)

f (n+1)(c)

n!
(x− c)n.

♦
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

ψ(t) = f(x)− f(t)− f ′(t)

1!
(x− t)− . . .− f (n)(t)

n!
(x− t)n.

Èìååì

ψ′(t) = −f (n+1)(t)

n!
(x− t)n.
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Êðîìå òîãî, ψ(x0) = Rn(x), ψ(x) = 0. Ïî òåîðåìå Êîøè

ψ(x)−ψ(x0)

ϕ(x)−ϕ(x0)
=
ψ′(c)

ϕ′(c)
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

− Rn(x)

ϕ(x)−ϕ(x0)
= −f (n+1)(c)

n!
(x− c)n

1

ϕ′(c)
.

�

Ñëåäñòâèå 28.1 (ïðåäñòàâëåíèå îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â
ôîðìå Ëàãðàíæà). Ïóñòü f ∈ Dn+1(I), x ∈ I, òîãäà

Rn(x) =
f (n+1)(x0 + θ(x− x0))

(n + 1)!
(x− x0)n+1

äëÿ íåêîòîðîãî θ = θ(x, x0) ∈ (0, 1).

♦
Ïîëîæèì ϕ(t) = (x− t)n+1 â òåîðåìå 28.1:

Rn(x) =
−(x− x0)n+1

−(n + 1)(x− c)n
f (n+1)(c)

n!
(x− c)n =

f (n+1)(c)

(n + 1)!
(x− x0)n+1.

Òåïåðü, ïîëàãàÿ θ =
c− x0

x− x0
, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ïðåäñòàâëåíèå.

�

Ñëåäñòâèå 28.2 (ïðåäñòàâëåíèå îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â
ôîðìå Êîøè). Ïóñòü f ∈ Dn+1(I), x ∈ I, òîãäà ñóùåñòâó-

åò òàêîå θ = θ(x, x0) ∈ (0, 1), ÷òî

Rn(x) =
f (n+1)(x0 + θ(x− x0))

n!
(1− θ)n(x− x0)n+1.

♦
Ïîëîæèì ϕ(t) = x− t â òåîðåìå 28.1:

Rn(x) =
−(x− x0)

−1

f (n+1)(c)

n!
(x−c)n =

f (n+1)(c)

n!
(x−x0)n+1

(
x− c

x− x0

)n

.

Ïîëàãàÿ θ =
c− x0

x− x0
, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ïðåäñòàâëåíèå.

�
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Ñëåäñòâèå 28.3 (ïðåäñòàâëåíèå îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â
ôîðìå Ïåàíî). Ïóñòü f ∈ Cn(I), òîãäà Rn(x) = o((x − x0)n)
ïðè x→ x0.

♦
Ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ 28.1 ïîëó÷àåì Rn−1(x) =

=
f (n)(c)

n!
(x−x0)n =

f (n)(x0)

n!
(x−x0)n +

f (n)(c)− f (n)(x0)

n!
(x−x0)n.

Ïîñêîëüêó f (n) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, òî ïîëó÷àåì

f(x) = Tn−1(x) + Rn−1(x) = Tn(x) +
f (n)(c)− f (n)(x0)

n!
(x− x0)n =

= Tn(x) + o(1)(x− x0)n, x→ x0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà
Rn(x) = f(x)− Tn(x).

�

Ñëåäñòâèå 28.4 (ôîðìóëà Òåéëîðà â äèôôåðåíöèàëàõ).
Ïóñòü f ∈ Dn+1(I), x0 +∆x ∈ I, ∆f = f(x0 +∆x)−f(x0), òîãäà

∆f =
df(x0)

1!
+ . . . +

dnf(x0)

n!
+

dn+1f(x0 + θ∆x)

(n + 1)!

äëÿ íåêîòîðîãî θ = θ(x0,∆x) ∈ (0, 1).

♦
Èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå 28.1, ïîëó÷àåì

∆f =
f ′(x0)

1!
∆x+ . . .+

f (n)(x0)

n!
(∆x)n +

f (n+1)(x0 + θ∆x)

(n + 1)!
(∆x)n+1 =

=
df(x0)

1!
+ . . . +

dnf(x0)

n!
+

dn+1f(x0 + θ∆x)

(n + 1)!
.

�
Íàéäåì ðàçëîæåíèÿ îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé ïî ôîð-

ìóëå Òåéëîðà:
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1) ðàçëîæåíèå ýêñïîíåíòû: f(x) = ex ⇒

⇒ f (n)(x) = ex ⇒ ex = 1 +
x

1!
+ . . . +

xn

n!
+ o(xn), x→ 0;

2) ðàçëîæåíèå ñèíóñà (ðèñ. 44): f(x) = sinx⇒

⇒ f (n)(x) = sin(x +
πn

2
)⇒ f (2l)(0) = 0, f (2l+1)(0) = (−1)l;

sinx = x− x3

3!
+ . . . +

(−1)nx2n+1

(2n + 1)!
+ R2n+2(x) =

= x− x3

3!
+ . . . +

(−1)nx2n+1

(2n + 1)!
+ o(x2n+2), x→ 0;

Ðèñ. 44. Ãðàôèêè ôóíêöèé y = x � ïóíêòèðíàÿ ïðÿìàÿ;
y = x− x3/6 + x5/120 � ñðåäíÿÿ êðèâàÿ;

y = sinx � íèæíÿÿ êðèâàÿ

3) ðàçëîæåíèå êîñèíóñà: f(x) = cosx⇒

⇒ f (n)(x) = cos(x +
πn

2
)⇒ f (2l)(0) = (−1)l, f (2l+1)(0) = 0;

cosx = 1− x2

2!
+ . . . +

(−1)nx2n

(2n)!
+ R2n+1(x) =

= 1− x2

2!
+ . . . +

(−1)nx2n

(2n)!
+ o(x2n+1), x→ 0;
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4) ðàçëîæåíèå ëîãàðèôìà: f(x) = ln(1 + x)⇒

⇒ f (n)(x) =
(−1)n−1(n− 1)!

(x + 1)n
⇒ f (n)(0) = (−1)n−1(n− 1)!;

ln(1 + x) = x− x2

2
+ . . . +

(−1)n−1xn

n
+ o(xn), x→ 0;

5) ðàçëîæåíèå ñòåïåííîé ôóíêöèè:

f(x) = (1 + x)µ ⇒ f (n)(0) = µ(µ− 1) . . . (µ− n + 1);

(1 + x)µ = 1 +
µx

1!
+ . . . +

µ(µ− 1) . . . (µ− n + 1)

n!
xn + o(xn), x→ 0.

Ïðèìåð 28.1. Â ýòîì ïðèìåðå ïîêàçàíî, êàê ðàçëîæåíèÿ
ôóíêöèé ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðàñ-
êðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé:

lim
x→0

esinx − 1− x

x2
= lim

x→0

ex+o(x2) − 1− x

x2
=

= lim
x→0

1 + x + x2

2 + o(x2)− 1− x

x2
=

1

2
.

29. ËÎÊÀËÜÍÛÅ ÝÊÑÒÐÅÌÓÌÛ
ÔÓÍÊÖÈÉ

Óñòàíîâèì êðèòåðèè ìîíîòîííîñòè è ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 29.1 (êðèòåðèéìîíîòîííîñòèäèôôåðåíöèðóå-
ìîé ôóíêöèè). Äëÿ âîçðàñòàíèÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè

f : (a, b) → R íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åå ïðîèçâîäíàÿ

áûëà íåîòðèöàòåëüíà f ′(x) > 0 ∀x ∈ (a, b). Äëÿ óáûâàíèÿ äèô-

ôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f : (a, b)→ R íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû åå ïðîèçâîäíàÿ áûëà íåïîëîæèòåëüíà f ′(x)60 ∀x ∈ (a, b).
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♦
Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïîñêîëüêó f âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, òî äëÿ
ëþáûõ x, x0 ∈ (a, b), x > x0, èìååì

f(x)− f(x0)

x− x0
> 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî â êàæäîé òî÷êå x0 ∈ (a, b) âûïîëíÿåòñÿ

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
> 0.

Äîñòàòî÷íîñòü. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå x1, x2 ∈ (a, b), x1 6=
6= x2. Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà c ìåæäó x1 è
x2, ÷òî

f(x1)− f(x2) = f ′(c)(x1 − x2).

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

f(x1)− f(x2)

x1 − x2
> 0,

ò. å. ôóíêöèÿ f âîçðàñòàþùàÿ.

�
Ïðèâåäåì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî óñëîâèÿ êðèòåðèÿ ìîíî-

òîííîñòè íå îáåñïå÷èâàþò ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè.

Ïðèìåð 29.1. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè (ðèñ. 45)

f(x) =


(x + 1/2)3, x 6−1/2,

0,−1/2 < x < 1/2,

(x− 1/2)3, x > 1/2,

f ′(x) =


3(x + 1/2)2, x 6−1/2,

0,−1/2 < x < 1/2,

3(x− 1/2)2, x > 1/2,

íåîòðèöàòåëüíà (ðèñ. 46). Ïî êðèòåðèþ ìîíîòîííîñòè ôóíêöèÿ
âîçðàñòàþùàÿ. Îäíàêî îíà íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé, òàê
êàê íà èíòåðâàëå (−1/2, 1/2) ôóíêöèÿ ïîñòîÿííà.
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Ðèñ. 45. Ãðàôèê íåñòðîãî

âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè

Ðèñ. 46. Ãðàôèê ïðîèçâîäíîé

íåñòðîãî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè

Òåîðåìà 29.2 (êðèòåðèé ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè äèô-
ôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè). Äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f :
(a, b) → R ñòðîãî âîçðàñòàåò (ñòðîãî óáûâàåò) òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà f ′(x) > 0 ∀x ∈ (a, b) ( f ′(x) 6 0 ∀x ∈ (a, b) ) è åå

ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íè íà êàêîì èíòåðâàëå

(α,β) ⊂ (a, b).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû âûòåêàåò èç êðèòåðèÿ ìîíîòîííîñòè
äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè è êðèòåðèÿ ïîñòîÿíñòâà äèôôåðåí-
öèðóåìîé ôóíêöèè.

Ïðèìåð 29.2. Ôóíêöèÿ f(x) = x3 ñòðîãî âîçðàñòàåò íà R,
òàê êàê f ′(x) = 3x2 > 0 è f ′(x) îáðàùàåòñÿ â íóëü ëèøü â îäíîé
òî÷êå.

Ïðèâåäåì íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñ-
òðåìóìà ôóíêöèè.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ñëåäóåò èç òåîðå-
ìû Ôåðìà: ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 ∈ (a, b)
è òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f,
òîãäà x0 � ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà ôóíêöèè f ′(x0) = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êàìè, ïîäîçðèòåëüíûìè íà òî÷êè ëî-
êàëüíîãî ýêñòðåìóìà äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè, ÿâëÿþòñÿ òîëü-
êî åå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè; äëÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, êðîìå ñòà-
öèîíàðíûõ � òå òî÷êè, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåí-
öèðóåìîé.
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Òåîðåìà 29.3 (ïåðâîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî
ýêñòðåìóìà). Ïóñòü x0 � ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà ôóíêöèè f ëèáî

òî÷êà, â êîòîðîé ôóíêöèÿ íåäèôôåðåíöèðóåìà; ôóíêöèÿ f íåïðå-

ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëàõ (x0− δ, x0), (x0, x0 + δ) è

íåïðåðûâíà â òî÷êå x0. Åñëè íà èíòåðâàëå (x0 − δ, x0) ïðîèç-

âîäíàÿ ïîëîæèòåëüíà (f ′(x) > 0), à íà èíòåðâàëå (x0, x0 + δ) �

îòðèöàòåëüíà (f ′(x) < 0), òî x0 � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî

ìàêñèìóìà; åñëè íà èíòåðâàëå (x0 − δ, x0) ïðîèçâîäíàÿ îòðèöà-

òåëüíà (f ′(x) < 0), à íà èíòåðâàëå (x0, x0 + δ) � ïîëîæèòåëüíà

(f ′(x) > 0), òî x0 � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà; åñëè

íà êàæäîì èíòåðâàëå (x0 − δ, x0), (x0, x0 + δ) ïðîèçâîäíàÿ ïîëî-

æèòåëüíà (f ′(x) > 0) èëè îòðèöàòåëüíà (f
′
(x) < 0), òî x0 íå

ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

♦
Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà. Íà èíòåðâàëå

(x0− δ, x0) ôóíêöèÿ ñòðîãî âîçðàñòàåò, à íà èíòåðâàëå (x0,x0 + δ)�
ñòðîãî óáûâàåò. Ñëåäîâàòåëüíî, x0 � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî
ìàêñèìóìà.

�

Òåîðåìà 29.4 (âòîðîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî
ýêñòðåìóìà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåí-

öèðóåìà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ñòàöèîíàðíîé òî÷êè x0. Åñëè
f ′′(x0) > 0, òî x0 � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà; åñëè

f ′′(x0) < 0, òî x0 � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà.

♦
Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà. Ïî ôîðìóëå Òåé-

ëîðà èìååì

f(x) = f(x0) +
f ′′(x0 + θ(x− x0))

2!
(x− x0)2.

Ïî òåîðåìå î ñòàáèëèçàöèè çíàêà f ′′(x) < 0 â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè Uδ(x0) òî÷êè x0. Ñëåäîâàòåëüíî, f(x) < f(x0) äëÿ âñåõ x
èç ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè Uδ(x0)\{x0}, ò. å. x0 � òî÷êà ñòðîãîãî
ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà.

�
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Òåîðåìà 29.5 (òðåòüå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî
ýêñòðåìóìà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ n ðàç íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0; f ′(x0) =
= . . . = f (n−1)(x0) = 0, f (n)(x0) 6= 0. Åñëè n ÷åòíîå è f (n)(x0) >
> 0, òî x0 � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà; åñëè n ÷åò-

íîå è f (n)(x0) < 0, òî x0 � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñè-

ìóìà; åñëè n íå÷åòíîå, òî x0 íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî

ýêñòðåìóìà.

♦
Ïî ôîðìóëå Òåéëîðà èìååì

f(x) = f(x0) +
f (n)(x0 + θ(x− x0))

n!
(x− x0)n.

Ïî òåîðåìå î ñòàáèëèçàöèè çíàêà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Uδ(x0)
òî÷êè x0 f (n)(x) ñîõðàíÿåò òîò æå çíàê, ÷òî è f (n)(x0). Ïî ýòîé
ïðè÷èíå â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè Uδ(x0) \ {x0} òî÷êè x0 ïðè
÷åòíîì n è f (n)(x0) > 0 èìååì f(x) > f(x0); ïðè ÷åòíîì n
è f (n)(x0) < 0 èìååì f(x) < f(x0), à ïðè íå÷åòíîì n â ëþ-
áîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ êàê
áîëüøèå, òàê è ìåíüøèå, ÷åì f(x0). Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà x0 íå
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.
�

30. ÂÛÏÓÊËÀß ÔÓÍÊÖÈß

Îïðåäåëåíèå 30.1. Ôóíêöèÿ f : |a, b| → R íàçûâàåòñÿ âûïóê-
ëîé, åñëè äëÿ ëþáûõ x0, x1 ∈ |a, b|, x0 6= x1, è ëþáûõ τ ∈ (0, 1)
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f(x0 + τ(x1 − x0)) 6 f(x0) + τ(f(x1)− f(x0)). (30.1)

Åñëè çàìåíèòü çíàê ¾6 ¿ â ñîîòíîøåíèè (30.1) íà îäèí èç çíàêîâ
¾< ¿, ¾> ¿, ¾> ¿, òî ïîëó÷èì îïðåäåëåíèÿ ñòðîãî âûïóêëîé, âîãíó-
òîé, ñòðîãî âîãíóòîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâåííî.
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Çàìå÷àíèå 30.1 (ãåîìåòðè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ âûïóê-
ëîé ôóíêöèè). Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå x0, x1 ∈ |a, b|, x0 6=
6= x1 (ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè x0 < x1 ). Îòðåçîê ñåêóùåé, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç êîíöû ãðàôèêà A0(x0, f(x0)), A1(x1, f(x1)), èìååò
ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå

xτ = x0 + τ(x1 − x0), yτ = f(x0) + τ(f(x1)− f(x0)), τ ∈ [0, 1].

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå âûïóêëîñòè ôóíêöèè, êîòîðîå ìîæíî ïå-
ðåïèñàòü â âèäå

f(xτ) 6 yτ,

îçíà÷àåò, ÷òî ÷àñòü ãðàôèêà ôóíêöèè ñ êîíöàìè A0, A1 ëåæèò íè-
æå ñåêóùåé ê ãðàôèêó, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A0, A1 (ðèñ. 47).

Ðèñ. 47. Ãðàôèê âûïóêëîé ôóíêöèè

Òåîðåìà 30.1 (êðèòåðèé âûïóêëîñòè äèôôåðåíöèðóå-
ìîé ôóíêöèè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f : |a, b| → R äèôôåðåíöèðóå-

ìàÿ. Äëÿ âûïóêëîñòè ôóíêöèè f íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî-

áû ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) áûëà âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé íà |a, b|.

♦
Íåîáõîäèìîñòü. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå x1, x2, x3 ∈ |a, b|, x1 <

< x2 < x3. Ïîëîæèì τ =
x2 − x1

x3 − x1
∈ (0, 1). Ïîñêîëüêó x2 = x1 +

+ τ(x3 − x1), òî èç îïðåäåëåíèÿ âûïóêëîñòè f âûòåêàþò íåðàâåí-
ñòâà

f(x2)−f(x1)6τ(f(x3)−f(x1)); f(x3)−f(x2)>(1−τ)(f(x3)−f(x1)).
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 1− τ =
x3 − x2

x3 − x1
, ìîæåì çàïèñàòü

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
6

f(x3)− f(x1)

x3 − x1
6

f(x3)− f(x2)

x3 − x2
. (30.2)

Ïóñòü Mi � òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (xi, f(xi)), i = 1, 2, 3. Äðîáè,
âõîäÿùèå â íåðàâåíñòâà (30.2), ÿâëÿþòñÿ óãëîâûìè êîýôôèöèåí-
òàìè ñåêóùèõ ê ãðàôèêó ôóíêöèè, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè M2

è M1 , M3 è M1, M3 è M2 ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷àÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèå óãëîâûå êîýôôèöèåíòû ÷åðåç k(M1M2), k(M1M3),
k(M2M3), èç íåðàâåíñòâ (30.2) ïîëó÷àåì

k(M1M2) 6 k(M1M3) 6 k(M2M3). (30.3)

Ïðèâåäåì ãåîìåòðè÷åñêóþ èëëþñòðàöèþ íåðàâåíñòâà (30.3)
(ðèñ. 48).

Ðèñ. 48. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ íåðàâåíñòâà (30.3)

Óñòðåìëÿÿ òî÷êó x2 ê òî÷êå x1 â ëåâîì íåðàâåíñòâå (30.3), ïî-
ëó÷àåì f ′(x1) 6 k(M1M3). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, óñòðåìëÿÿ òî÷-
êó x2 ê òî÷êå x3 è èñïîëüçóÿ ïðàâîå íåðàâåíñòâî (30.3), ïîëó÷àåì
k(M1M3) 6 f ′(x3). Òàêèì îáðàçîì, f ′(x1) 6 f ′(x3).

Äîñòàòî÷íîñòü. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå x0, x1 ∈ |a, b|, x0 <
< x1, τ ∈ (0, 1). Ïîëàãàÿ xτ = x0 +τ(x1−x0) è èñïîëüçóÿ òåîðåìó
Ëàãðàíæà, ïîëó÷àåì

f(xτ)− f(x0) = f ′(c1)(xτ − x0) = f ′(c1)τ(x1 − x0); (30.4)

f(x1)− f(xτ) = f ′(c2)(x1 − xτ) = f ′(c2)(1− τ)(x1 − x0), (30.5)

ãäå c1 ∈ (x0, xτ), c2 ∈ (xτ, x1).
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Óìíîæàÿ íåðàâåíñòâî (30.4) íà 1 − τ, íåðàâåíñòâî (30.5) � íà
τ, ó÷èòûâàÿ âîçðàñòàíèå ïðîèçâîäíîé f ′(x), ïîëó÷àåì

(1− τ)(f(xτ)− f(x0)) 6 τ(f(x1)− f(xτ)). (30.6)

Îòñþäà ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî

f(xτ) 6 f(x0) + τ(f(x1)− f(x0)).

�

Çàìå÷àíèå 30.2. Ëþáàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ f : |a, b| → R ÿâ-
ëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà èíòåðâàëå (a, b) . Òåì íå ìåíåå íå êàæäàÿ
âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé, íàïðèìåð f(x) =
= |x|, x ∈ R.

Ñëåäñòâèå 30.1 (êðèòåðèé âûïóêëîñòè äâàæäû äèôôå-
ðåíöèðóåìîé ôóíêöèè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f : |a, b| → R äâàæäû

äèôôåðåíöèðóåìàÿ. Äëÿ âûïóêëîñòè ôóíêöèè f íåîáõîäèìî è äî-

ñòàòî÷íî, ÷òîáû íà ïðîìåæóòêå |a, b| âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ áûëà
íåîòðèöàòåëüíà: f ′′(x) > 0 ∀x ∈ |a, b|.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ âûòåêàåò èç êðèòåðèåâ âûïóêëîñòè
è ìîíîòîííîñòè äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 30.2 (êðèòåðèé ñòðîãîé âûïóêëîñòè äâàæäû
äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f : |a, b| → R
äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ. Äëÿ ñòðîãîé âûïóêëîñòè ôóíêöèè f
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû f ′′(x) > 0 ∀x ∈ |a, b| è âòîðàÿ

ïðîèçâîäíàÿ f ′′(x) íå îáðàùàëàñü áû â íóëü íè íà îäíîì èíòåð-

âàëå èç ïðîìåæóòêà |a, b|.

♦

Â ñèëó êðèòåðèÿ ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè äèôôåðåíöèðóåìîé
ôóíêöèè äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå ñòðîãîé âûïóêëîñòè f
ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ ñòðîãîãî âîçðàñòàíèÿ ïðîèçâîäíîé f ′(x). Ïî-
êàæåì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç äîêàçàòåëüñòâà êðèòåðèÿ
âûïóêëîñòè äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè.
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Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèå ñòðîãîé âûïóêëîñòè ãàðàíòèðóåò âû-
ïîëíåíèå ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ â (30.2) è, ñëåäîâàòåëüíî, â (30.3),
îòêóäà ñëåäóåò ñòðîãîå âîçðàñòàíèå ïðîèçâîäíîé f ′(x). Âåðíî è
îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, èç óñëîâèÿ ñòðîãîãî âîçðàñòàíèÿ ïðîèçâîä-
íîé f ′(x) ñëåäóåò, ÷òî íåðàâåíñòâî (30.6) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì, ÷òî
îáåñïå÷èâàåò ñòðîãóþ âûïóêëîñòü ôóíêöèè f.
�

Çàìå÷àíèå 30.3. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü êðè-
òåðèè âîãíóòîñòè è ñòðîãîé âîãíóòîñòè ôóíêöèè:

1) äëÿ âîãíóòîñòè äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f : |a, b| →
→ R íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) óáûâàëà
íà |a, b|;

2) äëÿ âîãíóòîñòè äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f :
|a, b| → R íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû f ′′(x) 6 0 ∀x ∈ |a, b|;

3) äëÿ ñòðîãîé âîãíóòîñòè äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíê-
öèè f íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû f ′′(x) 6 0 ∀x ∈ |a, b| è
âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′′(x) íå îáðàùàëàñü â íóëü íè íà îäíîì èí-
òåðâàëå èç ïðîìåæóòêà |a, b|.

Ïðèìåð 30.1. Â ñèëó êðèòåðèÿ ñòðîãîé âûïóêëîñòè ôóíêöèÿ
f(x) = x2 ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé íà R. Íåïîñðåäñòâåííî èç
îïðåäåëåíèÿ âûïóêëîñòè ôóíêöèè x2 âûòåêàåò èçâåñòíîå íåðàâåí-
ñòâî ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì êâàäðàòè÷åñêèì:
ïîëàãàÿ â ñîîòíîøåíèè (30.1) f(x) = x2, τ = 1

2 , ïîëó÷àåì(
x0 + x1

2

)2

6
x2

0 + x2
1

2
.

31. ÒÎ×ÊÈ ÏÅÐÅÃÈÁÀ

Îïðåäåëåíèå 31.1. Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà
ôóíêöèè f : (x0−δ, x0 +δ)→ R, δ > 0, åñëè x0 � òî÷êà íåïðåðûâ-
íîñòè ôóíêöèè, ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ (îïðåäåëåí-
íîãî çíàêà) ïðîèçâîäíàÿ f ′(x0) è f ñòðîãî âûïóêëà íà îäíîì èç
èíòåðâàëîâ (x0 − δ, x0), (x0, x0 + δ) è ñòðîãî âîãíóòà íà äðóãîì.
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Òåîðåìà 31.1 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ïåðåãèáà). Ïóñòü

ôóíêöèÿ f : (x0− δ, x0 + δ)→ R äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-

ðóåìà è x0 � òî÷êà ïåðåãèáà ôóíêöèè f, òîãäà f ′′(x0) = 0.

♦
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ′′(x0) 6= 0. Òîãäà ïî òåîðåìå î ñòàáèëèçà-

öèè çíàêà f ′′(x) ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííûé çíàê â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè x0. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîé æå îêðåñòíîñòè ôóíêöèÿ f
ÿâëÿåòñÿ ëèáî ñòðîãî âûïóêëîé, ëèáî ñòðîãî âîãíóòîé, ÷òî ïðîòè-
âîðå÷èò îïðåäåëåíèþ òî÷êè ïåðåãèáà. Òàêèì îáðàçîì, f ′′(x0) = 0.
�
Òî÷êè, â êîòîðûõ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′′(x) îáðàùàåòñÿ â íóëü,

íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè ñïðÿìëåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 31.1. Òî÷êè ñïðÿìëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïîäîçðèòåëüíû-
ìè íà òî÷êè ïåðåãèáà. Îäíàêî íå âñå òî÷êè ñïðÿìëåíèÿ ÿâëÿþò-
ñÿ òî÷êàìè ïåðåãèáà. Íàïðèìåð, òî÷êà x0 = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ñïðÿìëåíèÿ ôóíêöèè f(x) = x4 , íî íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà.
Êðîìå òîãî, òî÷êàìè, ïîäîçðèòåëüíûìè íà òî÷êè ïåðåãèáà, ÿâëÿ-
þòñÿ òî÷êè, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà, íî èìååò áåñêîíå÷-
íóþ (îïðåäåëåííîãî çíàêà) ïðîèçâîäíóþ, à òàêæå òî÷êè, â êîòîðûõ
ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà, íî íå ÿâëÿåòñÿ äâàæäû äèôôåðåíöè-
ðóåìîé.

Ïðèìåð 31.1. Äëÿ ôóíêöèè y = 1 + 3
√
x− 1 òî÷êà x = 1 ÿâ-

ëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà, â êîòîðîé y′(0) = +∞ (ðèñ. 49).

Ðèñ. 49. x = 1 � òî÷êà ïåðåãèáà, â êîòîðîé f ′(x) = +∞
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Ïðèìåð 31.2. Äëÿ ôóíêöèè

y =

{
x2, x > 0,

x5, x < 0,
y′′ =

{
2, x > 0,

20x3, x < 0,

òî÷êà x = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà, â êîòîðîé ôóíêöèÿ íå
èìååò âòîðîé ïðîèçâîäíîé (ðèñ. 50).

Ðèñ. 50. x = 0 � òî÷êà ïåðåãèáà, â êîòîðîé ôóíêöèÿ
íå ÿâëÿåòñÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé

Òåîðåìà 31.2 (ïåðâîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïåðåãèáà).
Ïóñòü x0 � òî÷êà, ïîäîçðèòåëüíàÿ íà òî÷êó ïåðåãèáà, è ïóñòü

ôóíêöèÿ f äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëàõ

(x0−δ, x0), (x0, x0+δ), δ > 0. Åñëè íà îäíîì èç èíòåðâàëîâ (x0−
− δ, x0), (x0, x0 + δ) âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîëîæèòåëüíà (f ′′(x) >
> 0), à íà äðóãîì � îòðèöàòåëüíà (f ′′(x) < 0), òî x0 � òî÷êà

ïåðåãèáà, åñëè íà äâóõ èíòåðâàëàõ (x0−δ, x0), (x0, x0 +δ) âòîðàÿ

ïðîèçâîäíàÿ èëè ïîëîæèòåëüíà (f ′′(x) > 0), èëè îòðèöàòåëüíà

(f ′′(x) < 0), òî x0 íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû âûòåêàåò èç êðèòåðèåâ âûïóêëîñòè è
âîãíóòîñòè äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 31.3 (âòîðîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïåðåãèáà).
Ïóñòü ôóíêöèÿ f òðèæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà èí-

òåðâàëå (x0 − δ, x0 + δ), δ > 0. Åñëè f ′′(x0) = 0, f ′′′(x0) 6= 0 , òî
x0 � òî÷êà ïåðåãèáà.
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♦
Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè f ′′′(x0) > 0 , òîãäà ïî òåîðåìå î ñòà-

áèëèçàöèè çíàêà f ′′′(x) > 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0.
Ñîãëàñíî êðèòåðèþ ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè f ′′(x) ñòðîãî âîçðàñòà-
åò â ýòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Òàê êàê f ′′(x0) = 0, òî f ′′(x)
ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x0. Èç ïåðâîãî äîñòàòî÷íî-
ãî óñëîâèÿ ïåðåãèáà âûòåêàåò, ÷òî x0 � òî÷êà ïåðåãèáà.
�

Òåîðåìà 31.4 (òðåòüå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïåðåãèáà).
Ïóñòü ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ n ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé

íà èíòåðâàëå (x0 − δ, x0 + δ), δ > 0, è ïóñòü

f ′′(x0) = . . . = f (n−1)(x0) = 0, f (n)(x0) 6= 0.

Åñëè n � íå÷åòíî, òî x0 � òî÷êà ïåðåãèáà, èíà÷å x0 íå ÿâëÿåòñÿ

òî÷êîé ïåðåãèáà.

♦
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå

Ëàãðàíæà, ïîëó÷èì

f ′′(x) =
f (n)(c)

(n− 2)!
(x− x0)n−2, x ∈ (x0 − δ, x0 + δ),

ãäå òî÷êà c ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè x0 è x .
Åñëè n � ÷åòíîå, òî f ′′(x) íå ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç

òî÷êó x0 è, ñëåäîâàòåëüíî, f íå èìååò ïåðåãèáà â òî÷êå x0. Åñ-
ëè n � íå÷åòíîå, òî f ′′(x) ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó
x0. Ñîãëàñíî ïåðâîìó äîñòàòî÷íîìó óñëîâèþ ïåðåãèáà òî÷êà x0

ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà.
�

Ïðèìåð 31.3. Íàéäåì òî÷êè ïåðåãèáà ôóíêöèè y = ln(1 +

+ x2). Âû÷èñëèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ y
′′

= 2
1− x2

(1 + x2)2
. Òî÷êàìè

ïåðåãèáà ôóíêöèè ìîãóò áûòü ëèøü òî÷êè ñïðÿìëåíèÿ, ò. å. êîðíè
óðàâíåíèÿ 1− x2 = 0, x1 = −1, x2 = 1. Âû÷èñëèì òðåòüþ ïðîèç-

âîäíóþ y
′′′

= 4
x2 − 1− x− x2

(1 + x2)3
. Òàê êàê y

′′′
(−1) 6= 0, y

′′′
(1) 6= 0, òî

ïî âòîðîìó äîñòàòî÷íîìó óñëîâèþ ïåðåãèáà òî÷êè x = 1 è x = −1
ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïåðåãèáà ôóíêöèè.
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32. ÃËÎÁÀËÜÍÛÉ ÝÊÑÒÐÅÌÓÌ

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f : X → R. Ïóñòü sup
x∈X

f(x) =

= M, inf
x∈X

f(x) = m, −∞ < M 6+∞, −∞6m < +∞, � ýêñòðå-

ìàëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå X.

Åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà x̄ ∈ X, ÷òî f(x̄) = M, òî x̄
íàçûâàþò òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà è ïèøóò M = max

x∈X
f(x).

Åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ x ∈ X, ÷òî f(x) = m, òî x íàçûâàþò
òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà è ïèøóò m = min

x∈X
f(x).

Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ f : |a, b| → R. Ïîäîçðè-
òåëüíûìè íà òî÷êè ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå
òî÷êè:

1) ñòàöèîíàðíûå òî÷êè f, ëåæàùèå â èíòåðâàëå (a, b);

2) òî÷êè èíòåðâàëà (a, b), â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f íåäèôôåðåí-
öèðóåìà;

3) êîíöû ïðîìåæóòêà |a, b|, ïðèíàäëåæàùèå ýòîìó ïðîìåæóò-
êó.

Åñëè ïðîìåæóòîê |a, b| ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì, òî ñîãëàñíî òåîðåìå
Âåéåðøòðàññà ñóùåñòâóþò òî÷êè ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà è ìàêñè-
ìóìà íà ýòîì îòðåçêå.

Òåîðåìà 32.1 (î ãëîáàëüíîì ìèíèìóìå âûïóêëîé ôóíê-
öèè). Ïóñòü f : (a, b)→ R âûïóêëàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ.

Åñëè x0 ∈ (a, b) � ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà ôóíêöèè f , òî x0 � òî÷-

êà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà íà èíòåðâàëå (a, b).

♦
Ïî êðèòåðèþ âûïóêëîñòè äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ïðîèç-

âîäíàÿ f ′(x) âîçðàñòàåò íà (a, b). Òàê êàê f ′(x0) = 0, òî f ′(x)6 0
∀x ∈ (a, x0) è f ′(x) > 0 ∀x ∈ (x0, b). Ñîãëàñíî êðèòåðèþ ìîíî-
òîííîñòè ôóíêöèÿ f óáûâàåò íà (a, x0) è âîçðàñòàåò íà (x0, b).
Ñëåäîâàòåëüíî, x0 � òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f íà
èíòåðâàëå (a, b).

�
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Çàìå÷àíèå 32.1. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî
åñëè f : (a, b)→ R � âîãíóòàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, à x0 ∈
∈ (a, b) � ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà, òî x0 � òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìàêñè-
ìóìà ôóíêöèè f íà èíòåðâàëå (a, b).

Ïîêàæåì ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèè f â äâóõ ñëó÷àÿõ:

1) X � îòðåçîê [a, b];
2) X � èíòåðâàë (a, b).
Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé. Åñëè òî÷êà ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìó-

ìà � âíóòðåííÿÿ òî÷êà îòðåçêà [a, b], òî îíà ÿâëÿåòñÿ è òî÷êîé
ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà. Äîïóñòèì, ÷òî f èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî
òî÷åê ξ1, . . . , ξl, ïîäîçðèòåëüíûõ íà òî÷êè ëîêàëüíîãî ýêñòðåìó-
ìà, ïðèíàäëåæàùèõ èíòåðâàëó (a, b). Äëÿ âûÿâëåíèÿ òî÷åê ãëî-
áàëüíîãî ýêñòðåìóìà (ðèñ. 51) äîñòàòî÷íî íàéòè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
f(ξ1), . . . , f(ξl) è ñðàâíèòü èõ ñî çíà÷åíèÿìè f(a) è f(b) :

M = max{f(ξ1), . . . , f(ξl), f(a), f(b)};

m = min{f(ξ1), . . . , f(ξl), f(a), f(b)}.

Ðèñ. 51. M = f(ξ1) � ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì;
m = f(a) � ãëîáàëüíûé ìèíèìóì

Âî âòîðîì ñëó÷àå äîïóñòèì, ÷òî f èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê
ξ1, . . . , ξl, ïîäîçðèòåëüíûõ íà òî÷êè ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà, ïðè-
íàäëåæàùèõ èíòåðâàëó (a, b), è ñóùåñòâóþò (êîíå÷íûå èëè áåñ-
êîíå÷íûå) ïðåäåëû lim

x→a+0
f(x) = f(a + 0), lim

x→b−0
f(x) = f(b − 0).

Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(ξ1), . . . , f(ξl). Åñëè

max{f(ξ1), . . . , f(ξl)} = f(ξi) > sup{f(a + 0), f(b− 0)},
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òî ξi � òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà, åñëè
max{f(ξ1), . . . , f(ξl)} < sup{f(a + 0), f(b − 0)}, òî f íå äî-
ñòèãàåò ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà íà (a, b) è sup

x∈X
f(x) = sup{f(a +

+ 0), f(b− 0)}. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íàõîäèì òî÷êè ãëîáàëüíîãî
ìèíèìóìà (ðèñ. 52).

Ðèñ. 52. M = f(a + 0) � ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì;
m = f(ξ3) � ãëîáàëüíûé ìèíèìóì

Ïðèìåð 32.1. Èç ïðÿìîóãîëüíîãî ëèñòà æåñòè ðàçìåðîì 6× 5,
èçãîòîâèì ÿùèê íàèáîëüøåãî îáúåìà â ôîðìå ïàðàëëåëåïèïåäà.

Åñëè x � âûñîòà ÿùèêà, òî åãî îáúåì

V (x) = (6− 2x)(5− 2x)x, 0 6 x 6 5/2.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è íàéäåì max
x∈[0,5/2]

V (x) (êàê íàéòè

ìàêñèìóì íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå ôóíêöèè, ïîêàçàíî â ïåðâîì
ñëó÷àå):

V ′(x) = 12x2−44x+30 = 0 x1 =
11−

√
31

6
, x2 =

11 +
√

31

6
/∈ [0, 5/2];

V
(11−

√
31

6

)
> 0, V (0) = 0, V (5/2) = 0.

Âûñîòà èñêîìîãî ÿùèêà x =
11−

√
31

6
.
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33. ÀÑÈÌÏÒÎÒÛ

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f : (a, b)→ R, ïóñòü x0 ∈ (a, b).

Îïðåäåëåíèå 33.1. Åñëè lim
x→x0−0

f(x) =∞, òî ïðÿìàÿ x =

= x0 íàçûâàåòñÿ ëåâîñòîðîííåé âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé. Åñëè
lim

x→x0+0
f(x) = ∞, òî ïðÿìàÿ x = x0 ïî àíàëîãèè íàçûâàåòñÿ ïðà-

âîñòîðîííåé âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé (ðèñ. 53). Ïðÿìàÿ x = x0

íàçûâàåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ êàê ëåâî-
ñòîðîííåé, òàê è ïðàâîñòîðîííåé âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé.

Ðèñ. 53. Ïðàâîñòîðîííÿÿ âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà

Îïðåäåëåíèå 33.2. Åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà α, β, ÷òî

lim
x→+∞

(f(x)− αx− β) = 0,

òî ïðÿìàÿ y = αx+β íàçûâàåòñÿ íàêëîííîé àñèìïòîòîé ãðàôèêà
ôóíêöèè f ïðè x→ +∞ (ïðàâîñòîðîííåé íàêëîííîé àñèìïòîòîé)
(ðèñ. 54).

Ðèñ. 54. Íàêëîííàÿ àñèìïòîòà
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Ïðàâîñòîðîííÿÿ íàêëîííàÿ àñèìïòîòà � ïðÿìàÿ, ê êîòîðîé
ïðèáëèæàåòñÿ ãðàôèê ôóíêöèè ïðè x→ +∞.

Òåîðåìà 33.1 (î íàêëîííîé àñèìïòîòå). Äëÿ òîãî ÷òîáû

ïðÿìàÿ y = αx+β áûëà ïðàâîñòîðîííåé íàêëîííîé àñèìïòîòîé,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè êîíå÷íûå ïðåäåëû

α = lim
x→+∞

f(x)

x
, β = lim

x→+∞
(f(x)− αx). (33.1)

♦
Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè ïðÿìàÿ y = αx + β � íàêëîííàÿ àñèìï-

òîòà, òî lim
x→+∞

(f(x)− αx− β = 0, f(x)− αx− β) =
x→+∞

o(1), β =

= lim
x→+∞

(f(x)− αx), α =
f(x)

x
− β

x
− o(1)

x
, α = lim

x→+∞

f(x)

x
.

Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû (33.1),
òî lim

x→+∞
(f(x) − αx − β) = 0. Çíà÷èò, y = αx + β � íàêëîííàÿ

àñèìïòîòà.

�

Çàìå÷àíèå 33.1. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ñôîðìóëèðî-
âàòü îïðåäåëåíèå íàêëîííîé àñèìïòîòû ïðè x → − ∞ (ëåâî-
ñòîðîííåé íàêëîííîé àñèìïòîòû) è ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùóþ
òåîðåìó î íàêëîííîé àñèìïòîòå ïðè x→ −∞.

34. ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÃÐÀÔÈÊÎÂ ÔÓÍÊÖÈÉ

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x) ïðåäâàðèòåëüíî
èññëåäóþò åå ñâîéñòâà:

1) íàõîäÿò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f è îïðåäåëÿþò åå
òî÷êè ðàçðûâà;

2) ïðîâåðÿþò ôóíêöèþ f íà ïåðèîäè÷íîñòü. Äëÿ ïåðèîäè÷å-
ñêîé ôóíêöèè ñ ïåðèîäîì T äîñòàòî÷íî ïðîâîäèòü äàëüíåéøåå
èññëåäîâàíèå íà îòðåçêå [0, T ];
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3) ïðîâåðÿþò ôóíêöèþ f íà ÷åòíîñòü è íå÷åòíîñòü. Åñëè ôóíê-
öèÿ f ÷åòíàÿ èëè íå÷åòíàÿ, òî äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå äîñòàòî÷-
íî ïðîâîäèòü äëÿ x > 0;

4) íàõîäÿò âåðòèêàëüíûå è íàêëîííûå àñèìïòîòû ôóíêöèè f ;
5) íàõîäÿò ïðîèçâîäíóþ f ′(x), îïðåäåëÿþò ó÷àñòêè ìîíîòîí-

íîñòè ôóíêöèè è òî÷êè ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà;
6) íàõîäÿò âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ f ′′(x) , îïðåäåëÿþò ó÷àñòêè

âûïóêëîñòè è âîãíóòîñòè è òî÷êè ïåðåãèáà;
7) íàõîäÿò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ñ îñÿìè êîîðäèíàò.

Ïðèìåð 34.1. Ïîñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè f(x) = 3
√
x3 + x2.

Ñâîéñòâà äàííîé ôóíêöèè:
1) ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà R;
2) ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷íîé, òàê êàê f íåïðåðûâíà

è íåîãðàíè÷åíà íà R;
3) ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ íè ÷åòíîé, íè íå÷åòíîé, òàê êàê

f(1) = 3
√

2, f(−1) = 0;
4) ôóíêöèÿ f íå èìååò âåðòèêàëüíûõ àñèìïòîò, ïîñêîëüêó îíà

íåïðåðûâíà íà R. Òàê êàê

lim
x→±∞

f(x)

x
= 1, lim

x→±∞
(f(x)− x) =

1

3
,

òî ôóíêöèÿ f èìååò íàêëîííóþ àñèìïòîòó y = x + 1
3 ïðè x→ ±

±∞;
5) íàéäåì ïðîèçâîäíóþ

f ′(x) =
1

3
(x + 1)−2/3x−1/3(3x + 2), x 6= 0, x 6= −1.

Íà èíòåðâàëàõ (−∞,−2
3), (0,+∞) ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò, à íà èí-

òåðâàëå (−2
3 , 0) � óáûâàåò.

Ôóíêöèÿ èìååò åäèíñòâåííóþ ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó x1 = −2
3 .

Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ýòó òî÷êó ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) ìåíÿåò çíàê ñ
ïëþñà íà ìèíóñ, ñëåäîâàòåëüíî, x1 = −2

3 � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàê-
ñèìóìà.

Ôóíêöèÿ f íåäèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êàõ x2 = −1, x3 = 0.
Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x2 = −1 ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) íå ìåíÿåò
çíàê, ïîýòîìó ýòà òî÷êà íå ÿâëåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.
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Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x3 = 0 ïðîèçâîäíàÿ ìåíÿåò çíàê ñ
ìèíóñà íà ïëþñ, ïîýòîìó òî÷êà x3 = 0 ÿâëåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî
ìèíèìóìà;

6) íàéäåì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ

f ′′(x) = −2

9
(x + 1)−5/3x−4/3, x 6= 0, x 6= −1.

Íà èíòåðâàëå (−∞,−1) ôóíêöèÿ âûïóêëàÿ, à íà èíòåðâàëàõ
(−1, 0), (0,+∞) � âîãíóòàÿ.

Òî÷åê ñïðÿìëåíèÿ ó ôóíêöèè íåò. Òî÷êè x2 = −1, x3 = 0 ÿâ-
ëÿþòñÿ ïîäîçðèòåëüíûìè íà òî÷êè ïåðåãèáà. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç
òî÷êó x3 = 0 ôóíêöèÿ f íå ìåíÿåò õàðàêòåð âûïóêëîñòè è âîãíó-
òîñòè, ïîýòîìó ýòà òî÷êà íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà. Ïðè ïåðå-
õîäå ÷åðåç òî÷êó x2 = −1 ôóíêöèÿ ìåíÿåò õàðàêòåð ñ âûïóêëîñòè
íà âîãíóòîñòü. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ f ′(−1) = +∞.
Ñëåäîâàòåëüíî, x2 = −1 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà;

7) ãðàôèê ôóíêöèè ïåðåñåêàåò îñè êîîðäèíàò â òî÷êàõ (−1, 0),
(0, 0).

Óñòàíîâëåííûå ñâîéñòâà ôóíêöèè ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü åå ãðà-
ôèê (ðèñ. 55).

Ðèñ. 55. Ãðàôèê ôóíêöèè f(x) = 3
√
x3 + x2
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35. ÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÛÉ ÈÍÒÅÃÐÀË.
ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÛÅ ÓÑËÎÂÈß

ÈÍÒÅÃÐÈÐÓÅÌÎÑÒÈ

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f : [a, b] → R, à òàêæå ðàçáèåíèå {xk}
îòðåçêà [a, b] òî÷êàìè xk, k = 0, 1, . . . , n

a = x0 < x1 < . . . < xn = b.

Êîãäà íóæíî óêàçàòü ÷èñëî òî÷åê â ðàçáèåíèè {xk}, ïèøåì
{xk}nk=0. Ïóñòü ∆xk = xk−xk−1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç δ{xk} äèàìåòð
ðàçáèåíèÿ {xk}, ò. å.

δ{xk} = max
k

∆xk.

Íà êàæäîì îòðåçêå [xk−1, xk] âûáåðåì òî÷êó ξk è îïðåäåëèì èí-

òåãðàëüíóþ ñóììó

σ =

n∑
k=1

f(ξk)∆xk. (35.1)

Çàìå÷àíèå 35.1. Ðàññìîòðèì ôèãóðó, îãðàíè÷åííóþ ïðÿìû-
ìè y = 0, x = a, x = b è ãðàôèêîì íåïðåðûâíîé íåîòðèöàòåëü-
íîé ôóíêöèè y = f(x). Ïðîèçâåäåíèå f(ξk)∆xk ðàâíî ïëîùàäè
ïðÿìîóãîëüíèêà, îñíîâàíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíûé
îòðåçîê [xk−1, xk] , à âûñîòîé � âåðòèêàëüíûé îòðåçîê [0, f(ξk)]
(ðèñ. 56).

Ðèñ. 56. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ èíòåãðàëüíîé ñóììû
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Èíòåãðàëüíàÿ ñóììà σ � ñóììà ïëîùàäåé òàêèõ ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ.

Îïðåäåëåíèå 35.1. Ôóíêöèÿ f : [a, b] → R íàçûâàåòñÿ èíòå-
ãðèðóåìîé ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå [a, b] (äàëåå èíòåãðèðóåìîé), åñëè
íàéäåòñÿ ÷èñëî I, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ: äëÿ ëþáîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò òàêîå δ(ε) > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ {xk} îòðåç-
êà [a, b] ñ äèàìåòðîì ðàçáèåíèÿ δ{xk} , íå ïðåâîñõîäÿùèì δ(ε),
äëÿ ëþáûõ òî÷åê ξk ∈ [xk−1, xk] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∑

k

f(ξk)∆xk − I

∣∣∣∣ 6 ε.
Â äàííîì ñëó÷àå ÷èñëî I íàçûâàþò îïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì Ðè-
ìàíà (èëè îïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì) îò ôóíêöèè f íà îòðåçêå
[a, b]. Ïèøóò

I =

b∫
a

f(x)dx.

Ëåììà 35.1 (M-ëåììà èíòåãðèðóåìîñòè). Åñëè ñóùåñòâó-
þò òàêèå ÷èñëà I è M, ÷òî

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 : ∀{xk}nk=0, δ{xk} 6 δ(ε), ∀ξk ∈ [xk−1, xk]⇒

⇒
∣∣∣∣ n∑
k=1

f(ξk)∆xk − I

∣∣∣∣ 6Mε,

òî ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b].

Òåîðåìà 35.1 (ïåðâîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå èíòåãðè-
ðóåìîñòè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f : [a, b] ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçáèåíèé {xmk }
nm
k=0 , m ∈ N,

ñ äèàìåòðàìè ðàçáèåíèÿ δm →
m→∞

0 ïðè ëþáîì âûáîðå òî÷åê ξmk ∈
∈ [xmk−1, x

m
k ] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðàëüíûõ ñóìì

σm =

nm∑
k=1

f(ξmk )∆xmk

ñõîäèòñÿ ê èíòåãðàëó
b∫
a
f(x)dx ïðè m→∞.

143



♦
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùåå δ(ε) >

> 0 èç îïðåäåëåíèÿ 35.1. Òàê êàê lim
m→∞

δm = 0, òî íàéäåòñÿ òàêîå

m0, ÷òî äëÿ âñåõ m>m0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî δm 6 δ(ε). Èç
îïðåäåëåíèÿ 35.1 äëÿ ëþáûõ m >m0 ïîëó÷àåì

∣∣∣∣σm −
b∫
a

f(x)dx

∣∣∣∣ 6 ε,
îòêóäà âûòåêàåò òðåáóåìàÿ ñõîäèìîñòü.

�

Òåîðåìà 35.2 (âòîðîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå èíòåãðèðóå-
ìîñòè). Åñëè ôóíêöèÿ f : [a, b] → R � èíòåãðèðóåìà, òî f �

îãðàíè÷åíà.

♦
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f íå îãðàíè÷åíà íà [a, b] . Âîçüìåì ïðî-

èçâîëüíîå ðàçáèåíèå {xk}nk=0 îòðåçêà [a, b]. Ñóùåñòâóåò îòðåçîê
[xi−1, xi], íà êîòîðîì ôóíêöèÿ f íå îãðàíè÷åíà. Çàôèêñèðóåì âñå
òî÷êè ξk, ó÷àñòâóþùèå â îïðåäåëåíèè èíòåãðàëüíîé ñóììû, êðîìå
òî÷êè ξi. Â òàêîì ñëó÷àå èíòåãðàëüíóþ ñóììó ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ôóíêöèþ îò ξi ∈ [xi−1, xi]. Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåîãðà-
íè÷åííîé, ïîñêîëüêó f íå îãðàíè÷åíà íà [xi−1, xi]. Òàêèì îáðàçîì,

∀I ∈ R ∃ε0 = 1 ∀δ > 0 ∃{xk}nk=0, δ{xk} 6 δ,∃ξk ∈ [xk−1, xk]⇒

⇒
∣∣∣∣ n∑
k=1

f(ξk)∆xk − I

∣∣∣∣ > ε0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè f.

�

Ïðèìåð 35.1. Äëÿ ïîñòîÿííîé ôóíêöèè y = L − const,x ∈
∈ [a, b] ïðè ëþáîì ðàçáèåíèè îòðåçêà è ïðè ëþáîì âûáîðå òî÷åê ξk
èíòåãðàëüíûå ñóììû ðàâíû L(b−a), ïîýòîìó ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ

èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà [a, b] è
∫b
a Ldx = L(b− a).
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36. ÊÐÈÒÅÐÈÉ ÊÎØÈ.
ÈÍÒÅÃÐÈÐÓÅÌÎÑÒÜ ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÎÉ

ÔÓÍÊÖÈÈ

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f : [a, b]→ R, à òàêæå äâå ïðîèçâîëüíûå
èíòåãðàëüíûå ñóììû σ è τ , ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçáèåíèÿì {xk}nk=0

è {zr}sr=0 îòðåçêà [a, b], ò. å.

σ =

n∑
k=1

f(ξk)∆xk, τ =

s∑
r=1

f(ηr)∆zr.

Òåîðåìà 36.1 (êðèòåðèé Êîøè èíòåãðèðóåìîñòè). Ôóíê-
öèÿ f : [a, b] → R èíòåãðèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0:

∀{xk}, δ{xk} 6 δ(ε) ∀{zr}, δ{zr} 6 δ(ε),∀ξk,∀ηr ⇒ |σ− τ| 6 ε.

♦
Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ

35.1 è íåðàâåíñòâà |σ− τ| 6 |σ− I|+ |τ− I|, ãäå I =
b∫
a
f(x)dx.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé íà [a, b].
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû ôóíêöèÿ f áûëà íåîãðàíè÷åííîé, òî ðàç-
íîñòü |σ − τ| ìîæíî áûëî áû ñäåëàòü ñêîëüêî óãîäíî áîëüøîé,
ôèêñèðóÿ âñå òî÷êè ξk, ηr , êðîìå îäíîé òî÷êè ξi èç îòðåçêà
[xi−1, xi], íà êîòîðîì ôóíêöèÿ íå îãðàíè÷åíà (ñì. äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 35.1).

Ïîñêîëüêó f îãðàíè÷åíà |f(x)| 6M ∀x ∈ [a, b], òî âñå èíòå-
ãðàëüíûå ñóììû îãðàíè÷åíû îäíîé è òîé æå ïîñòîÿííîé:∣∣∣∣ n∑

k=1

f(ξk)∆xk

∣∣∣∣ 6 n∑
k=1

|f(ξk)|∆xk 6M

n∑
k=1

∆xk = M(b− a).

Âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðàëüíûõ ñóìì (τm) ñ äèà-
ìåòðàìè ðàçáèåíèÿ δm →

m→∞
0. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó âûáîðà ñóùå-

ñòâóåò ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü τml
→

l→∞
A.
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Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è íàéäåì δ(ε) èç óñëîâèÿ òåî-
ðåìû. Òàê êàê lim

l→∞
τml

= A è lim
l→∞

δml
= 0, òî ñóùåñòâóåò òàêîé

íîìåð l0, ÷òî
|τml0

−A| 6 ε, δml0
6 δ(ε).

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ {xk}nk=0 : δ{xk} 6 δ(ε), äëÿ ëþáûõ
ξk ∈ [xk−1, xk] âûïîëíÿåòñÿ

|σ−A| 6 |σ− τml0
|+ |τml0

−A| 6 ε+ ε = 2ε.

ÑîãëàñíîM-ëåììå èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ èíòåãðè-
ðóåìîé íà îòðåçêå [a, b].
�
Èñïîëüçóÿ êðèòåðèé Êîøè èíòåãðèðóåìîñòè, ìîæíî äîêàçàòü

èíòåãðèðóåìîñòü ïî Ðèìàíó íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå ôóíêöèè.
Äëÿ ðàçáèåíèé {xk}nk=0 , {zr}sr=0 îòðåçêà [a, b] ÷åðåç ∆kr îáî-

çíà÷èì äëèíó ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ îòðåçêîâ [xk−1, xk] , [zr−1, zr]. Òà-
êîå ïåðåñå÷åíèå ìîæåò áûòü ïóñòûì äëÿ íåêîòîðûõ k, r, â äàííîì
ñëó÷àå ∆kr = 0.

Ëåììà 36.1. Ïóñòü δ1, δ2 � äèàìåòðû ðàçáèåíèé {xk}nk=0 ,

{zr}sr=0, òîãäà

n∑
k=1

f(ξk)∆xk −
s∑

r=1

f(ηr)∆zr =
∑

k,r:|ξk−ηr|6δ1+δ2

(f(ξk)− f(ηr))∆kr.

♦
Ïîñêîëüêó

∑n
k=1 ∆kr = ∆zr,

∑s
r=1 ∆kr = ∆xk, òî

n∑
k=1

f(ξk)∆xk−
s∑

r=1

f(ηr)∆zr =
n∑

k=1

s∑
r=1

f(ξk)∆kr−
s∑

r=1

n∑
k=1

f(ηr)∆kr =

=

n∑
k=1

s∑
r=1

(f(ξk)− f(ηr))∆kr.

Åñëè |ξk − ηr| > δ1 + δ2, òî îòðåçêè [xk−1, xk], [zr−1, zr] íå ïåðå-
ñåêàþòñÿ, è â ýòîì ñëó÷àå ∆kr = 0.
�
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Òåîðåìà 36.2 (îá èíòåãðèðóåìîñòè íåïðåðûâíîé ôóíê-
öèè). Åñëè ôóíêöèÿ f : [a, b] → R íåïðåðûâíà, òî f èíòåãðè-

ðóåìà íà îòðåçêå [a, b].

♦
Ïî òåîðåìå Êàíòîðà ôóíêöèÿ f ðàâíîìåðíà íåïðåðûâíà íà

îòðåçêå [a, b], ò. å.

∀ε > 0 ∃δ
(

ε

b− a

)
> 0 : ∀x′, x′′ ∈ [a, b], |x′ − x′′| 6 δ

(
ε

b− a

)
⇒

⇒ |f(x′)− f(x′′)| 6 ε

b− a
.

Âîçüìåì äâå ïðîèçâîëüíûå èíòåãðàëüíûå ñóììû σ, τ ñ äèàìåò-

ðàìè ðàçáèåíèÿ, ìåíüøèìè
1

2
δ
( ε

b− a

)
. Òîãäà ïî ëåììå 36.1 ïîëó-

÷àåì

|σ− τ| =
∣∣∣∣ ∑
k,r:|ξk−ηr|6δ

( ε

b− a

)(f(ξk)− f(ηr))∆kr

∣∣∣∣6

6
∑

k,r:|ξk−ηr|6δ
( ε

b− a

) |f(ξk)− f(ηr)|∆kr 6 ε.

Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Êîøè ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå
[a, b].

�

Çàìå÷àíèå 36.1. Óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè f íå ÿâ-
ëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ åå èíòåãðèðóåìîñòè. Ôóíêöèÿ Äèðèõëå
D(x), ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå 1 â ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ è çíà÷å-
íèå 0 � â èððàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ, íå ÿâëåòñÿ èíòåãðèðóåìîé íè íà
êàêîì îòðåçêå [a, b], a < b, ïîñêîëüêó ïðè ëþáîì ñêîëüêî óãîäíî
ìàëîì ðàçáèåíèè îòðåçêà ìîæíî ïîñòðîèòü èíòåãðàëüíûå ñóììû,
ðàâíûå b − a è 0 (âûáèðàÿ òî÷êè ξk ðàöèîíàëüíûìè â ïåðâîì
ñëó÷àå è èððàöèîíàëüíûìè � âî âòîðîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâåííî).
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37. ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÃÎ
ÈÍÒÅÃÐÀËÀ

Ïóñòü f(x) � èíòåãðèðóåìàÿ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèÿ. Ïî
îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåì

a∫
b

f(x)dx := −
b∫
a

f(x)dx,

a∫
a

f(x)dx := 0.

Ïðèâåäåì ñâîéñòâà îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.
1. Ëèíåéíîñòü. Åñëè ôóíêöèè f(x), g(x) èíòåãðèðóåìû íà

[a, b], òî äëÿ ëþáûõ α, β ∈ R ôóíêöèÿ αf(x)+βg(x) èíòåãðèðóå-
ìà íà [a, b] è

b∫
a

(αf(x) + βg(x))dx = α

b∫
a

f(x)dx + β

b∫
a

g(x)dx. (37.1)

♦
Ïîñêîëüêó f, g èíòåãðèðóåìû íà [a, b], òî

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0, ∀{xk}nk=0 : δ{xk} 6 δ(ε), ∀ξk ∈ [xk−1, xk]⇒

⇒
∣∣∣∣ n∑
k=1

f(ξk)∆xk −
b∫
a

f(x)dx

∣∣∣∣ 6 ε, ∣∣∣∣ n∑
k=1

g(ξk)∆xk −
b∫
a

g(x)dx

∣∣∣∣ 6 ε.
Îòñþäà ïîëó÷àåì

∣∣∣∣ n∑
k=1

(αf(ξk) + βg(ξk))∆xk −
b∫
a

(αf(x) + βg(x))dx

∣∣∣∣ 6 |α|ε+ |β|ε.

Ñîãëàñíî M-ëåììå ê îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëà Ðèìàíà ïîëó÷àåì,
÷òî ôóíêöèÿ αf(x) +βg(x) èíòåãðèðóåìà íà [a, b] è âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî (37.1). �
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2. Ìîíîòîííîñòü. Ïóñòü ôóíêöèè f(x), g(x) èíòåãðèðóåìû
íà [a, b] è f(x) 6 g(x) ∀x ∈ [a, b], òîãäà

b∫
a

f(x)dx 6

b∫
a

g(x)dx.

♦
Âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé {xmk }

nm
k=0 îòðåçêà [a, b]

ñ äèàìåòðàìè ðàçáèåíèÿ δm →
m→∞

0. Ïîñêîëüêó f(x) 6 g(x) ∀x ∈
∈ [a, b], òî äëÿ ëþáîãî m èìååì

nm∑
k=1

f(ξmk )∆xmk 6
nm∑
k=1

g(ξmk )∆xmk .

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ýòèõ íåðàâåíñòâàõ ïðè m → ∞, èñïîëüçóÿ
ïðè ýòîì ïåðâîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè, ïîëó÷àåì

b∫
a

f(x)dx 6

b∫
a

g(x)dx.

�

3. Àääèòèâíîñòü. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå
[a, b], òîãäà äëÿ ëþáûõ α, β, γ ∈ [a, b] ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

β∫
α

f(x)dx =

γ∫
α

f(x)dx +

β∫
γ

f(x)dx.

♦
Ïóñòü α6 γ6 β. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåç-

êàõ [α,β], [α,γ], [β,γ], òî îíà èíòåãðèðóåìà íà êàæäîì èç ýòèõ
îòðåçêîâ. Âîçüìåì òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé {xmk }

nm
k=0

ñ äèàìåòðàìè ðàçáèåíèÿ δm →
m→∞

0, ÷òî òî÷êà γ ñîâïàäàåò ñ îäíîé

èç òî÷åê ðàçáèåíèÿ, íàçîâåì åå xmlm .
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Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

nm∑
k=1

f(ξmk )∆xmk =

lm∑
k=1

f(ξmk )∆xmk +

nm∑
k=lm+1

f(ξmk )∆xmk .

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè m → ∞, èñïîëüçóÿ ïåðâîå íåîáõîäèìîå
óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè, ïîëó÷àåì

β∫
α

f(x)dx =

γ∫
α

f(x)dx +

β∫
γ

f(x)dx.

�

4. Òåîðåìà î ñðåäíåì. Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå
[a, b], òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà c ∈ [a, b], ÷òî

b∫
a

f(x)dx = f(c)(b− a).

Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà c ∈ [a, b], ÷òî ïëîùàäü
ïðÿìîóãîëüíèêà [a, b]×[0, f(c)] ðàâíà ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé òðà-
ïåöèè, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè y = 0, x = a, x = b, y = f(x).
♦
Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ñóùåñòâóþò m = min

x∈[a,b]
f(x), M =

= max
x∈[a,b]

f(x). Âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé {xmk }
nm
k=0 îò-

ðåçêà [a, b] ñ äèàìåòðàìè ðàçáèåíèÿ δm →
m→∞

0. Èìåþò ìåñòî ñëå-
äóþùèå îöåíêè äëÿ èíòåãðàëüíûõ ñóìì

m

nm∑
k=1

∆xmk 6
nm∑
k=1

f(ξmk )∆xmk 6M

nm∑
k=1

∆xmk .

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè m→∞, ïîëó÷àåì

m(b− a) 6

b∫
a

f(x)dx 6M(b− a).
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Ïîñêîëüêó

1

b− a

b∫
a

f(x)dx ∈ [m,M ],

òî ïî òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè
ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà c ∈ [a, b], ÷òî

f(c) =
1

b− a

b∫
a

f(x)dx.

�

5. Òåîðåìà Áàððîó. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå
[a, b], òîãäà èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì

F (x) =

x∫
a

f(t)dt, x ∈ [a, b], (37.2)

ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ôóíêöèè f(x), ò. å.

F ′(x) = f(x) ∀x ∈ [a, b].

♦

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x0 ∈ [a, b]. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåí-
íîñòè x0 � âíóòðåííÿÿ òî÷êà îòðåçêà [a, b]. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î
ñðåäíåì è èñïîëüçóÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f, ïîëó÷àåì

F ′(x0) = lim
∆x→0

F (x0 + ∆x)− F (x0)

∆x
=

= lim
∆x→0

1

∆x

x0+∆x∫
x0

f(t)dt = lim
∆x→0

f(c∆x) = f(x0),

ãäå c∆x � íåêîòîðàÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ ìåæäó x0 è x0 + ∆x.
�
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38. ÌÅÒÎÄÛ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÃÎ ÈÍÒÅÃÐÀËÀ

Ïðèâåäåì îñíîâíûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòå-
ãðàëà.

1.Ôîðìóëà Íüþòîíà � Ëåéáíèöà.Ïóñòü F1(x) � ïåðâîîáðàçíàÿ
äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(x), x ∈ [a, b]. Âûðàæåíèå

F1(x)

∣∣∣∣b
a

= F1(b)− F1(a)

íàçûâàþò äâîéíîé ïîäñòàíîâêîé. Ïîëàãàÿ â ôîðìóëå (37.2) x = b,
ïîëó÷àåì

b∫
a

f(x)dx = F1(b) = F1(b)− F1(a). (38.1)

Åñëè F (x) � äðóãàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå
[a, b], òî ïî òåîðåìå î ôóíêöèÿõ ñ ñîâïàäàþùèìè ïðîèçâîäíûìè
èìååì F1(x) = F (x) + C è, ñëåäîâàòåëüíî,

F (b)− F (a) = F1(b)− F1(a). (38.2)

Èç ðàâåíñòâ (38.1) è (38.2) âûòåêàåò ôîðìóëà Íüþòîíà � Ëåéá-
íèöà:

b∫
a

f(x)dx =

∫
f(x)dx

∣∣∣∣b
a

,

êîòîðàÿ ñâÿçûâàåò îïðåäåëåííûé è íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàëû.
2. Çàìåíà ïåðåìåííîé. Ïóñòü f : [a, b] → R � íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ, ϕ : [α,β] → [a, b] � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ, ϕ(α) = a, ϕ(β) = b, òîãäà

b∫
a

f(x)dx =

β∫
α

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt. (38.3)
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♦
Ïóñòü F (x) =

x∫
a
f(t)dt, x ∈ [a, b]. Ñîãëàñíî ôîðìóëå Íüþòîíà �

Ëåéáíèöà

b∫
a

f(x)dx = F (b)− F (a) = F (ϕ(β))− F (ϕ(α)). (38.4)

Ïîñêîëüêó (F (ϕ(t)))′ = F ′(ϕ(t))ϕ′(t) = f(ϕ(t))ϕ′(t), òî ñîãëàñíî
ôîðìóëå Íüþòîíà � Ëåéáíèöà èìååì

β∫
α

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt = F (ϕ(β))− F (ϕ(α)). (38.5)

Òåïåðü ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííûõ (38.3) âûòåêàåò èç ðàâåíñòâ
38.4 è 38.5 .

�
3. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì. Ïóñòü ôóíêöèè u(x), v(x)

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà îòðåçêå [a, b], òîãäà

b∫
a

u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)

∣∣∣∣b
a

−
b∫
a

v(x)u′(x)dx.

♦
Ïî ôîðìóëå Íüþòîíà � Ëåéáíèöà è ôîðìóëå èíòåãðèðîâàíèÿ

ïî ÷àñòÿì äëÿ íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà ïîëó÷àåì ôîðìóëó èí-
òåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì äëÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

b∫
a

u(x)v′(x)dx =

∫
u(x)v′(x)dx

∣∣∣∣b
a

=

(
u(x)v(x)−

∫
v(x)u′(x)dx

)∣∣∣∣b
a

=

= u(x)v(x)

∣∣∣∣b
a

−
b∫
a

v(x)u′(x)dx.

�
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Ïðèìåð 38.1.
1∫
0

√
1− x2dx =

[
x = sin t, t ∈ [0,π/2]

]
=

=

π/2∫
0

cos2 tdt =
1

2

π/2∫
0

(1 + cos 2t)dt =

=
1

2
(t +

1

2
sin 2t)

∣∣∣∣π/2

0

=
π

4
.

Ïðèìåð 38.2.
2∫
1

lnxdx =

[
u = lnx, dv = dx, du =

dx

x
, v = x

]
=

= x lnx

∣∣∣∣2
1

−
2∫
1

dx = 2 ln 2− 1.

39. ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÌÛÑË
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÃÎ ÈÍÒÅÃÐÀËÀ

Ôèãóðîé íàçûâàþò ëþáîå íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî òî-
÷åê íà ïëîñêîñòè Oxy.

Ïðÿìîóãîëüíèêîì íàçûâàþò ìíîæåñòâî òî÷åê âèäà

P = {(x, y) ∈ R2 : x ∈ |a, b|, y ∈ |c, d|},

ãäå a 6 b, c 6 d � íåêîòîðûå ÷èñëà. Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà P
ïîëàãàþò ðàâíîé (b− a)(d− c) ïî îïðåäåëåíèþ.

Ôèãóðà íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðÿìîóãîëüíèêîâ (ðèñ. 57). Ïëîùàäü
ïðîñòîé ôèãóðû ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé ïðÿìî-
óãîëüíèêîâ, èç êîòîðûõ îíà ñîñòîèò.

Äëÿ êàæäîé ôèãóðû Φ îïðåäåëèì äâà ÷èñëà:

s∗ = sup
P∗⊂Φ

{ïë.P∗}, s∗ = inf
Φ⊂P ∗

{ïë.P ∗},
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ãäå ñóïðåìóì è èíôèìóì áåðóòñÿ ïî âñåì âïèñàííûì â ôèãóðó
Φ ïðîñòûì ôèãóðàì P∗ è îïèñàííûì îêîëî ôèãóðû Φ ïðîñòûì
ôèãóðàì P ∗ ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 58).

Ðèñ. 57. Ïðîñòàÿ ôèãóðà Ðèñ. 58. Âïèñàííàÿ â ýëëèïñ

è îïèñàííàÿ îêîëî ýëëèïñà

ïðîñòûå ôèãóðû

Åñëè s∗ = s∗, òî ôèãóðó Φ íàçûâàþò èçìåðèìîé ïî Æîðäàíó

(äàëåå � èçìåðèìîé), à âåëè÷èíó s = s∗ = s∗ ïðèíèìàþò çà ìåðó
(ïëîùàäü) ôèãóðû Φ (ïèøåì ïë.Φ).

Òåîðåìà 39.1 (êðèòåðèé èçìåðèìîñòè). Ôèãóðà Φ ÿâëÿ-

åòñÿ èçìåðèìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0
ñóùåñòâóþò òàêèå èçìåðèìûå ôèãóðû Φ∗, Φ∗, ÷òî

Φ∗ ⊂ Φ ⊂ Φ∗, ïë.Φ∗ − ïë.Φ∗ 6 ε.

♦
Íåîáõîäèìîñòü. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Ïîñêîëüêó ôè-

ãóðà Φ èçìåðèìàÿ, òî ñóùåñòâóþò òàêèå ïðîñòûå âïèñàííàÿ è îïè-

ñàííàÿ ôèãóðû P∗, P ∗, ÷òî ïë.Φ− ïë.P∗ 6
ε

2
, ïë.P ∗− ïë.Φ6 ε

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïë.P ∗−ïë.P∗6 ε, ïîýòîìó ìîæíî âçÿòü Φ∗ = P∗,
Φ∗ = P ∗.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôèãóðà Φ íå ÿâëÿåòñÿ èç-
ìåðèìîé, ò. å.

s∗ − s∗ = q > 0. (39.1)

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ìîæíî íàéòè òàêèå èçìåðèìûå ôèãóðû Φ∗,
Φ∗, ÷òî

Φ∗ ⊂ Φ ⊂ Φ∗, ïë.Φ∗ − ïë.Φ∗ 6 q/4. (39.2)
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Ïîñêîëüêó ôèãóðû Φ∗, Φ∗ èçìåðèìûå, òî ñóùåñòâóþò òàêèå ïðî-
ñòûå ôèãóðû P∗, P ∗, ÷òî

P∗ ⊂ Φ∗, P
∗ ⊂ Φ∗, ïë.P ∗−ïë. Φ∗6q/4, ïë. Φ∗−ïë.P∗6q/4. (39.3)

Èç íåðàâåíñòâ (39.2) è (39.3) ïîëó÷àåì

ïë.P ∗ − ïë.P∗ 6 3q/4. (39.4)

Ïîñêîëüêó ïðîñòûå ôèãóðû P∗, P ∗ âïèñàíû è îïèñàíû îòíîñè-
òåëüíî ôèãóðû Φ ñîîòâåòñòâåííî, òî íåðàâåíñòâî (39.4) ïðîòèâî-
ðå÷èò íåðàâåíñòâó (39.1). Ñëåäîâàòåëüíî, ôèãóðà Φ èçìåðèìà.

�

Ñëåäñòâèå 39.1. Ïóñòü ôèãóðà Φ ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé, òî-

ãäà ïë.Φ = sup{ïë.Φ∗} = inf{ïë.Φ∗}, ãäå ñóïðåìóì è èíôèìóì

áåðóòñÿ ïî âñåì âïèñàííûì è îïèñàííûì èçìåðèìûì ôèãóðàì Φ∗,
Φ∗ ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåð 39.1. Ïóñòü Φ � ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç òî÷åê, ëå-
æàùèõ âíóòðè êâàäðàòà [0, 1]2 è èìåþùèõ ðàöèîíàëüíûå êîîð-
äèíàòû.

Ôèãóðà Φ èç ïðèìåðà 39.1 íå ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé, òàê êàê äëÿ
ýòîé ôèãóðû s∗ = 1, s∗ = 0.

Çàìå÷àíèå 39.1. Åñëè â îïðåäåëåíèè ïðîñòîé ôèãóðû äîïó-
ñòèòü íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûå îáúåäèíåíèÿ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, òî ïðèõîäèì ê îïðåäåëåíèþ ìåðû Ëåáåãà.
Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôèãóðà èçìåðèìà ïî Æîðäàíó, òî îíà
èçìåðèìà ïî Ëåáåãó, è çíà÷åíèÿ ìåð ñîâïàäàþò. Îáðàòíîå íåâåðíî:
â ÷àñòíîñòè, ôèãóðà èç ïðèìåðà 39.1 èìååò íóëåâóþ ìåðó Ëåáåãà.

ÏËÎÙÀÄÜ ÊÐÈÂÎËÈÍÅÉÍÎÉ ÒÐÀÏÅÖÈÈ

Ðàññìîòðèì êðèâîëèíåéíóþ òðàïåöèþ Φ, îãðàíè÷åííóþ ïðÿ-
ìûìè y = 0, x = a, x = b è ãðàôèêîì íåïðåðûâíîé íåîòðèöà-
òåëüíîé ôóíêöèè y = f(x) (ðèñ. 60).
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Ðèñ. 60. Êðèâîëèíåéíàÿ òðàïåöèÿ

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå {xk}nk=0 îòðåçêà [a, b]. Ñîãëàñíî
òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ñóùåñòâóþò òî÷êà ìàêñèìóìà ξk è òî÷êà
ìèíèìóìà ξ

k
ôóíêöèè f íà êàæäîì îòðåçêå [xk−1, xk].

Ïîñòðîèì âåðõíþþ è íèæíþþ èíòåãðàëüíûå ñóììû Äàðáó :

σ =
n∑

k=1

f(ξk)∆xk; σ =
n∑

k=1

f(ξ
k
)∆xk.

Äàííûå ñóììû ñîîòâåòñòâóþò ïëîùàäÿì îïèñàííîé è âïèñàííîé
îòíîñèòåëüíî êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè Φ ïðîñòûõ ôèãóð.

Çàòåì âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé {xmk }
nm
k=0 îòðåçêà

[a, b] ñ äèàìåòðàìè ðàçáèåíèÿ δm →
m→∞

0 è îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâó-

þùèå èíòåãðàëüíûå ñóììû Äàðáó:

σm =

nm∑
k=1

f(ξ
m
k )∆xmk , σm =

nm∑
k=1

f(ξm
k

)∆xmk .

Ñîãëàñíî òåîðåìå îá èíòåãðèðóåìîñòè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè

ñóùåñòâóåò èíòåãðàë
b∫
a
f(x)dx .

Èç ïåðâîãî íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè âûòåêàåò,
÷òî

lim
m→∞

σm = lim
m→∞

σm =

b∫
a

f(x)dx.

Îòñþäà è èç êðèòåðèÿ èçìåðèìîñòè âûòåêàåò, ÷òî êðèâîëèíåé-
íàÿ òðàïåöèÿ Φ èçìåðèìà. Èç ñëåäñòâèÿ 39.1 âûòåêàåò, ÷òî

ïë.Φ =

b∫
a

f(x)dx.
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Çàìå÷àíèå 39.2. Ôóíêöèÿ y = (1 − x2)1/2 íåïðåðûâíà íà îò-
ðåçêå [0, 1], ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðèðóåìà íà [0, 1]. Çíà÷åíèå èíòå-

ãðàëà 4
1∫
0

(1− x2)1/2dx îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì π, ò. å.

π =: 4

1∫
0

(1− x2)1/2dx.

×èñëî π èððàöèîíàëüíîå, π = 3, 1415 . . . .

Çàìå÷àíèå 39.3. Â êóðñå ìàòåìàòèêè ñðåäíåé øêîëû ïðè
îïðåäåëåíèè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé èñïîëüçîâàëèñü ïîíÿ-
òèÿ ïëîùàäè êðóãà è äëèíû îêðóæíîñòè, êîòîðûå òàì ñòðîãî íå
îïðåäåëåíû. Ïðè âû÷èñëåíèè çàìå÷àòåëüíîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêî-
ãî ïðåäåëà â ï. 10 íàìè áûëà èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà ïëîùàäè
êðóãîâîãî ñåêòîðà, êîòîðàÿ èçâåñòíà èç êóðñà ñðåäíåé øêîëû áåç
ñòðîãîãî äîêàçàòåëüñòâà. Äàëåå ïðèâåäåì îïðåäåëåíèÿ òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèõ ôóíêöèé è ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè
êðóãîâîãî ñåêòîðà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè ýòîì íå ïðèìåíÿëèñü
òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè è ôîðìóëà ïëîùàäè ñåêòîðà êðóãà.

Ïðèìåð 39.2. Íàéäåì ïëîùàäü ôèãóðû Ò, îãðàíè÷åííîé ýë-

ëèïñîì
x2

a2
+

y2

b2
= 1 è îñÿìè êîîðäèíàò 0x è 0y.

Ôèãóðà Ò ÿâëÿåòñÿ êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèåé, îãðàíè÷åííîé
ïðÿìûìè x = 0, x = a, îñüþ 0x è ãðàôèêîì ôóíêöèè
y = b(1− x2/a2)1/2. Òàêèì îáðàçîì,

ïë.T = b

a∫
0

(1− x2/a2)1/2dx = [x = at] = ab

1∫
0

(1− t2)1/2dt =
1

4
πab.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êðóã ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé ôèãóðîé è åãî ïëî-
ùàäü ðàâíà πR2.

Çàìå÷àíèå 39.4. Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè 0xy êðóã åäèíè÷-
íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò (ðèñ. 59). Íà îñè 0x
âîçüìåì òî÷êó C ñ àáñöèññîé x ∈ [0, 1] è íàéäåì ïëîùàäü ôèãó-
ðû K. Äàííàÿ ôèãóðà ÿâëÿåòñÿ êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèåé, è åå
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ïëîùàäü ðàâíà
1∫
x
(1 − t2)1/2dt. Çàòåì íàéäåì ïëîùàäü êðóãîâîãî

ñåêòîðà ÎÀÂ:

1

2
x(1− x2)1/2 +

1∫
x

(1− t2)1/2dt = g(x).

Ôóíêöèÿ g(x) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî óáûâàþùåé
(
g
′
(x) =

−1

2(1− x2)1/2

)
,

íåïðåðûâíîé è g(0) =
π

4
, g(1) = 0. Ïî òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷íûõ

çíà÷åíèÿõ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò òàêàÿ åäèíñòâåííàÿ
òî÷êà ψ ∈ (0, 1), ÷òî g(ψ) = 1/2. Óãîë êðóãîâîãî ñåêòîðà, ñîîò-
âåòñòâóþùåãî òî÷êå Ñ ñ àáñöèññîé ψ, ïðèìåì çà 1 ðàäèàí è áóäåì
èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ìåðû óãëîâ.

Ðèñ. 59. Èëëþñòðàöèÿ ê çàìå÷àíèþ 39.4

Ââåäåì ôóíêöèè y = sinx, y = cosx, ïðèíÿâ èõ øêîëüíîå
îïðåäåëåíèå, sinx, cosx � àáñöèññà è îðäèíàòà òî÷êè Â åäèíè÷-
íîé îêðóæíîñòè ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðàÿ ïîëó÷åíà èç òî÷êè (1, 0)
ïðè ïîâîðîòå ïîëîæèòåëüíîé îñè àáñöèññ íà óãîë x ðàäèàí ïðîòèâ
õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè âîêðóã òî÷êè (0, 0). Òàê êàê ïëîùàäü êðóãà
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åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ðàâíà π, òî âåëè÷èíà ïîëíîãî óãëà ðàâíà 2π
ðàäèàí. Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîùàäü êðóãîâîãî ñåêòîðà, ðàäèóñà R ñ

óãëîì ϕ ðàäèàí ðàâíà
1

2
ϕR2.

Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè ÷èñëî π, ïîêàçàëè, ÷òî åäèíè÷-
íûé êðóã � èçìåðèìàÿ ôèãóðà, ïëîùàäü êîòîðîé ðàâíà π, ââåëè
åäèíèöó èçìåðåíèÿ óãëîâ � ðàäèàí è îïðåäåëèëè òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèå ôóíêöèè sinx, cosx, ïðè÷åì áåç ññûëîê íà ïðèâåäåííûå, íî
íå äîêàçàííûå â øêîëå ôîðìóëû. Òåïåðü ìîæåì âåðíóòüñÿ ê âû-
÷èñëåííîìó â ï. 10 çàìå÷àòåëüíîìó òðèãîíîìåòðè÷åñêîìó ïðåäåëó
è ïðîâåðèòü, ÷òî åãî äîêàçàòåëüñòâî ïîñëå ñäåëàííûõ äîïîëíåíèé
êîððåêòíî, òàê æå êàê è âñå ïîñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ, â êîòîðûõ
èñïîëüçîâàëèñü ïåðå÷èñëåííûå â ýòîì çàìå÷àíèè ïîíÿòèÿ.

ÏËÎÙÀÄÜ ÊÐÈÂÎËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÑÅÊÒÎÐÀ

Êðèâîëèíåéíûì ñåêòîðîì Φ íàçûâàåòñÿ ôèãóðà, îãðàíè÷åí-
íàÿ ïîëÿðíûìè ëó÷àìè ϕ = α, ϕ = β ( 0 6 α < β 6 2π ) è ãðàôè-
êîì íåïðåðûâíîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè r = r(ϕ), ϕ ∈ [α,β]
(ðèñ. 61).

Ðèñ. 61. Êðèâîëèíåéíûé ñåêòîð

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå {ϕk}nk=0 îòðåçêà [α,β]. Ñî-
ãëàñíî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ñóùåñòâóþò òî÷êà ìàêñèìóìà τk è
òî÷êà ìèíèìóìà τk ôóíêöèè r(ϕ) íà îòðåçêå [ϕk−1,ϕk].

Ïîñòðîèì âåðõíþþ è íèæíþþ èíòåãðàëüíûå ñóììû Äàðáó:

σ =

n∑
k=1

1

2
r2(τk)∆ϕk, σ =

n∑
k=1

1

2
r2(τk)∆ϕk.
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Äàííûå ñóììû ñîîòâåòñòâóþò ïëîùàäÿì îïèñàííîé è âïèñàííîé
ôèãóð Φ∗ , Φ∗ , ñîñòîÿùèõ èç n êðóãîâûõ ñåêòîðîâ. Òàê êàê êðó-
ãîâîé ñåêòîð èçìåðèì, òî ôèãóðû Φ∗ , Φ∗ òàêæå èçìåðèìû.

Âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé {ϕm
k }

nm
k=0 îòðåçêà

[α,β] ñ äèàìåòðàìè ðàçáèåíèÿ δm →
m→∞

0 è îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâó-

þùèå èíòåãðàëüíûå ñóììû Äàðáó:

σm =

nm∑
k=1

1

2
r2(τmk )∆ϕm

k , σm =

nm∑
k=1

1

2
r2(τmk )∆ϕm

k .

Ñîãëàñíî òåîðåìå îá èíòåãðèðóåìîñòè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè

èíòåãðàë
β∫
α

1
2r

2(ϕ)dϕ ñóùåñòâóåò, à èç ïåðâîãî íåîáõîäèìîãî óñëî-

âèÿ èíòåãðèðóåìîñòè âûòåêàåò, ÷òî

lim
m→∞

σm = lim
m→∞

σm =

β∫
α

1

2
r2(ϕ)dϕ.

Îòñþäà è èç êðèòåðèÿ èçìåðèìîñòè âûòåêàåò, ÷òî êðèâîëèíåé-
íûé ñåêòîð Φ èçìåðèì. Èç ñëåäñòâèÿ 39.1 ñëåäóåò, ÷òî

ïë.Φ =
1

2

β∫
α

r2(ϕ)dϕ.

ÄËÈÍÀ ÊÐÈÂÎÉ

Ïóñòü íà îòðåçêå [a, b] çàäàíû äâå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè x(t),
y(t). Ìíîæåñòâî òî÷åê M(t) ñ êîîðäèíàòàìè (x(t), y(t)), t ∈ [a, b],
íà ïëîñêîñòè 0xy íàçûâàåòñÿ êðèâîé ñ ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíå-
íèåì {

x = x(t),
y = y(t),

t ∈ [a, b].

Òî÷êà M(a) íàçûâàåòñÿ íà÷àëîì êðèâîé, òî÷êà M(b) � êîíöîì
êðèâîé.

Êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè åå íà÷àëî è êîíåö ñîâïàäà-
þò, è ïðîñòîé � åñëè îíà íå ñîäåðæèò òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, ò. å.
ëþáûå äâå òî÷êè êðèâîé M(t1), M(t2) ( t1 < t2 ) ëèáî ðàçëè÷íû,
ëèáî ÿâëÿþòñÿ íà÷àëîì è êîíöîì êðèâîé.
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Êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè ôóíêöèè x(t), y(t) íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå íà îòðåçêå [a, b] è (x′(t))2 + (y′(t))2 > 0
∀t ∈ (a, b).

Ïðèìåð 39.3. Ôóíêöèè x(t) = cos t, y(t) = sin t, t ∈ [0, 2π],
çàäàþò åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü íà ïëîñêîñòè Oxy. Äàííàÿ îêðóæ-
íîñòü ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé çàìêíóòîé ãëàäêîé êðèâîé. Åñëè â äàííîì
ïðèìåðå çàìåíèòü îòðåçîê [0, 2π] íà îòðåçîê [0, 4π], òî ïîëó÷èì
äðóãóþ êðèâóþ, êîòîðàÿ óæå íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé.

Ïðèìåð 39.4. Êðèâûå, ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êîòîðûõ

{
x = sin 3t cos t,
y = sin 3t sin t,

t ∈ [0,π],

{
x = t cos t,
y = t sin t,

t ∈ [0, 2π], (39.5)

íàçûâàþò òðåõëåïåñòêîâîé ðîçîé (ðèñ. 62) è ñïèðàëüþ Àðõèìåäà
(ðèñ. 63) ñîîòâåòñòâåííî.

Ðèñ. 62. Òðåõëåïåñòêîâàÿ ðîçà,
(0,0) � òî÷êà ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
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Ðèñ. 63. Ñïèðàëü Àðõèìåäà

Ðàññìîòðèì ïðîñòóþ êðèâóþ l, èìåþùóþ ïàðàìåòðè÷åñêîå
óðàâíåíèå x = x(t), y = y(t), t ∈ [a, b]. Âîçüìåì íåêîòîðîå
ðàçáèåíèå {tk}nk=0 îòðåçêà [a, b] è ðàññìîòðèì ëîìàíóþ L =
= M0M1 . . .Mn, âïèñàííóþ â êðèâóþ l, ãäå Mi � òî÷êà ñ êîîð-
äèíàòàìè (x(ti), y(ti)). Êðèâàÿ l íàçûâàåòñÿ ñïðÿìëÿåìîé, åñëè
âåëè÷èíà sup{äë.L} êîíå÷íà, ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ëîìà-
íûì L, âïèñàííûì â êðèâóþ l. Åñëè êðèâàÿ l ÿâëÿåòñÿ ñïðÿìëÿ-
åìîé, òî âåëè÷èíó sup{äë.L} ïðèíèìàþò çà äëèíó êðèâîé l.

Òåîðåìà 39.2 (î äëèíå êðèâîé). Ïóñòü êðèâàÿ l, èìåþùàÿ
ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå x = x(t), y = y(t), t ∈ [a, b], ÿâëÿåò-
ñÿ ïðîñòîé è ãëàäêîé. Òîãäà êðèâàÿ l ÿâëÿåòñÿ ñïðÿìëÿåìîé è åå
äëèíà íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

äë. l =

b∫
a

√
(x′(t))2 + (y′(t))2dt.

♦ Äîêàæåì, ÷òî êðèâàÿ l ÿâëÿåòñÿ ñïðÿìëÿåìîé. Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíóþ ëîìàíóþ L , âïèñàííóþ â êðèâóþ l. Äëèíà ëîìàíîé
L = M0 . . .Mn íàõîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

äë.L =

n∑
k=1

√
(x(tk)− x(tk−1))2 + (y(tk)− y(tk−1))2.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ëàãðàíæà, ïîëó÷àåì, ÷òî

äë.L =

n∑
k=1

√
(x′(ξk))2 + (y′(ηk))2∆tk,
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ãäå ξk,ηk ∈ [tk−1, tk]. Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ïîñòîÿííàÿ M > 0, ÷òî

sup
t∈[a,b]

|x′(t)| 6M, sup
t∈[a,b]

|y′(t)| 6M.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

äë.L 6
√

2M(b− a).

Â ñèëó òåîðåìû î ãðàíÿõ ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ òî÷íàÿ âåðõíÿÿ
ãðàíü sup{äë.L} , ñëåäîâàòåëüíî, êðèâàÿ l ÿâëÿåòñÿ ñïðÿìëÿåìîé.

Âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëîìàíûõ Lm, m ∈ N, òàê, ÷òî-
áû äë.Lm →

m→∞
äë. l , à äèàìåòðû δm ðàçáèåíèé {tmk }

nm
k=0 îòðåç-

êà [a, b], ñîîòâåòñòâóþùèõ ëîìàíûì Lm, ñòðåìèëèñü ê íóëþ ïðè
m→∞.

Èìååì

äë.Lm =

nm∑
k=1

√
(x′(ξmk ))2 + (y′(ηmk ))2∆tmk =

=

nm∑
k=1

√
(x′(ξmk ))2 + (y′(ξmk ))2∆tmk + Am, (39.6)

ãäå

Am =

nm∑
k=1

(y′(ηmk )− y′(ξmk ))×

×
y′(ηmk ) + y′(ξmk )√

(x′(ξmk ))2 + (y′(ηmk ))2 +
√

(x′(ξmk ))2 + (y′(ξmk ))2
∆tmk .

Äðîáü â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ïî ìîäóëþ íå ïðå-
âîñõîäèò åäèíèöû. Êðîìå òîãî,

|y′(ηmk )− y′(ξmk )| 6W (y′, {tmk }),

ãäå W (y′, {tmk }) � êîëåáàíèå ôóíêöèè y′(t) ïî ðàçáèåíèþ {tmk }.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì îöåíêó

|Am| 6W (y′, {tmk })
nm∑
k=1

∆tmk = (b− a)W (y′, {tmk }).
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Ïîñêîëüêó δm →
m→∞

0, òî ñîãëàñíî òåîðåìå î êîëåáàíèè íåïðå-

ðûâíîé ôóíêöèè

lim
m→∞

|Am| 6 (b− a) lim
m→∞

W (y′, {tmk }) = 0. (39.7)

Ôóíêöèÿ
√

(x′(t))2 + (y′(t))2 íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] è,
ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðèðóåìà íà ýòîì îòðåçêå. Èç ïåðâîãî íåîáõî-
äèìîãî óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî

lim
m→∞

nm∑
k=1

√
(x′(ξmk ))2 + (y′(ηmk ))2∆tmk =

b∫
a

√
(x′(t))2 + (y′(t))2dt.

(39.8)
Òàêèì îáðàçîì, èç (39.6)�(39.8) âûòåêàåò òðåáóåìàÿ ôîðìóëà

äëÿ äëèíû êðèâîé l.
�

Ïðèìåð 39.5. Íàéäèòå äëèíó îêðóæíîñòè ðàäèóñîì R. Ïàðà-
ìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå îêðóæíîñòè x(t) = R cos t, y(t) = R sin t,
t ∈ [0, 2π]. Îêðóæíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ãëàäêîé êðèâîé, è ïî
òåîðåìå î äëèíå êðèâîé

äë. l = R

2π∫
0

√
(cos t)2 + (sin t)2dt = 2πR.

Çàìå÷àíèå 39.5. Åñëè ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ l ÿâëÿåòñÿ
ãðàôèêîì ôóíêöèè y = f(x), x ∈ [a, b], òî, ïîëàãàÿ x = t, y =
= f(t) , íàõîäèì, ÷òî

äë. l =

b∫
a

√
1 + (f ′(x))2dx.

Åñëè êðèâàÿ l çàäàåòñÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíè-
åì r = r(ϕ), ϕ ∈ [α,β], òî åå ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå x =
= r(ϕ) cosϕ , y = r(ϕ) sinϕ, ϕ ∈ [α,β]. Åñëè êðèâàÿ l ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòîé è ãëàäêîé, òî åå äëèíà ðàâíà

β∫
α

√
((r(ϕ) cosϕ)′)2 + ((r(ϕ) sinϕ)′)2dϕ =

β∫
α

√
r2(ϕ) + (r′(ϕ))2dϕ.
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40. ÊÐÈÒÅÐÈÉ ÄÀÐÁÓ.
ÊËÀÑÑÛ ÈÍÒÅÃÐÈÐÓÅÌÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f : [a, b]→ R è ðàçáèåíèå {xk}nk=0 îòðåç-
êà [a, b]. Îïðåäåëèì èíòåãðàëüíîå êîëåáàíèå ôóíêöèè f ïî ðàç-
áèåíèþ {xk} :

Ω(f, {xk}) :=
n∑

k=1

ω(f, [xk−1, xk])∆xk,

ãäå

ω(f, [xk−1, xk]) = sup
ξ,η∈[xk−1,xk]

|f(ξ)− f(η)| −

êîëåáàíèå ôóíêöèè f íà îòðåçêå [xk−1, xk].

Òåîðåìà 40.1 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå Äàðáó èíòåãðèðóå-
ìîñòè). Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b], òî

∀ε > 0 ∃δ(ε) : ∀{xk}nk=0, δ{xk} 6 δ(ε)⇒ Ω(f, {xk}) 6 ε.

♦
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Èñïîëüçóÿ êðèòåðèé Êîøè èíòå-

ãðèðóåìîñòè, ïîëó÷àåì

∃δ(ε) > 0;∀{xk}nk=0, δ{xk} 6 δ(ε), ∀ξk,ηk ∈ [xk−1, xk]⇒

⇒
∣∣∣∣ n∑
k=1

f(ξk)∆xk −
n∑

k=1

f(ηk)∆xk

∣∣∣∣ 6 ε2 . (40.1)

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå {xk}nk=0 îòðåçêà [a, b] ñ äèàìåò-
ðîì ðàçáèåíèÿ δ{xk}6δ(ε). Ïî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè
íà êàæäîì îòðåçêå [xk−1, xk] ìîæíî íàéòè òàêèå òî÷êè ξk,ηk, ÷òî

sup
ξ,η∈[xk−1,xk]

|f(ξ)− f(η)| 6 f(ξk)− f(ηk) +
ε

2(b− a)
. (40.2)
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Èç ñîîòíîøåíèé (40.1), (40.2) ïîëó÷àåì

Ω(f, {xk}) =
n∑

k=1

sup
ξ,η∈[xk−1,xk]

|f(ξ)− f(η)|∆xk 6

6
n∑

k=1

(
f(ξk)−f(ηk)+

ε

2(b− a)

)
∆xk6

n∑
k=1

(f(ξk)−f(ηk))∆xk+
ε

2
= ε.

�

Òåîðåìà 40.2 (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå Äàðáó èíòåãðèðóå-
ìîñòè). Åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçáèåíèå

{xk}nk=0 îòðåçêà [a, b], ÷òî Ω(f, {xk}) 6 ε , òî ôóíêöèÿ f èí-

òåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b].

♦
Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Âîçüìåì òàêîå ðàçáèåíèå

{xk} îòðåçêà [a, b], ÷òî

Ω(f, {xk}) 6
ε

4
,

è ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ èíòåãðàëüíóþ ñóììó

σ =

n∑
k=1

f(ξk)∆xk.

Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâ-
íîå, òîãäà ñóùåñòâóåò îòðåçîê [xi−1, xi], íà êîòîðîì ôóíêöèÿ f íå
îãðàíè÷åíà. Â ýòîì ñëó÷àå

Ω(f, {xk}) > sup
ξ,η∈[xi−1,xi]

|f(ξ)− f(η)|∆xi = +∞,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó Ω(f, {xk}) 6
ε

4
. Òàêèì îáðàçîì, ñó-

ùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ M, ÷òî |f(x)| 6M ∀x ∈ [a, b].
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå ðàçáèåíèÿ {zr}sr=0, {yl}ml=0 îòðåçêà

[a, b] ñ äèàìåòðàìè δ{zj}6
ε

8Mn
, δ{yl}6

ε

8Mn
è ðàññìîòðèì ïðî-

èçâîëüíûå èíòåãðàëüíûå ñóììû ïî ýòèì ðàçáèåíèÿì:

τ =

s∑
r=1

f(ηr)∆zr, ρ =

m∑
l=1

f(ζl)∆yl.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆kr äëèíó ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ [xk−1, xk],
[zr−1, zr]. Èìååì

σ− τ =

n∑
k=1

f(ξk)∆xk −
s∑

r=1

f(ηr)∆zr =

n∑
k=1

s∑
r=1

(f(ξk)− f(ηr))∆kr =

=
∑

k,r:[zr−1,zr]⊂[xk−1,xk]

(f(ξk)− f(ηr))∆kr +

+
∑

k,r:[zr−1,zr] 6⊂[xk−1,xk]

(f(ξk)− f(ηr))∆kr := Σ1 + Σ2.

Îöåíèì ñëàãàåìîå Σ1 :

|Σ1| 6
n∑

k=1

s∑
r=1

ω(f, [xk−1, xk])∆kr =
n∑

k=1

ω(f, [xk−1, xk])
s∑

r=1

∆kr =

(40.3)

=

n∑
k=1

ω(f, [xk−1, xk])∆xk = Ω(f, {xk}) 6
ε

4
.

Îöåíèì ñëàãàåìîå Σ2. Ïîñêîëüêó [zr−1, zr] 6⊂ [xk−1, xk], òî ëè-
áî îòðåçêè [zr−1, zr], [xk−1, xk] íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî îòðåçîê
[zr−1, zr] ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí èç êîíöîâ îòðåçêà [xk−1, xk]. Â
ïåðâîì ñëó÷àå ∆kr = 0. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò íå áîëåå n
çíà÷åíèé èíäåêñà r, ïðè êîòîðûõ îòðåçîê [zr−1, zr] èìååò íåïóñòîå
ïåðåñå÷åíèå õîòÿ áû ñ îäíèì èç îòðåçêîâ [xk−1, xk]. Îáîçíà÷èì ýòè
èíäåêñû ÷åðåç r1, . . . , rt ( t6n ). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì îöåíêó

|Σ2| 6
t∑

j=1

n∑
k=1

|f(ξk)− f(ηrj )|∆krj 6 2M
t∑

j=1

n∑
k=1

∆krj =

= 2M

t∑
j=1

∆zrj 6 2Mtmax
j

∆zrj 6 2Mn
ε

8Mn
=
ε

4
. (40.4)

Èç ñîîòíîøåíèé (40.3), (40.4) âûòåêàåò, ÷òî |σ− τ|6 ε
2
. Àíàëîãè÷-

íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî |σ− ρ| 6 ε
2
. Îòñþäà ïîëó÷àåì

|τ− ρ| 6 |σ− τ|+ |σ− ρ| 6 ε.
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Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Êîøè èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèÿ f èíòåãðè-
ðóåìà íà îòðåçêå [a, b].

�

Çàìå÷àíèå 40.1. Èç òåîðåì 40.1 è 40.2 âûòåêàåò, ÷òî ñóùå-
ñòâîâàíèå õîòÿ áû îäíîãî ðàçáèåíèÿ ñî ñêîëüêî óãîäíî ìàëûì èí-
òåãðàëüíûì êîëåáàíèåì îáåñïå÷èâàåò ìàëîñòü èíòåãðàëüíûõ êîëå-
áàíèé äëÿ âñåõ ðàçáèåíèé ñ äîñòàòî÷íî ìàëûìè äèàìåòðàìè.

Çàìå÷àíèå 40.2. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèÿ Äàðáó
ïîçâîëÿþò ïåðåíåñòè ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè îïðåäåëåííîãî èíòå-
ãðàëà, äîêàçàííîå â ï. 39, íà âñå èíòåãðèðóåìûå íà îòðåçêå [a, b]
ôóíêöèè f(x). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà
[a, b], òî ñîãëàñíî íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ Äàðáó èíòåãðàëüíîå êî-
ëåáàíèå Ω(f, {xk}) ìîæåò áûòü ñäåëàíî ñêîëüêî óãîäíî ìàëûì ïî
âñåì ðàçáèåíèÿì {xk} îòðåçêà [a, b] ñ äîñòàòî÷íî ìàëûìè äèà-
ìåòðàìè ðàçáèåíèÿ. Òîãäà íà îòðåçêàõ [a, c], [c, b] (a < c < b)
èíòåãðàëüíûå êîëåáàíèÿ òàêæå ìîãóò áûòü ñäåëàíû ñêîëü óãîäíî
ìàëûìè. Ïîýòîìó â ñèëó äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ Äàðáó ôóíêöèÿ f
èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêàõ [a, c], [c, b]. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èç
èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè íà îòðåçêàõ [a, c], [c, b] âûòåêàåò åå èí-
òåãðèðóåìîñòü íà îòðåçêå [a, b].

Ïðèâåäåì îñíîâíûå êëàññû èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé.

1. Åñëè ôóíêöèÿ f : [a, b]→ R íåïðåðûâíà, òî f èíòåãðèðóåìà
íà îòðåçêå [a, b].

2. Åñëè ôóíêöèÿ f : [a, b]→ R ìîíîòîííà, òî f èíòåãðèðóåìà
íà îòðåçêå [a, b].

♦
Ïóñòü ôóíêöèÿ f âîçðàñòàþùàÿ íà îòðåçêå [a, b]. Çàôèêñèðó-

åì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå {xk}nk=0

îòðåçêà [a, b] ñ äèàìåòðîì ðàçáèåíèÿ δ 6
ε

f(b)− f(a)
. Ïîñêîëüêó

ω(f, [xk−1, xk]) = f(xk)− f(xk−1),

òî

Ω(f, {xk}) =

n∑
k=1

ω(f, [xk−1, xk])∆xk6
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6 δ
n∑

k=1

(f(xk)− f(xk−1)) = δ(f(b)− f(a)) 6 ε.

Ïî äîñòàòî÷íîìó óñëîâèþ Äàðáó ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà îò-
ðåçêå [a, b].
�
3. Åñëè ôóíêöèÿ f : [a, b]→ R îãðàíè÷åíà íà [a, b] è èíòåãðè-

ðóåìà íà êàæäîì îòðåçêå [α,β], a < α < β < b, òî ôóíêöèÿ f
èíòåãðèðóåìà íà [a, b].
♦
Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ M > 0, ÷òî |f(x)| 6 M ∀x ∈

∈ [a, b]. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå ε > 0 , δ ∈ (0,
ε

8M
). Òàê êàê ôóíê-

öèÿ f èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a + δ, b− δ], òî ïî íåîáõîäèìîìó
óñëîâèþ Äàðáó ìîæíî íàéòè òàêîå ðàçáèåíèå {xk}nk=0 îòðåçêà [a+

+δ, b−δ], ÷òî Ω(f, {xk})6
ε

2
. Âîçüìåì ðàçáèåíèå {zr}n+2

r=0 îòðåçêà

[a, b] òî÷êàìè z0 = a, z1 = x0, . . . , zn+1 = xn, zn+2 = b. Òîãäà
èìååì

Ω(f, {zr}) 6 2Mδ+ Ω(f, {xk}) + 2Mδ 6
ε

4
+
ε

2
+
ε

4
= ε.

Òàêèì îáðàçîì, ïî äîñòàòî÷íîìó óñëîâèþ Äàðáó ôóíêöèÿ f èíòå-
ãðèðóåìà íà [a, b].
�
4. Åñëè ôóíêöèÿ f êóñî÷íî ìîíîòîííàÿ íà [a, b] (ò. å. ñóùåñòâó-

åò òàêîå ðàçáèåíèå {xk}nk=0 îòðåçêà [a, b], ÷òî íà êàæäîì îòðåçêå
[xk−1, xk] ôóíêöèÿ f ìîíîòîííà), òî f èíòåãðèðóåìà íà [a, b].

Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò èç àääèòèâíîñòè
îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà è èíòåãðèðóåìîñòè ìîíîòîííîé íà îòðåç-
êå ôóíêöèè.

5. Åñëè ôóíêöèÿ f : [a, b] → R îãðàíè÷åíà è èìååò êîíå÷íîå
÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà, òî f èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b].
♦
Ïóñòü {xk}nk=0 � òàêîå ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b], ÷òî íà êàæäîì

èíòåðâàëå (xk−1, xk) ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà. Òàê êàê f íåïðå-
ðûâíà íà êàæäîì îòðåçêå [α,β] ⊂ (xk−1, xk) è îãðàíè÷åíà íà
[xk−1, xk] , òî f èíòåãðèðóåìà íà [xk−1, xk]. Èç àääèòèâíîñòè îïðå-
äåëåííîãî èíòåãðàëà âûòåêàåò, ÷òî f èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå
[a, b]. �
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6. Åñëè ôóíêöèè f : [a, b] → R, g : [a, b] → R èíòåãðèðóåìû
íà îòðåçêå [a, b], òî ôóíêöèÿ f(x)g(x) èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå
[a, b].
♦
Ïîñêîëüêó ôóíêöèè f, g èíòåãðèðóåìû íà îòðåçêå [a, b], òî ñî-

ãëàñíî âòîðîìó íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè
f, g îãðàíè÷åíû íà îòðåçêå [a, b], ò. å. ñóùåñòâóåò òàêîå M > 0,
÷òî |f(x)| 6M, |g(x)| 6M ∀x ∈ [a, b]. Äëÿ ëþáûõ x′, x′′ ∈ [a, b]
èìååò ìåñòî îöåíêà

|f(x′)g(x′)−f(x′′)g(x′′)|6|g(x′′)||f(x′)−f(x′′)|+|f(x′)||g(x′)−g(x′′)|6

6M |f(x′)− f(x′′)|+ M |g(x′)− g(x′′)|. (40.5)

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå {xk}nk=0 îòðåçêà [a, b]. Èç îöåíêè
(40.5) âûòåêàåò, ÷òî

ω(fg, [xk−1, xk]) 6M(ω(f, [xk−1, xk]) +ω(g, [xk−1, xk])).

Îòñþäà ïîëó÷àåì

Ω(fg, {xk}) 6MΩ(f, {xk}) + MΩ(g, {xk}). (40.6)

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Èç íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ Äàðáó
âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçáèåíèå {xk}nk=0 îòðåçêà [a, b],
÷òî

Ω(f, {xk}) 6
ε

2M
, Ω(g, {xk}) 6

ε

2M
.

Â ñèëó (40.6) ïîëó÷àåì, ÷òî Ω(fg, {xk}) 6 ε, ïîýòîìó ñîãëàñíî äî-
ñòàòî÷íîìó óñëîâèþ Äàðáó ôóíêöèÿ f(x)g(x) èíòåãðèðóåìà íà îò-
ðåçêå [a, b].
�

Çàìå÷àíèå 40.3. Åñëè ôóíêöèè f, g : [a, b] → R èíòåãðèðó-
åìû è ðàçëè÷àþòñÿ íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå çíà÷åíèé àðãóìåíòà,

òî
b∫
a
f(x)dx =

b∫
a
g(x)dx. Ýòî çàìå÷àíèå ïîçâîëÿåò îòíåñòè ê èíòå-

ãðèðóåìûì è òå ôóíêöèè g : |a, b| → R, êîòîðûå íå îïðåäåëåíû â
òî÷êàõ a è b , íî ïîñëå èõ äîîïðåäåëåíèÿ íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà
ñòàíîâÿòñÿ èíòåãðèðóåìûìè íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèÿìè.
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41. ÔÎÐÌÓËÛ ÂÀËËÈÑÀ È ÑÒÈÐËÈÍÃÀ

Âûâåäåì äâå âàæíûå äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ôîðìóëû
Âàëëèñà è Ñòèðëèíãà. Ïåðâàÿ ôîðìóëà ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü π ñ
ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè. Âòîðàÿ � äàåò âîçìîæíîñòü çàìåíèòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n! íà áîëåå ïðîñòóþ ýêâèâàëåíòíóþ.

Ëåììà 41.1. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m

π
2∫
0

sin2m x dx =
(2m− 1)!!

(2m)!!

π

2
;

π
2∫
0

sin2m+1 x dx =
(2m)!!

(2m + 1)!!
.

♦
Ïóñòü In =

∫ π
2
0 sinn x dx . Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì

In =

π
2∫
0

sinn x dx = [u = sinn−1 x, du = (n− 1) sinn−2 x cosx dx,

dv = sinxdx, v = − cosx] = − sinn−1 x cosx

∣∣∣∣π2
0

+

+

π
2∫
0

(n− 1) sinn−2 x cos2 x dx =

π
2∫
0

(n− 1) sinn−2 x(1− sin2 x) dx =

= (n− 1)

π
2∫
0

sinn−2 xdx− (n− 1)

π
2∫
0

sinn xdx =

= (n− 1)In−2 − (n− 1)In; = In =
n− 1

n
In−2.
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Äëÿ n = 2k + 1 èìååì

I2k+1 =
2k

2k + 1
I2k−1 =

=
(2k)(2k − 2)

(2k + 1)(2k − 1)
I2k−3 = · · · = (2k)!!

(2k + 1)!!

π
2∫
0

sinxdx =
(2k)!!

(2k + 1)!!
.

Äëÿ ÷åòíûõ n ôîðìóëà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.
�

Òåîðåìà 41.1 (ôîðìóëà Âàëëèñà).

lim
m→∞

(m!)222m

(2m)!
√
m

=
√
π.

♦
Ïî ëåììå 41.1

I2m =

π
2∫
0

sin2m x dx =
(2m− 1)!!

(2m)!!

π

2
;

I2m+1 =

π
2∫
0

sin2m+1 x dx =
(2m)!!

(2m + 1)!!
.

Ïóñòü µm =
I2m

I2m+1
. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî x ∈

[
0,
π

2

]
èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî 0 6 sinx 6 1, òî

sin2m+1 x 6 sin2m x 6 sin2m−1 x, I2m+1 6 I2m 6 I2m−1;

1 6 µm =
I2m

I2m+1
6

I2m−1

I2m+1
=

2m + 1

2m
= 1 +

1

2m
=⇒ µm −−−−→

m→∞
1;

2µm
((2m)!!)2

(2m− 1)!!(2m + 1)!!
= π.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè m→∞ èìååì

π ∼ 2
((2m)!!)2

(2m− 1)!!(2m + 1)!!
= 2

(
(2m− 2)!!

(2m− 1)!!

)2 4m2

2m + 1
∼
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∼ 4m

(
(2m− 2)!!

(2m− 1)!!

)2

;

√
π ∼ 2

√
m

(2m− 2)!!

(2m− 1)!!
= 2
√
m

((2m− 2)!!)2

(2m− 1)!
=

= 2
√
m

((2m)!!)2

(2m)!

1

2m
=

22m(m!)2

(2m)!
√
m
.

�

Ëåììà 41.2.
√

2πnn+1/2e−n 6 n! 6
√

2πnn+1/2e−n+1/4n.

♦

Ïóñòü an =
n!

nn+1/2e−n
. Òîãäà

an
an+1

=
1

e

(
1 +

1

n

)n+1/2

,

ln
an
an+1

=

(
n +

1

2

)
ln

(
1 +

1

n

)
− 1.

Ãèïåðáîëà y =
1

x
è ïðÿìûå x = n, x = n+1, y = 0 îãðàíè÷è-

âàþò êðèâîëèíåéíóþ òðàïåöèþ (ðèñ. 64), ïëîùàäü êîòîðîé ðàâíà

S =

n+1∫
n

dx

x
= ln

(
1 +

1

n

)
.

Ðèñ. 64. Ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 41.2
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Ïëîùàäü òðàïåöèè ABCD ðàâíà
1

2

(
1

n
+

1

n + 1

)
. Ïðîâåäåì

êàñàòåëüíóþ ê ãèïåðáîëå â òî÷êå (n + 1/2,
1

n + 1/2
). Ïóñòü îíà

ïåðåñåêàåò ïðÿìûå x = n , x = n + 1 â òî÷êàõ B1 , C1 ñîîòâåò-

ñòâåííî, SAB1C1D =
1

n + 1/2
(ïðÿìàÿ x = n+1/2 ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåé

ëèíèåé òðàïåöèè). Ñðàâíèâàÿ ïëîùàäè, ïîëó÷àåì

SAB1C1D < S < SABCD;

1

n + 1/2
< ln

(
1 +

1

n

)
<

1

2

(
1

n
+

1

n + 1

)
;

0 <

(
n +

1

2

)
ln

(
1 +

1

n

)
− 1 <

(n + 0, 5)2

n(n + 1)
− 1 =

1

4

(
1

n
− 1

n + 1

)
;

0 < ln
an
an+1

<
1

4

(
1

n
− 1

n + 1

)
;

1 <
an
an+1

< e

1

4

(
1

n
−

1

n + 1

)
.

Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) ìîíîòîííî óáûâàåò. Ïîñêîëüêó
îíà ïîëîæèòåëüíà, òî îãðàíè÷åíà ñíèçó. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ñõî-
äèòñÿ ê íåêîòîðîìó α. Íàéäåì ýòî ÷èñëî. Óñòðåìëÿÿ k ê áåñêî-
íå÷íîñòè â íåðàâåíñòâå

1 <
an

an+k
< e

1

4

(
1

n
−

1

n + k

)
,

ïîëó÷èì

1 <
an
α

< e1/4n.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Âàëëèñà, èìååì

a2
n

a2n

√
2

=
(n!)2(2n)2n+1/2e−2n

n2n+1e−2n(2n)!
√

2
=

(n!)2

(2n)!

22n

√
n
−−−→
n→∞

√
π.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
a2
n

a2n

√
2
−−−→
n→∞

α2

α
√

2
,
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ïîýòîìó

α2

α
√

2
=
√
π;

α =
√

2π;

1 <
an√
2π

< e1/4n;

1 <
n!

nn+1/2e−n
√

2π
< e1/4n.

Îòñþäà ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.
�

Òåîðåìà 41.2 (ôîðìóëà Ñòèðëèíãà).

n! ∼
√

2πn
(n
e

)n
, n→∞.

♦
Ñîãëàñíî ëåììå 41.2 èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

√
2πnn+1/2e−n 6 n! 6

√
2πnn+1/2e−n+1/4n.

Ñëåäîâàòåëüíî,

1 6
n!

√
2πn

(n
e

)n 6 e1/4n.

Ïîñêîëüêó e1/4n ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðè n→∞, òî

n!
√

2πn
(n
e

)n −−−→
n→∞

1,

ïîýòîìó

n! ∼
√

2πn
(n
e

)n
, n→∞.

�
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ÐÅÊÎÌÅÍÄÀÖÈÈ ÏÎ ÐÅØÅÍÈÞ ÇÀÄÀ×

Ïðåäåëû è íåïðåðûâíîñòü

Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

1. Ïóñòü lim
n→∞

an = ∞ , lim
n→∞

bn = ∞ . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü (bn) ðàñòåò áûñòðåå (èìååò áîëüøèé ïî-

ðÿäîê ðîñòà), ÷åì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an), åñëè lim
n→∞

an
bn

=

= 0 . Ïðè ýòîì áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå an � bn è
ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé øêàëîé ðîñòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ïðè n→∞ :

loga n� nb � cn � n!� nn (a, b, c > 1).

2. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé, òî äëÿ äî-
êàçàòåëüñòâà åå ñõîäèìîñòè äîñòàòî÷íî äîêàçàòü îãðàíè÷åí-
íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

3. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî íåîòðèöàòåëüíàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü an ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé, ïîëüçóþòñÿ ëåììîé
î çàæàòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íàõîäÿ òàêóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü bn > an, äëÿ êîòîðîé ñâîéñòâî áåñêîíå÷íîé ìàëîñòè
ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ.

4. Åñëè îáùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé
ôóíêöèåé îò n, âû÷èñëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷à-
ñòî ñâîäÿò ê âû÷èñëåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðåäåëà ôóíêöèè
(ê êîòîðîìó ïðèìåíÿþò ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, ôîðìóëó Òåéëîðà
èëè çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû).

Ïðèìåð 1. Äîêàæåì ðàñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

an = 1 +
1

2
+ . . . +

1

n
− lnn.
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Çàìåòèì, ÷òî

lnn = (lnn−ln(n−1))+(ln(n−1)−ln(n−2))+. . .+(ln 2−ln 1)+ln 1 =

= ln
(
1 +

1

n− 1

)
+ ln

(
1 +

1

n− 2

)
+ . . . + ln

(
1 +

1

1

)
+ ln 1.

Òàêèì îáðàçîì,

an = 1 +

n∑
k=2

(
1

k
− ln

(
1 +

1

k − 1

))
.

Çàïèøåì ôîðìóëó Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå

Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöèè f(x) = ln(1 + x) ïðè x =
1

k − 1
:

ln(1 + x) = x +
f ′′(θx)

2!
x2 = x− x2

2(1 + θx)2
⇒ | ln(1 + x)− x| 6 x2

2
.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an) ïðè-
ìåíèì êðèòåðèé Êîøè. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è íåêîòîðûå
m, n ∈ N, m > n. Èìååì

|am − an| =
∣∣∣∣ m∑
k=n+1

(
1

k
− ln

(
1 +

1

k − 1

))∣∣∣∣6
6

∣∣∣∣ m∑
k=n+1

(
1

k
− 1

k − 1

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣ m∑
k=n+1

(
1

k − 1
− ln

(
1 +

1

k − 1

))∣∣∣∣6
6

1

n
− 1

m
+

1

2

m∑
k=n+1

1

(k − 1)2
<

1

n
+

1

2

m∑
k=n+1

(
1

k − 2
− 1

k − 1

)
<

<
1

n
+

1

2(n− 1)
<

2

n
6 ε.

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî âçÿòü n0 =
[2

ε

]
+ 1.

Çàìå÷àíèå 1. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

an = 1 +
1

2
+ . . . +

1

n
− lnn

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç C è íàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé Ýéëåðà � Ìàñêåðî-
íè. Èçâåñòíî, ÷òî C = 0, 57721... . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîñòîÿííàÿ
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C ÿâëÿåòñÿ èððàöèîíàëüíûì ÷èñëîì, íî ýòîò ôàêò äî ñèõ ïîð íå
äîêàçàí.

Ïðèìåð 2. Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = sinn íå
ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ.

Äîïóñòèì, ñóùåñòâóåò A = lim
n→∞

sinn, òîãäà

A = lim
n→∞

sin(n + 1) = lim
n→∞

(sinn cos 1 + sin 1 cosn) =

= A cos 1 + sin 1 lim
n→∞

cosn⇒

⇒ lim
n→∞

cosn = A
1− cos 1

sin 1
= A tg

1

2
.

Ïîñêîëüêó sin2 n + cos2 n = 1, òî A2(1 + tg2 1
2) = 1. Ïîâòîðÿÿ òå

æå ðàññóæäåíèÿ äëÿ sin(n + 2), äîêàæåì, ÷òî A2(1 + tg21) = 1.
Ïîñëåäíèå äâà ðàâåíñòâà íå ìîãóò áûòü âåðíûìè îäíîâðåìåííî,
ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäåë lim

n→∞
sinn íå ñóùåñòâóåò.

Ïðèìåð 3. Íàéäåì ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an), çàäàííîé
ðåêóððåíòíî:

an = sin an−1, a0 = 1.

Ïîñêîëüêó sinx < x ïðè x ∈ (0, π2 ), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(an) ìîíîòîííî óáûâàåò. Êðîìå òîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an)
îãðàíè÷åíà ñíèçó: an > 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé
ïðåäåë A = lim

n→∞
an. Îòñþäà A = lim

n→∞
an+1 = sinA. Ýòî ðàâåí-

ñòâî âîçìîæíî ëèøü ïðè A = 0.

Ïðåäåë ôóíêöèè: ïðåîáðàçîâàíèå íåîïðåäåëåííîñòåé
è ïðèìåíåíèå ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ

Êðîìå çàìå÷àòåëüíûõ ïðåäåëîâ (ï. 10, ï. 16), íà ïðàêòèêå ÷àñòî
èñïîëüçóþò èõ îáîáùåíèÿ: ïóñòü ôóíêöèÿ α(x) áåñêîíå÷íî ìàëà
ïðè x→ c è α(x) 6= 0 â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
c, òîãäà èìååì

lim
x→c

sin(α(x))

α(x)
= 1;

lim
x→c

(1 + (α(x))1/α(x) = e;

lim
x→c

ln(1 + α(x))

α(x)
= 1;
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lim
x→c

eα(x)− 1

α(x)
= 1;

lim
x→c

(1 + (α(x))µ − 1

α(x)
= µ.

Ïðèìåð 4. limn→∞ tgn
(
π/4 + 1/n

)
= [1∞] =

= lim
n→∞

(
sin(1/n) + cos(1/n)

cos(1/n)− sin(1/n)

)n

=

= lim
n→∞

(
1 +

2 sin(1/n)

cos( 1
n)− sin( 1

n)

)cos( 1
n)− sin( 1

n)

2 sin(1/n)

2n sin(1/n)

cos( 1
n)− sin( 1

n) = e2.

Ïðèìåð 5. Âû÷èñëèì ïðåäåë

lim
x→0

ln cosx

sinx2
.

Èìååì

ln cosx

sinx2
=

ln(1 + (cosx− 1))

sinx2
∼

x→0

cosx− 1

x2
=
−2 sin2 x

2
x2

∼
x→0

−x2

2
x2

=−1

2
.

Òàêèì îáðàçîì,

lim
x→0

ln cosx

sinx2
= −1

2
.

Ïðèìåð 6. Âû÷èñëèì ïðåäåë

lim
x→1

xm − 1

xn − 1
.

Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, èìååì

lim
x→1

xm − 1

xn − 1
=

[
0

0

]
= lim

x→1

mxm−1

nxn−1
=

m

n
.

Ïðèìåð 7. Âû÷èñëèì ïðåäåë

lim
x→+∞

(sin
√
x + 1− sin

√
x).
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Ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèè íà îãðàíè-
÷åííóþ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèåé, òî

lim
x→+∞

(sin
√
x + 1− sin

√
x) =

= lim
x→+∞

2 sin

√
x + 1−

√
x

2
cos

√
x + 1 +

√
x

2
=

= lim
x→+∞

2 sin
1

2(
√
x + 1 +

√
x)

cos

√
x + 1 +

√
x

2
= 0.

Ïðåäåë ôóíêöèè: èñïîëüçîâàíèå ôîðìóëû Òåéëîðà

Ïðèìåð 8. limx→+∞ x3/2(
√
x + 2− 2

√
x + 1 +

√
x) =

= lim
x→+∞

x2

((
1 +

2

x

)1/2

− 2

(
1 +

1

x

)1/2

+ 1

)
=

= lim
x→+∞

x2

(
1+

1

x
− 1

2x2
+o(

1

x2
)−2(1+

1

2x
− 1

8x2
+o(

1

x2
))+1

)
= −1

4
.

Ïðèìåð 9. limx→0
sin(sinx)− x 3

√
1− x2

x5
=

= lim
x→0

sin(x− x3

3!
+

x5

5!
+ o(x6))− x(1− 1

3x
2 + 1

2!

1

3
(−2

3)x4 + o(x4))

x5
=

= lim
x→0

x− x3

3! +
x5

5!
− x3

3!
+

1

3!
3x2x

3

3!
+

x5

5!
+ o(x5)− (x− x3

3
− x5

9
)

x5
=

=
1

120
+

1

12
+

1

120
+

1

9
=

19

90
.

Îïðåäåëåíèå òî÷åê ðàçðûâà è èõ òèïîâ

Ïðèìåð 10. Èññëåäóåì íà íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèþ
y = lim

n→∞
n
√

1 + x2n.

Åñëè |x| 6 1, òî y = lim
n→∞

n
√

1 + x2n = 1; åñëè |x| > 1, òî y =

= lim
n→∞

n
√

1 + x2n = x2.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà R.
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Ïðèìåð 11. Èññëåäóåì íà íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèþ
y = sgn sinx.

Ôóíêöèÿ èìååò ðàçðûâû â òåõ òî÷êàõ x, äëÿ êîòîðûõ sinx = 0,
ò. å. x = πn, n ∈ Z. Ïîñêîëüêó sinx ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåõîäå
÷åðåç òî÷êè xn = πn, òî ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè êîíå÷íîãî
ñêà÷êà ôóíêöèè y = sgn sinx.

Èññëåäîâàíèå ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè

Ïðèìåð 12. Èññëåäóåì ôóíêöèþ f(x) =
√
x, x ∈ (0, 1), íà

ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü.
Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f(x) =

√
x íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [0, 1],

òî ïî òåîðåìå Êàíòîðà ôóíêöèÿ f(x) =
√
x ðàâíîìåðíî íåïðå-

ðûâíà íà [0, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f(x) =
√
x ðàâíîìåðíî

íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (0, 1).
Ïðèìåð 13. Èññëåäóåì ôóíêöèþ f(x) = sinx, x ∈ R, íà

ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü.
Â äàííîì ñëó÷àå òåîðåìà Êàíòîðà íåïðèìåíèìà, òàê êàê ìíî-

æåñòâî çàäàíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì. Èññëåäóåì ðàâíîìåðíóþ
íåïðåðûâíîñòü ïî îïðåäåëåíèþ. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå x1, x2 ∈
∈ R, èìååì

| sinx1 − sinx2| = |2 sin
x1 − x2

2
cos

x1 + x2

2
|.

Åñëè |x| 6 1, òî | sinx| 6 |x| (ñì. ï. 10). Åñëè |x| > 1, òî |x| >
> 1 > | sinx|. Òàêèì îáðàçîì,

| sinx1 − sinx2| 6 2
|x1 − x2|

2
· 1 = |x1 − x2|.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∀ε > 0∃δ(ε) = ε ∀x1, x2 ∈ R : |x1 − x2| 6 δ(ε)⇒ |f(x1)− f(x2)| 6 ε,

ïîýòîìó ôóíêöèÿ f(x) = sinx, x ∈ R, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà.
Ïðèìåð 14. Èññëåäóåì ôóíêöèþ f(x) = x2, x ∈ R, íà ðàâíî-

ìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü.
Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðå-

ðûâíîé. Ñôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèå íåðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé
íà ïðîìåæóòêå |a, b| ôóíêöèè:

∃ε0 > 0 ∀δ > 0 ∃x′0, x
′′
0 ∈ |a, b| : |x′0 − x′′0| 6 δ⇒ |f(x′0)− f(x′′0)| > ε0.
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Âîçüìåì ε0 = 1 è ïðîèçâîëüíîå δ > 0. Â êà÷åñòâå x
′
0, x

′′
0

âûáåðåì ñëåäóþùèå òî÷êè: x
′
0 =

1

δ
, x
′′
0 =

1

δ
+ δ. Òîãäà èìååì

|(x′0)2 − (x
′′
0)2| = δ2 + 2 > 1,

ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé
íà ìíîæåñòâå R .

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f : |a, b| →
→ R èìååò îãðàíè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ f ′(x), òî ñîãëàñíî òåîðåìå
Ëàãðàíæà èìååì |f(x1)− f(x2)| = |f ′(c)||x1−x2|6M |x1−x2|. Îò-
ñþäà âûòåêàåò ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f (â îïðåäå-
ëåíèè ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè äîñòàòî÷íî âçÿòü δ(ε) = ε.M).

Ïðîèçâîäíàÿ è ôîðìóëà Òåéëîðà

Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ è äèôôåðåíöèàëîâ

1. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèé âèäà (f(x))g(x)

ïåðåõîäÿò ê ýêñïîíåíöèàëüíîé ôîðìå çàïèñè, ò. å. (f(x))g(x) =
= eg(x) ln f(x) , à çàòåì ïðèìåíÿþò òåîðåìó î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé
ôóíêöèè.

2. Åñëè ôóíêöèÿ íà ðàçíûõ ïðîìåæóòêàõ çàäàíà ðàçíûìè ôîð-
ìóëàìè, òî â òî÷êàõ ñòûêà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé ïðî-
èçâîäíóþ ñ÷èòàþò ïî îïðåäåëåíèþ.

3. Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ ÷àñòî âû÷èñëÿþò ñ ïîìîùüþ
ïðàâèëà Ëåéáíèöà èëè ôîðìóëû Òåéëîðà.

Ïðèìåð 15. ( x
√
x)′ = (x1/x)′ = (e(lnx)/x)′ = e(lnx)/x

( lnx

x

)′
=

= x
√
x
x(1/x)− lnx

x2
= x
√
x

1− lnx

x2
.

Ïðèìåð 16. Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè

f(x) =

{
x2 sin 1

x , x 6= 0,
0, x = 0.

Åñëè x 6= 0, òî

f ′(x) = 2x sin
1

x
+ x2 cos

1

x
(− 1

x2
) = 2x sin

1

x
− cos

1

x
.
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Åñëè x = 0, òî

f ′(0) = lim
∆x→0

f(∆x)− f(0)

∆x
= lim

∆x→0
∆x sin

1

∆x
= 0.

Ïðèìåð 17. Èññëåäóåì ôóíêöèþ f(x) = arcsin(sinx) íà äèô-

ôåðåíöèðóåìîñòü â òî÷êå x0 =
π

2
.

Åñëè x ∈ (0, π2 ], òî f(x) = x; åñëè x ∈ (π2 ,π), òî f(x) =
= arcsin(sin(π− x)) = π− x.

Ïîñêîëüêó f ′−(π2 ) = 1 6= f ′+(
π

2
) = −1, òî íå ñóùåñòâóåò ïðîèç-

âîäíîé f ′
(π

2

)
è, ñëåäîâàòåëüíî, f(x) íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöè-

ðóåìîé â òî÷êå x0 =
π

2
.

Ïðèìåð 18. Èññëåäóåì ôóíêöèþ íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü

f(x) =

{
x2, x ∈ Q,
0, x ∈ R, x /∈ Q.

Åñëè x0 6= 0, x0 ∈ Q, òî, âûáèðàÿ ∆x =

√
2

n
, ïîëó÷èì, ÷òî

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
= −nx2

0√
2
→ −∞, n→∞.

Åñëè x0 6= 0, x0 /∈ Q, òî, âûáèðàÿ ∆x = x0,n − x0 (ãäå x0,n �
ïðèáëèæåíèå ïî íåäîñòàòêó ïîðÿäêà n ÷èñëà x0 ), ïîëó÷èì

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
=

x2
0,n

x0,n − x0
→ −∞, n→∞.

Åñëè x0 = 0, òî∣∣∣∣f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣f(∆x)

∆x

∣∣∣∣ 6 |∆x| → 0,∆x→ 0.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà ëèøü â òî÷êå
x0 = 0.

Ïðèìåð 19. Íàéäåì d100y, ãäå y = xshx.
Èìååì d100y = y(100)(x)dx100. Ïî ïðàâèëó Ëåéáíèöà íàõîäèì

y(100)(x) =

100∑
k=0

Ck
100x

(k)(shx)(100−k) = xshx + 100chx.
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Ïðèìåð 20. Ïóñòü f(x) =
1

1 + x + x2 + x3
. Íàéäåì f (100)(0).

Ðàçëîæèì ôóíêöèè ïî ôîðìóëå Òåéëîðà äî ñëàãàåìîãî, ñîäåð-
æàùåãî x100 :

f(x) =
1− x

1− x4
= (1− x)(1 + x4 + x8 + . . . + x100 + o(x100)) =

= 1− x + x4 − x5 + x8 − x9 + . . . + x100 + o(x100).

Êîýôôèöèåíò ïðè x100 ðàâåí 1 =
f (100)(0)

100!
. Îòñþäà

f (100)(0) = 100!.

Ðàçëîæåíèå ôóíêöèé ïî ôîðìóëå Òåéëîðà

Ïðèìåð 21. Ðàçëîæèì ôóíêöèþ e2x−x2
äî ÷ëåíà ñ x5.

e2x−x2
= 1 +

2x− x2

1!
+

(2x− x2)2

2!
+

(2x− x2)3

3!
+

(2x− x2)4

4!
+

+
(2x− x2)5

5!
+ o(x5) = 1 +

2x− x2

1!
+

4x2 − 4x3 + x4

2!
+

+
8x3 − 12x4 + 6x5 + o(x5)

3!
+

16x4 − 32x5 + o(x5)

4!
+

+
32x5 + o(x5)

5!
+ o(x5) = 1 + 2x + x2 − 2x3

3
− 5x4

6
− x5

15
+ o(x5).

Íàõîæäåíèå òî÷åê ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ è ïåðåãèáîâ

Ïðèìåð 22. Íàéäåì òî÷êè ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ è ïåðåãèáà
äëÿ ôóíêöèþ f(x) = |x|e−|x−1|.

Ôóíêöèþ f(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(x) =


xe−x+1, x > 1,
xex−1, 0 6 x < 1,
−xex−1, x < 0.
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Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè íà èíòåðâàëàõ (−∞, 0), (0, 1),
(1,+∞):

f ′(x) =


e−x+1 − xe−x+1, x > 1,
ex−1 + xex−1, 0 < x < 1,
−ex−1 − xex−1, x < 0.

Â òî÷êàõ 0 è 1 ôóíêöèÿ íåäèôôåðåíöèðóåìà, òàê êàê ëåâîñòî-
ðîííÿÿ è ïðàâîñòîðîííÿÿ ïðîèçâîäíûå íå ñîâïàäàþò:

f
′
−(0) = lim

∆x→−0

−∆xe∆x−1

∆x
=
−1

e
6= f

′
+(0) = lim

∆x→+0

∆xe∆x−1

∆x
=

1

e
,

f
′
−(1) = +∞, f

′
+(1) = −∞.

Ôóíêöèÿ èìååò åäèíñòâåííóþ ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó x = −1.
Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x = 1 ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) ìåíÿåò

çíàê ñ ïëþñà íà ìèíóñ, ñëåäîâàòåëüíî, x = 1 � òî÷êà ëîêàëüíîãî
ìàêñèìóìà.

Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x = 0 ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) ìåíÿåò
çíàê ñ ìèíóñà íà ïëþñ, ïîýòîìó x = 0 � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíè-
ìóìà.

Ïîñêîëüêó f ′′(x) = −2ex−1 − xex−1 ïðè x < 0, òî f ′′(−1) =
= −e−2 < 0, ñëåäîâàòåëüíî, x0 = −1 � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñè-
ìóìà.

Íàéäåì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ:

f ′′(x) =


−2e−x+1 + xe−x+1, x > 1,
2ex−1 + xex−1, 0 < x < 1,
−2ex−1 − xex−1, x < 0.

Â òî÷êå 0 ôóíêöèÿ íå èìååò ïðîèçâîäíîé f ′(x), à â òî÷êå 1
íå èìååò áåñêîíå÷íîé ïðîèçâîäíîé îïðåäåëåííîãî çíàêà, ïîýòîìó
òîëüêî òî÷êè ñïðÿìëåíèÿ ìîãóò áûòü òî÷êàìè ïåðåãèáà. Èìååòñÿ
òîëüêî äâå òî÷êè ñïðÿìëåíèÿ: x = ±2.

Ïîñêîëüêó f ′′′(x) = 3e−x+1 − xe−x+1 ïðè x > 1 , òî f ′′′(2) =
= e−1 6= 0, ïîýòîìó òî÷êà x = 2 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì f ′′′(x) = −3ex−1 − xex−1 ïðè x < 0 ,
f ′′′(−2) = −e−3 6= 0, ò. å. òî÷êà x = −2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ïåðåãèáà.
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Ãëîáàëüíûé ýêñòðåìóì è äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâ

Ïðèìåð 23. Íàéäåì ãëîáàëüíûå ýêñòðåìóìû ñëåäóþùåé
ôóíêöèè: f(x) = |x2 − 3x + 2|, x ∈ [−10, 10].

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî çàäàíèÿ ôóíêöèè � îòðåçîê, òî äîñòà-
òî÷íî ðàññìîòðåòü êîíöû îòðåçêà, ñòàöèîíàðíûå òî÷êè è òî÷êè, â
êîòîðûõ ôóíêöèÿ íåäèôôåðåíöèðóåìà.

Ôóíêöèþ f(x) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

f(x) =

{
x2 − 3x + 2, x ∈ [−10, 1] ∪ [2, 10],
−x2 + 3x− 2, x ∈ (1, 2).

Íàéäåì åå ïðîèçâîäíóþ:

f ′(x) =

{
2x− 3, x ∈ (−10, 1) ∪ (2, 10),
−2x + 3, x ∈ (1, 2).

Òîëüêî òî÷êè x = −10; 1;
3

2
; 2; 10 ìîãóò áûòü òî÷êàìè ãëîáàëü-

íîãî ýêñòðåìóìà.
Èìååì max

x∈[−10,10]
f(x) = max{f(−10), f(1), f(3/2), f(2), f(10)} =

= max{132; 0; 0, 25; 0, 72} = f(−10) = 132, min
x∈[−10,10]

f(x) = f(1) =

= f(2) = 0.

Ïðèìåð 24. Äîêàæåì íåðàâåíñòâà x− x3

6
< sinx < x ∀x > 0.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(x) = x − sinx, x > 0. Ïîñêîëüêó
g′(x) = 1− cosx > 0 è íå ñóùåñòâóåò èíòåðâàëîâ, íà êîòîðûõ ïðî-
èçâîäíàÿ g′(x) òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ, òî g(x) ñòðîãî âîçðàñ-
òàþùàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, g(x) > g(0) = 0.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = sinx − x +
x3

6
. Èìååì f ′(x) =

= cosx − 1 +
x2

2
, f ′′(x) = − sinx + x. Ïî äîêàçàííîìó f ′′(x) >

> 0 ∀x > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) ñòðîãî âîçðàñòàåò,
ïîýòîìó f ′(x) > f ′(0) = 0. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x)
ñòðîãî âîçðàñòàåò. Ñëåäîâàòåëüíî, f(x) > f(0) = 0, ÷òî è òðåáîâà-
ëîñü äîêàçàòü.
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Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë

Ïðåîáðàçîâàíèå ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè
è èñïîëüçîâàíèå ëèíåéíîñòè èíòåãðàëà

Â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ âîçìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ïðîèçâåäåíèå ôóíê-
öèé f(x)g(x) â ñóììó íîâûõ ôóíêöèé, ò. å. f(x)g(x) = h1(x) +
+ h2(x), òîãäà ∫

f(x)g(x)dx =

∫
h1(x)dx +

∫
h2(x)dx.

Íà ïðàêòèêå ÷àùå âñåãî ýòîò ïðèåì ïðèìåíÿþò â ñëó÷àå ïðîèç-
âåäåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ òàêæå
ôîðìóëàìè ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ïðèìåð 25. Âû÷èñëèì èíòåãðàë∫
sin3 2x cos2 2xdx =

∫
3 sin 2x− sin 6x

4
· 1 + cos 4x

2
dx =

=
1

8

∫
(3 sin 2x− sin 6x + 3 sin 2x cos 4x− sin 6x cos 4x)dx =

=
1

16

∫
(6 sin 2x− 2 sin 6x− 3 sin 2x + 3 sin 6x− sin 2x− sin 10x)dx =

= − 1

16
cos 2x− 1

96
cos 6x +

1

160
cos 10x + C.

Èíòåãðèðîâàíèå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé

Ïóñòü R(x) =
Q(x)

P (x)
� äåéñòâèòåëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ,

ãäå P (x) � ìíîãî÷ëåí ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1.
Ïðèâåäåì áîëåå ïîäðîáíûé àëãîðèòì èíòåãðèðîâàíèÿ ðàöèî-

íàëüíûõ ôóíêöèé, ÷åì â ï. 24.
1. Åñëè degQ(x) > degP (x), òî âûäåëèì öåëóþ ÷àñòü ðàöè-

îíàëüíîé ôóíêöèè, ò. å. ðàçäåëèì ìíîãî÷ëåí Q(x) íà ìíîãî÷ëåí
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P (x) ñ îñòàòêîì: Q(x) = T (x)P (x)+S(x). Ïîëó÷èì R(x) = T (x)+

+
S(x)

P (x)
. Èíòåãðèðóåì ìíîãî÷ëåí T (x).

2. Ðàññìîòðèì ïðàâèëüíóþ ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ
S(x)

P (x)
.

Íàéäåì êîðíè ìíîãî÷ëåíà P (x) è ïðåäñòàâèì ìíîãî÷ëåí P (x) êàê
ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ âèäà (x−αi)

ki , (x2 +pix+qi)
li , ãäå αi,

pi, qi ∈ R, ki, li ∈ N, p2
i − 4qi < 0.

3. Ïðåäñòàâèì ïðàâèëüíóþ ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ
S(x)

P (x)
êàê

ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé âèäà
Ai,j

(x− αi)j
,

Mi,jx + Ni,j

(x2 + pix + qi)j
ñ

íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè Ai,j ,Mi,j , Ni,j :

S(x)

P (x)
=

s∑
i=1

ki∑
j=1

Ai,j

(x− αi)j
+

t∑
i=1

li∑
j=1

Mi,jx + Ni,j

(x2 + pix + qi)j
. (44.1)

4. Íàéäåì íåîïðåäåëåííûå êîýôôèöèåíòû ïðîñòåéøèõ äðîáåé.
Íà ïðàêòèêå íàèáîëåå ýôôåêòèâåí ñëåäóþùèé ìåòîä:

à) ïóñòü αi � äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà P (x) êðàò-
íîñòè ki. Äëÿ êàæäîãî j = 0, . . . , ki − 1 ïðîâåäåì ñëåäóþùóþ
ïðîöåäóðó: óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (44.1) íà
(x−αi)

ki , äèôôåðåíöèðóåì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü j ðàç è ïîäñòà-
âèì çíà÷åíèå x = αi. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðàâåíñòâî(

S(x)

P (x)/(x− αi)ki

)(j)∣∣∣∣
x=αi

= Ai,j · j!,

îòêóäà íàéäåì êîýôôèöèåíò Ai,j ;

á) ïóñòü γi, γi � ïàðà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíåé ìíîãî-
÷ëåíà P (x) êðàòíîñòè li. Äëÿ êàæäîãî j = 0, . . . , li−1 ñîâåðøèì
ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ: óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü (44.1) íà (x−
−γi)li , äèôôåðåíöèðóåì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü j ðàç è ïîäñòàâèì
çíà÷åíèå x = γi. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðàâåíñòâî(

S(x)

P (x)/(x− γi)ki

)(j)∣∣∣∣
x=γi

=

(
Mi,jx + Ni,j

(x− γi)j

)(j)∣∣∣∣
x=γi

,

îòêóäà íàéäåì äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû Mi,j , Ni,j ;
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â) â òîì ñëó÷àå, åñëè íåêîòîðûå èç êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ
êîðíåé γi, γi ïðèâîäÿò ê äàëüíåéøèì ãðîìîçäêèì âû÷èñëåíèÿì
ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ìå-
òîäîì ïîäñòàíîâêè ÷àñòíûõ çíà÷åíèé: ïóñòü âî âðåìÿ ïðåäûäóùèõ

äåéñòâèé âû÷èñëåíû K èç N = 2
t∑

i=1
li êîýôôèöèåíòîâ Mi,j , Ni,j ;

äëÿ íàõîæäåíèÿ îñòàâøèõñÿ N−K êîýôôèöèåíòîâ â ëåâóþ è ïðà-
âóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (44.1) (ñ ó÷åòîì óæå íàéäåííûõ êîýôôè-
öèåíòîâ) ïîñëåäîâàòåëüíî ïîäñòàâèì N − K ðàçëè÷íûõ ÷àñòíûõ
çíà÷åíèé x = x1, . . . , xN−K è íàéäåì îñòàâøèåñÿ êîýôôèöèåíòû
Mi,j , Ni,j .

5. Èíòåãðèðóåì ïðîñòåéøèå äðîáè, ïîëó÷åííûå âî âðåìÿ ïðåäû-
äóùåãî äåéñòâèÿ.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðèâåäåííûé àëãîðèòì èíòåãðèðîâàíèÿ ðà-
öèîíàëüíîé ôóíêöèè. Ïîñêîëüêó èñõîäíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ
ïðàâèëüíàÿ, òî ïåðâûé øàã àëãîðèòìà ïðîïóñêàåì:∫

dx

(1 + x)(1 + x2)(1 + x3)
=

∫
dx

(1 + x)2(1 + x2)(1− x + x2)
=

=

[
1

(1 + x)2(1 + x2)(1− x + x2)
=

=
A

1 + x
+

B

(1 + x)2
+

Cx + D

1 + x2
+

Ex + F

1− x + x2

]
.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè íà (1 + x)2 è ïîäñòàâèì x = −1:

1

6
= B.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè íà (1 + x)2, äèôôåðåíöèðóåì è ïîäñòàâèì
x = −1 :

(((1 + x2)(1− x + x2))−1)′
∣∣
x=−1

= A⇒ A = − 1

36
(−6− 6) =

1

3
.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè íà x− i è ïîäñòàâèì x = i :

1

4i
=

Ci + D

2i
⇒ C = 0, D =

1

2
.

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå x = 0, ïîëó÷èì

1 =
1

3
+

1

6
+

1

2
+ F ⇒ F = 0.
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Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå x = 1, ïîëó÷èì

1

8
=

1

6
+

1

24
+

1

4
+ E ⇒ E = −1

3
.

Òàêèì îáðàçîì,

I =
1

3
ln |1 + x| − 1

6

1

1 + x
+

1

2
arctgx− 1

3

∫
x

1− x + x2
dx,

∫
x

1− x + x2
dx =

∫
x− 1

2 + 1
2

(x− 1
2)2 + (

√
3

2 )2
dx =

+
1

2
ln(x2 − x + 1) +

1√
3

arctg
2x− 1√

3
+ C.

Îñíîâíûå ìåòîäû ðàöèîíàëèçàöèè
ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè

1. Îò èððàöèîíàëüíîñòè âèäà n

√
ax + b

cx + d
, n ∈ N, èçáàâëÿþòñÿ ñ

ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè
ax + b

cx + d
= tn.

2. Îò èððàöèîíàëüíîñòè âèäà
√
ax2 + bx + c èçáàâëÿþòñÿ ñ ïî-

ìîùüþ ïîäñòàíîâîê Ýéëåðà:

a > 0⇒
√

ax2 + bx + c = x
√
a + t;

b2 − 4ac > 0⇒
√
ax2 + bx + c = (x− λ1)t,

ãäå λ1 � êîðåíü êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà ax2 + bx + c.

3. Áèíîìèàëüíûé äèôôåðåíöèàë xm(a + bxn)p, m, n, p ∈ Q,
a, b ∈ R \ {0} , ðàöèîíàëèçèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâîê ×åáû-
øåâà:

p ∈ Z⇒ x = tr;

m + 1

n
∈ Z⇒ a + bxn = ts;

m + 1

n
+ p ∈ Z⇒ ax−n + b = ts,
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ãäå r � íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå çíàìåíàòåëåé ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë m è n; s � çíàìåíàòåëü ÷èñëà p.

4. Èíòåãðàëû îò ðàöèîíàëüíî-òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé
R(cosx, sinx) ñâîäÿòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè
ñ ïîìîùüþ óíèâåðñàëüíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ïîäñòàíîâêè

t = tg
x

2
.

Â ðÿäå ñëó÷àåâ ïîäñòàíîâêè âèäà t = cosx, t = sinx, t = tgx
ïðèâîäÿò ê ìåíåå ãðîìîçäêèì ðàöèîíàëüíûì ôóíêöèÿì.

Ïðèìåð 26. Âû÷èñëèì èíòåãðàë∫
1−
√
x + 1

1 + 3
√
x + 1

dx = [ 6
√
x + 1 = t, x = t6 − 1] =

∫
1− t3

1 + t2
· 6t5dt =

= 6

∫
t5 − t8

1 + t2
dt = 6

∫
(−t6 + t4 + t3 − t2 − t + 1)dt + 6

∫
t− 1

1 + t2
dt =

= −6

7
t7 +

6

5
t5 +

3

2
t4 − 2t3 − 3t2 + 6t + 3 ln(1 + t2)− 6arctgt + C.

Ïðèìåð 27.
∫√

x2 − 2x + 2dx =

=

[√
x2 − 2x + 2x + t⇒ x =

2− t2

2 + 2t
, dx =

−t2 − 2t− 2

2(1 + t)2
dt

]
=

= −1

4

∫
2 + t

1 + t

t2 + 2t + 2

(1 + t)2
dt = −1

4

∫
(1 +

1

1 + t
)(1 +

1

(1 + t)2
)dt =

= −1

4
t− 1

4
ln |1 + t|+ 1

4(1 + t)
+

1

8(1 + t)2
+ C.

Ïðèìåð 28.
∫ dx

x3
√
x2 + 1

=

=

[
m = −3, n = 2, p = −1

2
,
m + 1

n
∈ Z;x2 + 1 = t2,

x = (t2 − 1)1/2, dx =
tdt

(t2 − 1)1/2

]
=

∫
dt

(t2 − 1)2
=

=

[
1

(t2 − 1)2
=

A

t− 1
+

B

(t− 1)2
+

C

t + 1
+

D

(t + 1)2
;B = D =

1

4
, 1 = −A+
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+B +C +D,
1

9
= A+B +

C

3
+

D

9
⇒ B = D =

1

4
, C =

1

4
, A = −1

4

]
=

=
1

4
ln
|t− 1|
|t + 1|

− 1

4(t− 1)
− 1

4(t + 1)
+ C.

Ïðèìåð 29. Âû÷èñëèì èíòåãðàë∫
dx

(2 + cosx) sinx
=

∫
d(cosx)

(2 + cosx)(cos2 x− 1)
= [cosx = t] =

=

∫
dt

(2 + t)(t− 1)(t + 1)
=

[
1

(2 + t)(t− 1)(t + 1)
=

A

2 + t
+

B

t− 1
+

C

t + 1
;

A =
1

3
, B =

1

6
, C = −1

2

]
=

1

3
ln(t + 2) +

1

6
ln(1− t)− 1

2
ln(1 + t) + C.

Ïðèìåð 30.
∫ sinx cosx

sinx + cosx
dx =

=

[
t = tg

x

2
, sinx =

2t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
, dx =

2dt

1 + t2

]
=

=

∫
2t(1− t2)

(1 + t2)2(2t + 1− t2)
dt.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà òðåáóþòñÿ ãðîìîçäêèå âû-
÷èñëåíèÿ, íî èõ ìîæíî èçáåæàòü, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé
çàìåíîé:∫

sinx cosx

sinx + cosx
dx =

∫
sin 2x

2
√

2 sin(x + π
4 )

dx = − 1

2
√

2

∫
cos(2x + π

2 )

sin(x + π
4 )

dx =

= [x+
π

4
= y] = − 1

2
√

2

∫
cos 2y

sin y
dy =

1

2
√

2

∫
cos 2y

sin2 y
d(cos y)=[cos y = t]=

=
1

2
√

2

∫
2t2 − 1

1− t2
dt =

1

2
√

2

∫ (
−2 +

1

2

1

1− t
+

1

2

1

1 + t

)
dt =

= − 1√
2
t +

1

4
√

2
ln(1− t2) + C =

= − 1√
2

cos
(
x +

π

4

)
+

1

2
√

2
ln | sin

(
x +

π

4

)
|+ C.
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Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì

Ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì∫
u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)−

∫
v(x)u′(x)dx

ïðèìåíÿåòñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ïðîùå, ÷åì èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè. Â ÷àñòíîñòè, òàêèì
ìåòîäîì âû÷èñëÿþòñÿ èíòåãðàëû âèäà∫

P (x)g(x)dx,

ãäå P (x) � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí, à g(x) � îäíà èç ôóíêöèé cosx,
sinx, ex, lnx, arctgx, shx, chx.

Ïðèìåð 31.
∫
x2arctgxdx =

=

[
u = arctgx, dv = x2dx, du =

dx

1 + x2
, v =

x3

3

]
=

=
x3arctgx

3
− 1

3

∫
x3

1 + x2
dx =

=
x3arctgx

3
− 1

6

∫
x2

1 + x2
d(x2) =

1

3
x3arctgx− 1

6
x2 +

1

6
ln(1 + x2) + C.

Ïðèìåð 32.
∫
x2 sinxdx =

= [u = x2, dv = sinxdx, du = 2xdx, v = − cosx] =

= −x2 cosx+2

∫
x cosxdx = [u = x, dv = cosxdx, du = dx, v = sinx] =

= −x2 cosx+ 2x sinx−2

∫
sinxdx = −x2 cosx+ 2x sinx+ 2 cosx+C.

Âíåñåíèå ìíîæèòåëÿ ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà
è çàìåíà ïåðåìåííîé

1. Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà âèäà∫
f(g(x))g′(x)dx
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ïîëàãàþò u = g(x), du = d(g(x)) = g′(x)dx . Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó-
÷àåì ∫

f(g(x))g′(x)dx =

∫
f(u)du,

ãäå u � íîâàÿ íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, è ê èíòåãðàëó â ïðàâîé
÷àñòè ìîæíî ïðèìåíÿòü èçâåñòíûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ íåîïðåäå-
ëåííîãî èíòåãðàëà.

2. Íà ïðàêòèêå ÷àùå âñåãî âíîñÿò ïîä äèôôåðåíöèàë ôóíê-
öèè âèäà xn ïðè èíòåãðèðîâàíèè ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, à
òàêæå ôóíêöèè cosx, sinx ïðè èíòåãðèðîâàíèè ðàöèîíàëüíî-
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.

3. Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå îáðàòíîé îïåðàöèåé ê âíåñåíèþ ìíî-
æèòåëÿ ïîä äèôôåðåíöèàë ÿâëÿåòñÿ çàìåíà ïåðåìåííîé, ò. å.∫

f(x)dx = [x = ϕ(t)] =

∫
f(ϕ(t))ϕ′(t)dt.

4. Íà ïðàêòèêå óäîáíî äåëàòü ñëåäóþùèå çàìåíû:
x = a sin t â âûðàæåíèÿõ âèäà

√
a2 − x2;

x = atgt, x = asht â âûðàæåíèÿõ âèäà
√
a2 + x2;

x = acht â âûðàæåíèÿõ
√
x2 − a2.

Ïðèìåð 33.
∫ dx

1 + ex
=

=

∫
d(ex)

ex(1 + ex)
=

∫
d(ex)

ex
−
∫
d(ex + 1)

ex + 1
=

= ln(ex)− ln(ex + 1) + C = x− ln(ex + 1) + C.

Ïðèìåð 34.
∫√

x2 + 1dx =

=

[
x = tgt, x2+1 =

1

cos2 t
, dx =

dt

cos2 t

]
=

∫
dt

cos3 t
=

[
z = tg

t

2

]
= ... ,∫√

x2 + 1dx =

[
x = sht

]
=

=

∫
ch2tdt =

1

2

∫
(1 + ch2t)dt =

t

2
+

1

4
2t + C =

=
1

2
(arshx + x

√
x2 + 1) + C.
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