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ЛОКАЛЬНОЕ НАГРУЖЕНИЕ 

КРУГЛОЙ ПЯТИСЛОЙНОЙ ПЛАСТИНЫ  

В.С. Салицкий 

Белорусский государственный университет транспорта, Гомель, Беларусь 

 

Необходимость разработки математических моделей деформирования 

слоистых элементов конструкций обусловлена их широким применением в 

машиностроении и строительстве. Методы расчета и постановки задач для 

слоистых элементов конструкций приведены в монографиях [1–6]. 

Динамическое нагружение слоистых оболочек и пятислойных пластин 

исследовано в работах [7–11]. Квазистатическому деформированию 

трехслойных стержней и пластин посвящены публикации [12–16].  

Решение задачи об изгибе пятислойной круговой пластины 

равномерно распределенной нагрузкой приведено в [17–19]. Здесь 

исследован изгиб пятислойной пластины локальной круговой нагрузкой.    

1 Постановка краевой задачи. Рассматривается симметричная по 

толщине пятислойная круговая пластина, деформируемая равномерно 

распределённой по кругу относительного радиуса r ≤ b нагрузкой (рисунок 

1):  

0 0( ) ( )q r q H b r  ,                                               (1) 

где 
0( )H x  – функция Хэвисайда; q0 – интенсивность распределенной 

нагрузки. 
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Рисунок 1. Расчётная схема пятислойной круговой пластины 

В тонких несущих слоях толщиной h1, h2 = h4 справедливы гипотезы 

Кирхгофа, в более толстых заполнителях (h3 = h5) – гипотеза Тимошенко. 

Цилиндрическая система координат связана со срединной плоскостью 

внутреннего несущего слоя. Все геометрические размеры пластины 

отнесены к ее радиусу r0. Система дифференциальных уравнений 

равновесия в перемещениях получена в [18] при равномерно 
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распределенной нагрузке. В случае нагрузки (1) она принимает вид  

52 4 3( ,L 2) 0ra a w сG   , 

63 0 05L )( ( ),r qw ra a H b   ,                                  (2) 

где w – прогиб, ψ – относительны сдвиг в заполнителях;  запятая в нижнем 

индексе обозначает операцию дифференцирования по следующей за ней 

координате; коэффициенты ai выражаются через геометрические и упругие 

характеристики слоев; L2, L3 –дифференциальные операторы  
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К системе уравнений (2) необходимо добавить граничные условия. 

Например, при заделке контура пластины должны выполняться требования 

, 0ru w w   ,  при 
0r r .                                    (3) 

2 Решение краевой задачи. После элементарных преобразований 

систему (2) можно переписать в виде 
2

2L ( ) f    , 

63 0 05L )( ( ),r qw ra a H b   ,                                    (4) 

где коэффициенты и функция, входящие в первое уравнение  
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Решение системы дифференциальных уравнений (4) будет 

2 1 3 1( ) ( ) rС I r С K r     , 

2
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где I1(βr) – модифицированная функция Бесселя; K1(βr) – функция 

Макдональда; интегралы берутся в пределах от 0 до r; L3
-1 – интегральный 

оператор, обратный соответствующему дифференциальному оператору в 

(2). 

Частное решение первого из уравнений системы (4) ψr будет 
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Интегралы, входящие во второе уравнение системы (5) будут 
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После определения констант интегрирования C1, …, C6 из условий (3), 

прогиб и сдвиг (5) для пластины, заделанной по контуру, с учетом 

соотношений (6), (7) принимает следующий конечный вид: 
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3 Численные результаты получены для пластины, слои которой 

набраны из материалов Д16-Т – фторопласт – Д16-Т – фторопласт – Д16-Т. 

Толщины слоев h1 = h2 = h4 = 0,02, h3 = h5 = 0,1; величина нагрузки q0 = 10 

МПа. Рис. 2 а, б иллюстрирует изменение прогиба и относительного 

сдвига вдоль радиуса пластины при различных радиусах b пятна нагрузки: 

1 – b = 0,25; 2 – b = 0,5; 3 – b = 0,75; 4 – b = 1. При увеличении радиуса 

нагрузки перемещения растут нелинейно. При этом экстремум 

относительного сдвига (б) сдвигается к контуру пластины.  
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Рисунок 2. Перемещения в пятислойной пластине  

Заключение. Предложенное в работе решение позволяет 

моделировать напряженно-деформированное состояния круговых 

пятислойных пластин при локальных поверхностных нагрузках.  

Работа выполнена при финансовой поддержке ГПНИ «Конвергенция-25». 
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