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Аннотация. Развит метод Эйлера–Лагранжа и вычислены все корни произвольного полинома P(z) с комплексны-
ми коэффициентами на основе подсчета пределов отношений определителей (как и в методах Бернулли–Эйткена–Ни-
кипорца), построенных по коэффициентам разложений в ряды Тейлора и Лорана функции P′(z) / P(z).
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В 1728 г. Д. Бернулли в [1] для полиномов с действительными коэффициентами P(x) = a0xn +  
+ a1xn–1 + … + an–1x + an, a0, an ≠ 0, (т. е. P(x) – полином степени n, для которого 0 не является кор-
нем) описал метод (названный последователями в его честь) нахождения наибольшего по мо-
дулю действительного корня с помощью вычисления предела последовательности tm+1 / tm отно-
шений соседних по номерам решений разностного уравнения

 a0tm + a1tm–1 + … + antm–n = 0, m = n, n + 1, …, (1)

построенного по коэффициентам полинома P(x) (подробности, см., напр., в [2, гл. 10]). Обоснова-
ния этому методу Д. Бернулли не дал. В 1748 г. Л. Эйлер в [3] посвятил главу 17 анализу метода 
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типа метода Бернулли для нахождения наибольшего (наименьшего) по модулю действительного 
корня многочлена P(x), не имеющего кратных корней. Л. Эйлер использовал степенные ряды (он 
называл их рекуррентными рядами), построенные по функции 1 / P(x) и подсчитывал пределы 
отношения соседних коэффициентов этих рядов. Он обнаружил (на примерах), что в ситуации, 
когда P(x) имеет пару наибольших по модулю комплексно сопряженных корней метод может  
не работать – предел отношения соседних коэффициентов может не существовать. В 1798 г. 
Ж. Л. Лагранж, развивая идеи Эйлера, в [4] описал соответствующий метод для подсчета 
наибольшего (наименьшего) по модулю действительного корня многочлена P(x), обладающего 
кратными корнями. Для этого он рассматривал ряды, построенные по функции ( ) .

( )
P x
P x
′

 В 1927 г. 
А. К. Эйткен в [5] обобщил метод Бернулли для подсчета произведений упорядоченных по 
модулю корней полинома P(x). Он использовал при этом пределы отношений определителей, со-
ставленных из последовательных по номерам решений разностного уравнения (1) (подробности 
см., напр., в [2, гл. 10], где содержится также обзор иных сходных по духу методов подсчета кор-
ней полиномов с действительными коэффициентами). В работах В. И. Шмойлова, Д. И. Савчен- 
ко [6] и В. И. Шмойлова, Г. А. Кириченко [7], на базе разработанного В. И. Шмойловым [8] 
r / φ-алгоритма суммирования (расходящихся) цепных дробей, подсчет корней полинома P(x) 
методом Эйткена преобразован в подсчет цепных дробей Никипорца ( )

0( , ..., )n
i niN N a a=  (отно-

шений бесконечных «определителей», выражающихся через коэффициенты полинома P(x)), для 
вычисления которых и используется r / φ-алгоритм.

В данной работе мы развиваем метод Эйлера–Лагранжа и вычисляем все корни произвольного 
полинома P(z) с комплексными коэффициентами на базе подсчета пределов отношений опре де-
лителей (как и в методах Бернулли–Эйткена–Никипорца), построенных по коэффициентам раз-
ложений в ряды Тейлора и Лорана функции ( ) .

( )
P z
P z
′

Соответствующие методы для вычисления наибольшего и наименьшего по модулю корня 
полинома P(z) получены в [9; 10].

Пусть 1
0 1 1 0 1 0( ) ... , , ,..., ; , 0n n

n n n nP z a z a z a z a a a a a a−
−= + + + + ∈ ≠  – произвольный поли-

ном степени n, для которого 0 не является корнем, т. е. 

 1
0 1( ) ( ) ... ( ) ,pmm

pP z a z z z z= − ⋅ ⋅ −  (2)

где 1 2 pm m m n+ +…+ =  – сумма кратностей корней zj и i jz z≠  при i j≠  и  0, 1, , .jz j p≠ = …  
Вместе с полиномом P(z) рассмотрим рациональную функцию

 
1 0

( ) .
( )

p j k
k

jj k

mP z c z
P z z z

∞

= =

′
= =

−
∑ ∑  (3)

Здесь правая часть – разложение функции ( )
( )

P z
P z
′

 в ряд Тейлора в окрестности нуля.
Отметим сразу же, что современными средствами компьютерной математики (например, 

система Maple или Wolfram Mathematica) элементарно осуществляется вычисление любого числа 
коэффициентов этого ряда для произвольного заданного полинома P(z).

По коэффициентам ck ряда (3) строятся определители Адамара. А именно, для каждой пары 
натуральных чисел ( , ), 0, 0,k r k r≥ >  определителем Адамара ,k rH  называется определитель
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1 2
,

1 2( 1)

.

k k k r

k k k r
k r

k r k r k r

c c c
c c c

H

c c c

+ + −

+ + +

+ − + + −

…
…

=
… … … …

…

Для набора чисел  определителем Вандермонда  называется 
опре делитель
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2 2 2

1 1 2
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V

− − −
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α α … α

α … α = α α … α
… … … …
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и полагаем 
Следующее утверждение связывает определители Адамара и Вандермонда для рассмат ри-

ваемого полинома P(z).
Т е о р е м а 1. Пусть 1( , , )pz z…  – корни полинома P(z) (2) и 

0

k
k

k
c z

∞

=
∑  – ряд Тейлора (3). Для 

любой пары ( , ), 0, 0 ,k r k r p≥ < ≤  имеет место равенство 

 1
1

1 2 1

2
, 2 1

1

...
( 1) ! [ ( , , )] .

( ... )
r

r
r r

r

j jr
k r j jk rj j j j j

j p

m m
H r V z z

z z + −< <…<
≤ ≤

⋅ ⋅
= − …

⋅ ⋅
∑

В частности,

 
2 1

2
, 1 1

1

1( 1) ! ... ( , , ) .
...

[ ]
k p

p
k p p p

p
H p m m V z z

z z

+ −
 

= − ⋅ ⋅ …  ⋅ ⋅ 
 (4)

Для , 0k rr p H> = .
Из формулы (4) вытекает, что

 ,
1

1,
... .k p

p
k p

H
z z

H +
= ⋅ ⋅

А для r p<  имеет место следующая
Т е о р е м а 2. Пусть 1 2 1 20 | | | | ... | | | | | | ... | |r r r pz z z z z z+ +< ≤ ≤ ≤ < ≤ ≤ ≤  (для 1r p= −  условие 

записывается как 1 2 10 | | | | ... | | | |p pz z z z−< ≤ ≤ ≤ < ). Тогда

 ,
1

1,
lim ... .k r

r
k k r

H
z z

H→∞ +
= ⋅ ⋅  (5)

При этом

 , 2 1
1

1,
.. ,.k r k r

r
k r

H
z z C q

H
+ −

+
− ⋅ ⋅ <

где

 
1

| |0 1,
| |

r

r

zq
z +

< = <

т. е. последовательность (5) сходится со скоростью геометрической прогрессии.
И если k такое, что  где

 1 1
1 1

1 2

1 2

2

... ...
1

1
( , ,..., ) (1,2,...,

1

)

... ( , , )
, ,

... ( , , )
r r

r r
r

r

r

j j j j
j j j j

j j j r
j p

j j j r

r

m m V z z
D d d

m m V z z< <…<
≤ ≤

≠

⋅ ⋅ … 
= =  ⋅ ⋅ … 

∑  (6)

то можно выбрать 
Отметим, что ,1 .k kH c=  Поэтому для вычисления наименьшего по модулю корня получаем 

следующее утверждение, составляющее (для полиномов с действительными коэффициентами  
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и их действительных корней) суть наблюдений Л. Эйлера в [3, глава 17]. При этом Эйлер не при-
водил оценку скорости сходимости приближений.

С л е д с т в и е 1. Пусть 1( , , )pz z…  – корни полинома P(z) (2), 1 20 | | | | ... | |pz z z< < ≤ ≤  и 
0

k
k

k
c z

∞

=
∑  – 

ряд Тейлора (3). Тогда

 1
1

lim .k

k k

c z
c→∞ +

=  (7)

При этом

 1
1

1
,k k

k

c z C q
c

+

+
− <

где

 1

2

| |0 1,
| |
zq
z

< = <

т. е. последовательность (7) сходится со скоростью геометрической прогрессии.

И если k такое, что 2 1( 1) ,
2

kq n+ − <  то можно выбрать 1| | 4( 1).C z n= −
Д о к а з а т е л ь с т в о. В проверке здесь нуждается только последняя формула для констан- 

ты C. Она вытекает из оценок для C в утверждении теоремы 2. Действительно, в рассматриваемой 
ситуации из (6) получаем

 
12

1,
p j

j

m
D n

m=
= ≤ −∑

и в соответствии с утверждением теоремы 2 можем выбрать 1 1
1| | 2 1 2 | | 4( 1).
2

C z D z n = + ⋅ = − 
 

Теорема 2, по существу, описывает не только достаточные, но и необходимые условия суще-
ствования обсуждаемых пределов. А именно, справедлива следующая

Т е о р е м а 3. Пусть 1 2 1 20 | | | | ... | | | | | | ... | | .r r r pz z z z z z+ +< ≤ ≤ ≤ = ≤ ≤ ≤  Тогда не существует 
предела ,

1,
lim .k r

k k r

H
H→∞ +

Данная теорема раскрывает отмеченное во введении наблюдение Л. Эйлера [3, гл. 17] о том, 
что при наличии (у полинома с действительными коэффициентами) пары наибольших по моду-
лю комплексно сопряженных корней метод типа Бернулли может не работать. Заметим, при 
этом, что пары корней не обязаны быть комплексно сопряженными (они могут быть любыми –  
в том числе и действительными). В качестве примера достаточно рассмотреть многочлен 

2( ) 1.P z z= −  Здесь 
0

( ) 1 1 ( 1) 1 .
( ) 1 1

[ ]k k

k

P z z
P z z z

∞

=

′
= + = − −

− +
∑  ,1 ( 1) 1k

kH  = − −   и последовательность 

,1

1,1

k

k

H
H +

 не имеет предела.

Вышеприведенные результаты позволяют вычислять корни многочлена P(z), начиная с наи-
меньшего по модулю 1 20 | | | | ....z z< < <  Ниже описывается аналогичная процедура вычисления 
корней полинома, начиная с наибольшего по модулю.

Рассмотрим разложение функции ( )
( )

P z
P z
′

 в ряд Лорана в окрестности бесконечности (т. е. для 

1
| | max | |j

j p
z z

≤ ≤
> ).

 1
1 0

( ) .
( )

p j k
k

jj k

mP z b
P z z z z

∞

+
= =

′
= =

−
∑ ∑  (8)

По коэффициентам ряда (8) строим соответствующие определители Адамара. А именно, для 
каждой пары натуральных чисел ( , ), 0, 0,k r k r≥ >  определителем Адамара ,k rH  называется 
определитель
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+ − + + −

…
…

=
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…

H

Аналогом теоремы (1) для ряда Лорана (8) служит
Т е о р е м а 4. Пусть 1( , , )pz z…  – корни полинома P(z) (2) и 1

0

k
k

k

b
z

∞

+
=
∑  – ряд Лорана (8). Для 

любой пары ( , ), 0, 0 ,k r k r p≥ < ≤  имеет место равенство

 1 1 1
1 2

2
,

...
1

! ... ... ( , , ) .( ) [ ]r r r
r

r

k
k r j j j j j j

j j j
j p

r m m z z V z z
< < <
≤ ≤

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ …∑H

В частности,

 2
, 1 1 1! ... .. .,( ) [ ( , )]. k

k p p p pp m m z z V z z= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ …H  (9)

Для , 0.k rr p> =H
Из (9) вытекает, что

 1,
1

,
... .k p

p
k p

z z+ = ⋅ ⋅
H
H

А для r p<  имеет место следующий аналог теоремы 2.
Т е о р е м а 5. Пусть 1 1 1 1| | | | ... | | | | | | ... | | 0p p p r p r p rz z z z z z− − + − − −≥ ≥ ≥ > ≥ ≥ ≥ >  (для 1r p= −  

условие записывается как 1 20 | | | | ... | |pz z z< < ≤ ≤ ). Тогда

 1,
1

,
lim ... .k r

p r p
k k r

z z+
− +

→∞
= ⋅ ⋅

H
H

 (10)

При этом

 1,
1

,
... ,k r k

p r p
k r

z z C q+
− +− ⋅ ⋅ <

H
H

где

 
1

0 1,p r

p r

z
q

z
−

− +
< = <

т. е. последовательность (10) сходится со скоростью геометрической прогрессии.

И если k такое, что 
1 ,
2

kq D < ε <  где

 1 1
1 1

1 2

1

1 2

2

... ...
... 1

1
( , ,..., ( , 1,..., 1)

1

)

... ( , , )
, ,

... ( , , )
r r

r r
r

r

p

j j j j
j j j j

j j j p p r
j p

j j j p p p

p r

r

m m V z z
D d d

m m V z z> > > − +
≤ ≤

−

− +

≠ − +

 ⋅ ⋅ …
= =  ⋅ ⋅ … 

∑  (11)

 
то можно выбрать 

Отметим, что ,1 .k kb=H  Поэтому для вычисления наибольшего по модулю корня, подобно 
следствию 1, получаем следующее утверждение, составляющее (для полиномов с действи тель-
ными коэффициентами и их действительных корней) суть наблюдений Л. Эйлера в [3, глава 17]. 
При этом Л. Эйлер не приводил оценку скорости сходимости приближений.

С л е д с т в и е 2. Пусть 1( , , )pz z…  – корни полинома P(z) (2), и 1 1| | | | ... | | 0p pz z z−> ≥ ≥ >   
и 1

0

k
k

k

b
z

∞

+
=
∑  – ряд Лорана (8). Тогда
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 1 ,lim k
p

k k

b z
b
+

→∞
=  (12)

 1 ,k k
p

k

b z C q
b
+ − <

где

 1| |
0 1,

| |
p

p

z
q

z
−< = <  

т. е. последовательность (12) сходится со скоростью геометрической прогрессии.
И если k такое, что 

1( 1) ,
2

kq n − <  то можно выбрать | | 4( 1).pC z n= −
Для вывода константы C здесь замечаем, что в рассматриваемой ситуации из (11) получаем

 
1

1
1.

p j

pj

m
D n

m

−

=
= ≤ −∑

Подобно теореме 2, теорема 5, по существу, описывает не только достаточные, но и необхо-
димые условия существования обсуждаемых пределов. А именно, справедлива следующая

Т е о р е м а 6. Пусть 1 1 1 1| | | | ... | | | | | | ... | | 0.p p p r p r p rz z z z z z− − + − − −≥ ≥ ≥ = ≥ ≥ ≥ >  Тогда не су-

ществует предела 1,

,
lim .k r

k k r

+

→∞

H
H
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