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Аннотация. Рассматривается задача о построении переходного процесса с минимальными энергетическими 
затратами для линейной сингулярно возмущенной системы, содержащей три группы переменных с существенно 
различными скоростями изменения. Строятся асимптотические приближения к решению этой задачи в виде 
программы и обратной связи. Основное достоинство предлагаемых вычислительных процедур состоит в том, что 
при их применении исходная задача распадается на три невозмущенные задачи оптимального управления меньшей 
размерности. 
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Abstract. The problem of constructing a transition process with minimal energy costs for a linear singularly perturbed 
system containing three groups of variables with significantly different rates of change is considered. Asymptotic approxima-
tions to solving this problem are constructed in the form of an open-loop and feedback controls. The main advantage of the 
proposed computational procedures is that the original problem is split into three unperturbed optimal control problems of 
lower dimension.
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Введение. В математической теории оптимальных процессов значительное внимание уделя-
ется задачам оптимизации сингулярно возмущенных систем, содержащих малые параметры при 
части производных. Это вызвано эффективностью асимптотических методов решения таких  
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задач, при применении которых исходная задача распадается на задачи оптимального управле-
ния меньшей размерности. Кроме того, асимптотический подход позволяет избежать интегриро-
вания сингулярно возмущенных систем, которые являются жесткими. 

В первых работах, посвященных задачам оптимального управления с сингулярными возму-
щениями, рассматривались динамические системы, содержащие только две группы переменных 
с существенно различными скоростями изменения, которые были названы медленными и бы-
стрыми переменных [1–4]. В дальнейшем появились работы по оптимизации систем с несколь-
кими группами быстрых переменных, которые содержали при производных параметры различ-
ных порядков малости. Их обзор содержится в [5]. Настоящее сообщение посвящено построению 
асимптотических приближений в виде программы и обратной связи к решению задачи об управ-
лении с минимальными энергетическими затратами сингулярно возмущенной системой с двумя 
группами быстрых переменных.

Постановка задачи. В классе r-мерных управляющих воздействий 1( ) ( ( ), , ( )),ru t u t u t=   
*

*[ , ],t T t t∈ =  с кусочно-непрерывными компонентами рассмотрим следующую задачу опти-
мального управления: 

 11 12 13 1 * *, ( ) ,x A x A y A z B u x t x= + + + =

 21 22 23 2 * *, ( ) ,y A x A y A z B u y t yµ = + + + =  (1)

 
2

31 32 33 3 * *, ( ) ,z A x A y A z B u z t zµ = + + + =

 
* * *( ) 0, ( ) 0, ( ) 0,x t y t z t= = =  (2)

 

*

*

1( ) min,
2

t

t
J u u PudtΤ= →∫  (3)

где µ ‒ малый положительный параметр; t*, t* – заданные моменты времени (t* < t*); x – n1-вектор 
медленных переменных; y, z – векторы быстрых переменных размерности n2 и n3 соответствен-
но. Остальные элементы задачи имеют соответствующие размеры. В критерии качества P – по-
ложительно-определенная симметрическая матрица. 

П р е д п о л о ж е н и е 1. Матрицы A33,  устойчивые, т. е. действитель-
ные части всех их собственных значений отрицательны.

Введем понятия, которые позволят уточнить то, что будем понимать под асимптотическими 
приближениями к решению рассмотренной задачи.

О п р е д е л е н и е 1. Управление  ,t T∈  с кусочно-непрерывными компонентами назо-
вем (программным) асимптотически субоптимальным управлением N-го порядка ( 0,1, 2, ),N =   
если оно переводит динамическую систему (1) в состояние O(µN+1) и отклоняется по критерию 
качества (3) от оптимального управления на величину того же порядка малости. 

О п р е д е л е н и е 2. Вектор-функцию ( ) ( , , , , )Nu x y z t µ  назовем асимптотически субопти-
мальной обратной связью N-го порядка, если для любого начального состояния * * * *( , , , ),x y z t  
t* < t*, имеет место ( ) ( )

* * * * *( , , , , ) ( , ),N Nu x y z t u tµ = µ  где ( ) ( , ),Nu t µ  ,t T∈  – асимптотически 
субоптимальное управление N-го порядка в задаче (1)–(3).

Настоящее сообщение посвящено построению асимптотически субоптимальных управле-
ний в задаче (1)–(3). Кроме того, строится асимптотически субоптимальная обратная связь нуле-
вого порядка.

Базовые задачи. Основная идея применяемого подхода состоит в асимптотическом разложе-
нии по целым степеням малого параметра начальных значений (в момент времени t*) сопряжен-
ных переменных – конечномерных элементов, по которым можно легко восстановить решение 
задачи. Старшие коэффициенты этих разложений могут быть найдены в результате решения 
трех базовых невозмущенных задач оптимального управления с n1, n2, n3 фазовыми переменны-
ми соответственно. Первой из них является вырожденная задача
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В дальнейшем эту задачу будем называть первой базовой.
Во второй базовой задаче 
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u0(t), ,t T∈  – решение первой базовой задачи.
Третья базовая задача имеет вид
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0
T
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, (0) ( ( ) (0)),
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где u*(s), 0,s ≤  – решение второй базовой задачи. Обозначим через *( ),u τ  0,τ ≤  – оптимальное 
управление в третьей базовой задаче.

П р е д п о л о ж е н и е 2. Динамические системы в базовых задачах являются вполне управ-
ляемыми [6].

Сделанные предположения гарантируют существование и единственность решений базовых 
задач, которые являются нормальными экстремалями. 

Т е о р е м а. При выполнении предположений 1, 2 в задаче (1)–(3) с достаточно малым µ су-
ществует единственное оптимальное управление, представимое в виде 

 
0 1 0 0 0

1 1 2 2 3 3( , ) ( ( , ) ( , ) ( , )), .u t P B t B t B t t T− Τ Τ Τµ = ψ µ + ψ µ + ψ µ ∈

Начальные значения 0 *
1( ) ( , ),tλ µ = ψ µ  0 *

2( ) ( , ),tν µ = ψ µ  0 *
3( ) ( , )tη µ = ψ µ  вектора сопряженных 

переменных 0 0 0
1 2 3( ( , ), ( , ), ( , )), ,t t t t Tψ µ ψ µ ψ µ ∈  который в силу принципа максимума [7] соот-

ветствует оптимальному управлению, допускают асимптотические разложения

 
0 0 0

1 1 1
( ) ~ , ( ) ~ , ( ) ~ ,k k k

k k k
k k k

∞ ∞ ∞

= = =
λ µ λ + µ λ ν µ ν + µ ν η µ η + µ η∑ ∑ ∑  

в которых 

 
1 1 T

0 0 12 13 33 32 0(( ) ) ,A A A A C− −ν = σ − − λ  1 1 T
0 0 13 33 0 23 33 0( ) ( ) ,A A A A− Τ −η = χ − λ + ν

а λ0, σ0, χ0 – начальные значения сопряженных переменных соответственно в первой, второй  
и третьей базовых задачах.

Построение асимптотически субоптимальных управлений. На основе конструктивного 
доказательства теоремы, которое опирается на принцип максимума и метод пограничных функ-
ций [8], разработан алгоритм, позволяющий для заданного числа N построить асимптотическое 
субоптимальное управление N-го порядка в рассмотренной задаче. Асимптотически субопти-
мальное управление нулевого порядка представимо в виде
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(0) 0 * * * 2

*( , ) ( ) (( ) / ) (( ) / ), ,u t u t u t t u t t t Tµ = + − µ + − µ ∈  (4)

и может быть сформировано непосредственно после решения базовых задач. Заметим, что управ-
ление (4) не зависит от начального состояний y* и z* векторов быстрых переменных. Для построе-
ния асимптотически субоптимальных управлений более высокого порядка нужно дополнитель-
но интегрировать невозмущенные системы линейных дифференциальных уравнений и находить 
решения невырожденных линейных алгебраических систем.

Асимптотически субоптимальный синтез. Введем в рассмотрение матрицу

 
*

1 T
1 0 0( ) ( ) ( ) ,−= Φ Φ∫

t

t
C t t P t dt

 
(5)

которая формируется в ходе решения первой базовой задачи, где

 0 0 0( ) ( ) , ,t F t B t TΦ = ∈

а 0 ( ),F t  ,t T∈  – (n × n)-матричная функция, являющаяся решением начальной задачи

 
*

0 0 0 0( ), ( ) .nF F A t F t E= − =

С решением второй базовой задачи связана матрица

  
(6)

где  0,s ≤  а G(s), 0,s ≤  – (n2 × n2)-матричная функция, удовлетворяющая диффе-
ренциальному уравнению

 
2, (0) .n

dG GC G E
ds

= − =

В процессе решения третьей базовой задачи формируется матрица

  
(7)

где  0,τ ≤  а 1( ),G τ  0,τ ≤  – (n3 × n3)-матричная функция, удовлетворяющая диф-
ференциальному уравнению

 
3

1
1 33 1, (0) .n

dG G A G E
d

= − =
τ

При выполнении предположения 2 в силу неявного критерия управляемости [5] матрицы (5)–(7) 
будут невырожденными.

Асимптотически субоптимальная обратная связь нулевого порядка имеет вид

 

Отметим, что построенная обратная связь не зависит от текущих позиций векторов быстрых 
переменных.

Применяемый подход позволяет исследовать задачи, в которых имеется несколько групп бы-
стрых переменных с иерархией скоростей по целым степеням малого параметра. При этом коли-
чество задач, на которые распадается исходная задача, равно количеству групп разнотемповых 
переменных. Такое обобщение вносит в алгоритм непринципиальные изменения, которые легко 
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прослеживаются на примере рассмотренной задачи. В то же время это приводит к громоздким 
формулам.

Отметим также, что развитие полученных результатов на нестационарные системы с доста-
точно гладкими коэффициентами не вызывает принципиальных трудностей.

Заключение. Предложены вычислительные процедуры построения асимптотических при-
ближений к решению рассмотренной задачи в виде программы и обратной связи. При реализа-
ции предлагаемых алгоритмов исходная задача оптимального управления распадается на три 
невозмущенные задачи меньшей размерности. Такая декомпозиция позволяет эффективно ре-
шать задачи оптимизации динамических систем с большим числом фазовых переменных. Кроме 
того, вычислительные процедуры алгоритмов не содержат интегрирований жестких систем.
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