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ВВЕДЕНИЕ 

Сегодня в научных изданиях мало внимания уделяется исследованию 
направлений статистического анализа временных рядов, которые связаны 
с безгранично делимыми, устойчивыми, регулярно меняющимися распре-
делениями и процессами, различными моделями с условной гетеро-
скедастичностью, а также с преобразованием Лапласа устойчивых случай-
ных величин, построением состоятельных оценок параметров различных 
параметрических моделей случайных процессов с устойчивыми и регу-
лярно меняющимися инновациями (остатками), оценкой индекса «тяжелых 
хвостов» устойчивых распределений и процессов. 

До недавнего времени основные концепции теории финансов основы-
вались на предположении, что доходы от активов подчиняются нормаль-
ному распределению. Заметим, что доходы от финансовых активов явля-
ются совокупным результатом огромного количества информации 
и индивидуальных решений, поступающих практически непрерывно. 
Начиная с работы Л. Башелье в 1900 г., модели, описывающие финансо-
вые активы, были основаны на гауссовском распределении. Это подтвер-
ждалось центральной предельной теоремой, согласно которой сумма 

большого числа независимых одинаково распределенных случайных ве-
личин с конечной дисперсией имеет нормальное распределение. Однако 
известно, что характерные для распределения доходов эмпирические 
наблюдения имеют «тяжелые хвосты», асимметрию и куртозис, отличные 

от нормального распределения. 
Французский математик Б. Мандельброт в 1963 г. и американский эконо-

мист Ю. Фама в 1965 г. предложили использовать устойчивые распределе-
ния, теория которых была разработана французским математиком П. Леви 

в 1920 г. В настоящее время, хотя и существуют альтернативные распреде-
ления для гауссовского, наиболее подходящими для исследования финансо-
вых активов все же являются устойчивые распределения. Это подтвержда-
ется обобщенной центральной предельной теоремой: если существуют 
предельные распределения нормированных и центрированных сумм незави-
симых одинаково распределенных случайных величин, то они обязательно 
являются устойчивыми. Данный вид распределений используется для иссле-
дования экстремальных явлений (падение рынка или природные ката-
строфы) и в других областях человеческой деятельности (страхование). 

После работ Б. Мандельброта и Ю. Фама интерес к устойчивым рас-
пределениям для моделирования доходов финансовых активов возрос, по-
скольку их вычисления уже не вызывали больших трудностей. Научные 
исследования, связанные с устойчивыми распределениями и их приложе-
ниями, ведутся учеными во многих странах мира. 
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Задачи эконометрики и финансовой математики заключаются в отоб-
ражении использования предыдущей информации для прогнозирования 
исследуемых временных рядов. Для прогнозирования волатильности хо-
рошо проявили себя спецификации, предложенные Р. Энглом в работе, 
использующей понятие гетероскедастичности временных рядов [39]. Его 
концепция авторегрессионной условной гетероскедастичности (ARCH) 
открыла новое важное направление в финансовой математике, прежде 
всего в моделировании доходностей финансовых активов [40].  

В 1986 г. T. Боллерслев предложил обобщенную (generalized) модель 
ARCH – GARCH, которая стала рабочим инструментом при исследовании 
финансовых временных рядов с огромным количеством различных спосо-
бов применения методологии ARCH [22]. 

В главе 1 вводятся понятия «волатильность», «доходность» и «гетеро-
скедастичность», дается обзор исследований по моделям ARCH 
и GARCH, общий подход к прогнозированию волатильности. 

В главе 2 рассматриваются примеры безгранично делимых случайных 

величин и мер, исследуются их свойства; доказывается теорема о виде ха-
рактеристической функции составных случайных величин Пуассона; опре-
деляется класс устойчивых распределений и представление Леви – Хин-
чина для их характеристической функции; объясняется смысл параметров 
устойчивых случайных величин и приводятся теоремы об их явном пред-
ставлении и алгоритмах их моделирования; определяются регулярно меня-
ющиеся распределения и указываются некоторые их свойства; приводятся 
результаты устойчивого предела преобразования мартингала. 

Исследования различных параметризаций устойчивых случайных ве-
личин и нахождение соотношений между их параметрами представлены 

в главе 3, также здесь рассматривается преобразование Лапласа устойчи-
вых случайных величин. 

В главе 4 вводятся понятия слабого и сильного белых шумов и на их 
основе выводятся другие, такие как авторегрессии, скользящего среднего 
и смешанного процесса авторегрессии и скользящего среднего; показана 
возможность устойчивого распределения процессов и приведен вид их па-
раметров, выраженных через параметры остатков; рассматриваются 
оценки параметров для процесса авторегрессии с симметричными устойчи-
выми остатками. 

В главе 5 рассматриваются статистические свойства, оценка параметров 
модели GARCH и процесс GARCH(p, q), а также приводятся результаты 
существования единственного стационарного решения; определяются мо-
дели ARCH и GARCH; представлен обзор методов оценки параметров для 
данных моделей; исследуются оценки параметров моделей GARCH(1,1) 

с устойчивыми остатками; доказывается их состоятельность и находится 
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асимптотическое рапределение; предложена модификация метода макси-
мального правдоподобия для оценки параметров модели GARCH(1,1) с ре-
гулярно меняющимися остатками; доказана их состоятельность и асимпто-
тическая нормальность; исследованы М-оценки параметров для данной 
модели с регулярно меняющимися остатками; найдены условия, при кото-
рых оценки будут иметь устойчивые распределения, включая и нормальное 
распределение. 

В главе 6 отражены процессы Леви, которые используются в построе-
нии моделей GARCH(1,1) в качестве инновационных последовательно-
стей; определяются процессы Леви и показана их связь с безгранично де-
лимыми случайными величинами; приводится вид характеристической 
функции для введенных процессов и описывается смысл параметров, вхо-
дящих в равенство Леви – Хинчина; определяются кадлаг-функции и про-
цессы, вводится определение процессов Леви через кадлаг-процессы; рас-
сматриваются субординаторы и основное их свойство; определяются 
процессы броуновского движения, Пуассона и движения Леви, приво-
дятся алгоритмы их моделирования; дается определение самоподобных 
процессов, называются распределения и процессы Леви, используемые 

в финансовой математике. 
В главе 7 вводится понятие регулярного изменения решения стохасти-

ческого уравнения и регулярного изменения совместных распределений; 

вычисляются абсолютные моменты для устойчивых случайных величин; 

исследуется оценка индекса «тяжелого хвоста» устойчивых распределе-
ний, рассматривается поведение «тяжелых хвостов» процессов 
GARCH(1,1) с устойчивыми остатками. 

Некоторые результаты, приведенные в разделах 5.3–5.5, 7.2, 7.3, полу-
чены совместно с бывшим аспирантом Ле Хонг Шоном. 

Автор выражает благодарность доценту, кандидату физико-математи-
ческих наук М. С. Абрамовичу и доценту, кандидату технических наук 
Н. В. Лапицкой за замечания и пожелания по улучшению издания, а также 
О. Г. Кадуриной – за помощь при подготовке авторского оригинала. 
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ГЛАВА 1 

МОДЕЛИ  ВРЕМЕННЫХ  РЯДОВ 

С  УСЛОВНОЙ  ГЕТЕРОСКЕДАСТИЧНОСТЬЮ 

1.1. Волатильность. Риск и доходность 

Волатильность – изменчивость, вариация во времени величины финан-
сового или экономического показателя (актива). Волатильность использу-
ется в качестве как непосредственной меры риска, так и одной из важных 
величин, применяемых в более сложных методиках измерения риска. Ме-
рой риска удобнее считать волатильность доходности, так как величина 
дохода зависит от стоимости актива на начало и конец отчетного периода, 
а также от характера изменения этой стоимости в течение всего отчетного 
периода. 

Обозначим через 𝑃𝑡 стоимость актива, или значение индекса цены не-
которого финансового инструмента в момент времени. Тогда абсолютное 
изменение стоимости актива между моментами времени 𝑡 и 𝑡 − 1 опреде-
ляется как 𝑃𝑡 − 𝑃𝑡−1. 

Относительное изменение стоимости (арифметическая или дискретная 
доходность) для заданного временного периода определяется как  𝑟𝑡 = 𝑃𝑡 − 𝑃𝑡−1𝑃𝑡−1 . 

Логарифм изменения стоимости (доходность или геометрическая до-
ходность) актива определяется как 𝑦𝑡 = ln 𝑃𝑡𝑃𝑡−1 , 

причем ln 𝑃𝑡𝑃𝑡−1 = ln 𝑃𝑡−1 + 𝑃𝑡−𝑃𝑡−1𝑃𝑡−1 = ln (1 + 𝑃𝑡−𝑃𝑡−1𝑃𝑡−1 ) = ln(1 + 𝑟𝑡). 
Используя формулу Тейлора ln(1 + 𝑥) = 𝑥 + ο(𝑥)  при 𝑥 → 0, можем 

записать следующее приближенное равенство: ln 𝑃𝑡𝑃𝑡−1 ≈ 𝑃𝑡 − 𝑃𝑡−1𝑃𝑡−1  

при малых значениях арифметической доходности 𝑃𝑡−𝑃𝑡−1𝑃𝑡−1 . 
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На практике основная причина, по которой работа с доходностями ак-
тивов предпочтительнее, чем с непосредственными ценами активов, за-
ключается в том, что доходности имеют более привлекательные статисти-
ческие свойства. Относительные и логарифмические доходности 
предпочтительнее абсолютных изменений стоимости потому, что послед-
ние не показывают изменения относительно некоторого заданного цено-
вого уровня. Преимуществом логарифмической доходности является то, 
что она очень легко применяется для множества периодов (например, до-
ходность за двухмесячный интервал времени может быть представлена 
как сумма двух одномесячных доходностей). Исходя из этого примем Т за 
некоторый период времени, тогда ln 𝑃𝑡𝑃0 = ln 𝑃1𝑃0 + ln 𝑃2𝑃1 + ⋯ + ln 𝑃𝑇𝑃𝑇−1. 

Таким образом, далее под доходностью будем понимать логарифмиче-
скую доходность. 

В сущности, волатильность ‒ это мера неопределенности инвестиции. 
Любое движение цены может быть разбито на две части: 

• ожидаемое; 
• неожидаемое. 

Ожидаемая (не волатильная) часть движения цены инвестиции обычно 
описывается понятием «ожидаемая ставка доходности» (expected growth 

rate). Для короткого промежутка времени большинство инвесторов могут 
«предсказать» будущую норму доходности исходя из недавней модели по-
ведения роста цены. Неожидаемая часть движения цены инвестиции и есть 
ее волатильность. Эта часть может расти и падать с равной вероятностью, 
так как по определению она непредсказуема. Ввиду неопределенности от-
носительно движения цены существует возможность распределения цен 

вокруг своей ожидаемой цены. Это распределение вероятности лежит в ос-
нове концепции волатильности: описывая его форму и размер, по сути, опи-
сываем волатильность. Последняя является случайной составляющей изме-
нения доходности финансового инструмента и рассматривается как 𝑟𝑡 = μ + σ𝑡𝑧𝑡 , 
где μ ‒ среднее изменение цены (тренд), ожидаемая часть ее движения; σ𝑡 ‒ волатильность; 𝑧𝑡 ‒ случайная величина (временной ряд) с нулевым 
математическим ожиданием 𝑡 ∈ 𝑍. 

Подразумевается, что движение цены за некоторый интервал рассмат-
ривается как некое планируемое трендовое движение и случайное 

отклонение от тренда, определяемое волатильностью. Последняя является 
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случайной величиной или (при рассмотрении изменения цены за несколько 
интервалов) временным рядом. 

Для выбора подходящей модели прогноза необходимо иметь представ-
ление об эмпирических закономерностях, которые должны быть учтены 
в конструируемой модели. Выделим некоторые устойчивые закономерно-
сти, характеризующие доходности финансовых активов: 

• «кластерность» волатильности – значительные изменения цены ак-
тива часто следуют за другими значительными изменениями, тогда как 
слабые изменения обычно следуют за слабыми, т. е. за периодом высокой 
волатильности следует период низкой; 

• «левередж-эффект» – динамика финансовых инструментов, характе-
ризующаяся таким феноменом, как отрицательная коррелированность до-
ходности финансовых инструментов и волатильности. Так, если волатиль-
ность «мала», то цены стремятся к тому, чтобы их рост или падение 

длились как можно дольше; если же волатильность велика, то цены замед-
ляют свой рост или падение, стремясь повернуть движение в противопо-
ложном направлении; 

• «длинная память» – финансовые временные ряды, обладающие так 

называемой длинной памятью, что подразумевает наличие значимой авто-
корреляции между удаленными наблюдениями, т. е. прошлые доходности 
могут помочь предсказать доходности будущих; 

• «тяжелые хвосты» – функция плотности условного распределения до-
ходностей финансовых активов, характеризующиеся лептокуртичностью, 

т. е. более «тяжелыми хвостами» и большей вытянутостью (пикообразно-
стью) в области среднего значения по сравнению с функцией плотности 
нормального распределения. Причиной выраженной ненормальности 
условных распределений являются выбросы, или «хвостовые события», ‒ 
ошибки прогнозов, многократно превосходящие стандартное отклонение. 

1.2. Модели с условной гетероскедастичностью 

Актуальность исследований параметрических моделей, адекватно опи-
сывающих финансовые временные ряды, вызвана стремительным разви-
тием финансовых рынков. Еще несколько десятилетий назад для исследо-
ваний использовались достаточно простые аналитические инструменты, 
то сейчас, благодаря активному развитию программного обеспечения, 
разработке новых и усовершенствованию классических эконометриче-
ских моделей, конъюнктура финансовых рынков улучшилась. Результаты 
научно-исследовательских работ активно внедряются в финансовую 
сферу, что положительно влияет на дальнейшие разработки. 
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Одним из приоритетных направлений в развитии финансового моде-
лирования является исследование динамики волатильности рынков. Адек-
ватное моделирование волатильности играет важную роль в анализе фи-
нансовых рынков и отдельных активов. Волатильность моделируется для 
построения прогнозов и изучения принципов рыночной доходности, учи-
тывается при оценке риска. Прогнозы могут использоваться для опреде-
ления структуры финансового портфеля и оценки производных финансо-
вых инструментов. Еще одним важным направлением является 
исследование динамики доходности финансовых рынков. Результаты ис-
следований могут применяться для характеристики степени эффективно-
сти рынков. 

Стремление разработать модель, которая сможет наиболее точно опи-
сывать реальное поведение финансового рынка и повышать точность про-
гнозирования, приводит к появлению новых классов эконометрических 
моделей и усовершенствованию уже существующих. 

Долгое время использовалась модель класса ARMA, которая обобщает 
две простейшие: авторегрессии (AR ‒ autoregressive) и скользящего сред-
него (МА ‒ moving average). Однако финансовые временные последова-
тельности обладают особенностями, которые традиционные модели могут 
учесть далеко не всегда, поэтому их требовалось усовершенствовать. 

В ходе исследований, посвященных анализу финансовых рынков, был 
выявлен ряд специфических характеристик финансовых временных ря-
дов. Наиболее важными выступают следующие: лептокуртозис, длитель-
ная память, условная гетероскедастичность, кластеризация волатильно-
сти, слабая или отсутствующая автокорреляция, эффект «рычага», 
«тяжелые хвосты» распределения доходностей. 

Волатильность рынка изменяется с течением времени, сильные скачки 
порождают сильные, за слабыми скачками следуют слабые, т. е. возни-
кают кластеры волатильности. Кластеризацию можно наблюдать на при-
мере динамики валютных курсов. Само понятие «волатильность» харак-
теризует изменчивость цены на что-либо, а ее формальной мерой является 
дисперсия. Изменчивость последней на различных наблюдаемых интерва-
лах характеризуется гетероскедастичностью. Модели класса ARMA часто 

не могут адекватно описать временной ряд. 
Проблемы оценки параметров математических моделей и индекса «тя-

желого хвоста» распределений являются чрезвычайно важными в теории 
статистического анализа временных рядов. До 80-х гг. ⅩⅩ в. исследова-
лись математические модели с условной дисперсией, не изменяющейся во 
времени, которые использовались для решения различных финансовых за-
дач. Такие модели называются гомоскедастичными (homoskedastic). 



12 

В дальнейшем исследования были направлены в область классов матема-
тических моделей, у которых условная дисперсия изменяется во времени. 
Такие модели называются гетероскедастичными (heteroskedastic). 

Примером гетероскедастичности являются такие финансовые мо-
дели, в которых зависимой величиной выступает рентабельность (доход-
ность) активов или портфельные инвестиции. Условные гетеро-
скедастичные процессы, используемые для анализа и исследования 

временных рядов, играют важную роль в современном финансовом 
управлении рисками. С их помощью пытаются решать различные финан-
совые задачи по наблюдениям за дискретными временными рядами [21; 

41; 87; 88; 111]. 

Одним из наиболее часто встречаемых известных условных гетеро-
скедастичных процессов является процесс авторегрессионной условной 
гетероскедастичной модели (Autoregressive Conditionally Heteroscedastic – 

ARCH) [39]. Название модели объясняется тем, что ее условная дисперсия 
является не константой во времени, а имеет авторегрессионную струк-
туру. Основная идея модели ARCH состоит в различии между условными 

и безусловными моментами второго порядка. Процесc { }ty  удовлетворяет 
модели ARCH(p), 1, 2, ...,p =  если 

σ ε ,t t ty =  
2 2

0
1

σ ω α ,
p

t i t i
i

y −
=

= +  ,t Z  

где {ε , }t t Z  – независимые, одинаково распределенные нормальные слу-
чайные величины; 0ω 0,  α 0,i   1 .i p    

Видно, что 2σ t  является условной дисперсией процесса, представляется 
как линейная регрессия с квадратами предыдущих наблюдений. Эта кон-
цепция и конкретная спецификация, а также примеры применения новой 
модели к финансовым и макроэкономическим временным рядам были 
впервые представлены в работе Р. Ф. Энгле [39], за которой последовали 
многочисленные модификации базовой конструкции. 

В 1986 г. T. Боллерслев [22; 23] и С. Дж. Тейлор [115] расширили класс 
модели ARCH обобщенным авторегрессионным условным гетеро-
скедастичным процессом (Generalized Autoregressive Conditionally Hetero-

skedastic – GARCH). Модели ARCH/GARCH стали широко распростра-
ненными инструментами для исследования временных рядов с помощью 
гетероскедастичных моделей. Процесс { }ty  удовлетворяет модели 
GARCH(p, q), , 1, 2, ...,p q =    если 
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σ ε ,t t ty =  2 2 2
0

1 1

σ ω α β σ ,
p q

t i t i j t j
i j

y − −
= =

= + +   ,t Z   

где β 0,j   1 .j q    

T. Боллерслев и С. Дж. Тейлор доказали, что необходимым условием 
для существования единственного стационарного решения модели 

GARCH(p, q) является 
1 1

α β 1.
p q

i j
i j= =

+    Условие следует из того, что для 

квадратов модели GARCH(p, q) имеет место представление в виде модели 
ARMA с шумом 2 2{ σ }.t ty −  Тогда же стало понятно, что шум модели 
ARMA не независимая, одинаково распределенная последовательность, 
а величина, которая имеет бесконечный момент второго порядка. 
В 1990 г. Д. Нельсон нашел критерий существования единственного ста-
ционарного решения модели GARCH(1,1) [99]. Затем П. Боуджерол 

и Н. Пикард [24; 25], используя результат исследования Х. Кестена [67] 

осуществовании единственного стационарного решения стохастического 
уравнения и представления стохастического уравнения модели GARCH, 

получили необходимые и достаточные условия для существования един-
ственного стационарного решения модели GARCH в общем случае. 

Впервые свое практическое применение модели ARCH/GARCH нашли 
в финансах, но их использование было ограничено случаем нормальных 
остатков, для которых явная условная функция правдоподобия удобна для 
оценки параметров модели [22; 29; 39; 44; 50; 80; 122]. При оценке пара-
метров моделей ARCH/GARCH предполагается, что остатки модели 
имеют нормальное распределение или конечную ковариацию. Популяр-
ным методом оценки параметров модели GARCH является метод макси-
мального правдоподобия. В случае 2 2 λ

0(ε )E +    при некоторой λ 0  уста-
новлены состоятельность и асимптотическая нормальность оценок, 

полученных методом максимального правдоподобия. 
В работах [75; 84; 85; 104] проведены исследования метода максималь-

ного правдоподобия для оценки параметров модели GARCH(1,1). Хотя со-
стоятельность и нормальное асимптотическое распределение оценок по-
лучены, но сами оценки являются локальными – функция правдоподобия 
максимизируется в окрестности точки 0θ ,  где 0 0 0 0θ (ω , α , β )=  – 

вектор истинных параметров модели. Кроме того, результаты получены 
с очень строгими ограничениями на распределение остатков ε t  

и значение 0θ .  
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Метод квазимаксимального правдоподобия исследован в работах 
И. Беркеса и Л. Хорваса, Р. Ф. Энгле [15; 16; 17; 39; 40]. Ученые предпо-
ложили, что остатки имеют конечную ковариацию, и при некоторых усло-
виях на распределения остатков установили состоятельность и асимпто-
тическую нормальность оценок параметров модели. 

Д. Кристенсен и О. Линтон, Г. Маркер и М. Мосер [74; 86], используя 
представление вида ARMA для модели GARCH(1,1), исследовали метод 
оценки параметров Юла – Уолкера. В этих работах условия на моменты остат-
ков слабее, и асимптотическое распределение оценки является функцией от 
устойчивых случайных величин. Кроме того, Л. Гирайтис и П. М. Робин-
сон [47] исследовали оценку Whittle-параметров модели ARCH, а К. Яо 

и П. Линг [125] – три вида оценки абсолютных разностей для моделей 
ARCH/GARCH при достаточно общих условиях на распределение остатков. 

Результаты оценки параметров моделей ARCH/GARCH также можно 
найти в работах Ф. Боусама, С. Франка и Дж. В. Закоина, Ц. Гурьероуса 
и Дж. Джайсака, Т. Дженти, А. Вэйса [26; 45; 51; 63; 122]. 

1.3. Результаты исследования моделей с условной 

гетероскедастичностью 

В монографии приведены результаты исследования свойств устойчи-
вых распределений, построения оценок параметров процессов авторегрес-
сии и процессов GARCH(1,1) с остатками, имеющими устойчивое распре-
деление, и регулярно меняющегося распределения с индексом 

κ при κ 0,  а также построения оценок индекса «тяжелого хвоста» мо-
дели ARCH(1) с устойчивыми остатками и индекса «тяжелого хвоста» 

устойчивых распределений. 
Устойчивое распределение ввел П. Леви в 1925 г. при исследовании 

сумм независимых одинаково распределенных случайных величин: оно 

является единственным пределом нормализованных сумм независимых 
одинаково распределенных случайных величин. Известно, что гауссов-
ское распределение – частый случай класса устойчивых распределений. 
В работах В. Феллера, Дж. П. Нолана, Г. Самородницкого и М. С. Такки, 
В. М. Золотарева [43; 101; 110; 127] приведены результаты исследований, 

касающиеся вероятностных, статистических свойств устойчивых распре-
делений. Исследование и использование устойчивых распределений 
можно найти в работах Н. Н. Труша, Л. Э. Гаджиевой, А. Л. Черноокого, 

Е. Н. Орловой, С. Митника, С. Т. Рачева и М. С. Паолелла, С. Никаса 
и М. Шао, Р. Верона [6–9; 96; 97; 100; 123; 124]. Однако в них не в полной 
мере исследовались соотношения между параметрами. В данной моногра-
фии для устойчивых случайных величин изучались соотношения между 
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параметрами в различных параметризациях, преобразование Лапласа 
и распределение двух устойчивых случайных величин. 

В случае конечной дисперсии остатков оценка параметров процесса ав-
торегрессии непосредственно рассматривалась в работах T. Андерсона [1], 

K. Найта [69; 70]. В случае бесконечной дисперсии остатков В. Дж. Йохай 
и Р. А. Маронна [126] использовали метод наименьших квадратов, 
а С. Гросс и В. Л. Стейгер [52] – метод наименьших абсолютных моментов 
для оценки параметров процесса авторегрессии с остатками, которые при-
надлежат области притяжения устойчивых законов (в ходе исследований 
получены состоятельность и асимптотическое распределение этих оценок). 

Результаты оценки параметров процесса авторегрессии приведены в рабо-
тах [30; 32; 35]. В данной монографии построена М-оценка Хьюбера пара-
метров для процесса авторегрессии с симметричными устойчивыми остат-
ками, найдены состоятельность и асимптотическое распределение этой 
оценки. 

В случае бесконечной ковариации остатков проблема оценки параметров 
моделей ARCH/GARCH изучена недостаточно. В настоящее время попу-
лярно предположение о регулярно меняющихся распределениях или устой-
чивых распределениях остатков. T. Микош [91; 95] и Д. Страумен [113] ис-
пользовали оценку Whittle для модели GARCH(1,1) с остатками, имеющими 
регулярно меняющееся распределение с индексом κ 0  [93]. Они доказали, 

что оценка Whittle сходится по вероятности к бесконечному ряду 

κ / 4 -устойчивых случайных величин при κ 8  и к нормальной случайной 
величине при κ 8.  П. Холл и К. Яо использовали метод квазимаксималь-
ного правдоподобия для оценки параметров модели GARCH(p, q) с остат-
ками, принадлежащими области притяжения устойчивых законов с индек-
сом κ [1, 2)  (доказана состоятельность и получено устойчивое 
асимптотическое распределение оценки) [54]. T. Микош и Д. Страумен [91; 

94; 95] исследовали модель GARCH(p, q) с остатками, имеющими регулярно 
меняющееся распределение с индексом κ 1  (получены похожие резуль-
таты, как и для оценки квазимаксимального правдоподобия). 

Заметим, что случай регулярно меняющихся остатков с индексом 
0 κ 1   еще не был исследован. Трудность в том, что когда остатки имеют 
регулярно меняющееся распределение с индексом 0 κ 1,   то 0ε .E =  

В таком случае модифицируют функцию правдоподобия.  
Хорошо известно, что распределения с «тяжелыми хвостами» находят 

широкое применение в анализе финансов и эконометрике. Так, 

M. C. A. Б. Холс и C. Г. де Врайс, K. Г. Койдик, M. M. Шафганс 

и C. Г. де Врайс, Н. Вагнер и T. A. Марш [57; 71; 121] показали преиму-
щества использования моделей с «тяжелыми хвостами» для исследования 
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курсов валют. Е. Фама, Б. Мандельброт, Х. Маркович, М. Ф. М. Осборн 

[41; 87; 88; 102] доказали, что прирост логарифмов цен (stock returns) 

имеет распределение с «тяжелыми хвостами», в особенности класс моде-
лей ARCH/GARCH с данным распределением безотносительно к распре-
делению ошибок [22; 39]. 

Одной из основных статистических проблем является оценка индекса 
«тяжелого хвоста» распределений. Популярным методом для оценки ин-
декса выступает использование статистики Hill [55]. Однако существуют 

трудности с состоятельностью этой оценки. С. Ресник и С. Старица пред-
ложили простой способ усреднения оценки Hill и показали, что получен-
ное решение удобнее и лучше [107]. 

Результаты оценки индекса «тяжелого хвоста» можно найти в иссле-
дованиях Т. Синга, Е. Иглесиаса, С. Ресника и С. Старицы, Х. Роотзена, 

М. Лидбеттера и Л. де Хаана [58; 60; 108; 109]. В данных работах доказано, 

что совместное распределение для моделей ARCH/GARCH является рас-
пределением с «тяжелыми хвостами»; получены оценки индекса «тяже-
лого хвоста» распределения модели ARCH(1) с устойчивыми остатками 
и оценки индекса «тяжелого хвоста» устойчивых распределений.  

1.4. Общий подход к прогнозированию волатильности 

Решение задачи прогнозирования волатильности можно разделить на 
несколько этапов. На первом этапе нужно выбрать функцию потерь, на 
основе которой будет строиться оптимальный прогноз. На втором этапе 

ненаблюдаемость волатильности требует применения некой замены ‒ 
прокси-переменной, выбирать которую достаточно сложно. И наконец, на 
третьем этапе необходимо построить методы оценки точности для сравне-
ния эффективности различных моделей и алгоритмов прогнозирования. 

Большинство алгоритмов статистического прогнозирования полу-
чают, используя ту или иную функцию потерь 𝐿(𝑦, 𝑦̂), где 𝑦 ‒ реальное 
значение прогнозируемой величины, 𝑦̂ ‒ прогноз. Ее выбирает прогно-
зист, исходя из собственных нужд. 

Оптимальный прогноз по заданной функции 𝐿 определяется с точки 
зрения минимизации ожидаемых потерь, т. е. 𝑦̂𝑡 𝑜𝑝𝑡 = arg min𝑦̂𝑡 ∈Υ 𝐸{ 𝐿(𝑌𝑡 , 𝑦̂𝑡)},      (1.1) 

где Υ ‒ некоторое множество возможных прогнозов. 
Обычно функция потерь считается заданной, иначе делаются некото-

рые предположения относительно ее вида ‒ линейная, квадратичная и т. д. 

Часто используется среднеквадратичное (Mean Square Error – MSE) 
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или абсолютное (Mean Absolute Error – МАЕ) отклонение. Однако в слу-
чае прогнозирования условной дисперсии или волатильности проблема их 
ненаблюдаемости накладывает определенные ограничения на класс допу-
стимых функций. 

В частности, A. Дж. Паттон вводит семейство робастных функций потерь 
и строит оптимальные по критерию (1.1) прогнозы для каждой из них [103]. 

Определение 1.1. Функция потерь 𝐿(σ𝑡2, σ̂𝑡2) называется робастной, 
если для любых прогнозов σ̂𝑡,12  и σ̂𝑡,22  и любой несмещенной прокси-пере-
менной ℎ1 для волатильности выполняется следующее условие: 𝐿(σ𝑡2, σ̂𝑡,12 ) ≥ 𝐿(σ𝑡2, σ̂𝑡,22 ) ⇔ 𝐿(ℎ1, σ̂𝑡,12 ) ≥  𝐿(ℎ1, σ̂𝑡,22 ). 

Согласно определению, если функция потерь принадлежит классу ро-
бастных функций, то оптимальный по (1.1) прогноз не зависит от того, 
используется ex post волатильность или некоторая прокси-переменная. 
Примеры функций потерь приведены в таблице. 

Функции потерь 

Функция Вид Оптимальный вид 

MSE 𝐿(σ𝑡2, σ̂𝑡2) = (σ𝑡2 − σ̂𝑡2)2 𝐸𝑡−1{σ𝑡2} 

QLIKE 𝐿(σ𝑡2, σ̂𝑡2) = ln σ̂𝑡2 + σ𝑡2σ̂𝑡2 𝐸𝑡−1{σ𝑡2} 

MSE-LOG 𝐿(σ𝑡2, σ̂𝑡2) = (ln σ𝑡2 − ln σ̂𝑡2)2 exp{𝐸𝑡−1[ln ε𝑡2]}𝐸𝑡−1{σ𝑡2} 

MSE-SD 𝐿(σ𝑡2, σ̂𝑡2) = (√σ𝑡2 − √σ̂𝑡2)2
 (𝐸𝑡−1|ε𝑡|)2𝐸𝑡−1{σ𝑡2} 

MSE-prop 𝐿(σ𝑡2, σ̂𝑡2) = (σ𝑡2σ̂𝑡2 − 1)2
 Kurtosis𝑡−1[𝑟1] ∙ 𝐸𝑡−1{σ𝑡2} 

МАЕ 𝐿(σ𝑡2, σ̂𝑡2) = |σ𝑡2 − σ̂𝑡2| Median𝑡−1[r𝑡2] 
МАЕ-LOG 𝐿(σ𝑡2, σ̂𝑡2) = |ln σ𝑡2 − ln σ̂𝑡2| Median𝑡−1[r𝑡2] 
MAE-SD 𝐿(σ𝑡2, σ̂𝑡2) = |√σ𝑡2 − √σ̂𝑡2| Median𝑡−1[r𝑡2] 

МАЕ-рrор 𝐿(σ𝑡2, σ̂𝑡2) = |σ𝑡2σ̂𝑡2 − 1| Находится численно 
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Из класса робастных функций особо выделяются MSE (наиболее ис-
пользуемая) и QLIKE. 

Теорема 1.1. MSE и QLIKE ‒ единственные робастные функции по-
терь, зависящие только от ошибок прогноза σ𝑡2 − σ̂𝑡2 и σ𝑡2σ̂𝑡2 соответственно. 

Выделяют несколько свойств MSE и QLIKE, которые делают их при-
влекательными для использования в качестве функций потерь. 

Свойство 1. Из теоремы 1.1 следует, что данные функции потерь зави-
сят от выбранного прогноза не напрямую, а только косвенно ‒ через соот-
ветствующие ошибки. 

Свойство 2. Даже при использовании шумных прокси оценки вола-
тильности по этим двум критериям сходятся к истинным значениям. 

Свойство 3. Обе функции дают один и тот же оптимальный по крите-
рию (1.1) прогноз ‒ условное математическое ожидание. Отсюда следует, 
что при переходе с одной функции на другую не нужно пересчитывать 

прогноз. Этот факт особенно важен при прогнозировании процесса 
GARCH с устойчивым распределением остатков. 

Обе функции не лишены недостатков: MSE весьма чувствительна к вы-
бросам, а QLIKE, на первый взгляд, не имеет очевидного экономического 
смысла, так как строилась по образцу функции правдоподобия для нор-
мального pacпpeделения. 
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ГЛАВА 2  

БЕЗГРАНИЧНО  ДЕЛИМЫЕ,  УСТОЙЧИВЫЕ 

И  РЕГУЛЯРНО  МЕНЯЮЩИЕСЯ 

СЛУЧАЙНЫЕ  ВЕЛИЧИНЫ 

2.1. Безгранично делимые меры 

Пусть (Ω , ℱ ) − измеримое пространство, где Ω  − пространство эле-
ментарных событий, а ℱ − σ- алгебра событий.  

Определение 2.1. Случайная величина (ω), ω Ω,X X=   называется 
безгранично делимой, а ее распределение вероятностей – безгранично де-
лимым, если для каждого , 1,n n  существуют такие независимые, одина-
ково распределенные случайные величины 1 2, , n n nnX X X , что  

1 2  ... .D
n n nnX X X X= + + +  

Рассмотрим схему серий: 

11

21 22

31 32 33

1 2 3

... ... ... ... ...

... ,n n n nn

X

X X

X X X

X X X X

 

состоящую при каждом , 1,n n  из последовательностей независимых 
одинаково распределенных случайных величин 1 2, , n n nnX X X . Заметим, 
что между случайными величинами в разных строках может и не быть ни-
какой связи. 

Построим суммы 

1

,
n

n nk
k

Y X
=

=  

где 1, 2, ...,n =  и рассмотрим предел 

D

nY Y→ при .n→  
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Оказывается, что в качестве предела ,Y  если он существует, могут высту-
пать только безгранично делимые случайные величины. В этом и состоит 
содержательный смысл класса безгранично делимых случайных величин. 

Рассмотрим евклидово пространство , 1, 2, ...dR d = . Скалярное произ-
ведение двух векторов 1( , ..., )dx x x=  и 1( , ..., )dy y y=  из dR  определим как 

1

( , ) ,
d

i i
i

x y x y
=

=  

а норму (длину вектора x ) как 

1
1 2

22

1

|| || ( , ) .
d

i
i

x x x x
=

 
= =  

 
  

Пусть (Ω,   ℱ, )P  − вероятностное пространство. Случайные величины 
являются измеримыми функциями : Ω .dX R→  Закон распределения для 
случайной величины X  будем обозначать ,XP  где для каждого события 𝐴 ∈ ℱ, ( ) ( ).XP A P X A=    

Последовательность случайных величин ( , )nX n N  называется неза-
висимой, если для любого целого , 1,r r  любых 1 2, , ... , ,ri i i N  любых со-

бытий 
1 2
, , ..., 

ri i iA A A ℬ ( )dR   

1 1 2 2 1 1 2 2
( , , ..., ) ( ) ( ) ... ( ),

r r r ri i i i i i i i i i i iP X A X A X A P X A P X A P X A   =     

где ℬ ( )dR  − борелевская σ- алгебра на .dR  

Если случайные величины X  и Y  являются независимыми, то закон 
распределения суммы X Y+  задается как свертка мер: 

,X Y X YP P P+ =    

где 

( )( ) ( ) ( ),
d

X Y X Y

R

P P A P A y P dy = − 𝐴 ∈ ℱ, 
где * – свертка распределений.  
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Последнее равенство эквивалентно соотношению 

( )( )( ) ( ) ( ) ( )
d d d

X Y X Y

R R R

q y P P dy q x y P dx P dy = +    

для всех qℬ ( )dR  (ограниченные измеримые борелевские функции 

на )dR . 

Если случайные величины X  и Y  являются независимыми с плотно-
стями распределения Xf  и Yf  соответственно, то случайная величина 
X Y+  имеет плотность, задаваемую как свертка функций: 

,X Y X Yf f f+ =   

где  

( )( ) ( ) ( ) .
d

X Y X Y

R

f f x f x y f y dy = −  

Характеристическая функция для X  есть φ : d
X R C→  (C  − множество 

комплекснозначных чисел), где  

( , )φ ( ) ( ),
d

i u x
X X

R

u e P dx=   .du R  

Теорема 2.1. Случайные векторы 1, ..., nX X  являются независимыми 
тогда и только тогда, когда 

1 1 ... 1 1
1

φ ( , ..., ) exp ( , ) φ ( ) ... φ ( )
n n

n

X X n j j X X n
j

u u E i u X u u
=

  
= =     

   

для любых 1, ..., .d
nu u R   

Итак, характеристическая функция для вероятностной меры μ  на dR  

определяется как 

( , )

μφ ( ) μ( ),
i u x

dR

u e dx=   .du R  

Теорема 2.2. Характеристическая функция μφ  удовлетворяет следую-
щим основным свойствам: 

1) μφ (0) 1= ; 
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2) μφ  является положительно определенной, т. е. 

μ
, 1

φ ( ) 0
n

i j i j
i j

c c u u
=

−   

для любых ,ic C  1, ,i n=  , 1, ,d
iu R i n =  , jn N c  означает постоянную 

сопряженную к , 1, ;jc j n=   

3) μφ  является равномерно непрерывной. 

Теорема Бохнера утверждает, что если функция φ : dR C→  удовлетво-
ряет свойствам 1, 2 и непрерывна в нуле, то она является характеристиче-
ской функцией некоторой вероятностной меры μ  на .dR  

Определение 2.2. Функция ψ : dR C→  является условно положи-
тельно определенной, если для любых n N  и 1, ..., ,nc c C  для которых 

1

0,
n

j
j

c
=

=  имеем 

, 1

ψ( ) 0
n

j k j k
j k

c c u u
=

−    

для любых 1, ..., .d
nu u R   

Функция ψ : dR C→  называется эрмитовой, если  

( )ψ( ) ψu u= −   

для всех du R , где ψ( )u  − функция комплексно сопряженная к ψ( ).u   

Теорема 2.3. Функция ψ : dR C→  является эрмитовой и условно по-
ложительно определенной тогда и только тогда, когда функция ψ( )t ue  яв-
ляется положительно определенной для каждого 0, .dt u R   

Доказательство. Приведем доказательство только достаточности. 
Предположим, что ψ( )t ue  является положительно определенной для всех 

0.t   Зафиксируем n N  и выберем , , 1, .d
i ic C u R i n  =  Тогда 

ψ( )

, 1

0i j
n

t u u

i j
i j

c c e
−

=
   
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и, следовательно, для каждого 0t   

ψ( )

, 1

1
( 1) 0,i j

n
t u u

i j
i j

c c e
t

−

=
−   

так как 

, 1

1
0.

n

i j
i j

c c
t =

=  

Рассмотрим 

ψ( )
ψ( )

0 0, 1 , 1

1 ( 1
lim ( 1) lim 0.

i j

i j

t u un n
t u u

i j i j
t ti j i j

e
c c e c c

t t

−
−

→ →= =

−
− =    

Используя элементарное равенство 
0

1
lim ,

at

t

e
a

t→

−
=  получим  

, 1

ψ( ) 0.
n

i j i j
i j

c c u u
=

−   

Пусть μ  − вероятностная мера на ,dR  т. е. μ( ) 1.
dR

d u =  Определим 

( )μ* μ* *μn =  ( n  раз). 
Определение 2.3. Мера μ  имеет свертку n -го порядка, если суще-

ствует вероятностная мера 
1

μ ,n  для которой выполняется 

*
1

μ μ.

n

n

  
  =     

 

Определение 2.4. Мера μ  называется безгранично делимой, если су-

ществует ее свертка n -го порядка для всех .n N  В этом случае 
1

μ n  опре-
деляется однозначно. 

Теорема 2.4. Мера μ  безгранично делима, если для всех n N  существует 
вероятностная мера μn  с такой характеристической функцией φ ( ),n u  что  
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( )φ( ) φ ( ) n

nu u=  

для всех 
du R  и при этом 

1

μ μ n
n = , где μφ( ) φ ( ).u u=   

Теорема 2.5. Безгранично делимые меры имеют следующие свойства: 
1) если меры μ  и ν  безгранично делимы, то мера μ*ν  также безгра-

нично делима; 

2) если последовательность мер μ , ,n n N  безгранично делима и μ μ
w

n →  

(слабая сходимость), то μ  также будет безгранично делимой мерой. 

Замечание 2.1. Слабая сходимость μ μ
w

n →  означает, что 
lim ( )μ ( ) ( )μ( )

d d

n
n

R R

f x dx f x dx
→

=   для всех функций ( ).df C R  

Определение 2.5. Случайная величина X  называется безгранично де-
лимой, если ее закон распределения XP  безгранично делим, т. е. 

( ) ( )
1  ... ,D n n

nX Y Y= + +  где ( ) ( )
1 , ,n n

nY Y  − независимые в совокупности 
и одинаково распределенные случайные величины для каждого .n N  

Пример 2.1. Гауссовские (нормальные) случайные величины. 
Пусть 1 2( , , , )dX X X X=  – d-мерный случайный вектор. Допустим, 

что он является невырожденным гауссовским нормальным вектором, если 
существует вектор dm R  и такая строго положительно определенная сим-
метричная матрица A  размерности ,d d  что X  имеет плотность распре-
деления 

( )
( )1

2

1 1
( ) exp , ( ) , ,

2
2π det

d
X d

f x x m A x m x R

A

− = − − −  
 

 

1где A−
 − обратная матрица. 

Тогда записывают ~ ( , ),X N m A  где вектор m − математическое ожи-
дание вектора ;X  A  − ковариационная матрица, ( )( ) ,TA E X m X m = − −   

где ( )TX m−  – транспонированный вектор.  

Характеристическая функция 1φ ( ) exp ( , ) ( , )
2

X u i m u u Au
 = − 
 

 век-

тора ,X  следовательно, ( )
1 1 1φ ( ) exp , , , .

2

d
n

X

m
u i u u Au u R

n n

    = −     
    
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Видим, что вектор X  имеет безгранично делимое распределение с 

( ) 1
~ ,n

j

m
Y N A

n n

 
 
 

 

для каждого , 1, .n N j n =   

Допустим, что случайный вектор X  имеет стандартное гауссовское рас-
пределение, если ( )2~ 0,σX N I , где I  − единичная матрица размерности 

2, σ 0.d d    

Случайный вектор X  имеет вырожденное гауссовское распределение, 
если выражение для φ ( )X u  имеет место с определителем det 0.A =  Этот 
случайный вектор также будет являться безгранично делимым.  

Пример 2.2. Пуассоновские случайные величины. 
Примем, что 1,d =  и рассмотрим случайную переменную ,X  принима-

ющую значения на множестве {0}.n N    

Будем считать, что случайная величина X  имеет пуассоновское распре-
деление, если существует постоянная λ 0,  для которой  

λλ
{ } .

!

ne
P X n

n

−

= =  

В таком случае запишем ( )~ π λX  и получим 

( ) ( ) λ,E X V X= =  

характеристическая функция 

( )φ ( ) exp λ 1 ,iu
X u e = −   

из которой видно, что X  является безгранично делимой с  

( ) λ
~ πn

jY
n

 
 
 

 для 1, .j n=   

Пример 2.3. Составные случайные величины Пуассона. 
Пусть ( )( ),Z n n N  – последовательность независимых, одинаково рас-

пределенных случайных величин, принимающих значение в dR  с общим 
законом распределения μ ;Z  ~ π λM ( )  − пуассоновская случайная вели-
чина, не зависящая от всех ( ), .Z n n N  
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Составную случайную величину Пуассона X  определим как 

(1) ( ).X Z Z M= + +   

Теорема 2.6. Для каждого 
du R  

( )( , )φ ( ) exp 1  λμ ( ) .
d

i u y
X Z

R

u e dy
 

= − 
 
  

Доказательство. Имеем, что характеристическая функция  

( )( , ( ))
( )φ ( ) φ ( )i u Z n

Z n Zu E e u= =  

для всех .n N  
Характеристическая функция 

( ) ( )( , ) ( , (1)  ...  ( ))φ ( ) ,i u X i u Z Z M
X u E e E e + += =  

где X  принимает значения в .dR  
Используя формулу полной вероятности для математических ожида-

ний, получим 

( ) ( )
λ

( , (1)  ...  ( )) ( , (1)  ...  ( ))

0 0

λφ ( ) | ( )
!

n
i u Z Z M i u Z Z n

X
n n

e
u E e M n P M n E e

n

− 
+ + + +

= =
= = = = =   

( ) ( ) ( )λ ( , (1)) ( , ( )) λ ( , (1)) ( , ( ))

0 0

λ λ…  
! !

n n
i u Z i u Z n i u Z i u Z n

n n

e E e e e E e E e
n n

 
− −

= =

 = = =    

( ) λφ ( ) λ(φ ( ) 1)λ λ λ

0 0

φ ( ) λλ
(φ ( )) .

! !
Z Z

nn
u un Z

Z
n n

u
e u e e e e

n n

 
−− − −

= =
=  = = =   

Поскольку 

( )( , ) ( , )φ ( ) μ ( )
d

i u Z i u y
Z Z

R

u E e e dy= =   

и 

μ ( ) 1,
d

Z

R

dy =  

то получим 

( )( , ) 1 λμ ( )

φ ( ) .
i u y

z
dR

e dy

X u e
−

=  
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Если X  является составной случайной величиной Пуассона, то запи-
шем ~ π(λ, μ ).ZX  Видим, что X  является безгранично делимой случайной 

величиной с ( ) λπ ,μn
j ZY

n

 =  
 

 для 1, .j n=   

2.2. Формула Леви – Хинчина 

Исследования Б. де Финетти в 1920 г. показали, что в наиболее общем 
виде безгранично делимая случайная величина X  может быть записана 
как 

,X Y W= +  

где Y  и W  – независимые случайные величины, причем 𝑌~𝑁(𝑚, 𝐴),𝑊~π(λ, μ𝑧). 
Тогда  φ𝑋(𝑢) = 𝑒η(𝑢), 

где η(𝑢) = 𝑖(𝑚, 𝑢) − 12 (𝑢, 𝐴𝑢) + ∫ (𝑒𝑖(𝑢,   𝑦) − 1)λμ𝑍(𝑑𝑦) 𝑅𝑑 . 

Заметим, что мера ν(∙) = λμ𝑍(∙) является конечной мерой.  
П. Леви и А. Я. Хинчин показали, что мера 𝜈 может быть σ-конечной, 

т. е. такой, что  

∫ (‖𝑦‖2⋀1)ν(𝑑𝑦) 
𝑅𝑑\{0} < ∞, 

где 𝑅𝑑\{0} = {𝑦 ∈ 𝑅𝑑 , 𝑦 ≠ 0};   𝑎⋀𝑏 = min(𝑎, 𝑏);   𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅. 
Данная мера называется мерой Леви. Поскольку {‖𝑦‖2⋀ε} ≤ {‖𝑦‖2⋀1}, 0 < ε ≤ 1, из последнего соотношения следует, что ν{𝑅𝑑\(−ε, ε)𝑑} < ∞ 

для всех ε > 0. 

Фундаментальным является следующий результат. 
Теорема 2.7 (теорема Леви − Хинчина). Борелевская вероятная 

мера μ, заданная на 𝑅𝑑, является безгранично делимой, если существуют 

вектор 𝑚 ∈ 𝑅𝑑, неотрицательно-определенная симметричная матрица 𝐴 размерности 𝑑 × 𝑑  и положительная мера Леви 𝜈 = 𝜈(𝑑𝑦), заданная на 𝑅𝑑\{0}, что для любых 𝑢 ∈ 𝑅𝑑 
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φμ(𝑢) =  = exp [𝑖(𝑚, 𝑢) − 12 (𝑢, 𝐴𝑢) + ∫ (𝑒𝑖(𝑢,𝑦) − 1 − 𝑖(𝑢, 𝑦)𝐼𝐵(𝑦)) 𝜈(𝑑𝑦) 
𝑅𝑑\{0} ],   

где 𝐵 = {𝑦 ∈ 𝑅𝑑 , ‖𝑦‖ < 1}; 𝐼𝐵(𝑦) = {1, 𝑦 ∈ 𝐵0,   𝑦 ∈̅ 𝐵. 

Последнее равенство называется формулой Леви − Хинчина.  
Любое представление в виде правой части последнего равенства явля-

ется характеристической функцией для безгранично делимой вероятност-
ной меры на 𝑅𝑑 . 

Тройка (𝑚, 𝐴, 𝜈) называется характеристиками безгранично делимой 
случайной величины X  и определяется единственным образом. 

Определим η = lgφμ, где рассматриваем главную часть логарифма. 
Тогда η называется символом Леви или характеристической экспонентой. 

Далее классифицируем символ Леви аналитически. 
Теорема 2.8. η является символом Леви тогда и только тогда, когда он 

является непрерывной, эрмитовой, условно-положительно определенной 
функцией, для которой η(0) = 0. 

2.3. Класс устойчивых распределений 

Класс безгранично делимых распределений включает в себя устойчи-
вые распределения, которые возникают, когда все величины 𝑋𝑛1, … , 𝑋𝑛𝑛,    𝑛 ≥ 1, из определения 2.1 появляются специальным образом 
посредством одной и той же последовательности независимых случайных 
величин  𝑌1, 𝑌2, …, а именно  𝑋𝑛𝑘 = 𝑌𝑘𝑑𝑛 + 𝑎𝑛𝑛 , 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛,   
где 𝑑𝑛 > 0, 𝑎𝑛 ≥ 0, 𝑛 ≥ 1 – последовательности действительных чисел. 

Рассмотрим общую центральную предельную задачу для размерности 𝑑 = 1. Пусть 𝑌𝑛, 𝑛 ∈ 𝑁, – последовательность действительнозначных 

независимых, одинаково распределенных случайных величин, последова-
тельность частных сумм 𝑆𝑛 = 𝑌1 + … + 𝑌𝑛 − 𝑏𝑛 σ𝑛 , 
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где 𝑏𝑛, 𝑛 ∈ 𝑁 – произвольная последовательность действительных чисел 
и σ𝑛;   𝑛 ∈ 𝑁 – произвольная последовательность действительных положи-
тельных чисел. 

Рассмотрим случай, когда существует случайная величина Х, для которой lim𝑛→∞𝑃{ 𝑆𝑛 < 𝑥} = 𝑃{𝑋 < 𝑥}  
при всех 𝑥 ∈ 𝑅, т. е. 𝑆𝑛  сходится по распределению к 𝑋. Если в данном 

равенстве предел существует, то случайную величину 𝑋 называют устой-
чивой. 

Класс устойчивых распределений является одним из важнейших клас-
сов вероятностных распределений, имеющих «тяжелые хвосты» и много 
других интересных математических свойств. Использование в исследова-
ниях временных рядов устойчивых распределений объясняется несколь-
кими причинами.  

Первая причина заключается в появлении негауссовских устойчивых 
моделей, например отражение от вращающегося зеркала, приводящее 
к распределению Коши, момент первого попадания для броуновского дви-
жения, приводящий к распределению Леви [43; 119]. Вторая причина – 

обобщенная центральная предельная теорема, определяющая самое важ-
ное свойство устойчивых распределений: устойчивое распределение явля-
ется единственным пределом (при условии его существования) нормали-
зованных сумм независимых, одинаково распределенных случайных 
величин. Третья причина – гауссовское распределение, самое известное 
и хорошо изученное. Негауссовские устойчивые распределения исследу-
ются в разнообразных областях: финансы, страхование, экономика, теле-
коммуникации, гидрология, физика [61; 62; 100; 110; 127]. 

Определение 2.6. Невырожденная случайная величина X  называется 
устойчивой, если для каждого 1,  2,  ...n =  найдутся такие константы 0nc   

и ,nd R  что 

                                       1 2  ... ,
d

n n nX X X c X d+ + + = +                               (2.1) 

где 
d

=  означает равенство по распределению; 1 2, , ..., nX X X  – независи-
мые, одинаково распределенные случайные величины; X – случайная ве-
личина с таким же распределением, как и ,jX  1,2, ..., .j n=   

Случайная величина X  называется строго устойчивой, если в соотно-
шении (2.1) 0.nd =  
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В. Феллер в своей работе доказал, что единственно возможный выбор 
для постоянной nc  есть при 1/α ,nc n=  α (0; 2]  [43]. Для строго устойчи-
вой случайной величины X  имеем 

                                         1/α
1 2  ... .

d

nX X X n X+ + + =                                  (2.2) 

Известно, что устойчивые распределения, за исключением нескольких 
случаев (гауссовское распределение, распределение Коши и распределе-
ние Леви), не имеют явных выражений плотности распределения и функ-
ции распределения. Однако класс устойчивых распределений достаточно 
полно описывается с помощью характеристических функций. Самая по-
пулярная параметризация α-устойчивых случайных величин рассмотрена 
в работах Г. Самородницкого и М. С. Такки, Р. Верона, В. М. Золотарева 

[110; 124; 127]. 

Определение 2.7 (представление Леви – Хинчина). Невырожденная 
случайная величина X  называется устойчивой, если ее характеристическая 
функция имеет представление вида 

            

α πα
exp{ (σ | |) [1 βsign( ) tg ] μ } при α 1,

2φ ( )
2

exp{ σ | | [1 β sign( )ln(| |)] μ }  при α 1,
π

X

t i t i t

t

t i t t i t

 − − + = 
 − + + =


  

          (2.3) 

где α (0; 2],  β [ 1;1], −   μ ,R  σ 0  (α (0; 2]  – индекс устойчивости (ин-
декс «тяжелого хвоста», характеристический показатель); β  – параметр 
асимметрии; μ  – параметр положения; σ  – параметр масштаба). В этом 
случае запишем X ~ α (σ,β,μ).S  

Если μ 0,=  σ 1= , то случайная величина X  называется стандартной. 
Когда α 2,=  то имеем гауссовское распределение, если α 2,  то кова-

риация α-устойчивой случайной величины бесконечна [61; 62; 110]. 

Используя обобщенную центральную предельную теорему, имеем 

α α
α

  

α α
α

  

lim ( ) (1 β)σ ,

lim ( ) (1 β)σ ,
x

x

x P X x C

x P X x C

→ 

→ 

  = +


 − = +
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где  

1

α
α

0

1 πα
2 sin( ) (α)sin ,

π 2
C x x dx

−
− 

= =  
 
  

где (α)  – гамма-функция. 

Когда параметр β 0,  устойчивое распределение скошено вправо, т. е. 
правый «хвост» тяжелее левого; если β 0,  то устойчивое распределение ско-
шено влево, т. е. левый «хвост» тяжелее правого; если β 0,=  то X  является 
устойчивой случайной величиной симметричной относительно μ. 

Когда α 1,  μ 0,=  то распределение случайной величины X при β 1=  

сосредоточено в правой полуплоскости, а при β 1= −  – в левой. В этом слу-
чае X  называется односторонне устойчивой случайной величиной. Приме-
рами таких распределений являются случайные величины Леви 

1/2~ (σ,1,0),X S  1/2~ (σ, 1,0)X S −  [43; 124]. 

Когда α 1,  математическое ожидание α-устойчивой случайной вели-
чины конечно и эквивалентно μ. Абсолютный момент порядка p  α-устой-
чивой случайной величины конечен тогда и только тогда, когда α.p    

Лемма 2.1. Если X – устойчивая случайная величина, то для любых 
положительных чисел ,c d  существуют такие константы , ,a b R  0,b   

что 

1 2

d

cX dX a bX+ = +   

или 

1 2
,X X X

x x x a
F F F

c d b

−      =     
     

 

где 1 2, ,X X X – независимые, одинаково распределенные случайные вели-
чины; 

1 2
, ,X X XF F F  – функции распределения случайных величин 

1 2, ,X X X  соответственно; «» – свертка функций [101; 110; 119; 127]. 

Обобщенная центральная предельная теорема. 
Если 1 2, , ..., nX X X  – независимые, одинаково распределенные случай-

ные величины и 

                                                
1

n

j nj

n

n

X a
Z

b

= −
=


,                                       (2.4) 
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где , , 0,n n na b R b   то случайная величина X  является пределом по рас-
пределению последовательности { }n n NZ   вида (2.4) при n→  тогда 
и только тогда, когда X  – устойчивая случайная величина. 

Когда 1X  имеет конечное математическое ожидание 1m EX=  и конеч-
ную дисперсию 1,D DX=  то 

1
~ (0,1)

n

jj d

n

X nm
Z X N

D n

= −
= ⎯⎯→


 при ,n→  

где ~ (0,1)X N  – стандартная нормальная случайная величина. 
В дальнейшем пишем ( ) ~ ( )f x g x  при ,x→  если ( ) / ( ) 1f x g x →  при 

.x →   

Теорема 2.9 (обобщенная центральная предельная теорема) [101; 110]. 

Пусть 1 2, , ..., nX X X  – независимые, одинаково распределенные случайные 
величины с функцией распределения ( ), ,F x x R  для которых выполня-
ются условия 

( ), ,F x x R  при ,x→  

α( ) ~ | |F x d x −  при ,x→  

где , , 0, 0 α 2.c d R c d +      

Тогда существуют такие последовательности na  и 0,nb   1, 2, ...,n =  

что последовательность  

1

n

j nj

n

n

X a
Z

b

= −
=


  

сходится по распределению к стандартной устойчивой случайной величине 

α~ (1,β,0)X S  с параметрами 

λ, если λ 2,
α

2, если λ 2,


=  
 β ,c d

c d

−
=

+
 

при этом последовательности na  и nb  удовлетворяют соотношениям: 

а) если 0 α 1,   то 0,na =   
1/α

1/α 1/απαπ( ) 2 (α)sin ;
2

nb c d n

−
 = +   
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б) если α 1,=  то 
πβ( ) ln( ), ( ) ;
2

n na c d n n b c d n= + = +  

в) если 1 α 2,   то 1,na nEX=   
1/α

1/α 1/απαπ( ) 2 (α)sin ;
2

nb c d n

−
 = +   

 

г) если α 2,=  то 1,na nEX=   1/21/2( ) ln( ) .nb c d n n= +  

Обобщая случай устойчивых случайных величин, можем вывести 
определение устойчивых случайных векторов. 

Определение 2.8. Невырожденный случайный вектор X  со значениями 
в ,dR  1, 2, ...,d =  называется устойчивым, если для каждого 1,  2,  ...n =  

найдутся такие константы 0nc   и ,nd R  что 

1 2  ... ,
d

n n nX X X c X d+ + + = +  

где 1 2, , ..., nX X X  – независимые, одинаково распределенные случайные 
векторы со значениями в ,dR  X – случайная величина с таким же распре-
делением, как и ,jX  1, 2, ..., j n=  [101]. 

Любой устойчивый случайный вектор X  со значениями в dR  может 
быть охарактеризован конечной спектральной мерой   на единичной 
сфере { : || || 1}d dS u R u=  =  в dR  [42]. 

Определение 2.9. Случайный вектор X  со значениями в dR  называется 
α-устойчивым, α (0; 2],  если его характеристическая функция имеет сле-
дующий вид: 

α πα
exp || ( , ) || 1 sign(( , )) tg ( ( )) ( ,μ) , α 1,

2
φ ( )

2
exp || ( , ) || 1 sign(( , ))ln || ( , ) || ( ( )) ( ,μ) , α 1,

π

d

d

S

X

S

x y i x y d y i x

x

x y i x y x y d y i x

    − −  +    
    = 

    − +  + =      





 

где ( , )x y  – скалярное произведение в ;dR  || . ||  – евклидова норма [42; 43; 

83; 101; 110; 119]. 

2.4. Явное представление устойчивых случайных величин  

Теорема 2.10. Еслиα (0; 2] , 
π π

~ , V U
 −   

, ~ (1)W E , причем случай-

ные величины V  и W  независимы, то случайная величина 
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1 α
α

1

α

sin(α ) cos( α )

(cos( ))

V V V
X

W
V

−
− =  

 
 

является α-устойчивой, т. е. 𝑋~𝑆α𝑆. 
Теорема 2.11. Если α (0; 1)  или α (1; 2)  и β [ 1; 1] − , 

π π
~ , ,V U

 −   
 ~ (1)W E , причем случайные величины V  и W  незави-

симы, то случайная величина 

1 α
αα,β α,β

α β 1

α

sin(α( )) cos( α( ))
,

(cos( ))

V C V V C
X D

W
V

−



+ − + 
=  

 
  

α,β

πα
arctg β tg

2
  ,

α
C

  
    =   

1

α

α,β
απ

cos arctg β tg
2

D

−
    =         

  

имеет α-устойчивое распределение, т. е. α β~ .X S    

Теорема 2.12. Если  )α (0; 2], β [ 1; 1], σ 0; , μ ,R R+  −  =    

π π
~ , V U

 −   
, а ~ (1)W E , причем случайные величины V  и W  незави-

симы, то равенства 

1 α
αα,β α,β

α β σ α,β,σ,μ1

α

sin(α( )) cos( α( ))
,

(cos( ))

V C V V C
X D B

W
V

−

 

+ − + 
= + 

 
 

α
α β σ μ

παμ βσ τγ ,B   
 = −   

 

α,β

πα
arctg β tg

2
,

α
C

  
    =  
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1

α

α,β,σ
πασ cos arctg β tg
2

D

−
    =          

 

выполняются при α 1;   

равенства 

( )
( )

β, σ, μ

π
cos

2 π 2σ β tg βln ,ππ 2 β
2

W V
X V V B

V

  
   =  + − +   
   +

  

 

β, σ, μ
2μ βσln(σ)
π

B = +  

выполняются при α 1.=  
Вышеперечисленные равенства определяют семейство α-устойчивых 

случайных величин 𝑋~𝑆α(σ, β, μ). 
Доказательство теорем можно найти в работах В. М. Золотарева. 

2.5. Моделирование устойчивых случайных величин  
Сложность проблемы генерирования устойчивых случайных величин со-

стоит в том, что вид характеристической функции не позволяет получить 
аналитическое выражение ни для обратной функции распределения, ни для 
плотности распределения. Исключение составляют частные случаи устойчи-
вого распределения – распределения Гаусса (𝑆2(σ, 0, μ) = 𝑁(μ, 2σ2)), Коши (𝑆1(σ, 0, μ)) и Леви (𝑆1/2(σ, 1, μ)) (𝑆1/2(σ,−1, μ)), для которых применимы 
обычные методы моделирования. Во всех остальных случаях, чтобы полу-
чить плотность, необходимо проводить численное интегрирование. 

Поскольку ∫ |φ𝑋(𝑡)|𝑑𝑡 = ∫ exp{−σα|𝑡|α}𝑑𝑡 < ∞∞−∞∞−∞ , то по формуле 
обращения имеем 𝑓𝑋(𝑥) = 12π∫ 𝑒−𝑖𝑡𝑥φ𝑋(𝑡)𝑑𝑡∞−∞ . 

Если плотность распределения является действительной функцией, то 𝑓𝑋(𝑥) = 

=
{  
  12π ∫ exp{−σα|𝑡|α}cos∞

−∞ {βσα𝑡|𝑡|α−1𝑡g απ2 + μ𝑡 − 𝑡𝑥} 𝑑𝑥, α ≠ 1
12π ∫ exp{−σ|𝑡|}cos∞

−∞ {β 2π 𝑡lg|𝑡|) + μ𝑡 − 𝑡𝑥} 𝑑𝑥, α = 1 .   (2.5) 



36 

Далее можно проводить численное интегрирование правой части равен-
ства (2.5), заменяя бесконечные пределы конечными и применяя, например, 
составную формулу трапеций. Для контроля правильности вычислений 
можно использовать условие нормировки. 

Зная плотность распределения вероятностей, можно смоделировать 
непрерывную случайную величину стандартным методом исключения. 
Используем следующий алгоритм.  

Алгоритм 1.  

Шаг 0. Подбираем мажорирующую функцию 𝑔(𝑥), 𝑔(𝑥) ≥  𝑓𝑋(𝑥) ≥ 0. 
Шаг 1. Моделируем случайный вектор (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺, где  𝐺 = {(𝑥, 𝑦): 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑔(y)}. 
Шаг 2. Если 𝑦 > 𝑓𝑋(𝑥), то (𝑥, 𝑦) исключаем и вновь повторяем шаг 1; 

если 𝑦 ≤ 𝑓𝑋(𝑥), то значение 𝑥 принимается в качестве реализации случай-
ной величины 𝑋. 

Таким образом, получаем метод компьютерного моделирования устойчи-
вых случайных величин, однако он требует существенных затрат машинного 
времени и имеет погрешность, связанную с численным интегрированием.  

В теоремах 2.10−2.12 получены выражения устойчивых случайных ве-
личин через равномерно распределенную и экспоненциальную случайные 
величины, о моделировании которых изложено в главе 1. Используя их, мо-
жем моделировать устойчивые случайные величины. 

Алгоритм 2. Процедура генерирования реализации 𝑋 случайной вели-
чины 𝑋 с распределением 𝑆α,β состоит в следующем: 𝑘1 = rand(   ); 𝑘2 = rand(   ); 𝑉 = −π2 + π(0,5 + 𝑘1)/32768; 𝑊 = −lg((0,5 + 𝑘2)/32768); 

𝐶α,β = arctg (βtg (πα2 ))α ; 
𝐷α,β = (cos (arctg (βtg (πα2 ))))− 1α. 
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Затем принимаем 

𝑋 = 𝐷α,β sin (α(𝑉 + 𝐶α,β))(cos(𝑉))1α (cos (𝑉 − α(𝑉 + 𝐶α,β))𝑊 )1−αα . 
Замечание 2.2. Если 𝑋 является реализацией случайной величины 𝑋~𝑆α,β, то  𝑌 = σ𝑋 + μ 

является реализацией случайной величины 𝑌 = σ𝑋 + μ~𝑆α(σ, β, μ). 
Алгоритм 3. Процедура генерирования реализации 𝑋 случайной вели-

чины 𝑋 с распределением 𝑆α(σ, β, μ) для α ∈ (0;  2], β ∈ [−1;  1], σ ∈ 𝑅, μ ∈ 𝑅  состоит в следующих вычислениях: 

μ̃ = {μ − βσαtg (απ2 ) , α ≠ 1μ, α = 1 ; 
𝑘1 = rand(   ); 𝑘2 = rand(   ); 𝑉 = −π2 + π(0,5 + 𝑘1)/32768; 𝑊 = −lg((0,5 + 𝑘2)/32768); 𝐵α,β,σ,μ = μ − βσαtg (πα2 ) ; 

𝐶α,β = arctg (βtg (πα2 ))α ; 
𝐷α,χ,σ = σ(cos (arctg (βtg (πα2 ))))− 

1α. 
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Затем принимаем 

𝑋 = 𝐷α,β,σ sin (α(𝑉 + 𝐶α,β))(cos(𝑉))1α (cos (𝑉 − α(𝑉 + 𝐶α,β))𝑊 )1−αα + 𝐵α,β,σ,μ 

для α ≠ 1. 
При α = 1 вычисляем 

𝑋 = σ 2π((π2 + β𝑉) tg(𝑉) − βlg(π2𝑊cos(𝑉)π2 + βV )) + 𝐵β,σ,μ, 
где 𝐵β,σ,μ = μ + 2π  βlg(σ). 
Замечание 2.3. В случае компьютерных вычислений, основанных на 

двух последних алгоритмах, для значений β ≠ 0, α близких к 1 и α доста-
точно близких к 0, могут наступить эффекты численной нестабильности. 

2.6. Регулярно меняющееся распределение 

Теория регулярного изменения была введена Й. Караматом в 1930 г. 
[66]. Регулярное изменение – одно из фундаментальных понятий, которое 
появляется естественным образом в различных контекстах прикладной тео-
рии вероятности. У. Феллер рассмотрел регулярное изменение в контексте 
предельной теории для сумм независимых, одинаково распределенных слу-
чайных величин [43]. С. И. Резник популяризировал понятие многомерного 
регулярного изменения для многомерной теории предельных значений 
[105; 106]. У Н. Х. Бингема, С. М. Голди и Дж. Л. Тейгелса можно найти 
много аналитических результатов, связанных с одномерным регулярным 
изменением [19]. Ч. Кестен и C. M. Голди [67; 48] изучили регулярное из-
менение как стационарное решение стохастического уравнения. Математи-
чески регулярное изменение – область в классической теории действитель-
ных чисел, которое применяется в функциональном анализе, теории 
функции, теории рядов Фурье, комплексном или выпуклом анализах, об-
щей топологии. Эти результаты находят естественное применение в финан-
совом анализе временных рядов [13; 14; 90]. В настоящее время регулярное 
изменение стало одним из ключевых понятий для моделирования поведе-
ния больших телекоммуникационных сетей [56; 76; 92]. 

Определение 2.10. Распределение dR  случайного вектора X  называ-
ется многомерно регулярно меняющимся с индексом α 0,  если 
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существуют положительная действительная последовательность 
{ }, ,nx n N  и случайный вектор 1Θ , 1, 2, ...,dS d− =  

1dS −
 – единичная 

сфера, в dR  относительно нормы || . ||  такие, что 

             
ν α(|| || , / || || ) ( )nnP X tx X X A t P A−  ⎯⎯→     0,t   ,n→        (2.6) 

для всех борелевских множеств ,A  
1dA S −  [19; 64]. 

Сходимость (2.6) эквивалентна следующей сходимости для всех 0:t    

ν α(|| || , / || || )
( )

(|| || )

P X tx X X A
t P A

P X x

− 
⎯⎯→ 


   

 
 

 при ,x→   

где « ν⎯⎯→ » означает слабую сходимость на 1dS −
 [19; 65].  

Распределение случайного вектора   в (2.6) называется спектральной 
мерой случайного вектора .X  

В случае 1d =  имеем регулярно меняющуюся случайную величину X  

с индексом α 0,  для которой 

               α( ) ~ ( )P X x px L x−   и α( ) ~ ( ),P X x qx L x−   , 0,p q              (2.7) 

где ( )L x  – медленно меняющаяся функция, т. е. для любого 0x   

 

( )
lim 1.

( )t

L tx

L t→ 
=  

Условие (2.7) также упоминается как условие баланса «хвоста», при 
этом случаи 0p =  или 0q =  не исключены [19; 64].  

Особенным следствием слабой сходимости в (2.6) является следующий 

вывод: любая линейная комбинация компонент регулярно меняющегося 

вектора A  также является регулярно меняющимся вектором с тем же ин-
дексом α. При любых \ {0}dx R   

                                           α
 

(( , ) )
lim ( )

( )u

P x X u
w x

L u u−→ 


=                                   (2.8) 

существует, если ( )L x  – медленно меняющаяся функция, а ( )w x  – ограни-
ченная функция, которая является монотонной функцией и имеет свойство 

α( ) ( )w tx t w x−=   
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при всех 0,t   \ {0}dx R  и при некоторой α 0.  Это означает, что при 
всех \ {0}dx R  случайная величина ( , )x X  является регулярно меняю-
щейся случайной величиной с индексом α. 

Теорема 2.13. Пусть X  – случайный вектор в .dR  Тогда (2.7) и (2.8) 
эквивалентны, если выполняется одно из следующих условий: 

а) α  – положительное, но не целое число; 
б) X  имеет неотрицательные компоненты и α  – нечеткое целое число 

[13; 14; 43]. 
Представим несколько вероятностных свойств регулярного изменения, 

которые нужны для доказательства результатов в следующих главах. 
Лемма 2.2. Если 1 2, , ..., nX X X  – независимые, одинаково распределен-

ные и регулярно меняющиеся случайные величины с индексом α , α 0,  

1 2 ... ,n nS X X X= + + +  то 

1( ) ( ), , 1nP S x nP X x x R n =     [43]. 

Лемма 2.3. Предположим, что 1 2,X X  – независимые, неотрицательные 
случайные величины. Тогда имеем следующее: 

а) если 1X  – регулярно меняющаяся случайная величина с индексом 
α, α 0  и 1 2( ) ( ( )), ,P X x o P X x x =  →  то 1 2X X  также регулярно ме-
няющаяся случайная величина с индексом α;  

б) если α 1 ε
2( )E X +    при некоторых α 0, ε 0,   тогда 

                               α
1 2 2 1( ) ~ ( ) ( ), ,P X X x E X P X x x  →                     (2.9) 

т. е. 1 2X X  является регулярно меняющейся случайной величиной с индек-
сом α;  

в) если α
1( ) ~ , 0P X x cx x−    и α

2EX    при некоторых 0,c   α 0,  

то (2.8) также справедливо [19; 29; 64]. 
Лемма 2.4. Если X  – регулярно меняющаяся случайная величина с ин-

дексом α, α 0,  ( )f x  – некоторая функция, для которой при некотором 

0,q   ( ) ( ),qf tx t f x=  для всех 0,t   то ( )f X  является также регулярно ме-
няющейся случайной величиной с индексом α/q  [19; 64]. 

Лемма 2.5. Если 1 2, , ..., nX X X  – регулярно меняющиеся случайные 
величины с индексом α,  α 0 , то 

( )

( )

i
i

P X x
c

F x

+
=  и ( )

, 1,2, ..., ,
( )

i
i

P X x
c i n

F x

− −
= =   
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где ic  – некоторые неотрицательные числа; F  – некоторая функция рас-
пределения; ( ) 1 ( )F x F x= −  и 

( , ) ( , ) ( , )
lim lim lim , ,

( ) ( ) ( )

i j i j i j

x x x

P X x X x P X x X x P X x X x
i j

F x F x F x→ → →

   −   −  −
= =   

1 2  ... ,n nS X X X= + + +  

то 

1 2

( )
lim  ... 

( )

n
n

x

P S x
c c c

F x

+ + +

→


= + + +  и 1 2

( )
lim  ... 

( )

n
n

x

P S x
c c c

F x

− − −

→


= + + +  [64]. 

В частности, если 1 2, , ..., nX X X – независимые, неотрицательные слу-
чайные величины, то имеем 

1 2( ) ( ) ( )  ... ( ).n nP S x P X x P X x P X x =  +  + +   

2.7. Устойчивый предел преобразования мартингала 

Рассмотрим суммы строго стационарных случайных векторов  

,t t tY G X=  

где { }tX  – независимые, одинаково распределенные случайные величины; 

{ }tG  – строго стационарная последовательность случайных векторов со 

значениями в ;dR  tG  – tF  измеримая, где tF 1 2σ( , , ...), .t tX X t Z− −=   

Если 0tEX =  и 1 ,EG   то ( | ) 0,t t tE G X F =  поэтому { }t tG X  является 
последовательностью мартингала-разности. Тогда  

0 1 20,  ... , 1,n nS S Y Y Y n= = + + +   

называется преобразованием последовательности мартингалов 

  1
{ }

n

t n Nt
X =  последовательностью { }.tG  

Заметим, что стационарный процесс { }k k NY   удовлетворяет условию 
сильного перемешивания, если 

  σ{ ,   0 },   σ{ ,   }
sup | ( ) ( ) ( ) | : 0, .

t t

k
A Y t B Y t k

P A B P A P B a k
   

− = → →  
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Когда { }k k Na   сходится к 0 с геометрической скоростью, т. е. ~ kb
ka e  

при ,k →  где , ,kb k→ →  то { }k k NY   называется сильным перемеши-
ванием с геометрической скоростью [18; 36; 113]. 

Фундаментальные предположения: 

A1) 1X  – регулярно меняющаяся случайная величина с индексом 
α (0; 2);   

A2) α ε
1| |E G +    при некоторой ε 0;  

A3) процесс { } { }t t tY G X=  удовлетворяет условию сильного перемеши-
вания с геометрической скоростью. 

Теорема 2.14. Пусть  

1 1

.
n n

t t t
t tn N n N

Y G X
= = 

   =   
   
   

Предположим, что выполняются условия A1−A3, и если α (1; 2),  то 

1 0,EX =  если α 1,=  то 1X  – симметричная случайная величина. Тогда 

                                             1
α ,

d

n na S S− ⎯⎯→  ,n→                                  (2.10) 

где последовательность { }na  определена следующим образом:  

                                           1(| | ) ~1, ,nnP X a n →                                 (2.11) 

а αS  – α-устойчивый случайный вектор [33; 94]. 

Замечание 2.4. В случае 2 δ 2 δ
1 1| | | | , δ 0E G E Y+ ++     и 1 0,EY  =  

(2.10) превращается в соотношение 1/2 ,
d

nn S X− ⎯⎯→  где X  – гауссовская слу-
чайная величина со средним 0 и с ковариационной структурой как 1.G  Это 
следует из строгой стационарности мартингального процесса { }t tG X  [18]. 

Замечание 2.5. Отметим, что { }tY  – регулярно меняющиеся случайные 
величины с индексом α,  полученный результат следует из применения ре-
зультата Л. Бреймана [28], который показывает, что если ξ, η  – независи-
мые, одинаково распределенные случайные величины (η 0  п. н., ξ  – ре-
гулярно меняющаяся случайная величина с индексом α 0),  ηE     при 
некоторой υ α,  то 

α(ξη ) ~ η (ξ ),P x E P x   ,x→  
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т. е. ξη  также является регулярно меняющейся случайной величиной с ин-
дексом α 0.  

Заметим, что условие A3 может быть заменено более слабым условием 
A'3 (A ( ))na  [94]. Стационарный случайный процесс векторов { }tY  со зна-
чениями в dR  удовлетворяет условию A ( ),na  если существует такая по-
следовательность положительных целых чисел ,nr  что ,nr →  

[ / ]n nk n r= →  при ,n→  и 

1 1

exp ( / ) exp ( / ) 0,

n
n

k
rn

t n t n
t t

E f Y a E f Y a
= =

   − − − →    
    
    

                                                  , ,n f G→                                          (2.12) 

где { }na  определена как 1(| | ) ~1, ;nnP Y a n →  G – семейство ограни-

ченно-неотрицательных функций на \{0}.
d

R  

Сходимость в (2.12) не требует равномерную ограниченность функ-
ций .f  Это условие действительно очень слабое и является следствием 
многих известных условий перемешивания. В частности, при некоторых 
условиях на остатки модель GARCH также удовлетворяет условию силь-
ного перемешивания [14]. Сравнение между другими перемешиваниями 

представлено в работе Р. А. Девиса [33]. 

Тогда имеем следующее условие А'3: последовательность { }t tG X  удов-

летворяет условию A ( )na , где 1(| |  ) ~1,nnP Y a  ,n→  и { }nr  определена 
в (2.12) такая, что 

α ε

0nr

n

n

a
nr

a

+
 

→ 
 

 при некоторой ε 0.  

Теорема 2.15. Теорема 2.11 также справедлива, если условие А3 заме-
нено условием A'3 [94; 113].  

Асимптотическое поведение последовательности { }na  хорошо из-
вестно из теории регулярного изменения. Действительно, формула (2.11) 

с регулярным изменением случайной величины 1X  приводит к условию 

                                             1/α ( ), ,na n L n n= →                                     (2.13) 

где ( )L n  – некоторая медленно меняющаяся функция [19]. 
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Из формул (2.10) и (2.13) получим, что скорость сходимости последо-
вательности /nS n  в теореме 2.12 имеет вид 

( ) 11 1 1/α( ) .nna L n n
−− −=  

Из ( ) / 0,sL n n →  ( ) sL n n →  при всех 0s   и α (0; 2)  вытекает, что 
скорость сходимости последовательности /nS n  медленнее, чем скорость 

n  в центральной предельной теореме для случайных величин с конечной 
дисперсией. 
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ГЛАВА 3 

ПАРАМЕТРИЗАЦИИ  УСТОЙЧИВЫХ  СЛУЧАЙНЫХ 
ВЕЛИЧИН  И  ИХ  ПРЕОБРАЗОВАНИЕ  ЛАПЛАСА 

3.1. Параметризации и соотношения между параметрами 

Исследуются четыре представления характеристической функции 
устойчивых случайных величин и находятся соотношения между пара-
метрами в параметризациях. 

Параметризация 1 (представление Леви – Хинчина) [127]. Запишем 
*(1) (1) (1) (1)

α~ (σ ,  β ,  μ ),X S  если характеристическая функция случайной ве-
личины Х имеет вид 

        

(1) α (1) (1)

(1) (1) (1)

πα
exp{ (σ | |) [1 β sign( ) tg ] μ } при α 1,

2φ ( )
2

exp{ σ | | [1 β sign( )ln(| |)] μ } при α 1,
π

X

t i t i t

t

t i t t i t

 − − + = 
 − + + =


 

     (3.1) 

где α (0; 2],  (1)β [ 1;1], −   
(1)μ ,R  

(1)σ 0.  

Каноническое представление (3.1) имеет одну особенность: функция 
φ ( )X t  имеет разрывы во всех точках для (1)α 1, β 0.=    

Параметризация 2 (по В. М. Золотареву) [127]. Запишем 
(2) (2) (2) (2)
α~ (σ ,  β ,  μ ),X S  если характеристическая функция случайной ве-

личины Х имеет вид 

(2) α (2) (2) 1 α (2)

(2) (2) (2) (2)

πα
exp{ (σ | |) [1 β sign( ) tg ((σ | |) 1)] μ } при α 1,

2φ ( )
2

exp{ σ | | [1 β sign( )ln(σ | |)] μ } при α 1, (3.2)
π

X

t i t t i t

t

t i t t i t

− − + − + = 
 − + + =


 
  

где α (0; 2],  
(2)β [ 1;1], −   

(2)μ ,R  
(2)σ 0.  

Выражение (3.2) характеристической функции непрерывно по α  и 
(2)β .  

Особенность этой формы состоит в том, что (2)μ  не имеет естественной ин-
терпретации как параметр положения. Именно поэтому большинство авторов 
для выражения характеристической функции α-устойчивой случайной вели-
чины используют форму (3.1). 

 
 Здесь и далее в этом разделе верхние индексы указывают на вид параметризации. 
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Параметры в формулах (3.1) и (3.2) связаны следующими соотношениями: 

             

(1) (1) (1)

(2) (1) (2) (1) (2)

(1) (1) (1) (1)

παμ β σ tg при α 1,
2β β , σ σ , μ

2μ β σ lnσ при α 1.
π

 + = = = 
 + =


         (3.3) 

Параметризация 3. Запишем (3) (3) (3) (3)
α~ (λ , β , γ ),X S  если характери-

стическая функция случайной величины Х имеет вид 

            

(3) (3) α α 1 (3)

(3) (3) (3)

πα
exp{λ [ γ | | | | β tg ]} при α 1,

2φ ( )
2

exp{λ [ γ | | β ln | |]}  при α 1,
π

X

it t it t

t

it t it t

− − + = 
 − − =


        (3.4) 

где α (0; 2],  (3)β [ 1;  1], −  γ()  (3)λ 0  [62]. 

Параметры в формуле (3.4) связаны с параметрами формулы (3.1) сле-
дующим образом: 

(3) (1) αλ (σ ) ,=  
(1)

(3)

(3)

μγ
λ

= , 
(3) (1)β β .=  

Параметризация 4. Запишем (4) (4) (4) (4)
α~ (λ , β , γ ),X S  если характери-

стическая функция случайной величины Х имеет вид 

       

(4) (4) α (4)

(4) (4) (4)

π
exp{λ [ γ | | exp( β (α)sign( ))]} при α 1,

2φ ( )
π

exp{λ [ γ | | ( β sign( )ln | |)]} при α 1,
2

X

it t i K t

t

it t it t t

 − − = 
 − + =


   (3.5) 

где α (0; 2],  (4)β [ 1;  1], −  
(4)γ ,R  (4)λ 0,  (α) α 1 sign(1 α)K = − + −  

[119]. 

Параметры в формуле (3.5) связаны с параметрами формулы (3.4) сле-
дующим образом: 

а) если α 1,  то 

1

(4) (3) (4)πλ λ cos β (α) ,
2

K

−
  =     

 
(4) (3) (4)πγ γ cos β (α) ,

2
K

 =  
 
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(4) (3)π πα
tg β (α) β tg ;

2 2
K

   =   
   

 

б) если α 1,=  то  

                                 (4) (3)2λ λ ,
π

=  (4) (3)πγ γ ,
2

=  
(4) (3)β β .=                          (3.6) 

Теорема 3.1. Если 1 2, , ..., nX X X  – независимые случайные величины, 
(1)
α~ (σ ,β ,μ ),j j j jX S  1, ,j n=  то 

(1)
1 2 α ... ~ (σ,β,μ),nX X X S+ + +  

где 

α α
1σ (σ  ... σ ),n= + +  

α α
1 1

α α
1

β σ  ... β σβ ,
σ  ... σ

n n

n

+ +
=

+ +
 1μ μ  ... μ .n= + +  

Доказательство. Используем метод математической индукции. При 
2n =  имеем 

1 2 1 2
φ ( ) φ ( )φ ( )X X X Xt t t+ = =  

α α
α α α 1 1 2 2
1 2 1 2α α

1 2

1 1 2 2
1 2 1 2α α

1 2

β σ β σ πα
exp{ (σ σ )| | [1 sign( ) tg ] (μ μ ) } при α 1,

2σ σ

β σ β σ 2
exp{ (σ σ )| |[1 sign( )ln | |] (μ μ ) }  при α 1.

πσ σ

t i t i t

t i t t i t

 +
− + − + +  += 

+ − + + + + = +

 

Из параметризации 1 следует, что (1)
1 2 α~ (σ,β,μ),X X S+  где 

                           α α 1/α
1 2σ (σ σ ) ,= +  

α α
1 1 2 2

α α
1 2

β σ β σβ ,
σ σ

+
=

+
 1 2μ μ μ .= +                 (3.7) 

Полагаем, что теорема 3.1 справедлива при 1,n −  тогда  

(1)
1 1 2 1 α 0 0 0 ... ~ (σ ,β ,μ ),n nZ X X X S− −= + + +  

где  
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α α
0 1 1σ (σ  ... σ ),n−= + +  

α α
1 1 1 1

0 α α
1 1

β σ  ... β σβ ,
σ  ... σ

n n

n

− −

−

+ +
=

+ +
 0 1 1μ μ  ... μ .n−= + +  

Докажем, что теорема 3.1 справедлива при .n   

Из формулы (3.7) получаем 

(1)
1 1 α ... ~ (σ,β,μ),n n n nZ X X Z X S−= + + = +  

где  

α α 1/α α α 1/α
0 1σ (σ σ ) (σ  ... σ ) ,n n= + = + +  

α α α α
0 0 1 1

0 α α α α
0 1

β σ β σ β σ  ... β σβ ,
σ σ σ  ... σ

n n n n

n n

+ + +
= =

+ + +
 

0 1μ μ μ μ  ... μ .n n= + = + +  

Если (1)
α~ (σ,β,μ),X S  , 0,a R a   то aX  также является α-устойчивой 

случайной величиной и ее характеристическая функция имеет следующий 
вид: 

φ ( ) φ ( )aX Xt at= =  

α πα
exp{ (| |σ | | ) [1 βsign( ) tg ] ( μ) } при α 1,

2

2 2
exp{ ( σ) | | [1 β sign( )ln | |] ( μ β σ ln | |) } при α 1.

π π

a t i at i a t

a t i at t i a a a t

 − − + = 
 − + + − =


 

Следовательно, (1)
α 0 0 0~ (σ ,β ,μ ),aX S  

где 

0σ  | | σ,a=  0β βsign( ),a=  0

μ  при α 1,
μ 2μ β σ ln| | при α 1.

π

a

a a a


= 

− =

  

Обобщая теорему 3.1, получим результат в теореме 3.2. 

Теорема 3.2. Если 1 2, , ..., nX X X  – независимые случайные величины, 
(1)
α~ (σ ,β ,μ ),j j j jX S  1, ,j n=  1 2( , , ..., )na a a  – ненулевой вектор, ,ja R  

1, ,j n=  то 

(1)
1 1 2 2 α ... ~ (σ,β,μ),n na X a X a X S+ + +  
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где 

( )
1/α

α

1

σ | | σ ,
n

j j
j

a
=

 
=  
 
  ( )αα

1

1β β | | σ sign( ),
σ

n

j j j j
j

a a
=

=   

1

j
1 1

μ     при α 1,
μ

2μ β σ ln | |   при α 1.
π

n

j j
j

n n

j j j j j
j j

a

a a a

=

= =

 
= 
 − =




 
  

Теорема 3.3. Если 1 2, , ..., nX X X  – независимые случайные величины, 
(2)
α~ (σ ,β ,μ ),j j j jX S  1, ,j n=  то 

(2)
1 2 α ... ~ (σ,β,μ),nX X X S+ + +   

где 

α α 1/α
1σ (σ  ... σ ) ,n= + +  

α α
1 1

α α
1

β σ  ... β σβ ,
σ  ... σ

n n

n

+ +
=

+ +
 

( )
( )

1 1

1 1

παμ tg βσ β σ при α 1,
2μ

2μ βσlnσ β σ lnσ при α 1.
π

n n

j j jj j

n n

j j j jj j

= =

= =

 + − = 
 + − =


 

 
 

Доказательство. Предположим, что (1) (1) (1) (1)
α~ (σ ,β ,μ ),j j j jX S  где 

(1)σ σ ,j j=  
(1)β β ,j j=  

(1) (1)
j

(1)

(1) (1) (1)

παμ β σ tg при α 1,
2μ

2μ β σ lnσ при α 1,
π

j j

j

j j j j

 − = 
 − =


 1, .j n=  

Из формулы (3.3) и теоремы 3.1 получим  

(1) (1) (1) (1)
1 2 α ... ~ (σ ,  β ,  μ ),nX X X S+ + +   
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где  

(1) α α 1/α
1σ (σ  ... σ ) ,n= + +  

α α
(1) 1 1

α α
1

β σ  ... β σβ ,
σ  ... σ

n n

n

+ +
=

+ +
 (1) (1) (1)

1μ μ  ... μ .n= + +   

Отсюда вытекает, что (2)
1 2 α... ~ (σ,β,μ),nX X X S+ + +  где  

(1) α α 1/α
1σ σ (σ  ... σ ) ,n= = + +  

α α
(1) 1 1

α α
1

β σ  ... β σβ β ,
σ  ... σ

n n

n

+ +
= =

+ +
 

(1) (1) (1)

1 1

(1) (1) (1) (1)

1 1

πα παμ β σ tg μ tg (βσ β σ ) при α 1,
2 2μ

2 2μ β σ lnσ μ (βσlnσ β σ lnσ ) при α 1.
π π

n n

j j jj j

n n

j j j jj j

= =

= =

 − = + − = 
 − = + − =


 

 
 

Если (2)
α~ (σ,β,μ),X S  , 0,a R a   то характеристическая функция aX  

имеет вид 

φ ( ) φ ( )aX Xt at= =  

α 1 απα
exp{ (| |σ | | ) [1 βsign( ) tg ((σ | | ) 1)] ( μ) } при α 1,

2

2
exp{ ( σ) | | [1 β sign( )ln(σ | |)] ( μ) }     при α 1.

π

a t i at at i a t

a t i at at i a t

− − + − + = 
 − + + =


 

Следовательно, (2)
α 0 0 0~ (σ ,β ,μ ),aX S  где  

0σ  | | σ,a=  0β βsign( ),a=  μ μ.o a=  

Обобщая теорему 3.3, получим результат в теореме 3.4. 
Теорема 3.4. Если 1 2, , ..., nX X X  – независимые случайные величины, 

(2)
α~ (σ ,β ,μ ),j j j jX S  1, ,j n=  1 2( , , ..., )na a a  – ненулевой вектор, ,ja R  

1, ,j n=  то 

(2)
1 1 2 2 α ... ~ (σ,β,μ),n na X a X a X S+ + +   

где 

( )
1/α

α

1

σ | | σ ,
n

j j
j

a
=

 
=  
 
  ( )αα

1

1β β | | σ sign( ),
σ

n

j j j j
j

a a
=

=   
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1
1

1 1

παμ tg (βσ β σ ) при α 1,
2

μ
2μ (βσlnσ β σ ln(| | σ )) при α 1.
π

n
n

j j j j jj
j

n n

j j j j j j j
j j

a a

a a a

=
=

= =

 − − 
= 
 + − =


 

 
  

Теорема 3.5. Если 1 2, , ..., nX X X  – независимые случайные величины, 
(3)
α~ (λ ,β ,γ ),j j j jX S  1, ,j n=  то 

(3)
1 2 α ... ~ (λ,β,γ),nX X X S+ + +   

где 

1λ λ  ... λ ,n= + +  
1

1β β λ ,
λ

n

j j
j=

=   
1

1γ λ γ .
λ

n

j j
j=

=    

Доказательство. Предположим, что (1) (1) (1) (1)
α~ (σ ,β ,μ ),j j j jX S  где 

(1) 1/ασ λ ,j j=  
(1)β β ,j j=  

(1)μ λ γ ,j j j=  1, .j n=   

Используя формулу (3.3) и теорему 3.1, имеем 

(1) (1) (1) (1)
1 2 α ... ~ (σ ,  β ,  μ ),nX X X S+ + +   

где 

( )
1/α

α
(1) (1)

1

σ σ ,
n

j j
j=

 
=  
 
  

1
(1) α (1) α

(1) 1 1
1 1(1) α

1

β (σ )  ... β (σ )β λ (β λ  ... β λ ),
(σ )

n
n n

j n n
j

−

=

 + +
= = + + 

 
  

(1) (1)

1 1

μ μ λ γ .
n n

j j j
j j= =

= =   

Из формулы (3.5) получим (3)
1 2 α ... ~ (λ,β,γ),nX X X S+ + +   
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где  

( )α(1)

1

λ σ λ ,
n

j
j=

= =  
(1)

1

μ 1γ λ γ ,
λ λ

n

j j
j=

= =   (1)

1

1β β β λ .
λ

n

j j
j=

= =   

Если (3)
α~ (λ,β,γ),X S  , 0,a R a   то характеристическая функция слу-

чайной величины aX  имеет вид 

φ ( ) φ ( )aX Xt at= =  

α α α 1
α

γ πα
exp{( | | | λ)[ | | | | (βsign( ) tg ]} при α 1,

2| |

2 2
exp{( | | λ)[γ β ln | |) | | βsign( ) ln | |]} при α 1.

π π

a
a it t it t a

a

a a t it a t

− − + = 
 − − + =

 

Справедливо (3)
α 0 0 0~ (λ ,β ,γ ),aX S  

где  

α
0λ  | | λ,a=  0β βsign( ),a=  

α

0

| | γ  при α 1,
γ 2

sign( )[γ β ln | |] при α 1.
π

a a

a a

− 
= 

− =

 

Обобщая теорему 3.5, получим результат в теореме 3.6. 
Теорема 3.6. Если 1 2, , ..., nX X X  – независимые случайные величины, 

(3)
α~ (λ ,β ,γ ),j j j jX S  1, ,j n=  1 2( , , ..., )na a a  – ненулевой вектор, ,ja R  

1, ,j n=  то 

(3)
1 1 2 2 α ... ~ (λ,β,γ),n na X a X a X S+ + +   

где 

α

1

λ | | λ ,
n

j j
j

a
=

=  
1

1β β λ sign( ),
λ

n

j j j
j

a
=

=   

1

1

1 λ γ  при α 1,
λ

γ
1 2λ (γ β ln| |) при α 1.
λ π

n

j j j
j

n

j j j j j
j

a

a a

=

=

 
= 
 − =





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Теорема 3.7. Если 1 2, , ..., nX X X  – независимые случайные величины, 
(4)
α~ (λ ,β ,γ ),j j j jX S  1, ,j n=  то 

(4)
1 2 α ... ~ (λ,β,γ),nX X X S+ + +   

где  

2 2 1/2

1 1

1 2

π π
{[ λ cos( β (α))] [ λ sin( β (α))] } при α 1,

2 2λ
λ λ  ... λ     при α 1,

n n

j j j j
j j

n

K K
= =

 + = 
 + + + =

 
 

1 1 2 2

1

λ γ λ γ  ... λ γ 1γ λ γ ,
λ λ

n
n n

j j
j=

+ + +
= =   

1

π 1 πβ [ 1; 1],а cos( β (α)) λ cos( β (α)) при α 1,
2 λ 2

n

j jj
K K= − =   

1 1 2 2

1

λ β λ β  ...  λ β 1β λ β                       при α 1.
λ λ

n
n n

j j
j=

+ + +
= = =  

Доказательство. Используем метод математической индукции. При 

2n =  логарифм характеристической функции jX  имеет вид 

α α
j

j

π πλ [ γ | | cos( β (α)) | | sign( )sin( β (α))] при α 1,
2 2

lnφ ( )
πλ [ γ | | ( β sign( )ln | |)]     при α 1,
2

j

j j j

X

j j

it t K i t t K

t

it t it t t

 − + = 
 − + =


 

1, 2;j =   

а) если α 1,  то 

1 2 1 2
lnφ ( ) lnφ ( ) lnφ ( )X X X Xt t t+ = + = 

1 1 2 2
1 1 2 2

1 1 2 2

π π λ γ λ γλ cos β (α) λ cos β (α)
π π2 2 λ cos β (α) λ cos β (α)
2 2

K K it

K K


  +   = + −              +       
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1 1 2 2
α α 1

1 1 2 2

π πλ sin β (α) λ sin β (α)
2 2

| |  | | .
π πλ cos β (α) λ cos β (α)
2 2

K K

t a it t

K K

−

   +       − + +    +      

  

Тогда (3) (3) (3) (3)
1 2 α~ (λ ,  β ,  γ ),X X S+  

где 

                          
(3)

1 1 2 2

π πλ λ cos β (α) λ cos β (α) ,
2 2

K K
   = +   
   

                    (3.8) 

                
(3)

1 1 2 2(3)

1 π π παβ λ sin β (α) λ sin β (α) cotg ,
2 2 2λ

K K
    = +        

         (3.9) 

                                                
(3) 1 1 2 2

(3)

λ γ λ γγ .
λ
+

=                                        (3.10) 

Из соотношения (3.6) вытекает, что (4)
1 2 α~ (λ,β,γ),X X S+   

где 

1

1 1 2 2

π π πλ λ cos β (α) λ cos β (α) cos β (α)
2 2 2

K K K

−
        = + =                

  

                                          

1

(3) πλ cos β (α) ,
2

K

−
  =     

                                 (3.11) 

                       
(3) πγ γ cos β (α) ,

2
K

 =  
 

 
(3)π πα

tg β (α) β tg .
2 2

K
  = 
 

              (3.12) 

Далее из (3.8)–(3.12) имеем 

(3) (3)π παλsin β (α) λ β tg
2 2

K
  = = 
 

  

                               1 1 2 2

π πλ sin β (α) λ sin β (α) .
2 2

K K
   = +   
   

                     (3.13) 

Используя (3.11) и (3.13), получим 
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2

1 1 2 2

π πλ λ cos β (α) λ cos β (α)
2 2

K K
     = + +         

 

                         

1/2
2

1 1 2 2

π πλ sin β (α) λ sin β (α) .
2 2

K K
     + +          

                (3.14) 

Используя (3.12) и зная, что (3) (3)λ γ λγ= , получим 

                                                   1 1 2 2λ γ λ γγ .
λ
+

=                                        (3.15) 

Учитывая (3.11), β [ 1; 1], −  получим 

             1 1 2 2

π 1 π π
cos β (α) λ cos β (α) λ cos β (α) ;

2 λ 2 2
K K K

      = +            
       (3.16) 

б) если α 1,=  то 

( )
1 2

1 1 2 2 1 1 2 2
1 2

1 2 1 2

π 2 λ γ λ γ λ β λ β
lnφ ( ) λ λ | |  ln | | ~

2 π λ λ λ λX X t it t it t+
 + +

= + − − + + 
 

(3) (3) (3) (3)
α~ (λ ,  β ,  γ ),S   

где  

( )(3)
1 2

πλ λ λ ,
2

= +  
(3) 1 1 2 2

1 2

λ β λ ββ ,
λ λ
+

=
+

 
(3) 1 1 2 2

1 2

2 λ γ λ γγ .
π λ λ

+
=

+
 

Из соотношения (3.6) вытекает, что (4)
1 2 α~ (λ,β,γ),X X S+   

где  

( )1 2

2λ λ λ ,
π

= = +  (3) 1 1 2 2λ β λ ββ β ,
λ
+

= =  (3) 1 1 2 2π λ γ λ γγ γ .
2 λ

+
= =  

Когда α 1, (α) 0K= =  при 2,n =  теорема 3.7 справедлива. 
Полагаем, что теорема 3.7 справедлива при 1.n −  Тогда 

(4)
1 1 2 1 α 0 0 0 ... ~ (λ ,β ,γ ),n nZ X X X S− −= + + +   
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где  

1/2
2 2

1 1

1 1
0

1 2 1

π πλ cos β (α) λ sin β (α) при α 1,λ 2 2

λ λ  ... λ          при α 1,

n n

j j j jj j

n

K K
− −
= =

−

         +        =          
+ + + =

 
 

1
1 1 2 2 1 1

0
10 0

λ γ λ γ  ... λ γ 1γ λ γ ,
λ λ

n
n n

j j
j

−
− −

=

+ + +
= =   

1

0 1

π 1 πβ [ 1; 1], так что cos( β (α)) λ cos( β (α)) при α 1,
2 λ 2

n

j jj
K K

−
= − =   

1
1 1 2 2 1 1

0
10 0

λ β λ β  ... λ β 1β λ β                             при α 1.
λ λ

n
n n

j j
j

−
− −

=

+ + +
= = =   

Докажем, что теорема 3.7 справедлива при .k n=  

Известно, что 

(4)
1 2 1 α ... ~ (λ,β,γ);n n n nZ X X X Z X S−= + + + = +   

а) если α 1,  то из (3.14)–(3.16) получим 

2

0 0

1/2
2

0 0

π πλ λ cos β (α) λ cos β (α)
2 2

π πλ sin β (α) λ sin β (α)
2 2

n n

n n

K K

K K

     = + +         

     + + =         

 

1/2
2 2

1 1

π πλ cos β (α) λ sin β (α) ,
2 2

n n

j j j j
j j

K K
= =

        = +       
        

   

0 0 1 1 2 2

1

λ γ λ γ λ γ λ γ  ... λ γ 1γ λ γ ,
λ λ λ

n
n n n n

j j
j=

+ + + +
= = =    

β [ 1; 1] −  и выполнено следующее соотношение: 
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0 0

π 1 π π
cos( β (α)) λ cos( β (α)) λ cos( β (α))

2 λ 2 2j n nK K K
 = + =  

  

1

1 πλ cos( β (α));
λ 2

n

j j
j

K
=

=   

б) если α 1,=  то 

0 1 2λ λ λ λ λ  ... λ ,n n= + = + + +   

0 0 1 1 2 2

1

λ β λ β λ β λ β  ... λ β 1β λ β ,
λ λ λ

n
n n n n

j j
j=

+ + + +
= = =    

0 0 1 1 2 2

1

λ γ λ γ λ γ λ γ  ... λ γ 1γ λ γ .
λ λ λ

n
n n n n

j j
j=

+ + + +
= = =    

Если (4)
α~ (λ,β,γ),X S  , 0,a R a   то характеристическая функция aX  

имеет вид 

α α α 1
α

γ π
(| | λ)[ | | | | exp( β (α)sign( ))]     при α 1,

2| |
ln φ ( )

π
(| | λ){ sign( )[γ βln | |] | | [ βsign( )ln | |)]} при α 1.

2

aX

a
a it t t K at

a
t

a it a a t it at t

− − + − = 
 − − + =

 

Следовательно, (4)
α 0 0 0~ (λ ,β ,γ ),aX S   

где 

α
0λ | | λ,a=  0β βsign( ),a=  

α

0

| | γ    при α 1,
γ 2

sign( )[γ β ln | |] при α 1.
π

a a

a a

− 
= 

− =

 

Обобщая теорему 3.7, получим результат в теореме 3.8. 
Теорема 3.8. Если 1 2, , ..., nX X X  – независимые случайные величины, 

(4)
α~ (λ ,β ,γ ),j j j jX S , 0,a R a   1 2( , , ..., )na a a  – ненулевой вектор, ,ja R  

, 0,a R a   тогда 

(4)
1 1 2 2 α ... ~ (λ,β,γ);n na X a X a X S+ + +   
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а) если α 1,  то 

1/2
2 2

α α
0 1 1

π πλ | | λ cos β (α) | | λ sin β (α) sign( ) ,
2 2

n n

j j j j j j jj j
a K a K a= =

        = +               
 

β [ 1;1], −  и α

1

π 1 π
cos( β (α)) | | λ cos( β (α)),

2 λ 2

n

j j j
j

K a K
=

=   

1

1γ λ γ ;
λ

n

j j j
j

a
=

=    

б) если α 1,=  то 

α

1

λ | | λ ,
n

j j
j

a
=

=  α

1

1β | | λ β sign( ),
λ

n

j j j j
j

a a
=

=    

1 1

1γ λ γ λ β ln | |
λ

n n

j j j j j j j
j j

a a a
= =

= −  . 

3.2. Преобразование Лапласа устойчивых случайных величин 

В данном разделе α~ (σ,β,μ)X S  означает α-устойчивую случайную 

величину с характеристической функцией (3.1). Рассматривается преоб-
разование Лапласа устойчивых случайных величин и распределение про-
изведения двух устойчивых случайных величин.  

Известно, что преобразование Лапласа случайной величины X  

с функцией распределения ( ),XF x  ,x R  определено в виде 

λ

0

(λ) ( ),x
X XF e dF x
 

−=   λ 0.  

Лемма 3.1. Если распределение ( )XF x  удовлетворяет условию регу-
лярного изменения с индексом α,  0 α 1,   т. е. 

α1 ( ) ~ ( )XF x L x x−−  при ,x→  

где ( )L x  – медленно меняющаяся функция, то 

α1 (λ) ~ (1/ λ) (1 α)λXF L


−  −  при λ 0→  [43]. 
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Теорема 3.9. Если α~ (σ,1,0),X S  α (0; 1),  то 

αλ(λ) ,a
XF e


=  λ 0,   

где 

1

α πασ cos .
2

a

−
 =  
 

  

Доказательство. Из определения строго устойчивых случайных вели-
чин (2.2) следует, что для преобразования Лапласа случайной величины 

α~ (σ,1,0)X S  выполняется следующее равенство: 

                                              1/α[ (λ)] ( λ)n
X XF F n
 

= .                                   (3.17) 

Отсюда имеем 

αλ(λ) ,a
XF e


=  .a R  

Известно, что если α~ (σ,1,0),X S  0 α 1,   то при x→   

α
α1 ( ) ~ 2σ ,XF x c x−−   

где α
(α) πα

sin
π 2

c


= [101]. 

Из леммы 3.1 вытекает, что при λ 0→  

                                        α α
α1 (λ) ~ 2σ (1 α)λXF c



−  − .                               (3.18) 

С другой стороны, используя формулу (3.17), получим, что при λ 0→  

                                          
αλ α1 (λ) 1 ~ λa

XF e a


− = − .                                 (3.19) 

Учитывая формулы (3.18), (3.19) и зная, что 

π
(α) (1 α) ,

sin(πα)
  − =   
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имеем 

1

α α α
α

πα (α) πα
2σ (1 α) 2σ sin (1 α) σ cos .

2 π 2
a c

−  =  − =  − =  
 

 

Замечание 3.1. Если случайная величина α~ (σ,1,0),X S  то 
α( ) ~ (σ, 1,0),X S− −  поэтому преобразование Лапласа случайной величины 

( )X−  имеет вид, как в теореме 3.9 при λ 0.  

Лемма 3.2. Пусть ,X Y  – независимые случайные величины, Y  – по-
ложительна, тогда 

                                            
0

( ) ( ) ,XY X Y

x
F x F f t dt

t

  =  
 

                              (3.20) 

где ( ),XYF x  ( ),XF x  x R  – функции распределения случайных величин 
XY  и X  соответственно; ( )Yf t  – плотность распределения случайной ве-
личины Y [101]. 

Лемма 3.3. Пусть ,X Y  – независимые случайные величины, Y  – по-
ложительна, тогда характеристическая функция случайной величины XY  
имеет вид 

                                   φ ( ) φ ( ) ( ) φ ( ),XY X Y Xt tz f z dz E tY


−

= =                     (3.21) 

где φ ( )X t  – характеристическая функция случайной величины .X  

Доказательство. Из формулы (3.20) получим 

0

1φ ( ) ( ) ( )itx itx
XY XY Y Y

x
t e dF x e f f z dzdx

z z

  

− −

 = = = 
 

    

( )

0 0

( ) φ ( ) ( ) φ ( ).
t

itz
z

X Y X Y X

x x
e f d f z dz tz f z dz E tY

z z

  

−

  = = =     
     

Теорема 3.10. Если α~ (1,0,0),X S  0 α 2,   то для любого значения λ,  
0 α λ 2,    существуют такие независимые симметричная λ -устойчивая 
случайная величина 1Y  и односторонняя (α/λ) -устойчивая случайная вели-
чина 2Y ~ α/λ (σ,1,0)S  с преобразованием Лапласа вида α/λexp{ },t−  0,t   что  

                                                         1/λ
1 2

d

X YY= .                                         (3.22) 
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Доказательство. Предположим, что X ~ α(1,0,0),S  0 α 2,   тогда для 
любого значения λ,  0 α λ 2,    имеем α / λ 1.  Из теоремы 3.9 следует, 

что если 2 ~Y λ/α
α/λ

πα
((cos ) ,1,0),

2λ
S  то преобразование Лапласа имеет вид 

     
α/λ

2

α/λλ/α

α/λ

0

πα
cos

2λ
( ) ( ) exp | | ,πα

cos
2λ

tx t
YF t e dF x t e


− −

           = = − = 
 
 
  

  0.t     (3.23) 

Можно найти такую случайную величину 1Y , 1Y ~ λ (1,0,0),S  при кото-
рой 1Y  и 2Y  – независимые случайные величины. Тогда характеристиче-
ская функция случайной величины 1Y  имеет вид 

λ

1

| |φ ( ) ,t
Y t e−=  .t R  

Из формул (3.21) и (3.23) вытекает, что характеристическая функция 
случайной величины 1/λ

1 2Y Y  имеет вид 

λ α/λ α

1/λ
11 2

1/λ λ (| | ) | |
2 2φ ( ) φ ( ) exp{ | | } φ ( ).t t

Y XY Y
t E tY E t Y e e t− −= = − = = =   

Замечание 3.2. Когда симметричная случайная величина  
X ~ α(σ,0,μ),S  0 2,   то формулу (3.22) можно записать в виде 

1/λ
1 2 μ,

d

X YY= +   

где  

1Y ~ λ (σ,0,0),S  2 ~Y

λ/α

α/λ
πα

cos ,1,0 .
2λ

S
  
     

 

Следствие 3.1. Пусть 1Y  и 2Y  – независимые случайные величины, 1Y  – 

симметричная α-устойчивая случайная величина, 0 α 2,   2Y ~ λ (σ,1,0),S  

0 λ 1,   тогда 1/α
1 2Y Y  является симметричной (αλ)-устойчивой случайной 

величиной. 
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Следствие 3.2. Если 1Y  и 2Y  – независимые случайные величины, 1Y  

имеет распределение Коши, 2Y  – односторонне устойчивая случайная ве-
личина 2 α~ (σ,1,0),Y S  0 α 1,   то 1 2YY  является симметричной 

α-устойчивой случайной величиной. 
Доказательство. Результат следует из теоремы 3.10 в случае λ 1,=  

0 α 1.    
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ГЛАВА 4  

ПРОЦЕССЫ  АВТОРЕГРЕССИИ 

С  УСТОЙЧИВЫМИ  ОСТАТКАМИ 

4.1. Классические параметрические модели 

Рассмотрим некоторые факты, касающиеся стационарных временных 
рядов. Опираясь на их основные свойства и на то, как они могут быть ис-
пользованы, определим другие понятия, которые имеют решающее значе-
ние в области финансов. 

Пусть 𝑋𝑡 , 𝑡 ∈ 𝑍, ‒ временной ряд или дискретный случайный процесс, 

определенный на одном и том же вероятностном пространстве (Ω, ℱ, 𝑃). 

Введем некоторые понятия стационарности. 
Определение 4.1. Процесс 𝑋𝑡 , 𝑡 ∈ 𝑍, называется строго стационарным 

или стационарным в узком смысле, если векторы (𝑋1, … , 𝑋𝑘 ) 

и (𝑋1+ℎ , … , 𝑋𝑘+ℎ ) имеют одно и то же совместное распределение для лю-
бых 𝑘 ∈ 𝑁, ℎ ∈ 𝑍. Данное понятие определяет только первые два момента 
для 𝑋𝑡 , 𝑡 ∈ 𝑍, но, в отличие от строгой стационарности, требует их суще-
ствования. 

Определение 4.2. Процесс 𝑋𝑡 , 𝑡 ∈ 𝑍, называется слабо стационарным, 
стационарным второго порядка или стационарным в широком смысле, если:  

1) 𝐸𝑋𝑡2 < ∞ для любого 𝑡 ∈ 𝑍; 

2) 𝐸𝑋𝑡 = 𝑚 = const для любого 𝑡 ∈ 𝑍; 

3) cov(𝑋𝑡+ℎ, 𝑋𝑡) = 𝑅(ℎ) для любого 𝑡, 𝑡, ℎ ∈ 𝑍, где 𝑅(ℎ) – ковариаци-
онная функция процесса. 

Функция ρ(ℎ) = 𝑅(ℎ)𝑅(0) называется корреляционной функцией процесса,  ℎ ∈ 𝑍. 
Классический анализ временных рядов сосредоточен на исследовании 

стационарных в широком смысле процессах. Гауссовские стационарные 
процессы полностью характеризуются их математическим ожиданием и ко-
вариационной функцией. Для негауссовских процессов характеристики 
дают первое представление о временной зависимости. На практике эти мо-
менты неизвестны и оцениваются по выборке соответствующего размера. 

Простейшим примером слабо стационарного процесса является белый 
шум. Этот процесс особенно важен, так как позволяет построить более 
сложные стационарные процессы. 

Определение 4.3. Процесс ε𝑡 , 𝑡 ∈ 𝑍, называется слабым белым шу-
мом, если:  

1) 𝐸ε𝑡 = 0 для любого 𝑡 ∈ 𝑍; 
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2) 𝐸ε𝑡2 = σ2 = const для любого 𝑡 ∈ 𝑍; 

3) cov(𝑋𝑡+ℎ, 𝑋𝑡) = 𝑅(ℎ) для любых 𝑡, ℎ ∈ 𝑍, ℎ ≠ 0. 
Следует отметить, что в определении слабого белого шума никаких за-

явлений о независимости не сделано, а предполагается, что 𝑋𝑡+ℎ и  𝑋𝑡, ℎ ≠ 0 являются некоррелированными. 
Определение 4.4. Процесс ε𝑡 , 𝑡 ∈ 𝑍, называется сильным белым шу-

мом, если в предыдущем определении пункт 3 заменить на 

3′) 𝑋𝑡+ℎ и  𝑋𝑡, 𝑡, ℎ ∈ 𝑍, ℎ ≠ 0, независимы и одинаково распределены. 
Если σ2 = 1, то белый шум называется стандартным. Заметим, что σ2 

может быть конечным или может принимать значение +∞.  
Два данных определения особенно важны для финансовых временных 

рядов. 
Рассмотрим некоторые процессы, которые строятся на основе белого 

шума. 
Определение 4.5. Процесс 𝑋𝑡 , 𝑡 ∈ 𝑍, называется авторегрессионным 

(autoregressive) порядка 𝑝, 𝑝 ≥ 1, если он удовлетворяет уравнению 𝑋𝑡 = 𝑎1𝑋𝑡−1 + 𝑎2𝑋𝑡−2 + … + 𝑎𝑝𝑋𝑡−𝑝 + ε𝑡, 

при этом все корни многочлена 𝑃(𝑧) = 1 − 𝑎1𝑧 − 𝑎2𝑧2 −  … − 𝑎𝑝𝑧𝑝, |𝑧𝑘| > 1, 𝑡 ∈ 𝑍, 𝑎𝑗 ‒ числовые параметры, 𝑗 = 1, 𝑝̅̅ ̅̅̅, ε𝑡 ‒ сильный белый 
шум. В таком случае обозначают 𝑋𝑡~AR(𝑝), 𝑡 ∈ 𝑍. Заметим, что 𝑋𝑡 можно 
представить в виде 

𝑋𝑡 = ∑ 𝑏𝑘ε𝑡−𝑘∞
𝑘=0 , 

где 𝑏𝑘 = ∑ 𝑎𝑗𝑝𝑗=1 𝑏𝑘−𝑗, 𝑘 ≥ 𝑝 и 𝑏0=1, 𝑏𝑗=𝑎𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑡 ∈ 𝑍. 
Обычно в качестве ε𝑡 используют белый шум с нормальным распреде-

лением, т. е. имеющим устойчивое распределение с показателем α = 2. 
Предполагая, что ε𝑡 – независимые, одинаково распределенные с показа-
телем α, если 0 < α < 2 и ε𝑡~𝑆α(σ, β, μ), 𝑡 ∈ 𝑍, то 𝑋𝑡~𝑆α(σ̅, β̅, μ̅), где  

σ̅α = σα1 − |𝑎1|α , 
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β̅ = β(1 + |𝑎1|αsign 𝑎11 + |𝑎1|α , 
μ̅ = μ1 − 𝑎1 + 𝑏̅, 

𝑏̅ = { 0,         α = 12π σβ𝑎1 ln|𝑎1|(1 − 𝑎1)2 ,   α = 1. 
Определение 4.6. Процесс 𝑋𝑡 , 𝑡 ∈ 𝑍, называется процессом скользя-

щего среднего (moving average) порядка 𝑞, 𝑞 ≥ 1, если он удовлетворяет 
уравнению 

𝑋𝑡 = ∑ 𝑏𝑘ε𝑛−𝑘 ,𝑞
𝑘=0  

где  𝑡 ∈ 𝑍, 𝑏𝑘 ‒ числовые параметры; 𝑘 = 1, 𝑞̅̅ ̅̅̅; ε𝑡 ‒ сильный белый шум.  
В данном случае обозначают 𝑋𝑡~MA(𝑞), 𝑡 ∈ 𝑍. 

Предполагая, что ε𝑡~𝑆α(σ, β, μ), 𝑡 ∈ 𝑍 и 0 < α < 𝑧, получим 𝑋𝑡~𝑆α(σ̅, β̅, μ̅), где  σ̅α = 𝐵σα, 
β̅ = β𝐵 ∑|𝑏𝑘|α𝑞

𝑘=0 sign 𝑎𝑘 , 
μ̅ = 𝐴μ + 𝑏̅, 

𝑏̅ = { 0,         α ≠ 1− 2π σβ ∑ 𝑏𝑘 ln|𝑏𝑘| ,𝑝
𝑘=0   α = 1 , 

причем 𝐴 = ∑ 𝑏𝑘 ,   𝐵 = ∑ |𝑎𝑘|α.𝑞𝑘=0𝑞𝑘=0  

Определение 4.7. Процесс 𝑋𝑡 , 𝑡 ∈ 𝑍, называется смешанным процес-
сом авторегрессии и скользящего среднего (autoregressive moving average) 

порядка (𝑝, 𝑞),   𝑝, 𝑞 ≥ 1, если он удовлетворяет уравнению 
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𝑋𝑡 + ∑ 𝑎𝑘𝑋𝑡−𝑘 = 𝑏0ε𝑡𝑝
𝑘=1 + ∑ 𝑏𝑘ε𝑡−𝑘𝑞

𝑘=1  , 
при этом, как и в случае процесса авторегрессии, все корни многочлена 𝑃(𝑧) = 1 − 𝑎1𝑧 − 𝑎2𝑧2− . . . −𝑎𝑝𝑧𝑝 

должны лежать вне отрезка [–1; 1]; ε𝑡 ‒ сильный белый шум; 𝑡 ∈ 𝑍, 𝑎𝑘 , 𝑘 = 1, 𝑝̅̅ ̅̅̅ ,   𝑏𝑘 , 𝑘 = 1, 𝑞̅̅ ̅̅̅ ‒ числовые параметры модели. 
В данном случае обозначают 𝑋𝑡~ARMA(𝑝, 𝑞), 𝑡 ∈ 𝑍.  
Класс ARMA-моделей наиболее широко используется для прогнозиро-

вания стационарных в широком смысле случайных процессов. 
С помощью моделей AR(p) и MA(q) за счет выбора порядков р и q 

можно удовлетворительно описывать достаточно большое количество ре-
альных процессов. Но на практике такие процессы становятся чересчур 
громоздкими, так как необходимо примененять модели высокого порядка 
для адекватного описания динамической структуры данных. Иногда целе-
сообразно объединить в одной модели авторегрессию и скользящее сред-
нее для достижения большей гибкости в подгонке моделей к наблюдае-
мым временным рядам. Решению этой задачи помогают смешанные 

модели авторегрессии ‒ скользящего среднего, т. е. модели ARMA. 

Основное преимущество ARMA-модели, по сравнению с AR или МА, 

в том, что, как правило, она требует меньше параметров для оценки вре-
менного ряда. 

Одной из наиболее важных и широко используемых моделей для про-
гнозирования временных рядов является модель авторегрессионного инте-
грированного скользящего среднего (Autoregresive Integratial Moving 
Average (ARIMA)). Популярность моделей обусловлена ее статистиче-
скими свойствами и методологией Бокса – Дженкинса в процессе построе-
ния. Кроме того, с помощью моделей ARIMA могут быть реализованы раз-
личные модели экспоненциального сглаживания. Хотя модели ARIMA 
могут представлять различные типы временных рядов, их основным огра-
ничением является предварительно предполагаемая линейная форма. Та-
ким образом, линейная корреляционная структура подразумевается среди 
значений временного ряда, что делает невозможным фиксирование нели-
нейных структур моделью ARIMA. Приближение линейных моделей к ре-
альной проблеме не всегда удовлетворительно. Это особенно остро прояв-
ляется при прогнозировании различных финансовых показателей (курсов 
валют, акций, биржевых индексов, ставок по кредитам и т. д.), где имеет 
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место изменчивость дисперсии на различных интервалах наблюдения, т. е. 
гетероскедастичность. 

Многие финансовые временные ряды показывают такие тренды, что 
предположение о стационарности невозможно. Они часто исчезают, если 
ряды продифференцировать один или несколько раз. Пусть  Δ𝑋𝑡 = 𝑋𝑡 − 𝑋𝑡−1 обозначает ряд приращений первого порядка,  Δ𝑑𝑋𝑡 = Δ(Δ𝑑−1𝑋𝑡)(Δ0𝑋𝑡 = 𝑋𝑡) ‒ ряд приращений порядка 𝑑, 𝑑 = 1,2, … . 

Определение 4.8. Пусть 𝑑 ‒ положительное целое число. Процесс 𝑋𝑡 ,𝑡 ∈ 𝑍, называется процессом авторегрессионного интегрированного 
скользящего среднего порядка (𝑝, 𝑞),   𝑝, 𝑑, 𝑞 ≥ 1, если для 𝑘 = 0, 𝑑 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

процессы Δ𝑘𝑋𝑡 не удовлетворяют уравнению стационарности второго по-
рядка, а процесс Δ𝑑𝑋𝑡 является ARMA(𝑝, 𝑞)-процессом. В этом случае обо-
значают 𝑋𝑡~ARIMA(𝑝, 𝑑, 𝑞), 𝑡 ∈ 𝑍.  

4.2. Оценки параметров для процесса авторегрессии 

Одной из наиболее простых, часто используемых моделей является 
процесс авторегрессии или стохастическое разностное уравнение. О по-
следовательности случайных величин 1 2,  , ...X X  говорят, что она удовле-
творяет стохастическому разностному уравнению, если существует такая 
линейная комбинация 

                         1 1 2 2  ... ε , ,t t t p t p tX X X X t Z− − −=  +  + +  +                   (4.1) 

где {ε }t  – независимые, одинаково распределенные случайные величины; 

1 2, , ..., p    – истинные параметры процесса. Формула (4.1) также назы-
вается процессом авторегрессии порядка p . 

Если уравнение 

2
1 2( ) 1  ... 0p

pz z z z = − − − − =   

имеет p  корней, которые лежат вне единичного круга, то этот процесс 
может быть представлен в виде 

                                               
0

,t j t j
j

X t Z


−
=

=                                         (4.2) 

при некоторых 0, 1,  2, ..., 1j R j  =  =  [1]. 
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Если {ε }t  – симметричные случайные величины, удовлетворяющие 
условию 

                                                   1ln | | ,E +                                              (4.3) 

где ln | | max{0,ln | |},x x+ =  то процесс (4.2) является стационарным про-
цессом [126]. 

Пусть 

2
1 2 1 2{ ( , , ..., ) : ( ) 1  ... 0, | | 1},p

p pz z z z z =  =     = − − − −      

где 1 2, , ..., nX X X  – n наблюдений за процессом ,tX  .t Z  М-оценка 

1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ( , , ..., )n p =     вектора истинных параметров 1 2( , , ..., )p =     про-
цесса (4.1) минимизирует функцию 

                                     1 1
1

(  ... )
n

t t p t p
t p

X X X− −
= +

 − − −                           (4.4) 

относительно 1 2( , , ..., ) .p =      Если ρ  – выпуклая функция, то тра-
диционный подход к определению асимптотического поведения ̂  со-
стоит в нахождении частных производных функции (4.4): 

1 1

1

(  ... )n
t t p t p

t p j

X X X− −

= +

 − − −
=


  

            1 1
1

(  ... ) 0,
n

t j t t p t p
t p

X X X X− − −
= +

= −  − − − =  1,2, ..., ,j p=         (4.5) 

где ( ) '( ),    =    – частная производная. Оценку 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ( , , ..., )p =     нахо-

дим как решение системы уравнений (4.5). 
Проблема оценки параметров этой модели с остатками, имеющими ко-

нечную вариацию, рассматривалась в работе Т. Андерсона [1]. В случае 
общего условия K. Найт [69] использовал метод модулей для оценки па-
раметров модели (4.1) с остатками, имеющими медиану 0, и для некоторой 

последовательности { }.na  Последовательность функций 

0

( ) [ ( / ) (0)]
t

n nt n F s a F ds = −  
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является выпуклой и сходится к функции ( )t  при ,n→  где ( )F   – 

функция распределения случайной величины 1ε . Тогда получим состоя-
тельность оценки ˆ n  метода модулей 

ˆ( ) ,
d

n na  −  ⎯⎯→  ,n→  

при некоторой случайной величине ξ.  
Если (4.3) выполняется, то В. Ёхай и Р. Маронна [126] предлагают ис-

пользовать метод наименьших квадратов для оценки параметров про-
цесса (4.1) с остатками, которые принадлежат области притяжения устой-
чивых законов. Полученная состоятельная оценка ˆ n  при n→  имеет вид 

1/2 ˆ( ) (1),n nn b o −  = +  

где nb  – pR  случайный вектор; 0.nEb =   

С. Гросс и В. Л. Стейгер [52] доказали сильную состоятельность 
оценки ˆ n  в предположении, что 1Z  имеет единичную медиану: 

п.н.ˆ( )n na  −  ⎯⎯→  при ,n→  

где ξ  – некоторый случайный вектор; 

                           1
1inf{ : 0, (| | ) }na x x P Z x n−=     [32; 35].                    (4.6) 

4.3. М-оценка Хьюбера для процесса авторегрессии 

с симметричными устойчивыми остатками 

В данном разделе доказывается состоятельность М-оценки Хьюбера 
для процесса авторегрессии порядка p  вида (4.1), когда его остатки 
имеют симметричное устойчивое распределение. 

Рассмотрим процесс авторегрессии порядка p  вида (4.1), где {ε },t  

,t Z  – независимые, одинаково распределенные α-устойчивые случай-
ные величины, α (0; 2].   

Если {ε },t  ,t Z  являются α-устойчивыми одинаково распределен-
ными случайными величинами, α (0; 2],  то 

                                            αlim [1 ( )] 0,
x

x F x k
→

− =                                     (4.7) 

где ( )F x  – функция распределения случайной величины 1ε  [43]. 
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Если функция распределения ( )F x  случайной величины εt  удовлетво-
ряет уравнению (4.7), то выполняется условие (4.3). Другими словами, все 
процессы авторегрессии (4.1) с остатками, являющимися α-устойчивыми 
случайными величинами, также будут и стационарными процессами. 

М-оценка Хьюбера получается из следующей задачи оптимизации: 

                              1 1
1

min (  ... ) ,
n

t t p t p
t p

X X X− − = +

 
 − − − 

 
                      (4.8) 

где   – параметрическое пространство, которое определено в разделе 4.3, 
ρ  – функция Хьюбера, определяемая как 

                                        

2

2

1

2
( )

1
| |

2

t

t

t


 = 
 − 


 при | | ,t                              (4.9) 

,t R  γ  – положительная постоянная. 
В подобном случае ( )   – неотрицательная, выпуклая, непрерывная 

функция вида 

( )
sign( )

t
t

t


 = 

 при | | .t     

Рассмотрим М-оценку Хьюбера для процесса (4.1) с остатками {ε },t  

которые являются симметричными α-устойчивыми случайными величи-
нами, α (0;1).   

Из задачи оптимизации (4.8) по n наблюдениям за процессом { },tX  

1, ..., nX X  рассмотрим модифицированную функцию 

                             1 1
1

[ (  ... ) ( )],
n

t t p t p t
t p

X X X− −
= +

 − − − −                    (4.10) 

где 1 2( , , ..., ) .p =      

Если последовательность na  задана соотношением (4.6), то функция 
(4.10) может быть переписана в виде 

       1 1
1 1 1

1

[ ( ( )  ... ( ) ) ( )].
n

t n n t n p p n t p t
t p

Z a a X a a X− −
− −

= +
 −  −  − −  −  −     (4.11) 
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Рассмотрим следующую последовательность: 

                1 1
1 1

1

( ) [ (  ... ) ( )],
n

n t n t p n t p t
t p

W u u a X u a X− −
− −

= +
=   − − − −           (4.12) 

где 1 2( , , ..., ),pu u u u=  1( ), 1, .i n iu a i p=  −  =   

Лемма 4.1. Пусть ( )F x  – функция распределения некоторой α-устой-
чивой случайной величины, 

0

( ) ( ),
x

U x y F dy
 =   ( ) ( ),

x

V x y F dy



 =    

где λ 0,  ,−     λ ( ) .U  =  

Если λ ( )U   и μ ( )V   – регулярно меняющиеся функции, то существует 
предел 

( )
lim ,

( )x

x V x
c

U x

−


→ 

=  

где ,c
 −

=
 −

 если ,      и ,c = +  если . =   

Обозначим 

                                             1 1 ... ,t t p t pY u X u X− −= + +                                (4.13) 

                                   
1 1

1 1 ...nt n t p n t pY u a X u a X− −
− −= + +  [43].                       (4.14) 

Лемма 4.2. Пусть { }tY  и { }ntY  определены равенствами (4.13) и (4.14) 

соответственно, { }tV  – независимые, одинаково распределенные случай-
ные величины с конечным средним, tV  и tY  – независимые для любого 

,t Z  тогда для любых σ 0,  ε 0,  λ 0  получим 

                      (| | )
1

limsup | || | (| | 0)
nt

n

t nt Y t
n t

P V Y I C P V −


→ =

       
           (4.15) 

при некоторой 0C   [32]. 

Лемма 4.3. Для всех непрерывных функций f  на ( \{0})R R  с ком-
пактной опорой имеем 
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1/
,

1 1 1

( , ) ( , )
d

t nt k i i k k
t i k

f Y f Z c
  

− 

= = =
 ⎯⎯→     при ,n→  

где ,{ }k iZ  – независимые, одинаково распределенные случайные вели-

чины, причем , 1ε ;
d

k iZ =  {δ }k  – независимые, одинаково распределенные 
случайные величины, (δ 1)kP q= =  и (δ 1) 1 ,kP q= − = −  1  ... ,k kE E = + +  

{ }kE  – независимые, одинаково распределенные экспоненциальные слу-
чайные величины с единичным параметром; ,{ },k iZ  {δ }k  и { }kE  − незави-
симые, , 1,2, ...k i =  [32]. 

Теорема 4.1. Для функций (4.12), где ρ  – функция вида (4.9), имеем 

                                       ( ) ( )
d

nW u W u⎯⎯→  при ,n→                            (4.16) 

где  

           
1/

, 1 1 ,
1 1

( ) ( (  ... ) ) ( ) ,k i i i p p k k k i
i k

W u Z u u Z
 

− 
− −

= =

 =  −  + +    −     (4.17) 

случайные величины , ,k iZ  δ ,k  ,k  , 1,2, ...k i =  определены в лемме 4.3. 

Доказательство. Из леммы 4.3 вытекает, что для доказательства (4.9) 

достаточно показать следующие соотношения: 

               (| | ) (| | )
0 1

lim lim limsup ( , )[1 ] 0,
t nt

n

t nt M Y
M n t

P Y I I  → → → =

 
  −   = 

 
         (4.18) 

     1/

1/ 1/
, (| | ) ,(| | )

1 1 1 1

( , ) ( , ),
t i k k

p

t i i k k M t i i k kc
i k i k

Z c I I Z c− 

   
−  − 

    
= = = =

   ⎯⎯→       (4.19) 

при ,M →  где { }AI  – индикатор множества ,A  1{ }i ic 
=  – некоторая после-

довательность чисел, ε 0.  

Разложим в ряд Тейлора функцию ( ( ))t ntY u  −  относительно перемен-
ной ( )ntY u  в точке ε ,t  где ρ  – функция Хьюбера: 

( )

1 1

[ ( ( )) ( )] ( ) ( )
n n

n
t nt t nt t

t t

Y u Y u
= =
  − −  = −   =    
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( )

1 1

( ) ( ) ( )[ ( ) ( )]
n n

n
nt t nt t t

t t

Y u Y u
= =

= −   +   −  =    

( )

( )
(| | ) (| | )

1 1

( ) ( ) ( )[ ]n
t t

n n
n

nt t nt t t
t t

Y u Y u Z I I   
= =

= −   + −  +    

                       ( )

( )
(| | ) (| | )

1

( )[ sign( ) sign( ) ],n
t t

n
n

nt t Z t
t

Y u I I  
=

+   −                 (4.20) 

где ( )
(| | ) (| | )| | | ( ) |, ( ) sign( ) .

t t

n
t t nt t t tY u I I    −    =  −     

Известно, что  

(| | ) (| ( )| ) (| | ) (| ( )| ) (| ( )| )1 ,
t nt t nt ntM Y u M Y u Y uI I I I I      − = +   

поэтому для доказательства (4.18) сначала докажем следующее соотно-
шение: 

                  (| ( )| ) (| | )
1

lim limsup ( ) ( ) 0.
nt t

n

nt Y u t M
M n t

P Y u I I  → → =

 
    = 

 
           (4.21) 

Действительно, пусть (| | )( ) ,
tt t MV I  =    тогда | | ,tE V   tV  и tY  – неза-

висимые при любом t. Из леммы 4.2 имеем, что при M →  

(| ( ) ) (| | )
1

limsup ( ) ( ) (| | ) 0.
nt t

n

nt Y u t M t
n t

P Y u I I C P V M−
  

→ =

 
       → 

 
   

Получим соотношение (4.21). 
С другой стороны, зная, что | (ε ) | ,tE K =   запишем 

1 1
(| ( ) |) (| ( ) |)

1 1

( ) ( ) | ( ) | | ( ) |
nt nt

n n

nt t Y u nt Y u t
t t

E Y u I E Y u I E− −
 

= =
          

1 1
(| ( ) |) (| ( ) |)| ( ) | | ( ) | | ( ) |

nt ntnt Y u t nt Y unE Y u I E KnE Y u I− −
       =   

                        1 1 1 1
(| | )| | ( ),

n

t n

n

a

n t Y a n

a

Kna E Y I Kna yG dy


− − − −
 

− 

=  =                  (4.22) 

где  – функция распределения случайной величины .tY  

Из предположения симметрии случайных величин εt  и уравнения (4.2) 

вытекает, что 1 1  ... t t p t pY u X u X− −= − −  – симметричные случайные 

G
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величины. Используем лемму 4.1 для 1, 0. =  =  Если 

0, то ( ) 1 ( ),V x F x = = −  тогда при n→   

1 1 1 1

0

( ) 2 ( )
n n

n

a a

n n

a

Kna yG dy Kna yG dy
 

− − − −

− 

 =  =   

1 1 1 1
12 ( ) ~ 2 ( ) [1 ( )]n n n n nKna U a Ka a n G a− − − −=     −  =  

                                          12 [1 ( )].nK n G a−=   −                                      (4.23) 

Известно, что [1 ( )]nn G a Cx−−  →  при ,n→  поэтому из (4.23) имеем 

1 1 12 [1 ( )] 2nK n G a KC− − −  −  →    при .n→  

Для α (0;1)  получим 

1 12 0KC− −  →  при σ 0.→   

Используя неравенства Маркова, получим 

                          (| ( )| )
0 1

limlimsup ( ) ( ) 0.
nt

n

nt t Y u
n t

P Y u I → → =

 
    = 

 
               (4.24) 

Рассмотрим второе и третье слагаемое в выражении (4.20). Поскольку 
( )|  | |  ( ) |n

t t ntY u −   , то подобным методом, как и при доказательстве (4.22) 

и (4.23), получим справедливость выражений (4.21) и (4.24), заменяя 
(ε )t  на ( )

( )
(| | ) (| | )

( )n
t t

n
t tI I   
 −   и ( )

( )
(| | ) (| | )

( sign( ) sign( ) )n
t t

n
t tI I   

  −    со-

ответственно. 
Из формул (4.20), (4.21), (4.24) получим формулу (4.18). 

Наконец, используя непрерывность функции Хьюбера, (4.19) можно 
доказать подобным образом. 

Пусть ˆ n  – М-оценка Хьюбера параметров модели (4.1), т. е. 

1 1 2 2
1

ˆ argmin ( ... ) ,
n

n t t t p t p
t p

X X X X− − −
 = +

 
 =  − − − − 

 
   

где 1 2( , , ..., )p =     – вектор неизвестных параметров модели. Тогда мо-
жем использовать теорему 4.2. 
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Теорема 4.2. Если М-оценка Хьюбера ̂  параметров   ( )W u  имеет 
единственный минимум в точке ξ,  то  

                                      ˆ( )
d

n na  − ⎯⎯→  при .n→                             (4.25) 

Доказательство. Вектор, который минимизирует ( ),nW u  является век-
тором ˆ( ).n na  −   Если рассмотреть ( )nW u  как последовательность случай-
ных выпуклых функций на 1,pR +  то из теоремы 4.1 и предположения, что 

( )W u  имеет единственный минимум в точке ξ,  получим формулу (4.25).  

Исследование свойств оценок параметров моделей ARMA и ARIMA 

с бесконечной дисперсией проводили многие ученые [31; 34; 72; 73]. 
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ГЛАВА 5  

СТАТИСТИЧЕСКИЕ  СВОЙСТВА  И  ОЦЕНКИ 
ПАРАМЕТРОВ  МОДЕЛИ  GARCH  

5.1. Модели ARCH/GARCH и их вероятностные свойства 

Рассмотрим модели ARCH/GARCH и их вероятностные свойства, ко-
торые будут использованы в дальнейшем. 

Процесс { }ty  удовлетворяет модели GARCH(p, q), , 1, 2, ...,p q =  если 

                                                   ,t t ty =    ,t Z                                          (5.1) 

где {ε , }t t Z  – независимые, одинаково распределенные случайные 

величины; 

                                  2 2 2
0

1 1

,
p q

t i t i j t j
i j

y − −
= =

 = +  +     ,t Z                         (5.2) 

                              0ω 0,  α 0,i   1 ,i p   β 0,j   1 .j q                      (5.3) 

В случае 0q =  имеем модель ARCH(p). Заметим, что εt  и σt  – незави-
симые для всех .t Z  

Д. Нельсон доказал, что в случае 1p q= =  необходимым и достаточ-
ным условием для существования единственного стационарного решения 
модели GARCH(1,1) является 2

1 1 0ln( ) 0E  +     [99]. 

В общем случае модели GARCH(p, q) рассмотрим d-мерную времен-
ную последовательность { },nX  ,n Z  определяемую стохастическим 
уравнением  

                                           1 , ,n n n nX A X B n Z−= +                                    (5.4) 

для некоторой последовательности {( , )}n nA B  независимых, одинаково 
распределенных d d  случайных матриц tA  и d-мерных случайных век-
торов .nB  Обозначаем | |  евклидову норму в ,dR  а || ||  – норму матриц, 
т. е. для любой d d  матрицы A   

| | 1

|| || sup | | .
x

A Ax
=

=  
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Запись 0A   означает, что все элементы матрицы A  являются поло-
жительными.  

Имеются различные утверждения о существовании строго стационар-
ного решения рекуррентного уравнения (5.4) [24; 25; 67; 120]. Ниже при-
ведем достаточное условие, которое также справедливо для эргодической 
последовательности {( , )}n nA B  [27] и близко к необходимому условию 

[12]. Эти условия требуют введения понятия экспоненты Ляпунова [12; 

27; 49; 67] для последовательности d d  случайных матриц ,nA  которая 
определяется следующим образом: 

                                   0 1
0    

1γ inf ln ||  ... || .
1

L n
n

E A A A
n  

=
+

                          (5.5) 

Если 1ln || ||  ,E A+    применение эргодической теоремы приводит 
к соотношению 

0 1

1γ lim ln ||  ... ||
1

L n
n

A A A
n→

=
+

 п. н. [68; 46]. 

Теорема 5.1. Пусть выполнены условия 1ln || ||  ,E A+    

1ln || ||  E B+    и γ 0L   [67]. Тогда последовательность { }nX , определя-
ющаяся как 

                                     1
1

 ... n n n n k n k
k

X B A A B


− + −
=

= +  п. н.,                         (5.6) 

сходится и является единственным строго стационарным решением ре-
куррентного уравнения (5.4). 

Заметим, что γ 0L   справедливо, если 1ln || ||  0.E A   Условие на γL  

в теореме 4.1 особенно простое в случае 1,d =  так как 

0 0 0

1
ln |  ... | ln | | γ .

1
LE A A E A

n
= =

+
 

Следствие. В случае 1,d =  если 0ln | |   0E A   и 0ln || ||   ,E B+    

единственным стационарным решением рекуррентного уравнения (5.4) 

является равенство (5.6) [67]. 
Применяя полученные результаты, П. Боуджерол и Н. Пикар нашли 

необходимые и достаточные условия для существования единственного 
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стационарного решения в общем случае для модели GARCH(p, q) [24]. Без 
потери общности мы можем предполагать, что min( , ) 2.p q    

Пусть 

1

2

0 0 0
,

0 0 0

0 0 0

n q p

q

n
n

p

I
A

I

−

−

    
 
 =
 
 
 

  

где 2 1
1 1 2 1( , , ..., ) ;q

n n q R −
− =  +         2 1( , 0, ..., 0) ;q

n n R − =      nI  – единич-

ная матрица; 0,1, 2, ...;n =     
2

2 1( , ..., ) .p
p R −
− =       

Обозначим 

2 2 2 2 1
1 1 1( , .., , , ..., )T p q

n n n q n n pX y y R + −
− − − − −=         и 0(ω , 0, ..., 0)TD =     

1.p qR + −  

Тогда модель GARCH(p, q) в уравнениях (5.1)–(5.3) может быть представ-
лена в виде рекуррентного уравнения 

                                                1 .n n nX A X D+ = +                                           (5.7) 

Таким образом, процесс, заданный уравнениями (5.1)–(5.3), имеет 
единственное стационарное решение 

0

 ... n n n k
k

X D A A


−
=

= +   

тогда и только тогда, когда  

                                 0 1
0    

1γ inf ln ||  ... ||  0.
1

L n
n

E A A A
n  

= 
+

                     (5.8) 

Замечание 5.1. Если имеет место условие 

1(ln | ε |) ,E +    

то существует единственное строго стационарное решение модели GARCH. 

Необходимые и достаточные условия для отрицательности экспо- 

ненты Ляпунова при ограничениях на , , 1, , 1,i j i p j q  = =  и на 
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распределение остатков 1ε  известны в некоторых случаях для моделей 

ARCH(1) [38; 48] и GARCH(1,1) [99]. Общий случай рассмотрен в работе 
П. Боуджерола [24], где даются достаточные условия для отрицательности 
экспоненты Ляпунова параметров модели GARCH. Некоторые из этих ре-
зультатов сформулированы ниже при условиях 0ω 0,  1ε 0E =  и 2

1ε 1:E =  

а) 
1

β 1
q

j
j=

  является необходимым для γ 0;L   

б) из 
1 1

α β 1
p q

i j
i j= =

+    следует, что γ 0;L                                              (5.9) 

в) если функция плотности остатков 1ε  имеет бесконечную опору, 

α 0,i   β 0,j   1, , 1, ,i p j q= =  то из 
1 1

α β 1
p q

i j
i j= =

+ =   получаем γ 0.L   

Интересно, что (5.9) также является необходимым и достаточным 
условием для существования дисперсии tX  и, следовательно, для стацио-
нарности в широком смысле процесса .tX  Заметим, что стационарность 
модели GARCH эквивалента стационарности последовательности услов-
ных дисперсий [25].  

Кроме того, при общих условиях типа существования лебеговой плот-
ности остатков εt  стационарная модель GARCH { }ty  удовлетворяет усло-
вию сильного перемешивания, т. е. 

0,

sup | ( / ) ( ) |  0
t

t
A F B F

P A B P A a


− 
− = →  при ,n→  

где , ,b
aF a b  – σ- алгебра, порождаемая последовательностью { }t a t by    

с очевидными модификациями для бесконечных a или b. Говорят, что { }ty  

удовлетворяет условию сильного перемешивания с геометрической ско-
ростью, если ta  сходится к 0 с экспоненциальной скоростью [37; 98]. 

Заметим, что γL  очень трудно вычислять для 1.d   Однако существует 
подход, использующий метод Монте-Карло и соотношение 

0 1

1γ lim ln ||  ... ||
1

L n
n

A A A
n→

=
+

 п. н., 

чтобы проверить, действительно ли γ 0.L   

Рассмотрим модель GARCH в уравнениях (5.1)–(5.3). Введем не-
сколько лемм, которые нужны для доказательств. 
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Лемма 5.1. Если  

2 λ
0(ε )E    при некоторой λ 0,   

то существует такая λ* 0,  что 

2 λ*
0( )E y    и 2 λ*

0(σ )E    [15]. 

Лемма 5.2. Если  

2
0(ln σ ) ,E    

то  

2 2
0

1

σt i t i
i

c c y


−
=

= +  при всех t Z   

с вероятностью 1, где { }nc  сходится к 0 с экспоненциальной скоростью [16]. 

Лемма 5.3. Если 1,p q= =  то при условии 2
1 1 0ln( ) 0E  +    уравне-

ние (5.2) можно переписать в виде 

                               
2 2

0 1 1
1 1

1 ( ) ,
k

t t i
k i



−
= =

  =  +  +    
  ,t Z                        (5.10) 

и если 10 β 1,   то 

                              2 20
1 1 1

01

,
1

k
t t k

k

y


− −
=


 = + 

−
  t Z [16; 17].                   (5.11) 

Свойства моделей ARCH/GARCH рассматривали К. Г. Коедийк [71], 
Д. Нельсон [99]. 

5.2. Краткий обзор методов оценки параметров 

для моделей ARCH/GARCH  

Популярным методом оценки параметров модели GARCH является 
метод квазимаксимального правдоподобия. В случае 2 2

0( )E +    дока-
заны состоятельность и асимптотическая нормальность оценок парамет-
ров по методу квазимаксимального правдоподобия [15–17; 63; 75; 81; 82; 
84; 85; 104]. 

Рассмотрим модель GARCH(p, q), заданную в уравнениях (5.1)–(5.3). 
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Пусть 

2 2 2 2
1 1(1, , ..., , , ..., ),T

t t t p t t qz y y− − − −=    0 1 1( , , ..., , , ..., )T
p q =       и θ Θ,   

где Θ  – компактное параметрическое пространство. Обозначим 
0 0 1 1( , , ..., , , ..., )p q =       как истинный вектор параметров модели 

GARCH. Тогда можем переписать уравнение (5.2) следующим образом: 

2σ υ.T
t tz=  

Логарифмическая функция правдоподобия для выборки n наблюдений 
1 2, , ..., ny y y  определена как 

                          
1

1
( ) ( ),

n

n t
t

L l
n =

 =   
2

2

2
( ) ln ( ) .

( )

t
t t

t

y
l

 
 = −   +   

               (5.12) 

Вид функции правдоподобия (5.12) вытекает из предположения, что 0ε  

имеет стандартное нормальное распределение. Точка, где функция прав-
доподобия достигает своего наибольшего значения, является оценкой па-
раметров модели GARCH. 

Р. Люмсдейн [85] рассмотрел модель 

0 ,t tY C y= +  0 ,C R  ,t t ty =    2 2 2
0 0 1 0 1,t t ty − − =  + +   .t Z  

Известно, что процесс { }ty  удовлетворяет условию модели 
GARCH(1,1).  

Предположение 5.1. Истинный вектор параметров 0 0 0 0 0( , , , )C =     

Θ,  4Θ ,R  где 0θ  – внутренняя точка параметрического пространства Θ,  

Θ  – компактное выпуклое пространство. При любом векторе 
( ,  ,  ,  ) ΘC      предположим, что  

1 1, , (1 ), (1 )C C C W−        −   −   

при некоторой константе δ 0,  2
0ln( ) 0,E  +    где 1,C W  и δ  – заданные 

действительные числа. 
Предположение 5.2. {ε }t  – независимые, одинаково распределенные 

случайные величины или {ε }t  – ограниченные в окрестности точки 0 со 
средним 0 и вариацией 1, 32ε ,tE    2σ t  не зависят от 1{ε ,ε , ...,}.t t+  

Рассмотрим функцию правдоподобия (5.11). 
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Пусть  

1 1
2 2 2 2

1 0 1
0 0 0

,
1

t t
i i t i

u t t i u t i
i i i

− − 

− − − −
= = =


 =   +    +  = +   

−
    

1

1
( ) ( ),

n

u n u t
t

L l
n =

 =   
2

2

2
( ) ln ( ) .

( )

t
u t u t

u t

y
l

 
 = −   +   

 

Теорема 5.2. Пусть ( ) [ ( )],u tL E l =   тогда при всех θ  (θ)L  – суще-
ствует и имеет единственный максимум в точке 0θ  [85]. 

Состоятельность оценки квазимаксимального правдоподобия доказана 
в теореме 5.3. 

Теорема 5.3. Допустим, что имеют место предположения 5.1 и 5.2, тогда  

0
ˆ p

u n ⎯⎯→  и 0
ˆ p

n ⎯⎯→  при ,n→  

где 
  

ˆ argmax ( );u n u nL
 

 =   
  

ˆ argmax ( )n nL
 

 =   [85]. 

Асимптотическое распределение оценки квазимаксимального правдо-
подобия доказано в следующей теореме. 

Теорема 5.4. Допустим, что имеют место предположения 5.1 и 5.2, тогда  

1/2 1 1
0 0 0 0

ˆ( ) (0, )
d

nn N A B A− − −  ⎯⎯→  при ,n→  

где  

2
0

0

( )
,

'

u tlA E
  

= −   
 0 0

0

( ) ( )

'

u n u nL L
B E n

    
= −    

 [85]. 

Состоятельность и асимптотическое распределение получены, однако 
оценки для модели GARCH(1,1) являются локальными из-за того, что 
функция правдоподобия максимизируется в некоторой окрестности 
точки 0θ  [75; 85]. Кроме того, эти результаты получены при очень строгих 

ограничениях на распределение остатков εt  и значение 0θ . 
Пусть  

2
1 2( )  ... ,p

pA x x x x=  + + +  
2

1 2( ) 1  ... .q
qB x x x x= − − − −   

И. Беркес и Л. Хорвас [15] рассмотрели метод максимального правдоподо-
бия через функцию (5.12) для модели GARCH(p, q) уравнений (5.1)–(5.3) с па-
раметрическим пространством Θ,  определяющимся следующим образом: 
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1 1 1
' ' ' ' ' 'Θ { ( ', , ..., , , ..., ) :  ... ,p q p            

1 1 1 1 1 2
' ' ' ' ' ' ' 'min( ', , ..., , , ..., ) max( ', , ..., , , ..., ) },p q p qc c               

1 2 10 , 0 1, .c c qc      

Предположения: 

А1) 2
0ε  – невырожденная случайная величина; 

А2) полиномы ( )A x  и ( )B x  – взаимно простые; 

А3) 0θ  – внутренняя точка пространства ;  

А4) 2 1
0( )E    при некотором δ 0;   

А5) 2
0

0
lim ( ) 0
t

t P t


    при некотором μ 0;   

А6) 2
0ε 1.E   

Строгая состоятельность и асимптотическое распределение оценки квази-
максимального правдоподобия доказаны в нижеследующих теоремах. 

Теорема 5.5. Если соблюдаются условия А1–А6, то 

п. н.
0

ˆ
n   при n  [15]. 

Теорема 5.6. Если соблюдаются условия А1–А3, А5, А6 и 2 2
0( )E    

при некотором λ 0,  то 

1/2 1 1
0 0 0 0

ˆ( ) (0, )d

nn N B A B     при ,n   

где 0 0 0
'cov( (θ )),A l  0 0 0

''( (θ ))B E l  [15]. 

Кроме того, И. Беркес и Л. Хорвас [15] показали, что, используя метод 
квазимаксимального правдоподобия, нельзя получить 1/2-n состоятель-
ную оценку, если 0| ε |kE   при 0 4.k   Это подтверждает ограничен-
ность метода квазимаксимального правдоподобия. Для существования 
модели GARCH(1,1) требуется только соблюдение условия 2

0| lnε | ,E   

но оценка может быть построена при 0| ε |kE   с некоторым ,k  4.k   

В более общем случае 2

0
εE    при более строгом условии 0 0

1   

для коэффициентов Г. Меркер и М. Мосер [86] использовали метод 
Юла – Уолкера для оценки параметров модели GARCH(1,1) через пред-
ставление ее моделью ARMA, которое получено T. Боллерслевом [22]. 
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Доказана состоятельность и найдена асимптотическая нормальность оце-
нок. В случае конечных моментов четвертого порядка остатков получена 

состоятельность и найдена асимптотическая нормальность оценок макси-
мального правдоподобия. Другим методам уделяли внимание С. Франк, 
Л. Гирайтис, С. Гурьеру, Д. А. Кристенсен [45; 47; 51; 74]. 

Первые результаты исследования моделей ARCH/GARCH для финан-
совых временных рядов были ограничены случаем нормальности остат-
ков, для которых явная условная функция правдоподобия удобна при 

оценке параметров моделей. Однако исследования показали, что остатки 
в моделях могут иметь распределение с «тяжелыми хвостами» [96; 97]. 

В случае когда остатки имеют распределение Парето с экспонентой 

κ 4,  Т. Микош и Д. Страумен [93] использовали оценку Whittle для мо-
дели GARCH(1,1). Они доказали, что оценка Whittle сходится с вероятно-
стью к бесконечному ряду κ / 4 -устойчивых случайных величин, если 
κ 8,  и к нормальной случайной величине – если κ 8.  

В случае 
0

4εE =  асимптотическая теория квазимаксимального прав-
доподобия становится более сложной [77]. П. Холл и К. Яо [54] использо-
вали метод квазимаксимального правдоподобия для оценки параметров 
модели GARCH(p, q) (5.1)–(5.3) с остатками, принадлежащими области 
притяжения устойчивых законов с индексом κ [1; 2).  Рассмотрим функ-
цию правдоподобия 

1
2

2

2
1

1
( , , ) ln ( , , ) ,

( , , )

n n
t

n t
t t

y
L

n =

 
   = −     + 

    
  

где ω 0,  1 1( , ..., ), ( ,  ..., )p q =    =    – pR  и qR  – векторы соответ-
ственно с положительными координатами. Производные функции прав-
доподобия могут быть введены в следующих формулах: 

2

1

1
,

1

t
q

jj=


=

 − 
 

1 1

1

2
2 2

 ... 
1 1 1

    ,
k k

k

q q
t

t i j j t i j j
k j ji

y y


− − − − −
= = =


= +    


   

1 1

1

2
2

 ... 
1 1 1 1

1

( 1)     .
1 k k

k

p q q
t

i j j t i j j jq
i k j jj ii

k y


− − − − −
= = = ==

 
= +  +    

 − 
   


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Пусть 

2 2 2 2 2
1 1 1 1 1

1 1

( , , ) ( , , ..., , , ..., ),
p q

U U
    

=    =
    

  

4
0 1M (σ )TE UU−=  – матрица ,r r  где 1 ,r p q= + +  и знак 0E  – математиче-

ское ожидание, когда параметры принимают истинные значения ( , , )   =  

0 0 0( , , ).=     Существование и ограниченность компонент матрицы M  

следует из положительности значения ω  и компонент векторов α  и β.  
П. Холл и К. Яо [54] предполагали, что существует локальный мини-

мум ˆˆ ˆ( , , )n n n    функции правдоподобия ( , , )nL     в окрестности точки 
0 0 0( , , ).    Обозначаем 

ˆ ˆˆ ˆ( , , )T
n n n n =     и 0 0 0 0( , , ) .T =      

Из теоремы 1.4.5 [110] известно, что если 1 2, , ...Y Y  – независимые слу-
чайные величины, имеющие распределение экстремальных значений 
с экспонентой κ [1,2),  1 2, , ...V V  – независимые случайные величины, та-
кие как 2 1

1σ M U− −  и 

                           0 1
1

{ ( ) ( )},k k k
k

W Y V E Y E V


=
= −  когда 1 κ 2,                  (5.13) 

                         1 1 1 1
2

{ ( ) ( )},k k k
k

W YV Y V E Y E V


=
= + −  когда κ 1,=                (5.14) 

то 0W  и 1W  имеют устойчивые распределения с индексом κ.  Характери-
стические функции -j х компонент векторов 0W  и 1W  соответственно 
имеют следующие представления: 

( )
0{exp( )} exp{ | | (1 sign( ) tg )},

2

j
j jE itW s t i t  

= − −    

( )
1

2
{exp( )} exp{ | | (1 sign( )ln | |)},j

j j jE itW i t s t i t t=  − + 


  

где ( )| | / ,j
js E V C 

=  
( ) ( ) ( )| | {| | sign( );j j j

jE V E V V  =  
( )jV  – случайная 

величина с распределением -j й компоненты вектора 1,V  1 2/π,C =  

(1 ) / [ (2 )cos( /2)]C = −   −    при 1 κ 2.   
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Тогда асимптотическое распределение оценки квазимаксимального 
правдоподобия определено в теореме 5.7. 

Теорема 5.7. Предложим, что M  – невырожденная матрица [110], тогда: 

а) если 4
1εE   , то 

1/2 2 1
0

ˆ( ) (0, M )
d

nn N − − ⎯⎯→   при ,n→  

где 2 4
1τ (ε ) 1;E= −  

б) если 4
1ε ,E =   но распределение случайной величины 2

1ε  принадле-
жит области притяжения нормальных законов, то 

1 1
0

ˆ( ) (0, M )
d

n nn N− −  − ⎯⎯→  при ,n→  

где 2inf{ 0 : ( ) },n nH =       2
1

4
1 ( )

( ) { };H E I
 

 =   

в) если 2
1ε  принадлежит области притяжения устойчивых законов с ин-

дексом 1 κ 2,   то 

1
0 0

ˆ( )
d

n nna W−  −  ⎯⎯→  при ,n→  

где 2
1inf{ 0 : (ε ) 1},na x nP x=     0W  – κ-устойчивый случайный вектор, 

который определяется равенством (5.13); 

г) если 2
1ε  принадлежит области притяжения устойчивых законов с ин-

дексом κ 1=  и 1 2μ 0n nn a− →  при 2
1

1 2
1 { }

{ },
n

n n a
na E I−

 
 =   то 

1
0 1 1 1

ˆ( ) ( ) ( )
d

n n nna E V E V W−  −  +  −  ⎯⎯→  при ,n→  

где 1W  – κ-устойчивый случайный вектор, который определяется равен-
ством (5.14); 

д) при 1 κ 2   бесконечный ряд (5.13) сходится с вероятностью 1, при 
κ 1=  бесконечный ряд (5.14) также сходится с вероятностью 1. 

Итак, в случае остатков с «тяжелыми хвостами» асимптотическое рас-
пределение метода максимального правдоподобия может быть не гауссов-
ским, и скорость сходимости – меньше, чем стандартная скорость 1/2.n  

Т. Микош, С. Старица [91; 95] и Д. Страумен [94] исследовали модели 
GARCH(p, q) с остатками, имеющими регулярно меняющееся распределе-
ние с индексом κ 1.  Они предположили, что имеет место условие силь-
ного перемешивания, и использовали устойчивый предел преобразования 
мартингала для получения того же результата. К. Яо и П. Лиан [125] 
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исследовали три вида оценки абсолютных разностей для моделей 
ARCH/GARCH. Асимптотическое распределение всех трех видов оценок все-
гда является нормальным, независимо от регулярного изменения остатков. 

Заметим, что случай регулярного изменения остатков с индексом 
0 κ 1   еще не исследован. Трудность заключается в том, что когда 
остатки имеют регулярно меняющееся распределение с индексом 
0 κ 1,   то 2ε .tE =   Попробуем решить эту проблему, используя моди-
фикацию функции правдоподобия. 

5.3. Оценка параметров для модели GARCH(1,1) 
с устойчивыми остатками 

Построим модификацию функции правдоподобия для получения 
асимптотического распределения оценки параметров модели GARCH(1,1) 
с устойчивыми остатками. 

Рассмотрим модель GARCH(1,1) 

                                                 ,t t ty =    ,t Z                                         (5.15) 

где {ε }t  – независимые, одинаково распределенные κ-устойчивые случай-
ные величины, κ (0; 2],   

                              2 2 2
0 0 0 1 0 1(1 ) ,t t ty − − =  − +  +   ,t Z                        (5.16) 

и 

                                           0ω 0,  0α 0,  0β 0.                                     (5.17) 

Если остатки имеют κ-устойчивое распределение, κ (0; 2],  то 
| ε |ktE    тогда и только тогда, когда 0 κ.k   И. Беркес и Л. Хорвас [15] 

показали, что, используя метод квазимаксимального правдоподобия, 

нельзя получить 1/2-n− состоятельную оценку, если 0| ε |kE =   при 
0 4.k   Это демонстрирует ограниченность метода квазимаксимального 
правдоподобия для случая устойчивых остатков модели GARCH. 

Используя лемму 5.3, уравнение (5.16) можно переписать в виде 

                                    
2 2

0 0 0 1
0

,k
t t k

k

y


− −
=

 =  +    .t Z                               (5.18) 

Пусть 0 0 0 0( , , ) =      – неизвестные параметры модели, тогда рас-
сматриваемая параметрическая модель может быть представлена в виде 
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                                                 ( ) ,t t ty =     ,t Z                                     (5.19) 

где 

                                      2 2 2
1 1( ) (1 ) ( )t t ty − −  =  − +  +                          (5.20) 

с параметрическим пространством 

1 2 1 2{ ( , , ) : 0 , 0 ,=  =             

2

01 20 1, ln( ) 0}E        +    

в предположении, что  

                             0θ  – внутренняя точка пространства .                    (5.21) 

И. Беркес и Л. Хорвас доказали, что если существует такие 

1 ( , , ) =       и 2 ( ', ', ') =      ,  что 

                   2 2
1 2( ) ( ),t t  =    то 1 2, =   т. е. ', ', '.=  =  =           (5.22) 

В этом случае 

                                                      2 2
0( ) .t t  =                                            (5.23) 

Рассмотрим модифицированную функцию правдоподобия в следую-
щем виде: 

                    
1

1
( ) ( ),

n

n t
t

L l
n =

 =   
2

2

2

1
( ) ln ( ) ,

( )

p

t
t t

t

y
l

p

  
  = −   +      

           (5.24) 

где p  – некоторая константа, 0 κ/2.p    

Предположим, что 2
0

0
lim ( ) 0
t

t P t−

→
  =  при некоторой μ 0.               (5.25) 

Лемма 5.4. Если имеет место (5.25), то для любых λ,  0 /2,     

имеем 

                                                
2

2
  

sup .
( )

t

t

E



 

 
  

  
                                  (5.26) 
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Доказательство. Используя (5.18), получим 

                               
2 2 2

2
2 2

1 1
1 1

( )

t t t
M

k kt
t k t k

k k

y y


− − − −
= =

  
= 

  +     
                     (5.27) 

при любом натуральном числе 0.M   
Из 0ω 0  следует 

2 2 2
2 20 0 0 1 0 1 0 0

0 1 0 12 2 2
1 1 1

(1 ) (1 )
(1 ),t t t

t t

t t t

y
K− −

− −
− − −

  − +  +   −
= = +   +  + 

  
 

где 0 0max{(1 ), } 1.K = +     

Отсюда при 2, 3, ...i =   имеем 

2 2 2 2 2
20 0 0 1 0 1 0 0 1 1

0 1 02 2 2 2 2

(1 ) (1 )t t t t t
t

t i t i t i t i t i

y − − − −
−

− − − − −

  − +  +   −  
= = +   + 

    
 

2 2
2 20 0 1 1

0 1 0 12 2
1

(1 )
(1 )t t

t t

t t i t i

K− −
− −

− − −

  −  
 +   +  +      

 

2
2 2 2 2

1 2 2
(1 )(1 ) t

t t

t i

K −
− −

−


 +  +  


 

…………………………. 

                                                  2

1

(1 ).
i

i
t j

j

K −
=

 +                                         (5.28) 

Используя формулы (5.27) и (5.28), получим 

2
2 21

21 1
12 2 2

0

( )

M
k

t k M
kt k t k

t k
kt t t

y − −
= − −

− −
=

 
  

 =    
  
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  
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1 1
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111 2
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t j
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Используя неравенство Гельдера при любых ',p  ' / 2,p     имеем 

2 ( 1) 1
2

2 2
  1 10

1
sup (1 )

( )

M M
t

t j M k
jt t kk

K
E E

  + +

−
  = − −=

       +                   



 

   

/ ' ( ' )/ '
' '/( ' )

( 1) 1 1
2 2

1
11

(1 ) .

p p p
p p p

M M M
k

t j t k
jj

K
E E

 −− − + + +

− − −
==

          +                 
   (5.29) 

Из независимости случайных величин {ε }t  получим 

                      

/ '
' / '

1 1
2 2 '

1 1

(1 ) (1 ) .

p
p p

M M
p

t j t j
j j

E E

 
+ +

− −
= =

     +  = +       
     
            (5.30) 

Поскольку {ε }t  – κ-устойчивые случайные величины, то {ε }t  имеют 
регулярно меняющееся распределение с индексом κ.  Отсюда вывод, что 

2{ε }t  имеют регулярно меняющееся распределение с индексом κ/2. Тогда 
2

10
β εM k

t kk − −=  является регулярно меняющейся случайной величиной с ин-
дексом κ/2. Из леммы 2.5 и формулы (5.25) имеем 

                                            

'/( ' )

2
1

0

.

p p
M

k
t k

k

E

− −

− −
=

    
 
                           (5.31) 

Используя формулы (5.29)–(5.31), получим (5.26).  
Пусть 

0( ) ( ),L El =    

где 
2

2 0
0 0 2

0

1
( ) ln ( ) , 0 /2.

( )

p

y
l p

p

  
  = −   +        

  

Докажем, что (θ)L   при всех θ .  Действительно, из леммы 5.4 

получим 

                      ( )2

2 2
0 0

2 2
0 0

,
( ) ( )

p

t

p
py

E E E  
   

=          
 0,1, 2, ... .t =               (5.32) 
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Значит, из устойчивости случайных величин {ε }t  и леммы 4.1 следует, 

что существует такая константа ρ,  ρ 0,  что 

2
0[ ( )] .E      

Отсюда, используя неравенство Йенсена, имеем  

                                                   2ln ( ) .tE                                              (5.33) 

Из неравенств (5.32) и (5.33) получим 

2
2 0

0 0 2
0

1
( ) ( ) ln ( ) .

( )

p

y
L El E

p

  
  =  = −   +       

 

Лемма 5.5. Пусть 0 κ / 2,p   функция (θ)L  определена в (5.24), тогда  

                                      
,

1
sup | ( ) ( ) | .

| |
n n

u v

E L u L v
u v

 
−   − 

                    (5.34) 

Доказательство. Известно, что 

     
, ,1

1 1 1
sup | ( ) ( ) | sup | ( ) ( ) | .

| | | |

n

n n t t
u v u vt

E L u L v E l u l v
u v n u v =

   
−  −   − −   

    (5.35) 

Используя теорему о среднем значении, получим 

2 2
2 2

2 2

1 1
| ( ) ( ) | ln ( ) ln ( )  

( ) ( )

p p

t t
t t t t

t t

y y
l u l v u v

p pu v

   
− =  + −  −        

  

                                           
( )2

2

'
( )

 | | ,
( )

t

t

u v
 

 −
 

                                        (5.36) 

где ,  | | | |, | | | | .u u v v u v−  − −  −   

Подобным методом, как и при доказательстве леммы 5.4, получим сле-
дующее неравенство: 

                           
2

2
  

( ( )) '
sup

( )

t

t

E



 

      
   

 для некоторого γ 0.              (5.37) 
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Используя неравенства (5.35)–(5.37), получим (5.34). 

Пусть θ̂n  – М-оценка параметра 0θ  модели (5.15)–(5.17) с функцией 
правдоподобия (5.24), т. е. 

                                               
  

ˆ argmax ( ).n nL
 

 =                                        (5.38) 

Состоятельность оценки θ̂n  докажем в теореме 5.8. 

Теорема 5.8. Предположим, что 0 κ/2p   и 2
0| ε | 1,pE =  а также 

имеют место соотношения (5.21) и (5.25), тогда  

                                           
п. н.

0
ˆ

n ⎯⎯⎯→  при .n→                                (5.39) 

Доказательство. Известно, что процесс  

2
2

2

1
( ) ln ( )

( )

p

t
t t

t
t Z

y
l

p


      = −   +        
  

является измеримой функцией от строго стационарного и эргодического 
процесса {ε },t  поэтому  (θ)t t Z

l


 также является эргодическим процессом 
с конечным математическим ожиданием 0(θ) (θ) ,L El=   θ Θ.  Исполь-
зуя эргодическую теорему, получим 

п. н.
(θ) (θ),nL L⎯⎯⎯→  θ Θ  при .n→   

Отсюда, применяя лемму 5.5 и компактность параметрического про-
странства ,  получим равномерную сходимость ряда функций { (θ)},nL  т. е. 

п. н.
sup | ( ) ( ) | 0nL L


 −  ⎯⎯⎯→  при .n→  

С другой стороны, при любом θ Θ  имеем 

2 2
2 20 0

0 0 02 2
0 0

1 1
( ) ( ) ln ( ) ln

( )

p p

y y
L L E E

p p

   
    −  =   + −  + =

        
 

                                 
2 2
0 0

2 2
0 0

1 1
ln .

( ) ( )

p p

E
p p

   = − + −
     

                         (5.40) 
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Известно, что функция ( ln )x x−  положительна при всех 0x   и дости-
гает минимума в точке 1.x =  Из уравнения (5.40) получаем, что (θ),L  

θ Θ,  имеет абсолютный максимум в точке *θ  такой, что 2 2 *
0 0/ ( ) 1

p

   =  

или 2 * 2
0 0( ) .  =   Используя (5.23), получим *

0. =   Из (5.22) вытекает, что 
функция ( ), Θ,L    имеет единственный максимум в точке 0θ ,  значит, 

последовательность максимумов рядов функций { (θ)}nL  сходится п. н. 
к единственному максимуму функции (θ),L  а (5.39) следует из (5.38). 

Определив (θ)nL в (5.24), имеем 

2 2 2 1 2

2 2 2
1

1 ( ) ( ( )) '( ( )) ( ( )) '' ( )
( ( )) ( )

p pn
t t t t

n p
t t t

y
L

n

−

=

      
 = − =     

  

                                     
2 2

2 2
1

1 ( ( )) '
1 ,

( ) ( )

p
n

t t

t t t

y

n =

     = −       
                              (5.41) 

2 2 2

2 2 2
1

1 ( ( )) ' ( ( )) ''' ( )
( ) ( ) ( )

p T
n

t t t
n

t t t t

y
L p

n =

         = − +              
  

                   
2 2 2 2

2 2 2 2

( ( ))" ( ( )) ' ( ( )) '
1

( ) ( ) ( ) ( )

p T

t t t t

t t t t

y
               + − − =                    

          (5.42) 

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2
1

1 ( ( ))" ( ( )) ' ( ( )) '
1 1 ( 1) .

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

p p T
n

t t t t t

t t t t t t

y y
p

n =

                  = − − + −                            
  

Зная, что 2 2
0( )t t  =   и в условиях теоремы 5.8, используя (5.26), (5.28), 

(5.37) и независимость случайных величин εt  и 
2

2
,

( )

t

t


 

 получим 

2 2
0 0

0 2 2
0 0

( ( )) ''| ( ) | 1
( ) ( )

p

y
E l E

      = −        
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        
2 2

2
0 2 2

( ( )) '
1 sup

( ) ( )

p
p

t t

t t

E E E


                      
 при всех θ Θ.     (5.43)  

Из формулы (5.41) видим, что процесс '{ (θ)}t t Zl   является измеримой функ-
цией от строго стационарного эргодического процесса {ε }t , поэтому '{ (θ)}t t Zl   
тоже является строго стационарным эргодическим. Учитывая (5.43) и приме-
няя доказательство, как при доказательстве теоремы 5.8, получим 

п. н.'sup | ( ) '( ) | 0nL L


     при ,n   

где 0
''( ) ( ).L El    Тогда из (5.38) следует, что (θ)nL  достигает максимума 

в точке θ̂ ,n  поэтому для достаточно больших n  θ̂n  является внутренней 
точкой компактного пространства .  Тогда существует такое 0 ,n N  что 

' ˆ(θ ) 0n nL   при любом 0.n n   

Отсюда 

0 0
' ' 'ˆ( ) ( ) ( ).n n n nL L L        

Используя теорему о среднем значении, имеем 

                             0 0 0
'' ' ' 'ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),n n n n n nL L L L                           (5.44) 

где η  при 0
ˆ ˆ| |   | |,n n     0 0

ˆ| |   | | .n     
Подобным методом, как и при доказательстве леммы 5.4 и при использо-

вании формулы (5.43), получим 0
''|| (θ) ||   E l    при всех θ .  

Из непрерывности функции '' ( )nL   и (5.39) получим 

                                              0
'' ''( ) ( ) (1).n nL L o                                       (5.45) 

И. Беркес и Л. Хорвас [16] доказали, что функция 

2 2
0 0 0 0

2 2
0 0

( ( )) ' ( ( )) '
T

A E
            

  

является невырожденной. 
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Подобным методом, как и для случайного процесса '{ (θ)} ,t t Zl   получим, 

что 0
''{ (θ )}t t Zl   является строго стационарным и эргодическим процессом. 

Отсюда имеем 

                                        п. н.
0

'' (θ )nL B⎯⎯⎯→  при ,n→                             (5.46) 

где 0 0
''(θ ).B El=   

Используя (5.41), выведем 

                                     ( )
2

2 0
0 2

1

1 ( ( )) '' ( ) 1 | | .
n

p t
n t

t t

L
n =

 
 = − 


                          (5.47) 

Из (5.44)–(5.47) получим 

                      ( )
2

1/2 1/2 2 0
0 2

1

( ( )) '
( )( (1)) 1 | | .

n
p t

n t
t t

n B o n


−

=

 
 −  + = − 


            (5.48) 

Теорема 5.9. Пусть выполнены условия теоремы 5.8, тогда для 

κ / 4p   имеем 

                          1/2 1 1
0

ˆ(θ θ ) (0, )d

nn N B B− −− ⎯⎯→   при ,n→                 (5.49) 

где 4
0( (ε ) 1) .pE A = −  

Доказательство. Действительно, при κ/4p   из условия 2| ε | 1p
tE =  и не-

зависимости случайных величин εt  и 
2

0
2

( ( )) 't

t

 


 имеем 2
0

'| (θ ) |tE l   

и 0
'(θ ) 0tEl =  при любом .t Z  Из того, что ( )

2
2 0

0 2

( ( )) ''( ) 1 | |p t
t t

t t Z

l



  
 = −  

 
 – 

стационарный мартингально разностный процесс, следует  0
'(θ )t

t Z

l


 – эрго-

дический процесс. При достаточно большом ,n  1( (1))B o −+  существует 
и равна 1( (1)).B o− +  С другой стороны, ковариационной матрицей 

( )
2

2 10
2

( ( )) '
1 | |p t

t

t

B− 
− 


 является матрица 1 1.B B− −  Отсюда, используя (5.48) 

и теорему Крамера – Вольда [18], получим (5.49).  
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5.4. Модификация метода максимального правдоподобия 

для оценки параметров модели GARCH(1,1) с регулярно 

меняющимися остатками 

Для решения задачи регулярного изменения остатков модели 
GARCH(1,1), когда индекс меньше 1, исследуем модификацию метода 
максимального правдоподобия, чтобы оценить параметры модели 
GARCH(1,1) с регулярно меняющимися остатками с индексом κ 0.  

Рассмотрим модель GARCH(1,1) вида 

                                                 ,t t ty =    ,t Z                                          (5.50) 

где 

                                      2 2 2
0 0 0 1 0 1(1 ) ,t t ty − − =  − +  +                            (5.51) 

                                          0ω 0,  0α 0,  00 β 1,                                  (5.52) 

2{ε }t  – независимые, одинаково распределенные регулярно меняющиеся 
случайные величины с индексом κ;  κ 0,  2( )  (1 )t  =  − +  

2 2
1 1 ( ).t ty − −+  +   

Пусть 0 0 0 0( , , ) =     – неизвестные параметры модели, параметриче-
ское пространство 

1 2 1 2{ ( , , ) : 0 , 0 ,=  =             

2

01 20 1, ln( ) 0},E        +    

где 0θ  – внутренняя точка пространства Θ.  
Используя лемму 5.3, 2 ( )t   можно переписать как 

                                      
2 2

1
0

( ) , .k
t t k

k

y t Z


− −
=

  = +                              (5.53) 

Рассмотрим модифицированную функцию правдоподобия в следую-
щем виде: 

                    
1

1
( ) ( ),

n

n t
t

L l
n =

 =   
2

2

2

1
( ) ln ( ) ,

( )

p

t
t t

t

y
l

p

  
  = −   +      

           (5.54) 

где p  – некоторая константа, 0 κ.p    
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Заметим, что лемма 5.4 также справедлива при 0 κ.p   

Лемма 5.6. Если 2{ε }t  – независимые, одинаково распределенные регу-
лярно меняющиеся случайные величины с индексом κ,  κ 0,  то при лю-
бых λ,  0 ,     имеем 

2

2
sup .

( )

t

t

E





 
  

  
 

Пусть 

0( ) ( ),L El =    

где 
2

2 0
0 0 2

0

1
( ) ln ( ) , 0 .

( )

p

y
l p

p

  
  = −   +        

 

Из (5.32) и (5.33) получаем (θ)L   при всех θ .   

Замечание 5.2. В случае регулярно меняющихся остатков лемма 5.5 

так же справедлива при 0 κ.p    

Теорема 5.10. Пусть выполнены условия леммы 5.6, тогда для 

0 κp   имеем 

  п. н.

  

sup | ( ) ( ) | 0nL L
 

 −  ⎯⎯⎯→  при .n→   

Доказательство. Зная, что (θ) ,L   и используя эргодическую тео-
рему, имеем для всех θ  

п. н.
( ) ( )nL L ⎯⎯⎯→   при .n→  

Из замечания 5.2, используя теорему 3.5.8 [114], заключаем, что 

,

1
sup | ( ) ( ) |

| |
t t

u v
t Z

l u l v
u v 

  
−  −  

 – стационарный эргодический процесс 

с конечным моментом первого порядка. Используя замечание 5.2 и эрго-
дическую теорему, получим 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
п. н.

, Θ , Θ1

1 1 1
sup sup 1 .

n

n t t
u v u vt

L u L v l u l v O
n u vu v =

      −  − =    −−        
  
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Отсюда значит, что функции { (θ)}nL  – равномерно непрерывные с ве-
роятностью 1 и сходятся к (θ)L  при .n→  Из компактности параметри-
ческого пространства   видим, что { (θ)}nL  равномерно сходится 
к (θ)L  п. н. 

Пусть θ̂n  – М-оценка параметра 0θ  модели (5.50)–(5.52) с функцией 
правдоподобия (5.54), т. е. 

                                                
  

ˆ argmax ( ).n nL
 

 =                                       (5.55) 

Состоятельность оценки θ̂n  докажем в теореме 5.11. 

Теорема 5.11. Предположим, что 0 κ,p   2
0| ε | 1,pE =  тогда  

                                            
п. н.

0
ˆ

n ⎯⎯⎯→  при .n→                               (5.56) 

Доказательство. 

2 2
2 20 0

0 0 02 2
0 0

1 1
( ) ( ) ln ( ) ln

( )

p p

y y
L L E E

p p

   
    −  =   + −  + =

        
 

                               
2 2
0 0

2 2
0 0

1 1
ln .

( ) ( )

p p

E
p p

   = − + −
     

                           (5.57) 

Известно, что функция ( ln )x x−  положительна при всех 0x   и дости-
гает минимума в точке 1.x =  Из (5.57) следует, что ( ), ,L    имеет аб-

солютный максимум в точке *θ  при 2 2 *
0 0/ (θ ) 1

p

  =  или 2 * 2
0 0(θ ) . =   Ис-

пользуя (5.23), получим *
0. =   Из (5.57) видим, что функция ( ), ,L    

имеет единственный максимум в точке 0.  Отсюда значит, что последова-
тельность максимумов рядов функций { (θ)}nL  сходится п. н. к единствен-
ному максимуму функции (θ).L  Следовательно, (5.56) получается 

из (5.55).  

Используя (5.41) и (5.42), имеем 

                  
2

2 20
0 2

1 1

1 ( ( )) ' 1
'( ) ( ) 1 ( ) 1 ,

n n
p pt

n t t t
t tt

L A
n n= =

     =  − =  −   
            (5.58) 
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где  

                    

22
1 2 10

0 02 2 2 2 2
1 1

( ( )) ' 1 1 1
( , , )

t jj jt
t t j

j jt t t t t

A
 

−− −
−

= =

 
= =   

    
              (5.59) 

и 

''
0(θ )nL =   

2 2 2
2 20 0 0

2 2 2
1

1 ( ( ))" ( ( )) ' ( ( )) '
( ) 1 1 ( 1)( ) .

T
n

p pt t t
t t

t t t t

p
n =

             =  − − + −               
  (5.60) 

Лемма 5.7. Предположим, что 2{ε }t  – регулярно меняющиеся случай-
ные величины с индексом κ 0,  tA  определена в (5.59), тогда при 0p   

2{[(ε ) 1] }p
t tA−  – многомерно регулярно меняющиеся случайные величины 

с индексом κ/ .p   

Доказательство. Из регулярного изменения случайных величин 2{ε }t  сле-
дует, что 2{[(ε ) 1]}p

t −  – регулярно меняющиеся случайные величины с индек-
сом κ/ .p  Таким образом, из леммы 2.3 достаточно показать, что при всех λ 0  

абсолютное математическое ожидание компонент вектора ,tA  1, 2, ...,t =  яв-
ляется конечным. Действительно, из 2

0 0(1 )t   −  при λ 0  имеем 

                                        
2

0 0

1 1
.

[ (1 )]t

E





 
     − 

                              (5.61) 

При всех 1, 2, ...j =   

2 2 2 2 2
0 0 0 0 1 1 0 0 1 1

1 1 1

(1 ) ( ) ( )t t t t t− − − −

=  
  − +  +     +   

  

                
2 2 2 2 2

10 0 1 0 0 2 2 0 0

1 1 1
... .

( )( ) ( )

j

it t t t j t i=− − − − −

  
 +   +     + 

       (5.62) 

В таком случае при 1, 2, ...t =   

2

1 1
0 02 2 2

1 1 10 0 0 0

1 1 1

(1 ) ( )

j
t jj j

j j it t t i

 
−− −

= = = −


   

 −   +  
    
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1 0
0 2

1 10 0 0 0

1
.

(1 ) ( )

j

j i t i


−

= = −


 
 −  + 

   

Пусть 2
0 0 0 0[ / ( )] 1.kq E =   +     Используя (5.62) и неравенство 

Минковского, получим 

1/ 1/
2

1 1
0 02 2 2

1 1 10 0 0 0

1 1 1

(1 ) ( )

j
t jj

j j it t t i

E E

  
 

−− −

= = = −

            =       −   +        
    

                                           1 /
0

10 0

1
.

(1 )

j
k

j

q


− 

=
=  
 −

                               (5.63) 

Из (5.62) и 2
0 0(1 )t   −  имеем 

1 2 1 2
0 02 2 2

1 1 1 0 0

1 1 1

( )

j
j j

t j t j
j j it t j t i

 
− −

− −
= = =− −

     =
   + 
     

2 1
01 0

0 2 2
1 10 0 0 0 0 0 0

1

(1 ) ( ) ( )

j
t j

j it j t i

−
−−

= =− −

  
=  =
  −  +    +  

    

1
0

2
1 10 0 0 0 0

1
.

(1 ) ( )

j

j i t i

−

= = −


=
  −  +  

   

Следовательно, для всего λ 0,  используя неравенство Минковского, 
получим 

1/ 1/
2

1
02 2 2

1 1 10 0 0 0 0

1 1 1

(1 ) ( )

j
t jj

j j it t t i

E E

  
 

−−

= = = −

           =        −   +        
    

( 1)/

10 0 0

1
.

(1 )

j
k

j

q


− 

=
= 
  −

  

Отсюда, используя соотношения (5.61)–(5.63), получим доказательство 
леммы. 

Замечание 5.3. Из (5.58) и (5.60) имеем, что 0
' (θ )nL  и 0

'' (θ )nL  – про-
цессы, являющиеся измеримыми функциями от строго стационарного 
и эргодического процесса {ε },t  поэтому 0

' (θ )nL  и 0
'' (θ )nL  также являются 

строго стационарными эргодическими процессами. 
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И. Беркес, Л. Хорвас [16] показали, что матрица 

                                   
2 2
0 0 0 0

2 2
0 0

( ( )) ' ( ( )) '
T

A E
        =          

                           (5.64) 

является невырожденной. 

Теорема 5.12. Пусть выполнены условия теорем 5.11 и 5.12, тогда: 

а) если 0 κ/2,p   то 

1/2 1 1
0( ) (0, )

d

nn N B B


− − − ⎯⎯→   при ,n→  

где 2 2 ''
0 0 0, ( ) 1, ( );pA E B El =   =  − =   

б) если /2 p     и 2{[(ε ) 1] }p
t tA−  удовлетворяют условию сильного 

перемешивания с геометрической скоростью, то 

1
0 /( )

d
n n pna S


−

 − ⎯⎯→  при ,n→  

где κ/ pS  – κ/ -p устойчивый случайный вектор,  

2
0inf{ : ((ε ) ) 1}.p

na x R nP x+=     

Доказательство. Из замечания 5.3, равенства (5.60), условия 
2
0(ε ) 1pE =  и эргодической теоремы получим 

                                         п. н.
0

'' (θ )nL B⎯⎯⎯→  при .n→                            (5.65) 

Таким образом, из теоремы 5.11 вытекает существование такой 0n N , 

что 

0
'' ˆ(θ ) 0nL =  п. н. при всех 0.n n   

Используя теорему о среднем значении с некоторой точкой η,  в доста-
точно маленькой окрестности точки 0θ  имеем 

                            0 0 0
'' ' ' '( ) ( ) ( ) ( ) ( ).n n n n n nL L L L

 
 −  =  −  =                       (5.66) 
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В случае 0 κ/2,p   из (5.58), (5.64) и (5.66) получим 

                       
1/2 1/2 2 1

0
1

( ) ~ [( ) 1]
n

p
n t t

t

n n A B


− −

=
 −   −  при .n→             (5.67) 

Пусть tD  – произвольная линейная комбинация компонент векторов 
,tA  1, 2, ... .t =  Используя теорему Крамера – Вольда [18] для получения 

асимптотического распределения ряда (5.67), достаточно найти асимп-
тотическое распределение ряда 1/2 2

1
[(ε ) 1] .n p

t tt
n D−

= −  Из леммы 5.7 сле-
дует, что tD  имеет конечную ковариацию. Кроме того, 2{[(ε ) 1] }p

t tD−  – 

стационарный эргодический мартингально-разностный процесс. Ис-
пользуя центральную предельную теорему для мартингал-разности, по-
лучим 

1/2 2

1

[(ε ) 1] (0, )
n

dp
t t

t

n D N D−

=
− ⎯⎯→  при ,n→  

где 2 2
1 1Var{[(ε ) 1] } τ .p

tD D ED= − =  

Из (5.65) и того, что 1 1B B− −  – ковариационная матрица случайной ве-
личины 2 1

0[(ε ) 1] ,p
t A B−−  имеем 

1/2 1 1
0( ) (0, )

d

nn N B B


− − − ⎯⎯→   при .n→  

В случае /2 ,p     из (5.58), (5.65) и (5.66) получим 

                        
1 1 2 1

0
1

( ) ~ [( ) 1]
n

p
n n n t t

t

na a A B


− − −

=
 −   −  при .n→             (5.68) 

Используя (5.66), лемму 5.7 и условие сильного перемешивания с гео-
метрической скоростью последовательности 2{[(ε ) 1] },p

t tA−  увидим, что 
для последовательности 2{[(ε ) 1] }p

t tA−  выполняются условия А1–А3 тео-
ремы 2.11. Тогда 

                             
1 2

/
1

[( ) 1]
n

dp
n t t p

t

a A S−


=
 − ⎯⎯→  при .n→                     (5.69) 

Из соотношений (5.68) и (5.69) получим доказательство теоремы. 
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5.5. М-оценка параметров для модели GARCH(1,1) 
с регулярно меняющимися остатками 

Построим М-оценку для модели GARCH(1,1) с остатками, имеющими 
регулярно меняющееся распределение с индексом κ 0 . Докажем, что ре-
зультаты, которые были получены в работах П. Холл, Т. Микош [54; 94] 
и раздел 5.4, являются частными случаями полученного результата [118]. 

Рассмотрим модель GARCH(1,1) (5.50)–(5.52), где 2{ε }t  – независимые, 
одинаково распределенные и регулярно изменяющиеся с индексом 

, 0,    случайные величины. 
Определим функцию М-оценки следующим образом: 

           
1

1
(θ) (θ),

n

n t
t

L l
n =

=   
2

2 2

1
( ) ln , 1,2, ...,

( ) ( )

t
t

t t

y
l h t

     = − =           
     (5.70) 

где ( )h   – некоторая функция на ;R+  ( , , ) ;=       

                                      2( )t  = 2 2
1 1(1 ) ;t ty − − − +  +                            (5.71) 

                      
2

0

1 2 1 2

1 2

{ ( , , ) : 0 , 0 ;

0 1, ln( ) 0}                         (5.72)E

 =  =              

    + 

   

         
 

в предположении, что истинные параметры 0 0 0 0( , , ) =     – внутренняя 
точка пространства .  

Тогда 2 ( )t   можно переписать в виде 

                                     
2 2

1
0

( ) ,k
t t k

k

y


− −
=

  = +    .t Z                             (5.73) 

Пусть 

0( ) ( ),L El =    

где 
2
0

0 2 2
0 0

1
( ) ln h .

( ) ( )

y
l

     = −           
 

Лемма 5.8. Если 

                                    0
0 0| ln{ (ε )}| ( 1), 0,v

E h x C x x +                          (5.74) 
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где 0C – некоторая конечная константа, 0 0,v   то 

                                   0( ) ( )L El =    при всех θ .                          (5.75) 

Доказательство. Из (5.74) имеем 

 
2 2

20
2 2 2
0 0

1
( ) ln ln ( ) ln

( ) ( ) ( )

t
t

t

y y
L E h E E h

             = − =   − =                           
 

 
2

2 0
0 2

0

ln ( ) E ln .
( )

tE h
    =   −          

 

Поскольку 2{ε }t  – регулярно меняющиеся с индексом κ 0,  то 

2(ε ) p
tE    при всех κ.p    

Из леммы 5.1 вытекает, что существует такая * 0,p   что 

2 *
0( ( )) .pE      

Используя неравенство Йенсена, имеем 

                                    2 2 *
0 0*

1
ln[ ( )] ln [ ( )] .pE E

p
                             (5.76) 

Кроме того, используя (5.74) и лемму 5.6, получим 

                         

02 2
0 0

0 02 2
0 0

E ln h 1 .
( ) ( )

v

C E
            +                    

            (5.77) 

Из (5.76) и (5.77) получим (5.75).  
Пусть  

                                                ˆ argmax ( ).n nL


 =                                       (5.78) 

Предположим, что 

                              1
1ln{ ( )} ( )( 1) / , 0,

v
xh yx C y x x x

t


 + 


                     (5.79) 

где 2
1 0 1(ε ) , 2κ.EC v    
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Теорема 5.13. Пусть выполняются условия (5.72), (5.74) и (5.79), тогда 

                                    
,

1
sup | ( ) ( ) | .

| |
n n

u v

E L u L v
u v

 
−   − 

                      (5.80) 

Доказательство. При всех , , ,u v t Z   имеем 

2 2
2 2

2 2 2 2

1 1 1 1
| ( ) ( ) | ln ln

| | | | ( ) ( ) ( ) ( )

t t
t t t t

t t t t

l u l v h h
u v u v u u v v

          − =  −  =      − −             
 

2 2 2 2
2 2

2 2 2 2

1
ln ln .

| | ( ) ( ) ( ) ( )

t t t t
t t

t t t t

h h
u v u u v v

            =  −       −             
 

Пусть 2 2( ) / ( ), ,t tz  =      тогда, используя (5.79) и теорему о сред-
нем значении, определим, что существует такое ξ ,  что 

( )  ( ) 2 21 1
| ( ) ( ) | ln ( ) ( ) ln ( ) ( )

| | | |
t t t tl u l v z u h z u z v h z v

u v u v
− =  −  =

− −
  

 2
( )

( )
ln ( ) | |t z z u

z u
zh z

z u
=  =

 
=  
 

 

  1

2
2

1 2

1 ( )
( ) ( ) 1 |

( ) ( )

v t
t u

t

z u
C z

z u
=

 
   + =

   
 

12 2
2

1 2 2

( ( )) '
( ) 1 .

( ) ( )

v

t t
t

t t

C
     =  +        

 

Отсюда получим 

, ,1

1 1 1
sup | ( ) ( ) | sup ( ) ( )

| | | |

n

n n t t
u v u vt

E L u L v E l u l v
u v n u v =

   
−  − =   − −   

  

12 2
2

1 2 2
1

1 ( ( )) '
( ) 1

( ) ( )

v
n

t t
t

t t t

E C
n =

       =  + =          
  
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12 2
2

1 2 2
1

1 ( ( )) '
( ) 1 .

( ) ( )

v
n

t t
t

t t t

E C E
n =

         =  +            
  

Из (5.79) выведем 

                                                     2
1(ε ) .tE C                                           (5.81) 

Используя неравенство Коши – Буняковского, получим 

 

1 1

1/2
2 1/2

2
2 2 2 2

2 2 2 2

( ( )) ' ( ( )) '
1 1 .

( ) ( ) ( ) ( )

v v

t t t t

t t t t

E E E

                    +  +                            

  (5.82) 

Из леммы 5.6 имеем  

                                          

1

1/2
2

2

2
1 .

( )

v

t

t

E

     +          

                             (5.83) 

Подобным методом, как и при доказательстве леммы 5.6, получим сле-
дующее неравенство: 

                          
2

2

( ( )) '
sup

( )

t

t

E





      
   

 при некотором γ 0.                 (5.84) 

Из (5.81)–(5.84) получим (5.80).  

Теорема 5.14. Если выполняются условия (5.72), (5.74), (5.79) и 

                          0 0ln{ ( )} ln{ ( )}, 0, 1,E xh x E h x x                             (5.85) 

то 

п. н.
0

ˆ
n ⎯⎯⎯→  при .n→  

Доказательство. { (θ)}t t Zl   – стационарный эргодический процесс 
с конечным математическим ожиданием 0( ) ( ) .L El =    Используя эр-
годическую теорему, получим 
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п. н.
( ) L( ), , .nL n ⎯⎯⎯→   →  

Отсюда, используя лемму 5.8, выведем равномерную сходимость ряда 
функций { (θ)},nL  т. е. 

                               
п. н.

  

sup | ( ) L( ) | 0 при .nL n
 

 −  ⎯⎯⎯→ →                   (5.86) 

Кроме того, из (5.85) имеем 

0 0 0 0( ) L( ) ( ) ( )L El El −  =  −  =   

( )
2

2 2
0 02 2 2

0 0 0

1 1
ln ln

( ) ( )

tE h E h
          =  −  =                      

 

( ) 
2 2

2 20
0 02 2

0 0

ln ln 0
( ) ( )

tE h E h
       =  −               

 

при всех таких θ ,  что 2 2
0 0/ ( ) 1     или 2 2

0 0 ( ),     или 0.    Тогда 
получим 0( ) L( )L     при всех θ ,  причем равенство имеет место тогда 
и только тогда, когда 0, =   т. е. функция (θ)L  имеет единственный мак-
симум в точке 0θ .  

Учитывая, что функция (θ)L  – непрерывная, соотношения (5.29) 

и (5.30) справедливы, имеем 

п. н.
0

ˆ
n ⎯⎯⎯→  при .n→   

Из определения (θ)nL  в (5.75) получим 

( )
( )

2 22 2 2

2 2 2 2 2
1

' / ( )1 ( ( )) ' ( ( )) '' ( ) .
( ) ( ) ( ) / ( )

n
t tt t t

n
t t t t t t

h yy
L

n h y=

       = −
        

  

Отсюда 

                                
2 2

2 0
0 2 2

1

1 '( ) ( ( )) '' ( ) 1 .
( )

n
t t

n t
t t t

h
L

n h=

   
 = −    

                       (5.87) 
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( )
( )

2 22 2

2 2 2 2
1

' / ( )1 ( ( )) ''' ( )
( ) ( ) / ( )

T
n

t tt t
n

t t t t t

h yy
L

n h y=

     = −        
  

( )

4 2 2 2

4 2 2 2

2
2 2 2

2 2 2 2
2 2

( ( )) '
"

( ) ( ) ( ) ( )

( ( )) ' 1 ( ( )) '

( ) ( ) ( )/ ( )

T

t t t t

t t t t

T

t t t

t t t
t t

y y y
h h

y
h

h y

      − −                 
         − +                       

 

( )
( )

2 22 2 2 2

2 2 2 22 2

' / ( ) ( ( ))" ( ( )) ' ( ( )) '
1

( ) ( ) ( ) ( )/ ( )

T

t tt t t t

t t t tt t

h yy

h y

                 + − − =                     
  

( )
( )

( )
( )

2
2 2 2 24 4

4 42 2 2 2
1

" / ( ) ' / ( )1
1

( ) ( )/ ( ) / ( )

n
t t t tt t

t t tt t t t

h y h yy y

n h y h y=

       = − −            

   

( )
( )

2 22 2 2 2

2 2 2 22 2
1

' / ( )( ( )) ' ( ( )) ' 1 ( ( ))"
1 .

( ) ( ) ( ) ( )/ ( )

T
n

t tt t t t

tt t t tt t

h yy

n h y=

              + −                    
   

Тогда 

2
2 2 2 2

4 4 0 0
0 2 2 2 2

1

1 "( ) '( ) ( ( )) ' ( ( )) ''' ( ) 1
( ) ( )

T
n

t t t t
n t t

t t t t t

h h
L

n h h=

             =  −  − +               
  

                                    
2 2

2 0
2 2

1

1 '( ) ( ( ))"
1 .

( )

n
t t

t
t t t

h

n h=

    
+ −       

                           (5.88) 

Предположим, что при любых 0, 0, ( )y x h    выполняются следую-
щие условия: 

                     
( ) 1 ( ) 1

( ) ( )

qh yx h x
y

x h yx x h x

 
=

 
 при некоторой 0,q            (5.89) 

                                                 
2

2 0
0 2

0

'( )
1,

( )

h
E

h

 
 =  

                                       (5.90) 
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2
2 2

4 20 0
0 02 2

0 0

"( ) '( )
1 .

( ) ( )

h h
E

h h

     −  −       
                       (5.91) 

Лемма 5.9. Если выполняются условия (5.89)–(5.91), то 
( ) 2 2 2 2 2

01 '( ) / ( ) ( ( )) '/t t t t th h −         – многомерно регулярно меняющиеся 
случайные векторы с индексом κ/ .q   

Доказательство. Из условия (5.89) регулярного изменения последова-
тельности 2{ε }t  и леммы 2.4 имеем  2 2 2'( ) / ( )t t th h    – регулярно меняю-
щиеся с индексом κ/ .q  Чтобы доказать лемму 5.9, необходимо и доста-
точно доказать 

                            
2

0
2

( )) 't

t

E


 

 


 при некоторой / .q                     (5.92) 

Действительно, пусть  

             

22
1 2 10

0 02 2 2 2 2
1 1

( )) ' 1 1 1
, , , .

t jj jt
t t j

j jt t t t t

A t N
 

−− −
−

= =

  
= =           

          (5.93) 

Из 2
0 0(1 )t   −  имеем, что при всех λ 0  

                                          
2

0 0

1 1
.

(1 )t

E


 

     − 
                                (5.94) 

Далее при 1,2, ...j =   

2 2 2 2 2
0 0 0 0 1 1 0 0 1 1

1 1 1

(1 ) ( ) ( )t t t t t− − − −

=  
  − +  +     +   

  

               
2 2 2 2 2

10 0 1 0 0 2 2 0 0

1 1 1
 ... .

( )( ) ( )

j

it t t t j t i=− − − − −

  
 +   +     + 

     (5.95) 

Тогда из 2
0 0(1 )t   −  при всех t Z  имеем 

2

1 1
0 02 2 2

1 1 10 0 0 0

1 1 1

(1 ) ( )

j
t jj j

j j it t t i

 
−− −

= = = −


   =

 −   + 
     
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1 0
0 2

1 10 0 0 0

1
.

(1 ) ( )

j

j i t i


−

= = −


= 
 −  + 

   

Пусть 2
0 0 0 0[ / ( )] 1k

kq E=   +    при любых 0.k   Используя усло-
вие (5.91) и неравенство Минковского, получим 

1/
2

1
02 2

1

1

k
k

t jj

jt t

E


−−

=

          
  

1/

1 0
0 2

1 10 0 0 0

1

(1 ) ( )

k
k

j

j i t i

E


−

= = −

       =   −  +      
   

                                         1 /
0

10 0

1
.

(1 )

j k
k

j

q


−

=
=  
 −

                                 (5.96) 

Используя (5.94), выведем 

1 2 1 2
0 02 2 2

1 1 1 0 0

1 1 1

( )

j
j j

t j t j
j j it t j t i

 
− −

− −
= = =− −

     
   + 
     

2
0 0

2 2
1 10 0 0 0 0 0 0

1

(1 ) ( )

j
t j

j it i t i


−

= =− −

  
 
  −  +    +  

    

0
2

1 10 0 0 0 0

1
.

(1 ) ( )

j

j i t i



= = −



  −  +  

   

Следовательно, применяя неравенство Минковского для всех 0,k   

получим 

1/ 1/
2 1

1 0
02 2 2

1 1 10 0 0 0 0

1 1

(1 ) ( )

k kk k
j

t jj

j j it t t i

E E
− 

−−

= = = −

                   −   +        
     

                                        ( 1)/

10 0 0

1
.

(1 )

j k
k

j

q


−

=
 
  −

                              (5.97) 

Из (5.93), (5.94), (5.96) и (5.97) получим (5.92). 
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Замечание 5.4. Из (5.87) и (5.88) имеем 0
' (θ )nL  и 0

'' (θ )nL  – процессы, 

являющиеся измеримыми функциями от строго стационарного эргодиче-
ского процесса {ε },t  поэтому 0

' (θ )nL  и 0
'' (θ )nL  также являются строго ста-

ционарными эргодическими процессами. 
Теорема 5.15. Пусть выполняются условия (5.89), (5.90) и (5.91), тогда 
а) если κ/ 2,q   то 

                         1/2 1 1
0

ˆ( ) (0, )
d

nn N B DB− − −  ⎯⎯→  при ,n→                 (5.98) 

где 0 0
''(θ ),B El=  ,D C=   

2
2

2 0
0 2

0

'( )
1,

( )

h
E

h

 
 =  −  

 ),( 00 AAEC T=  0A  опреде-

лено в соотношении (5.93); 

б) если 1 < κ/ 2q   и 
2 2

2 0

2 2

'( ) ( ( )) '
1

( )

t t
t

t t

h

h

     −       
 удовлетворяет условию 

сильного перемешивания с геометрической скоростью, то 

                                1

0 /( ) d

n n qna S


−
 −  ⎯⎯→  при ,→n                         (5.99) 

где κ/qS  – κ/q  устойчивый случайный вектор,  

2
2

2

'( )
inf : 1 .

( )

t
n t

t

h
a x R nP x

h

+   =           

Доказательство. Из (5.90) и (5.91), используя эргодическую теорему, 
выведем 

                                      п. н.
0

'' ( )nL B ⎯⎯→  при .n→                              (5.100) 

Из теоремы 5.14 следует, что существует такое ,0 Nn   что 

' ( ) 0nnL


 =  при всех .0nn   

Используя теорему о среднем значении, для некоторой точки Θ,  

которая лежит в достаточно малой окрестности точки 0θ ,  получим 

                               0 0 0( ) "( ) '( ) '( ) '( ).n nL L L L
 

 −   =  −  = −                    (5.101) 
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Когда / 2,q   из (5.87), (5.100) и (5.101) получим 
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
− −
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  при .n→   

Из (5.90) следует, что последовательность функций 
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   −        

является стационарным эргодическим мартингал-разностным процессом. 

Используя центральную предельную теорему для мартингал-разности, по-
лучим 

2
1/2 2 1 1 1

2
1
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1 (0, )
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h

− − − −

=

 
−  ⎯⎯→  

  при .n→  

В данном случае (5.98) доказано. 

Когда 1 < κ/ 2,q   имеем 

2
1 1 2 1

0 2
1

'( )
( ) ~ 1

( )

n
t

n n n t t

t t

h
na a A B

h


− − −

=

 
 −  −   

  при .n→  

Используя лемму 5.9 и условие сильного перемешивания с геометри-

ческой скоростью последовательности 
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, увидим, 

что для последовательности случайных величин 
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h

     −       
 

выполняются условия А1–А3 теоремы 2.11. Получим формулу (5.99). 
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ГЛАВА 6  

ПРОЦЕССЫ  ЛЕВИ  В  ФИНАНСОВОЙ  МАТЕМАТИКЕ 

6.1. Определение процессов Леви и их связь с безграничной 

делимостью  
Пусть 𝑋 = (𝑋(𝑡) = 𝑋(ω, 𝑡), ω ∈  , 𝑡 ∈ 𝑅+ = [0, ∞), является стоха-

стическим процессом, определенным на вероятностном пространстве ( , ℱ, 𝑃). 

Определение 6.1. Случайный процесс 𝑋 = (𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑅+) называется 
процессом Леви, если: 

L1. 𝑋(0) .п. н
= 0; 

L2. 𝑋(𝑡) имеет независимые и стационарные приращения; 
L3. 𝑋(𝑡) является стохастически непрерывным процессом, т. е. для лю-

бых 𝑎 > 0 и 𝑠 ≥ 0 lim𝑡→𝑠 𝑃(|𝑋(𝑡) − 𝑋(𝑠)| > 𝑎) = 0. 

Заметим, что при выполнении условий L1 и L2, L3 эквивалентно условию  lim𝑡↓0 𝑃(|𝑋(𝑡)| > 𝑎) = 0. 

Выборочные траектории процесса являются отображениями 𝑡 → 𝑋(ω, 𝑡) 

из 𝑅 + в 𝑅𝑑 для каждого ω ∈  , 𝑑 = 1,2, … . 
Установим соотношение между процессами Леви и безграничной де-

лимостью. 
Теорема 6.1. Если 𝑋 = (𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑅+) является процессом Леви, то 𝑋(𝑡) выступает безгранично делимой случайной величиной для каждого 𝑡 ≥ 0. 

Доказательство. Для любого 𝑛 ∈ 𝑁 можем записать  𝑋(𝑡) = 𝑌1𝑛(𝑡) + ⋯ + 𝑌𝑛𝑛(𝑡), 

где 𝑌𝑘𝑛(𝑡) = 𝑋 (𝑘𝑡𝑛 ) − 𝑋((𝑘−1)𝑡𝑛 ), 𝑘 = 1, 𝑛. 

Из L2 следует, что 𝑌𝑘𝑛(𝑡), 𝑘 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅, являются независимыми, одина-

ково распределенными случайными величинами для каждого 𝑡 ≥ 0. 



114 

Следовательно, 𝑋(𝑡)  для любого 𝑡 ≥ 0 выступает безгранично делимой 
случайной величиной.  

Из теоремы следует, что можно записать  φ𝑋(𝑡)(𝑢) = 𝐸(𝑒𝑖(𝑢,𝑋(𝑡))) = 𝑒η(𝑡,𝑢), 
для каждого 𝑡 ≥ 0, где η(𝑡, 𝑢) − символ Леви,  𝑢 ∈ 𝑅𝑑. 

Теорема 6.2. Если 𝑋 является процессом Леви, то  φ𝑋(𝑡)(𝑢) = 𝑒𝑡η(𝑢) 
для каждого 𝑡 ≥ 0, 𝑢 ∈ 𝑅𝑑, где η − символ Леви для 𝑋(1). 

Доказательство. Предположим, что 𝑋 – процесс Леви, и для каждого 𝑡 ≥ 0, 𝑢 ∈ 𝑅𝑑 определим  φ𝑢(𝑡) = φ𝑋(𝑡)(𝑢). 

Тогда из L2 для всех 𝑠 ≥ 0 имеем φ𝑢(𝑡 + s) = 𝐸(𝑒𝑖(𝑢,𝑋(𝑡+𝑠))) = 𝐸(𝑒𝑖(𝑢,𝑋(𝑡+𝑠)−𝑋(𝑠)+𝑋(𝑠))) = = 𝐸(𝑒𝑖(𝑢,𝑋(𝑡+𝑠)−𝑋(𝑠))𝑒𝑖(𝑢,𝑋(𝑠))) (L2)

= 𝐸(𝑒𝑖(𝑢,𝑋(𝑡+𝑠)−𝑋(𝑠)))𝐸(𝑒𝑖(𝑢,𝑋(𝑠))) (L2)

=  

       
(L2)

= 𝐸(𝑒𝑖(𝑢,𝑋(𝑡)−𝑋(0)))𝐸(𝑒𝑖(𝑢,𝑋(𝑠))) (L1)

= 𝐸(𝑒𝑖(𝑢,𝑋(𝑡)))𝐸(𝑒𝑖(𝑢,𝑋(𝑠))) =    (6.1) = φ𝑢(𝑡)φ𝑢(𝑠). 

Из L1 следует, что  

                     φ𝑢(0) = φ𝑋(0)(𝑢) = 𝐸(𝑒𝑖(𝑢,𝑋(0))) = 𝐸(𝑒i(𝑢,0)) = 1             (6.2) 

и отображение 𝑡 → φ𝑢(𝑡) является непрерывным. Значит, единственное 
непрерывное решение для (6.1) при условии (6.2) задается как  φ𝑢(𝑡)=𝑒𝑡α(𝑢), 
где α ∶ 𝑅𝑑 → 𝐶. 

Из теоремы 6.1 следует, что 𝑋(1) безгранично делимо, следовательно, α есть символ Леви для 𝑋(1). Тогда φ𝑋(𝑡)(𝑢) = 𝑒𝑡η(𝑢)𝐸, 

где η(𝑢) − символ Леви для 𝑋(1), еще называют кумулянтой. 
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Будем определять символ Леви и характеристики процесса Леви через 
характеристики случайной величины 𝑋(1), а также писать символ Леви η 

как η𝑋, чтобы указать его принадлежность процессу 𝑋.  

Пусть 𝑃𝑡 – закон распределения 𝑋(𝑡) для каждого 𝑡 ≥ 0. Из L2 имеем, 
что для всех s, 𝑡 ≥ 0, 𝑃𝑡+𝑠 = 𝑃𝑡 × 𝑃𝑠. 

Из L3 следует 𝑃𝑡 𝑤→ δ0 при 𝑡 → 0, т. е.  

lim𝑡→0 ∫ 𝑓(𝑥)𝑃𝑡(𝑑𝑥) 
𝑅𝑑 = 𝑓(0). 

Получаем следующее асимптотическое соотношение между законом 
распределения для процесса Леви и его мерой Леви: ν = lim𝑡↓0 𝑃𝑡𝑡 . 

Более точно 

lim𝑡↓0 1𝑡  ∫ 𝑓(𝑥)𝑃𝑡(𝑑𝑥) = 
𝑅𝑑 ∫ 𝑓(𝑥)ν(𝑑𝑥) 

𝑅𝑑  

для ограниченной непрерывной функции 𝑓, которая обращается в ноль 
вне некоторой окрестности начала координат. 

Процессы Леви 𝑋 = (𝑋(𝑡), 𝑡 ≥ 0) являются процессами со стационар-
ными независимыми приращениями, поэтому их распределения полностью 
выражаются через одномерные распределения 𝑃𝑡(𝑑𝑥) = 𝑃{𝑋(𝑡) ∈ 𝑑𝑥}. 

Напомним, что 𝑋(0) .п. н
= 0. Из определения этих процессов вытекает, 

что распределение 𝑃𝑡(𝑑𝑥) является при каждом 𝑡 безгранично делимым. 
Пусть 

φ𝑡(𝑢) = 𝐸 (𝑒𝑖(𝑢,𝑋(𝑡))) = ∫ 𝑒𝑖(𝑢,𝑥)𝑃𝑡 
𝑅𝑑 (𝑑𝑥) − 

характеристическая функция. Тогда в соответствии с теоремой Леви – 
Хинчина  φ𝑡(𝑢) = exp [ 𝑖 (𝑚𝑡 , 𝑢) − 12 (𝑢, 𝐴𝑡𝑢)   + 
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+ ∫ (𝑒𝑖(𝑢,𝑦) − 1 − 𝑖(𝑢, 𝑦)Ι𝐵(𝑦)) ν𝑡(𝑑𝑦)] 
𝑅𝑑\{0} , 

где 𝐵 = {𝑦 ∈ 𝑅𝑑; ‖𝑦‖ < 1}; 𝑚𝑡 ∈ 𝑅𝑑; A𝑡 – симметричная неотрицательно 
определенная матрица порядка 𝑑 × 𝑑; ν𝑡(𝑑𝑦) − мера Леви (при каждом 𝑡) 

со свойством  

∫(‖𝑥‖2 ∧ 1)ν𝑡(𝑑𝑥) < ∞. 
𝑅𝑑  

Заметим, что возможен как случай ν𝑡(𝑅𝑑) < ∞, так и случай ν𝑡(𝑅𝑑) = ∞. 

В силу стационарности и независимости приращений показано, что  φ𝑡+𝑠(𝑢) = φ𝑡(𝑢) φ𝑠(𝑢), 

откуда следует, что φ𝑡(𝑢) имеет вид 

                                               φ𝑡(𝑢) = exp{𝑡 η(𝑢)}.                                   (6.3) 

Поскольку триплеты (𝑚𝑡 , 𝐴𝑡 , ν𝑡) однозначно определяются по характе-
ристической функции, то из (6.3) можно получить  𝑚𝑡 = 𝑡 ∙ 𝑚,  𝐴𝑡 = 𝑡 ∙ 𝐴,  ν𝑡(𝑑𝑥) = 𝑡 ∙ ν(𝑑𝑥), 

где 𝑚 = 𝑚1, 𝐴 = 𝐴1, ν = ν1. 

Понятно, что в (6.3) 

η(𝑢) = 𝑖(𝑚, 𝑢) − 12 (𝑢, 𝐴𝑢) + ∫ (𝑒𝑖(𝑢,𝑦) − 1 − 𝑖(𝑢, 𝑦)ΙB(𝑦) 
𝑅𝑑{0} ) ν(𝑑𝑥). 

Остановимся на смысловой стороне компонент триплета (𝑚𝑡 , 𝐴𝑡 , ν𝑡) 

для 𝑡 ≥ 0. Можно сказать, что 𝑚𝑡 , 𝑡 ≥ 0, – это трендовая составляющая, 
ответственная за среднее движение процесса 𝑋 = (𝑋(𝑡), 𝑡 ≥ 0). Компо-
нента 𝐴𝑡 , 𝑡 ≥ 0, определяет дисперсию непрерывной гауссовской состав-
ляющей процесса 𝑋, а меры Леви ν𝑡 , 𝑡 ≥ 0, ответственны за поведение 
скачкообразной компоненты процесса 𝑋, показывая, как часто появляются 
скачки и какова их величина. Это несколько вольная интерпретация, ко-
торая может быть подкреплена точными утверждениями.  
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Как отмечали ранее, классическим примером непрерывного процесса 
Леви является стандартное броуновское движение 𝑚𝑡 = 0,   𝐴𝑡 = 𝑡, ν𝑡 ≡ 0,𝑡 ≥ 0. 

Определение 6.2. Назовем пространством Скорохода 𝐷[0;  ∞) сово-
купность действительных функций, заданных на [0;  ∞), непрерывных 
справа и имеющих конечные пределы слева в каждой точке 𝑡 ∈ (0;  ∞). 

Функции из этого пространства часто называют c𝑎̀dl𝑎̀g-функциями (от фр. 

continue 𝑎̀ droite, limite 𝑎̀ gauche – непрерывный справа, имеющий предел 
слева); используется также обозначение rcll (от англ. right continuous, left-

hand limits – непрерывный справа, имеющий предел слева). 
Теорема 6.3. Стохастически непрерывный на 𝑅+ процесс с независи-

мыми приращениями имеет модификацию с траекториями из простран-
ства 𝐷[0, ∞). 

Рассмотрим процессы с независимыми приращениями, заданными на 𝑅+ и принимающими значения в 𝑅𝑑. 

Определение 6.3. Случайный процесс 𝑋 = {𝑋(𝑡), 𝑡 ≥ 0} является 
c𝑎̀dl𝑎̀g- процессом, если его траектории п. н. являются c𝑎̀dl𝑎̀g-функциями. 
Процесс 𝑋 имеет скачок в фиксированной точке 𝑡 > 0, если  𝑃{𝑋(𝑡) ≠ 𝑋(𝑡−)} > 0, 

где 𝑋(ω, 𝑡 −) = lim𝑠↑𝑡  𝑋(ω, 𝑠). 

Определение 6.4. Процессом Леви 𝑋 = (𝑋(𝑡), 𝑡 ≥ 0) со значениями 
в 𝑅𝑑 называется такой c𝑎̀dl𝑎̀g-процесс, что  

1) 𝑋(0) .п.н
= 0; 

2) 𝑋 − процесс со стационарными независимыми приращениями. 
Определение 6.5. Одномерные процессы Леви с неубывающими почти 

покоординатно траекториями (𝑋(0) = 0, 𝑋(𝑠) .п.н
 𝑋(𝑡) для 𝑠 ≤ 𝑡) принято 

называть субординаторами. 
Одним из наиболее важных вероятностных приложений для суборди-

наторов есть случайная «замена времени». 
Пусть 𝑋 – произвольный процесс Леви, 𝑇 – субординатор, определен-

ный на том же вероятностном пространстве, что и процесс 𝑋, причем эти 

процессы независимые. 

Определим новый стохастический процесс  𝑍 = (𝑍(𝑡), 𝑡 ≥ 0) путем 
представления 𝑍(𝑡) = 𝑋(𝑇(𝑡)) для каждого 𝑡 ≥ 0,  при этом для каждого ω ∈ Ω   𝑍(𝑡)(ω) = 𝑋(𝑇(𝑡)(ω))(ω). 
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В таком случае основным результатом является теорема 6.4. Случайный 
процесс 𝑍 является процессом Леви. 

6.2. Процессы Броуна, Пуассона и Леви 

Будем рассматривать случайные процессы ( ) ( , ), ,X t X t=    

 )0; ,t R+ =   и многомерные (D-мерные, D − натуральное число) слу-
чайные процессы 1( ) ( ( ), ..., ( )), ,DX t X t X t t T=   где ( )dX t  − одномерные 
случайные процессы, 1, , .d D t R+=    

Под численной аппроксимацией скалярного случайного процесса ( )X t  

будем понимать ( 1) –I +  семейство случайных величин  τ
0
,

I

i
i

X
=

 построен-

ных таким образом, чтобы запись τ( )i iX t X  имела математический смысл 
в каждом рассматриваемом случае для параметра τ,  убывающего к 0. 

Чаще всего для отрезка  0;  t T  и заданного достаточно большого нату-

рального числа I  имеем сетку узлов 0
0 , , 0,i

T t
t t i i I

I

−
= +   = = . 

Под статистической аппроксимацией процесса ( )X t  будем понимать 

( 1)I + -семейство случайных выборок   τ
,

1
0

I
K

i k
k

i

X
= =

 размерности K  с не-

известным распределением случайных величин τ , 0, .iX i I=  

Для процесса    1 0( ) ( ), ..., ( ) , ;  ,DX t X t X t t t T=   численную аппрокси-
мацию задаем на той же сетке узлов { }it  для всех составляющих 

( ), 1, ,dX t d D=   0;  .t t T  Для каждой составляющей ( ),  1, ,dX t d D=  

 0;  ,t t T  строим статистическую аппроксимацию в виде ( 1)I + -мерного 

множества случайных выборок   τ
; , 

1
0

.
I

K

d i k
k

i

X
= =

 

Определение 6.6. Стандартным одномерным процессом движения Броуна 
 ( ),B B t t R+=   называется семейство случайных величин ( ) (ω, ),B t B t=  

определенных на (Ω, ℱ, 𝑃) и удовлетворяющих следующим свойствам: 
1)  ω: (ω,0) 0 1P B = = ; 

2) процесс  ( )B t  имеет стационарные независимые приращения; 
3) для произвольных , ,s t  0 ,s t   случайные величины ( ) ( )B t B s−  

имеют нормальное распределение с нулевым математическим ожиданием 
и дисперсией, равной ,t s−  т. е. 
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2

2( )1
{ ( ( ) ( )) } , , ;

2π( )

xb
t s

a

P a B t B s b e dx a b R
t s

− −  = 
−   

4) ω{ω: ( ) (ω, )P B t B t=  есть непрерывная функция для { } 1.t R+ =  

Лемма 6.1. Процесс движения Броуна удовлетворяет следующим 
свойствам: 

1) 1( ( ), ..., ( ))nB t B t  является гауссовским вектором с нулевым матема-
тическим ожиданием для произвольных 1 20 ... ;nt t t     

2) ( ( ) ( )) min( , )E B t B s t s=  для произвольных , 0.t s   

Многомерное движение Броуна выразим, используя определение 6.6. 
Определение 6.7. Стандартным D -мерным процессом движения 

Броуна будем называть векторный процесс  ( ),  0 ,DB t t   для которого 
составляющие 1( ), ..., ( )DB t B t  являются такими независимыми скаляр-
ными процессами движения Броуна, что 

( )( ) ( ) δ min( , ),d l dlE B t B s t s=  

1, ,
δ

0, .
dl

d l

d l

=
= 

  

, 1,2, ..., , , .d l D t s R+=   

Рассмотрим метод аппроксимации движения Броуна с помощью ме-
тода суммирования его приращений. Он является наипростейшим 
и наиболее применяемым для построения процессов с независимыми ста-
ционарными приращениями и называется схемой Эйлера. Зададим нату-

ральное число ,I  определим τ T

I
=  и введем сетку точек 

 τ/ 0,1, ..., it i i I= =  на [0;  ]T . Используя конечную последовательность 
независимых случайных величин  , ~ (0,1),i iX X N  что равносильно 

1

2τ ~ (0, τ)iX N , 1, ,i I=  строим конечную последовательность случайных 
величин τ ( )iB t  следующим образом: 

τ (0) 0,B =  

1

2
1( ) ( ) , 1,  2, ..., .i i iB t B t X i I 
−= +  =  
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Для нахождения значений процесса τ ( )iB t  на всем промежутке [0;  ]T  

можно использовать линейную интерполяцию 

1

2
1 1 1( ) ( ) ( ); ( ;  ), 1, .i i i i iB t B t X t t t t t i I 
− − −= +  −  =  

Алгоритм 1. Генерирование приближенной траектории движения Бро-
уна 0( , ), [0;  ],B t t T    для заданного 0ω  состоит в использовании послед-
него равенства для τ ( )B t , при этом случайные величины iX  заменяются 
их реализациями , 1, .iX i I=  Тогда используем следующее равенство: 

1

2
0 0 1 1 1( , ) ( , ) ( ), ( , )i i i i iB t B t X t t t t t

− 
− − − =  + −  , 

а для it t=  получим 
1

2
0 0 1( , ) ( , ) ,  1, .i i iB t B t X i I

− 
− =  + =  

Определение 6.8. Случайный процесс, определяемый соотношением 

(0, ]
1

( , ) ( ), ,t j
j

N N t I T t R


+
 

=

 
=  =  
 

  

0,1,2, ...,t=  называют процессом Пуассона, если { }, 1,jT j   является по-
следовательностью случайных величин вида 

1

,
j

j l
l

T E
=

=  

где  , 1,lE l  означает последовательность таких независимых случай-
ных величин, что ~ (λ),lE E т. е. имеет экспоненциальное распределение 
с параметром λ , 1, 2, ..., λ 0,l =   − параметр интенсивности. 

Замечание 6.1. Разность ( , ]
1

( , ) ( , ) ( ( ))s t j
j

N t N s I T


 
=

 −  =   – прираще-

ние процесса Пуассона для 0 ,s t   определяющее число случайных вели-
чин ,jT  попадающее в промежуток ( , ]s t , 𝐼(𝑠,𝑡](∙) − индикаторная функция. 

Теорема 6.5. Процесс Пуассона  ( ),N N t t R+
 =   имеет следующие 

свойства: 
1)  λ(0) 0 1P N = = ; 



121 

2) процесс λ ( )N t  имеет стационарные независимые приращения; 
3) распределения случайных величин λ ( )N t  определяются равенством 

  ( )
( ) ( ) , 0,  1, ...;

!

i
t

i

t
P N t i p t e i

i

−



= =  = =   

4) если 0 s t    , то имеем 

( )  ( )( ) ( ) ( ) , 0,  1, ... .iP N t N s i p t s i − = =  − =   

Построим траекторию 0( ,  )N t   процесса Пуассона на отрезке[0;  ].T  

Алгоритм 2. Вначале генерируем последовательность , 1,  2, ...,lE l =  

реализаций случайной величины, распределенной по показательному за-

кону с параметром λ.  Далее последовательно вычисляем 
1

j

j l
l

T E
=

=  так 

долго, что для некоторого числа J  получим JT T , а затем принимаем, 

что 

( ) )λ 0 1ω , ,  ,  ,J JN t J t T T−=   

причем 0 0T = . 

Алгоритм 3. Траектория скомпенсированного процесса Пуассона 
0λN  

определяется равенством 

( ) ( ) .N t N t t = −   

Тогда 

0 0( , ) ( , )N t N t t  =  −  для всех  0; .t T  

Пусть случайная величина 𝑋 имеет устойчивое распределение, т. е. 𝑋~𝑆α(σ, β, μ), α ∈ (0;  2], σ ≥ 0, β ∈ [−1;  1], μ ∈ 𝑅. 
Определение 6.9. Случайным α -устойчивым процессом будем назы-

вать процесс  )( );  0; ,X t t   все конечномерные распределения которого 
являются α-устойчивыми случайными векторами, ( α 0; 2 .  

Определим и приведем свойства процесса, который обобщает процесс 
движения Броуна. 

Определение 6.10. Случайный процесс ( ), 0,X t t   будем называть 

α-устойчивым движением Леви, если: 
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1) { (ω,0) 0} 1;P X = =  

2) процесс ( )X t  имеет стационарные независимые приращения; 

3) ( )
1

( ) ( ) ~ ( ) ,  ,  0X t X s S t s 


 
− −   

 
 для произвольных 0 .s t     

Случайный процесс ( ),X t  для которого выполняются соотношения  
п. 1–3 при ( α 0; 2 ,  β 1; 1 , −  будем обозначать символом ( )α, β , 0,L t t 

а ( )α , 0,L t t   будем обозначать симметричное α-устойчивое движение 
Леви (случай 0= ). 

Лемма 6.2. Имеет место соотношение 

D

2,0( )  2 ( ),  .L t B t t R+=   

Замечание 6.2. 1. Симметричное α-устойчивое движение Леви явля-

ется процессом 


-самоподобным. Это значит, что для произвольного 

0c  процессы ( ), 0,X ct t   и ( )
1

α , 0,c X t t   имеют одни и те же конечно-

мерные распределения, т. е. 
1D

( )  ( ).X ct c X t=   

2. Траектории α-устойчивого движения Леви имеют фрактальную 
структуру. 

Подобно процессу движения Броуна аппроксимацию движения Леви 
( )L t  можно реализовать с помощью метода суммирования приращений, 

зная, что рассматриваемый процесс имеет стационарные независимые 
приращения. 

Алгоритм 4. Определим сетку  ,  1,it i i I=  =  на отрезке [0;  ]T , где I  –

заданное натуральное число; .
T

I
 =  Введем следующую независимую по-

следовательность случайных величин , 1,2, ..., iX i I=  со стандартным 

α-устойчивым распределением, т. е. (1, ,0),iX S   и построим конечную 

последовательность случайных величин ( )iL t
  следующим образом: 

, (0) 0,L  =  

( ) ( )
1

, , 1 , 1,  2, ..., .i i iL t L t X i I  
    −= +  =  
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Для нахождения значений процесса L
  на всем промежутке [0;  ]T  

можно сделать линейную интерполяцию  

( ) ( ) ( ) ( )
1

, , 1 1 1, , , 1, .i i i i iL t L t X t t t t t i I  
    − − −= +  −  =  

Алгоритм 5. Генерирование траектории ( ) ( ), 0 , 0;  ,L t t T
     α-устой-

чивого движения Леви для заданного 
0  можно реализовать подобно ал-

горитму для траекторий движения Броуна. В последнем равенстве вместо 
случайных величин iX  следует подставить их реализации ,  1,  .iX i I=  

6.3. Примеры распределений и процессов Леви, 
используемые в финансовой математике 

Для исследования финансовых временных рядов применяют следую-
щие распределения и соответствующие им процессы: нормальное распре-
деление, скошенное нормальное распределение, t-распределение Стью-
дента, скошенное t-распределение Стьюдента, гамма-распределение, 
распределение Коши, устойчивое распределение. В настоящее время ши-
роко используются следующие распределения и с такими же названиями 
процессы Леви: VG (Variance Gamma), NIG (Normal Inverse Gaussian), 

CGMY (Carr, German, Madan, YOR), IG (Inverse Gaussian), GIG 

(Generalized Inverse Gaussian), GH (Generalized Hyperbolik), HYP 

(Hyperbolic), TS (Tempered Stable), CTS (Classical Tempered Stable), MTS 

(Modified Tempered Stable), KR (Kim, Rachew), Meixner. 
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ГЛАВА 7  

ОЦЕНКА  ИНДЕКСА  «ТЯЖЕЛОГО  ХВОСТА» 

РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 

7.1. Регулярное изменение решения стохастического уравнения 

Представим применение теоремы Х. Кестена [67] для доказательства 
регулярного изменения решения стохастического уравнения. Эти резуль-
таты могут также использоваться для доказательства свойства регуляр-
ного изменения модели GARCH. 

Рассмотрим стохастическое уравнение 

                                            1A B , ,t t t tX X t Z−= +                                      (7.1) 

для некоторой последовательности  (A ,B )t t
 независимых, одинаково 

распределенных d d  случайных матриц At  и d-мерных случайных век-
торов B ,t  .Zt  

Необходимое и достаточное условие для существования единствен-
ного строго стационарного решения стохастического рекуррентного урав-
нения (7.1) введено в теореме 5.1. 

В общих условиях стационарное решение стохастического рекуррент-
ного уравнения (7.1) удовлетворяет условию многомерного регулярного 
изменения [48; 67]. Рассмотрим комбинацию теорем 3 и 4 в работе Х. Ке-
стена [67] как модификацию фундаментального результата. 

Теорема 7.1. Пусть  (A ,B )t t
 – независимые, одинаково распределен-

ные  случайные матрицы At  и d-мерные случайные векторы с неот-
рицательными компонентами B ,t  .Zt  Предположим, что выполняются 
следующие условия: 

a) при некоторой 10,  A 1;E
    

б) 1A  имеет ненулевые строки п. н.; 
в) множество 

( ) 
11 1 1 Aln  ... : 1,  ... 0 и  ... supp Pn n na a n a a a a    

порождает плотную группу в R; 

г) существует такая константа ,00 k  что 

d d
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0

0 /2

1, ..., 1

min ,

k
d

k
ij

i d j

E A d
= =

 
 

 
                                  (7.2) 

                                                ( )0

1 1A ln A .
k

E +                                     (7.3) 

Тогда имеем следующее:  

1) существует единственное решение ( 1 00; k k  уравнения 

                                            1

1

1
lim ln A  ... A 0;

k

n
n

E
n→

=                                (7.4) 

2) существует единственное строго стационарное решение }{ tX  стоха-
стического рекуррентного уравнения (7.1); 

3) если 1

1B ,
k

E    то для 1X  выполняется условие регулярного изме-
нения: 

     ( )( ) ( )1
1lim , ,k

u
u P x X u w x

→
 =  существующее при всех  \ 0dx R    (7.5) 

и ( ) 0w x   при всех векторах ,x  все элементы которых положительные. 
Замечание 7.1. В случае d = 1 условие теоремы Х. Кестена будет осо-

бенно простым. Действительно, если 1A  – неотрицательная случайная ве-
личина с нерешетчатым распределением на  )0; ,  1,0ln 0

11  k
EAAE  

и ,)ln( 11
0 + AAE

k
 то все условия теоремы 7.1 выполняются и уравне-

ние (7.4) обращается в уравнение ,11

1 =k
EA  которое имеет единственное 

положительное решение. Если ,1

1 k
EA  то 1X  является регулярно ме-

няющейся случайной величиной с индексом .1k  

Ясно, что (7.5) является частным случаем равенства (2.7), где медленно 
меняющаяся функция )(xL  выступает положительной константой. Пря-
мым следствием теоремы 2.13 является следующий результат. 

Следствие 7.1. Пусть, что все условия теоремы 7.1 выполняются, тогда 
единственное строго стационарное решение }{ tX  стохастического рекур-
рентного уравнения (7.1) является регулярно меняющимся: если 1k  в уравне-
нии (7.4) – нечетное число, то существуют такие константа C  и случайный 
вектор   на единичной сфере 1,dS −  что 
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),()||/,|(| 11 APCtAXXtuXPu
kvk ⎯→⎯ −   ,→u  

для всех борелевских множеств A , 
1− mSA  и .0t  

Следствие 7.2. Предположим, что имеют место условия следствия 7.1, 

тогда конечномерные распределения стационарного решения }{ tX  стоха-
стического рекуррентного уравнения (7.1) являются регулярно меняющи-
мися с индексом .1k  

Можем записать, что 

( ) ( )1 1 2 1 1 0, ..., , , , ...  ... ,m m mX X A A A A A X R= +  

где компоненты случайного вектора mR  имеют более «легкие хвосты», 

чем компоненты случайного вектора .0X  Свойства регулярного измене-
ния случайного вектора разбирали Б. Басрак, Р. А. Дэвис, Т. Микош [14]. 

7.2. Регулярное изменение совместного распределения 

модели GARCH и оценка индекса «тяжелого хвоста» 

модели ARCH(1) с устойчивыми остатками 

Хорошо известно, что регулярное изменение совместных распределе-
ний обеспечивает многие свойства моментов процесса, а также структуру 
зависимости между наблюдениями. Подставляя квадраты 2

ty  и 2

t  стаци-
онарной модели GARCH }{ ty  и ее условной дисперсии { }t  в стохасти-
ческое уравнение (5.7), для его решения можно использовать классиче-
скую теорию «тяжелых хвостов», которую развивали Х. Кестен (1973), 

П. Эмбрех, Т. Микош (1997), С. М. Голди (1991) для выяснения свойства 

регулярного изменения совместных распределений модели GARCH. 

В разделе 7.2 покажем, что конечномерные совместные распределения 
данной модели являются регулярно меняющимися распределениями, т. е. 
распределениями с «тяжелыми хвостами». 

Рассмотрим модель GARCH(p, q): 

                      ,t t ty =    
2 2 2

0

1 1

,
p q

t i t i j t j

i j

y − −
= =

 =  +  +     ,Zt                  (7.6) 

где { , }t t Z   – независимые, одинаково распределенные случайные вели-
чины; 0ω 0, α 0,  1 ,  β 0,  1 .i ji p j q         
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Перепишем представление (5.7) стохастического уравнения GARCH-
модели в следующем виде: 

                                             1A B , ,t t t tX X t Z−= +                                     (7.7) 

где 

1

2

0 0 0
A ,

0 0 0

0 0 0

n q p

q

n

n

p

I

I

−

−

    
 
 =
 
 
 

 

( )2 1
1 1 2 1, , ..., ;q

n n q R −
− =  +       ( )2 1, 0, ..., 0 ;q

n n R − =    In  – единичная 

матрица, 0, 1, 2, ...;n =  ( ) 2
2 1, ..., ;p

p R −
− =     ( ) 1

0B , 0, ..., 0 ;
T p q

t R + −=    

( )2 2 2 2 1
1 1 1, ..., , , ..., .

T
p q

n n n q n n pX y y R + −
− − − − −=     

Из независимости последовательности остатков { }t  вытекает, что по-
следовательность  (A ,B )t t

 – последовательность независимых одинаково 
распределенных d d  случайных матриц At  и d-мерных векторов B ,t  где 

.d p q= +  

Используя теорему 7.1, имеем результат о регулярном изменении сов-
местных распределений модели GARCH в теореме 7.2. 

Теорема 7.2. Допустим, выполнены условия: 

1) 1  имеет такую положительную плотность на R, что  при 
всех 0h h  и  при некоторой ( 0 0; ;h    

2) не все параметры i  и i  нулевые. 
Тогда существуют такие константа 01 k  и ограниченная функция ),(xw  

что 

)()),((lim 1
1 xwuXxPu

k

u
=

→
 существует при всех },0{\dRx  

т. е. ),( 1Xx  является регулярно меняющейся случайной величиной с индек-
сом .1k  Кроме того, если },0{\),0[ dx   то ( ) 0;w x   если 1k  – нечетное, то 

tX  является регулярно меняющейся случайной величиной с индексом 1,k  

т. е. существует такой случайный вектор   на единичной сфере ,2−+qpS  что 

1| |hE  
0

1| |
h

E  =
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                 ( ) ( )1 1,  / Θ , ,vk k
u P X tu X X A t P A u

−  ⎯⎯→  →               (7.8) 

для всех борелевских множеств A, 
1.mA S −  

Доказательство. Из условия 1 теоремы видно, что условие замеча-
ния 5.1 выполняется. Отсюда вытекает единственное строго стационарное 
решение модели GARCH. Рассмотрим подпоследовательность tmt XX =~

 

последовательности },{ tX  определяющейся стохастическим уравнением 
(7.7), при некотором натуральном числе m. Тогда перепишем 

( ) ( ) ( )11 1 1 1
1

 ...  ... ,  ,tm tm t tm tm k tm k t tt m t m t m
k

X A A X B A A B A X B t Z


− + −− + − −
=

= + + = +    

где )}
~

,
~

{( tt BA  – независимая, одинаково распределенная последователь-
ность, поэтому для }

~
{ tX  выполняется стохастическое уравнение 

                                           .,
~~~~

1 ZtBXAX tttt += −                                   (7.9) 

Из условия 1 теоремы и понятия экспоненты Ляпунова (5.5) следует: 
при достаточно большом значении m существует такое достаточно ма-
ленькое число 0,   что 

1|| || 1E A   и 
1| | .E B   Отсюда вытекает, что 

условие 1 теоремы 7.1 выполняется. 
Заметим, что компоненты случайной матрицы 1A  имеют полилиней-

ные выражения случайных величин 2.t  Кроме того, из условия 
1| |hE    

при всех 0hh   и 0

1| |
h

E  =  следует, что 
1| |hE   принимает любое боль-

шое значение, когда h близко к значению .0h  Получается, что (7.2) выпол-
няется при достаточном большом значении k0, (7.3) – при .0hh   

Далее покажем свойство натуральных чисел 1ln  ... ,na a  где значения 

ia  лежат в 1supp(A )  и порождают плотную группу в R. Действительно, 
зная, что компоненты случайной матрицы 1A  имеют полилинейные выра-
жения случайных величин 2εt  c плотностью на ( )0; ,  получим, что у 1A  

все компоненты положительные. Поскольку полилинейные выражения 
компонент случайной матрицы 1A  являются непрерывными функциями 
от 2 ,t  то опоры 1A  и 1A  – связанные множества. Отсюда имеем, что при 

достаточно большом значении m опора 1ln A  содержит интервал, кото-

рый приводит к плотности натуральных чисел 1ln  ... .na a  
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Видим, что для стохастического уравнения (7.9) выполняются все 

условия теоремы 7.1. Отсюда получим регулярное изменение случайной 
величины ),( 1Xx  с индексом .01 k  В случае если 1k  – нечетное число, 
получим (7.8) из следствия 7.1. 

Следствие 7.3. Пусть выполняются условия теоремы 7.2, тогда 

«хвост» распределения стационарной модели GARCH (7.6) «ведет себя» 

по степенному закону: существуют константа 1 0k   и положительные 
константы || Xc  и c  такие, что 

12
||1 ~)|(|

k
X xcxXP

−   и 12

1(| | ) ~ .kP x c x−
    

Используя результат Л. Бреймана [28], получим 

12

1 1 1 1 1

1
(| | ) ( | | ) ~ | | ( ).

2

kP X x P x E P x =       
 

Предположим, что 1  – симметрическая случайная величина, поэтому 

1X  также является симметрической случайной величиной. 
Пример 7.1. 1  имеет нормальное распределение или распределение 

Стьюдента. Тогда 1sign( )  и 1| |  независимые. Отсюда имеем 

1 12 2

1 1 1

1 1
( ) (| | ) ~ | | .

2 2

k kP X x P X x E c x−
 =   

 

В общем случае значения , c  и индекс 1k  трудно вычислить, но 
при ARCH(1) или GARCH(1,1) это можно сделать. 

Пример 7.2. Модель GARCH(1,1) с 
0 0

1, + =  { }t  имеет нормальное 
распределение, 2

0 1.E =  Тогда уравнение (7.11) имеет единственный ко-
рень .2=k  Таким образом,  

2 2

0 0 0 0 0 0 0 0ln ln ( ) 0 и ( 1) ( 1) 0.E A E P A P   + =  =   +    

Отсюда получим 

( ) 2
0 0P x C x−   при ,x→   

( ) 2
0 0P y x C x− при .x →  

|| Xc
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Оценим индекс «тяжелого хвоста» 1k  распределения модели ARCH(1) 

с устойчивыми остатками. 
Рассмотрим процесс GARCH(1,1): 

,t t ty     2 2 2
0 0 1 0 1, ,t t ty t Z                     (7.10) 

где 2{ , }t t Z   – независимые, одинаково распределенные κ-устойчивые 
случайные величины,   0 0 00; 2 ; 0,  0,  0.      

Пусть 2
0 0 0 0.A     Исследуем свойства поведения распределений 

модели GARCH(1,1) и остатков { }.t  Связь между степенями «хвоста» мо-
дели GARCH(1,1), ее коэффициентами и распределением остатков иссле-
дована в работах Е. Иглесиаса, Ц. Старица, Н. Вагнера [60; 112; 121]. Из 
теоремы 7.2 видно, что если 0ln 0,E A    0 1 0,P A    то существует кон-
станта 0 0h   при 0

hEA   для всех 0,h h  0
0 ,h

EA    уравнение 

/2
0 1kEA     (7.11) 

имеет единственный положительный корень 1,k k  модель (7.10) имеет 
единственное стационарное решение. Кроме того, существует такая поло-
жительная константа ,0C  что 

  1
0 0σ k

P x C x
  при x         (7.12) 

и 

   1

0 0 0  при .k
P y x E P x x             (7.13) 

Когда { }t  – κ-устойчивые случайные величины,  κ 0; 2 ,  тогда 
условие 1 теоремы 7.2 выполняется. В этом случае необходимые и доста-
точные условия для существования единственного стационарного решения 
GARCH(1,1) модели (7.10) всегда выполняются [99]. Из свойства момента 
устойчивых распределений также вытекает, что уравнение (7.11), где 2

0  – 

κ-устойчивая случайная величина, имеет единственный положительный ко-
рень, который меньше κ.  Значит, если квадраты остатков являются κ-устой-
чивыми случайными величинами, то характер поведения «тяжелых хвостов» 
(7.12) и (7.13) модели GARCH(1,1) выполняется и поведения «хвостов» мо-
дели тяжелее, чем поведения «хвостов» ее остатков [79].  
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В данном разделе пишем ( ), , ,kX S     ( κ 0; 2 ,  σ 0,   β 1; 1 , −  

μ ,R  если X  является κ-устойчивой случайной величиной с характери-
стической функцией вида (3.5).  

Теорема 7.3. Если ( ,  ,  0),X S    ( κ 0; 2 ,  то при всех ,  0 κ,p p   

имеем 

2Г 1
cos ,

Г(1 )
p

p

E X p
p

 −     =  −  
 

где ( ).K =   

Доказательство. Пусть ( ,  ,  )Xq x    обозначает функцию плотности 
распределения .X  Тогда при κ 1  

( ,  ,  ) ( ) exp exp sign( ) ( )
2

kixt ixt

X X

R R

q x e t dt e t i t K dt
   −  − =  = −   =        

            exp exp sign( ) ( ) ( ,  ,  ).
2

kixt

Xe t i t K dt q x

−
−

+

   = − −   =               (7.14) 

Подобным образом получим результат (7.14) для случая κ 1.=  Для по-
лучения абсолютного момента порядка p  достаточно найти представле-
ние для ( ,  ,  ),Xq x    когда .0x  

Имеем 

1
( ,  ,  ) ( ,  ,  ) Re ( )ixt

X X X

R

q x q x e t dt−  − =   =  =
   

   ( )/2 /2

0 0

1 1
Re exp Re exp ,ixt i K ie t e dt itx t e dt

 
−  −    − = − = − −

    

где ( ).K =   

Известно, что 

   /2

0 0

exp exp ,i iitx t e dt i tx t e dt

 
 −   − − − = − − −   

где .
2

 + 
 =  Отсюда получим 
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 
0

1
( ,  ,  ) im exp .i

Xq x tx t e dt


 −   = − −

   

Тогда  

 
0 0 0

1
( ,  ,  ) ( ,  ,  ) im expp p i

X XI p x q x dt x tx t e dtdx

  
 −   =   = − − =

    

 ρπ

0 0

1
 im exp

π
p tx ix e dx t e dt

 
− −= − =  

 

( ) ( ) ( )  1 ρπ

0 0

1
 im exp

π
p ptx itx e d tx t t e dt

 
− +− −= − =  

 

 ( 1)

0

1 Г( 1)im exp .p ip t t e dt


− +  − = + −

 
 

Пусть ,iz t e − =  тогда 1/ / 1,  .i it z e dz t e dt −   − − = =   Отсюда при всех 
p    

( 1) 1

0

1 1
( ,  ,  ) Г( 1)im  p z i

XI p p t e t e dt


− + − − −   = + =

   

( )/ /

0

1 Г( 1)im p i p zp z e e dt


− +  −   −= + =

   

( )/ / 1

0

1 Г( 1)im i p p zp e z e dt


−   − − −= + =

   

1 Г( 1)sin Гp p
p

   = − + − =        
 

                                     
1

sin Г( 1)Г 1 .p p
p

p

   = + −        
                         (7.15) 
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Из (7.14) и (7.15) имеем 

0

0

( , ,  ) ( ) ( ,  ,  ) ( ) ( ,  ,  )
p p p p

X XE X x q p dx x q x dx x q x dx

− +

+ −

=   = −   +   =    

0 0

( ) ( ,  ,  ) ( ) ( ,  ,  )p p

X Xx q x dx x q p dx

+ +

= −   +   =   

0 0

( ) ( ,  ,  ) ( ) ( ,  ,  )p p

X Xx q x dx x q p dx

+ +

=  − +   =   

( ,  , ) ( ,  , )X XI p I p=  − +   =  

1 ( ) ( )Г( 1)Г 1 sin sinp p p
p

p

  −   +       = + −  +  =               
 

2Г 1
cos .

Г(1 )

p

p
p

 −     =  −  
 

Используя теорему 7.3 и уравнение (7.11) получим индекс регулярного 
изменения модели ARCH(1) с остатками, имеющими  -устойчивое рас-
пределение, 2

1 (1,  0,  0),S  

2 2

0 0 1,  ,  ,t t t t ty y t Z−=   = +   

где 1kk =  является корнем следующего уравнения 

0

2 1
2

( ) cos 1
2

1
2

k

k

k
k

  −       =     − 
   

где ( ).K =   Тогда получим результаты, приведенные в таблице. 

Оценки индекса k1 

0α 0,1=  

 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 

1k  0,719 0,9032 1,089 1,276 1,2969 1,272 


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0α 0,2=  

 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 

1k  0,6192 0,785 0,953 1,125 1,3 1,3006 

0α 0,3=  

 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 

1k  0,687 0,653 0,649 0,648 0,6487 0,6495 

0α 0,4=  

 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 

1k  0,6502 0,596 0,64 0,7795 0,923 0,9212 

7.3. Оценка Hill индекса «тяжелого хвоста» 

устойчивых распределений 

Будем использовать оценку Hill для оценки «тяжелого хвоста»  

α-устойчивых распределений. Показано, что в случае устойчивых распре-
делений модификация оценки Hill, предложенная С. Резником и С. Ста-
рица в работе [107], хуже. 

Данные с особенностями «тяжелых хвостов» встречаются в разнооб-
разных областях исследований, таких как гидрология, финансы, теория 
надежности [11; 58]. Популярной оценкой индекса «тяжелого хвоста» рас-
пределений случайных величин является статистика Hill [55]. 

Предположим, что NttX }{  – стационарная случайная последователь-
ность, для которой 

( ) ( ),  ,tP X x F x t N =   

где ( ),  ,F x x R  – функция распределения с «тяжелым хвостом», т. е. 

1 ~ ( ), 0, ,F(x) x L x x−−   →   

где ( )L x  – медленно меняющаяся функция; 0   – индекс «тяжелого 
хвоста». Основная статистическая проблема состоит в том, чтобы оценить 
параметр α.  

Пусть nXXX ...,,, 21  – n последовательных наблюдений за случайным 
процессом NttX }{  через равные промежутки времени. Перепишем наблю-
дения в виде ,...,,, )()2()1( nXXX  где  






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.)1(,1,)1()( −= + niXX ii  

Рассмотрим статистику 

                                             

,ln
1

:
1 )1(

)(

, 
= +

=
k

i k

i

nk
X

X

k
H                                   (7.16) 

)1(,1 −= nk . Б. Хилл предложил для оценки индекса «тяжелого хвоста» 

  использовать статистику 1
, ,k n k nH − =  для .)1(,1 −= nk  

Известно, что если NttX }{  – независимые, одинаково распределенные 
случайные величины [89] удовлетворяют условию сильного перемешива-
ния [109] или модели ARCH(1) [108], то оценка NkH ,  является состоятель-

ной для параметра 1,− =   т. е. всегда существует последовательность 

                                          ,  / 0,  ,n nk k n n→ → →                               (7.17) 

при которой 

                                              , ,  .
n

p

k nH n⎯⎯→ →                                    (7.18) 

Это означает, что оценка Hill на некотором интервале значений k  – асимп-
тотически постоянная величина [89; 108]. 

Использование оценки Hill на практике вызывает затруднение, так как 
не ясно, как применить соотношения (7.17) и (7.18) и, следовательно, как 

выбрать .nk  Наиболее содержательным является исследование графика 

значений оценки Hill. На графике статистики 1
,
−

nkH  для оценивания пара-
метра α  выделяем устойчивую область. На практике сделать это часто за-

труднительно из-за поведения функции nkH ,  и того, что оценка Hill чув-
ствительна к выбору .k  Для решения этой проблемы С. Резник 
и С. Старица [107] предложили простой способ усреднения оценки Hill 

(avHill), суть которого состоит в нахождении оценки 

                                        , , 

1

1
: ,

( 1)

uk

k n p n

p k

avH H
u = +

=
−                                   (7.19) 

где 2, 3, ... .u =  
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Преимущество данной модификации состоит в том, что путем усред-
нения оценки Hill удается значительно уменьшить ее вариацию. Кроме 
того, значение k  в сумме (7.19) меньше, чем в случае оценки Hill (7.16). 

Это уменьшает интервал графика для вычисления статистики и способ-
ствует выбору устойчивой области на нем. Однако эта модификация не 
всегда работает хорошо. Покажем, что в случае устойчивых распределе-
ний модификация С. Резник и С. Старица работает хуже, чем оценка Hill. 

Сгенерируем 500 независимых наблюдений α-устойчивых случай-
ных величин с α 0,45,=  α 1,0=  и α 1,4.=  Проанализируем график значе-
ний }2501,,{ 1

, − kavHk nk  при 2=u  для модификации С. Резник и С. Ста-

рица, график значений }5001,,{ 1
, − kHk nk  – для оценки Hill. Определим 

оценку параметра α  в устойчивой области. 

 

Рис. 7.1. График оценки avHill  1

,
, 1 250,  

k n
k avH k

−    

- устойчивой случайной величины, α 0,45=  

 

Рис. 7.2. График оценки avHill  1

,
, 1 250,  

k n
k avH k

−    

- устойчивой случайной величины, α 1=  
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Рис. 7.3. График оценки avHill  1

,
, 1 250,  

k n
k avH k

−    

α- устойчивой случайной величины, α 1,4=  

На рис. 7.1–7.3 представлены оценки avHill для сгенерированных дан-
ных α-устойчивых случайных величин с α 0,45,=  α 1=  и α 1,4= соответ-
ственно. На этих графиках нет устойчивой области, поэтому нельзя опре-
делить оценку параметра α  этих распределений.  

 

Рис. 7.4. График оценки Hill  1

,
, 1 500,  

k n
k H k

−    

α- устойчивой случайной величины, α 0,45=  

 

Рис. 7.5. График оценки Hill  1

,
, 1 500,  

k n
k H k

−    

α- устойчивой случайной величины, α 1=  
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Рис. 7.6. График оценки Hill  1

,
, 1 500,  

k n
k H k

−    

α- устойчивой случайной величины, α 1,4=  

На графиках 7.4–7.6 представлены оценки Hill для независимых сгене-
рированных данных α-устойчивых случайных величин с α 0,45,=  α 1=  

и α 1,4= cоответственно. На этих графиках достаточно широкие устойчи-
вые интервалы для оценки параметра α,  особенно в случаях α 1.  

7.4. Поведение «тяжелых хвостов» процесса GARCH(1,1) 
с устойчивыми остатками  

Рассмотрим процесс GARCH(1,1): 

                           𝑦𝑡 = σ𝑡ε𝑡, σ𝑡2 = ω + α0𝑦𝑡−12 +β0σ𝑡−12 , 𝑡 ∈ 𝑍,                  (7.20) 

где {ε𝑡}𝑡∈𝑍 ‒ независимые, одинаково распределенные α-устойчивые слу-
чайные величины; ω > 0, α0 > 0, β0 ≥ 0. 

Пусть 𝐴𝑡 = β0 + α0ε𝑡−12 , 𝑡 ∈ 𝑍. Доказано, что процесс GARCH(1,1) 
имеет единственное стационарное решение тогда и только тогда, когда 𝐸(ln 𝐴1) < 0. 

Рассмотрим стационарный процесс ε𝑡~𝑆α(1,0,0), α ∈ (0; 2]. 
Если уравнение 

                                              𝐸𝐴1𝑘/2 = 1, 𝑘 ∈ 𝑅,                                            (7.21) 

имеет единственный положительный корень 𝑘 = 𝑘0, то процесс (7.20) яв-
ляется регулярно меняющимся процессом с индексом 𝑘0, т. е. существует 
такая положительная константа 𝐶0, что 

                                     𝑃(σ > 𝑥)~𝐶0𝑥−𝑘0при 𝑥 → ∞                               (7.22) 

и 

                           𝑃(|𝑦| > 𝑥)~𝐸|ε0|𝑘0𝑃(σ > 𝑥) при 𝑥 → ∞.                     (7.23) 
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Докажем, что в случае α-устойчивых остатков, α ∈ (0; 2], процесс 
GARCH(1,1) является регулярно меняющимся. 

Теорема 7.4. При условии, что {ε𝑡}𝑡∈𝑍  ‒ α-устойчивые случайные ве-
личины, α ∈ (0; 2], процесс GARCH(1,1), определенный соотношением 
(7.20), является регулярно меняющимся процессом с некоторым индек-
сом 𝑘0. 

Доказательство. Действительно, если остатки {ε𝑡}𝑡∈𝑍 являются α-устойчивыми случайными величинами, то {𝐴𝑡 = β0 + α0ε𝑡−12 } 𝑡∈𝑍 ‒ регу-
лярно меняющиеся случайные величины с индексом α/2 ≤ 1. Всегда суще-
ствует такая константа ℎ0 > 0, что 𝐸𝐴1ℎ < ∞ для всех ℎ < ℎ0 и 𝐸𝐴1ℎ0 = ∞. 

Из условия 𝐸(ln 𝐴1) < 0 вытекает, что 𝐸𝐴1 < 1. Используя непрерывность 
функции 𝑓(𝑘) =  𝐸𝐴1𝑘/2

, получим, что уравнение 𝐸𝐴1𝑘/2 = 1, 𝑘 ∈ 𝑅, 

всегда имеет единственный положительный корень 𝑘 = 𝑘0. Если остатки {ε𝑡}𝑡∈𝑍 ‒ α-устойчивые случайные величины, то выполняются соотноше-
ния (7.22) и (7.23), т. е. {𝑦𝑡}𝑡∈𝑍 ‒ регулярно меняющийся процесс с индек-
сом 𝑘0. 

Замечание 7.2. В случае, когда остатки {ε𝑡}𝑡∈𝑍 имеют стандартное нор-
мальное распределение (α = 2) и α0 + β0 = 1  (процесс Integrated GARCH 

(IGARCH(1,1)), уравнение (7.21) имеет единственный корень 𝑘 = 2, т. е. 
процесс IGARCH(1,1) является регулярно меняющимся процессом с индек-
сом 𝑘0 = 2: 𝑃(σ > 𝑥)~𝐶0𝑥−2, 𝑃(|𝑦| > 𝑥)~𝐶0𝑥−2  при 𝑥 → ∞. 

Итак, процесс IGARCH(1,1) с остатками {ε𝑡}𝑡∈𝑍, имеющими стандарт-
ное нормальное распределение, имеет свойство «тяжелых хвостов» с ин-
дексом 𝑘 = 2. 

Поскольку {ε𝑡}𝑡∈𝑍 ‒ α-устойчивые случайные величины, то {𝐴𝑡 = β0 ++ α0ε𝑡−12 } 𝑡∈𝑍 являются регулярно меняющимися случайными величинами 
с индексом α/2, поэтому 𝐸(𝐴𝑡)𝑘 < ∞ тогда и только тогда, когда 𝑘 < α/2. 

Таким образом, уравнение (7.21) имеет единственный корень 𝑘 = 𝑘0 < α, 

т. е. «хвост» процесса GARCH(1,1) тяжелее, чем «хвост» остатков {ε𝑡}𝑡∈𝑍. 
Следовательно, экстремальное поведение процесса GARCH(1,1) зависит 
от экстремального поведения остатков. 

Однако отличие будет меньше в поведении «тяжелых хвостов» про-
цесса GARCH(l,1) и остатков, когда индекс «тяжелых хвостов» остатков 
сходится к 2, особенно в случае процесса IGARCH(l,1). Действительно, 



140 

функция 𝑓(𝑘) = 𝐸𝐴1𝑘/2 = 𝐸(β0 + α0ε02)𝑘/2 ‒ непрерывная выпуклая, по-
этому при α → 2 корень уравнения (7.21) сходится к корню уравнения 𝐸(β0 + α0ξ2)𝑘/2 = 1, где ξ~𝑁(0,1).  B случае процесса IGARCH(1,1) 

с остатками, имеющими стандартное нормальное распределение, 𝐸(β0 ++ α0ξ2)𝑘/2 = 1 имеет единственный корень 2, т. е. индекс процесса 
IGARCH(1,1) 𝑘0 сходится к 2 и совпадает с индексом «тяжелых хвостов» 

остатков {ε𝑡}𝑡∈𝑍 при α → 2. 

Таким образом, экстремальное поведение процесса GARCH(1,1) по-
хоже на экстремальное поведение остатков {ε𝑡}𝑡∈𝑍 при α → 2. 
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