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УДК 519.9

ОБ АССОЦИИРОВАННЫХ РЕШЕНИЯХ  
СИСТЕМ НЕАВТОНОМНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ  

УРАВНЕНИЙ В ПРОСТРАНСТВАХ ЛЕБЕГА 

А. И. ЖУК 1), Е. Н. ЗАЩУК 1)

1)Брестский государственный технический университет,  
ул. Московская, 267, 224023, г. Брест, Беларусь

Исследуются системы неавтономных дифференциальных уравнений в алгебре новых обобщенных функций. 
Система неавтономных дифференциальных уравнений с обобщенными коэффициентами рассматривается как 
система уравнений в дифференциалах в алгебре новых обобщенных функций. Решением таких систем является 
новая обобщенная функция. Показывается, что различные интерпретации решений данных систем могут быть 
получены при помощи единственного подхода, использующего новые обобщенные функции. В настоящей статье, 
в отличие от предшествующих работ, описаны ассоциированные решения систем неавтономных дифференциаль-
ных уравнений с обобщенными коэффициентами в пространствах Лебега L Tp ( ).

Ключевые слова: алгебра новых обобщенных функций; дифференциальные уравнения с обобщенными коэф-
фициентами; функции ограниченной вариации.
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Вещественный, комплексный и функциональный анализ
Real, Complex and Functional Analysis

ON ASSOCIATED SOLUTIONS OF THE SYSTEM  
OF NON-AUTONOMOUS DIFFERENTIAL EQUATIONS  

IN THE LEBESGUE SPACES

А. I. ZHUK a, H. N. ZASHCHUK a

aBrest State Technical University, 267 Maskoŭskaja Street, Brest 224023, Belarus
Corresponding author: A. I. Zhuk (aizhuk85@mail.ru)

Herein, we investigate systems of non-autonomous differential equations with generalised coefficients using the algebra 
of new generalised functions. We consider a system of non-autonomous differential equations with generalised coeffi-
cients as a system of equations in differentials in the algebra of new generalised functions. The solution of such a system 
is a new generalised function. It is shown that the different interpretations of the solutions of the given systems can be 
described by a unique approach of the algebra of new generalised functions. In this paper, for the first time in the literature, 
we describe associated solutions of the system of non-autonomous differential equations with generalised coefficients in 
the Lebesgue spaces L Tp ( ).

Keywords: algebra of new generalised functions; differential equations with generalised coefficients; functions of 
finite variation.

Introduction
The theory of generalised functions is one of the most powerful tools for investigating the systems of linear 

differential equations. However, from the outset the distribution theory has an essential disadvantage: it is inap-
plicable to the solution of non-linear problems. Therefore, various interpretations of the solutions of the systems 
of non-linear differential equations have been proposed by mathematicians. Unfortunately, different interpre-
tation of the same equation lead, in general, to different solutions (see [1–3]). Usually, systems of differential 
equations are used to describe the dynamics of real systems or phenomena. In order to choose an adequate inter-
pretation of such systems of equations one has to consider reasons for modelling the dynamics of real systems.

In this paper we will consider the following system of non-linear equations with generalised coefficients 
on T a R∈[ ] ⊂0; :

	 

x t f t x t L t i zi ij j

j

q

( ) = ( )( ) ( ) =
=

∑ , , , ,

1

1 	 (1)

with the initial value x x0 0( ) = , where t  ∈ T and L tj ( ) are the derivative in the distributional sense, or we can 
say that L tj ( ) are the derivative in the Schwartz space ′( )D T , x t x t x t x tz( ) = ( ) ( ) … ( ) 

1 2
, , , . In general, since 

L tj ( ) is the distribution and f x tij ( )( ) is not a smooth function, the products f x t L tij j( )( ) ( )  are not well defined 
and the solution of system (1) essentially depends on the interpretation. System (1) describes the model of the 
rocket flight process. The generalised coefficients of equations correspond to the fact that mass is irregularly 
changed when the rocket stages are thrown. Also the control problems with impulse actions lead to such sys-
tems. Let us recall some approaches to the interpretation of system (1).

The first approach is concerned with considering the system of equations in the framework of the distribution 
theory. According to this approach, once the product of distributions from some classes is defined, then one tries 
to find the solution of the system of equations (1) in these classes of distributions. For example, in papers [1; 3] 
the product of some distributions and discontinuous functions was defined. See also monograph [4] for another 
definition. Notice that the solutions of system (1) obtained using the products from [1– 4] are different.

The second approach is to interpret system (1) as the following system of integral equations:

x t x f s x s L s i zi i ij j
t

j

q

( ) = + ( )( ) ( ) =∫∑
=

0

01

1, , , ,

where the integrals are understood in the Lebesgue – Stieltjes sense, Perron – Stieltjes sense, etc. [2; 5]. But in 
this approach the solution of the system of integral equations depends on the interpretation of the integral and 
the definition of the functions x ti ( ) in the discontinuity points of L tj ( ).

The third approach is based on the idea of the approximation of the solution of system (1) by the solutions of the 
system of ordinary differential equations, which are constructed using the smooth approximation of the functions 
L tj ( ). In the monograph [4] it is shown that in this case the limit of the solutions of the smoothed equations exists.
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In this paper we will consider system of equations (1) using the algebra of new generalised functions 
from [6]. Thus we will interpret system of equations (1) as a system of equations in the differentials in the 
algebra of new generalised functions. Such interpretation says that the solution of system (1) is a new gene
ralised function.

The main purpose of this article is to show that under some conditions this new generalised function asso-
ciates with some ordinary function, which is natural to call the solution of system (1). Also it will be shown 
that the solutions of system (1) in the sense of the previous approaches can be obtained from the solution of the 
system of equations in the differentials in the algebra of new generalised functions. We will describe associated 
solutions of the approximated systems used in previous similar articles, but we will obtain the main results in 
the Lebesgue spaces L Tp ( ).

The algebra of new generalised functions
In this section we recall the definition of the algebra of new generalised functions from [6]. At first, we 

define an extended real line ℜ using a construction typical for non-standard analysis.
Let ℜ = ( ) ∈ ∈{ }=

∞x x R n Nn n n1
: for all  be a set of real sequences. We call two sequences xn{ } ∈ℜ and 

yn{ } ∈ℜ equivalent if there is a natural number N such that xn = yn for all n > N.
The set ℜ of equivalence classes is called the extended real line, and any of the classes – a generalised real 

number.
It is easy to see that R ⊂ ℜ  because one may associate with any ordinary number x ∈ R a class containing 

a stationary sequence with xn = x. It is evident that ℜ  is an algebra. The product xy of two generalised real 
numbers is defined as the class of sequences equivalent to the sequence x yn n{ }, where xn{ }  and yn{ } are the 
arbitrary representatives of the classes x and y respectively.

For any segment T a R= [ ] ⊂0;  one can construct an extended segment T  in a similar way. Let H denote 
the subset of ℜ of non-negative «infinitely small numbers»: 

	 H h h h h n N hn n n n= ∈ℜ = { }  > ∈ ={ }→ ∞



: , , lim .0 0for all 	 (2)

Consider the set of sequences of infinity differentiable functions f xn ( ){ } on R. We will call two sequences 
f xn ( ){ } and g xn ( ){ } equivalent if for each compact set K ⊂ R there is a natural number N such that f x g xn n( ) = ( ) 

for all n > N and x ∈ K. The set of classes of equivalent functions is denoted by ℑ( )R  and its elements are called 
new generalised functions. Similarly, one can define the space ℑ( )T  for any interval T a= [ ]0; .

For each distribution  f  we can construct a sequence fn{ } of smooth functions such that  fn converges to  f 
(i. e. one can consider the convolution of  f  with some δ-sequence). This sequence defines the new generalised 
function that corresponds to the distribution  f. Thus the space of distribution is a subset of the algebra of new 
generalised functions. However, in this case infinitely many new generalised functions correspond to one 
distribution (e. g. by taking a different δ-sequence). We will say that the new generalised function f fn= { }   
associates with the ordinary function or distribution  f  if  fn converges to  f  in some sense.

Let f fn= { }  and g gn= { }   be generalised functions. Then the composition � � �f g  is defined by � � � �f g f g Rn n= { }  ∈ℑ( ).
� � � �f g f g Rn n= { }  ∈ℑ( ). Similarly, one can define the value of the new generalised function  f  at the generalised 

real point  x xn= { }  ∈ℜ as  f x f xn n( ) = ( ){ } .

For each h h Hn= { }  ∈  and f f Rn= { }  ∈ℑ( ) we define a differential d f Rh
 ∈ ℑ( ) by d f f x h f xh n n n

 = +( ) − ( ){ } .

d f f x h f xh n n n

 = +( ) − ( ){ } . The construction of the differential was proposed by N. Lazakovich (see [6]).
Now we can give an interpretation of system of equations  (1) using the introduced algebras. Let L t t a T( ) ∈[ ] =, ; ,0

L t t a T( ) ∈[ ] =, ; ,0  be a right-continuous function of finite variation. We replace ordinary functions in system (1) 
by the corresponding new generalised functions and then write differentials in the algebra. So we have

	 d x t f t x t d L t i ph
i ij

h
j

j

q

 















( ) = ( )( ) ( ) =
=

∑ , , , ,

1

1 	 (3)
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with the initial value  

 

x xh0 0;
, ) =  where  h h H t t Tn n= { }  ∈ = { }  ∈, , x xn= { } , f fn= { } , x x n0 0= { }  

and L Ln= { }  are elements of ℑ( )R . Moreover f  and L are associated with  f and L respectively. If  x  is 
associated with some function x then we say that x is a solution of system (3).

The following theorem from [7] gives necessary and sufficient conditions for the existence and uniqueness 
of the solutions of system (3).

Theorem  1. If the following equality holds for some representatives f fn
ij ij{ } ∈  , L Ln

j j{ } ∈  , x xn
i i{ } ∈  , 

x xn
i i
0 0{ } ∈  , for all sufficiently large n ∈  N and for all l = 0, 1, …:

lim ,
t

l

l n
i

n n
i

l

l n
ij

n n
jd

dt
x h t x t d

dt
f t x t L h

→ +
−( ) − ( )  − ( )( )

0
0 0 0 nn n

j

j

q

t L t+( ) − ( ) 













 =

=
∑

1

0,

then a solution of system (3) exists and is unique.
The purpose of the present paper is to investigate the case when the solution x of system (3) is associated 

with some function and to describe all possible associated solutions.

Main results
In this paper we consider specific types of representatives of the new generalised functions (mnemofunc-

tions). We take the following convolutions as representatives of L from system (3):

	 L t L t L t s s dsn
j j

n
j j

n
j

nj

( ) = ∗( )( ) = +( ) ( )
( )( )

∫ρ ρ
γ

,

/

0

1

	 (4)

where ρ γ ρ γ ρ ρ ρn
j j j j j j jt n n t s ds( ) = ( ) ( )( ) ≥ ⊆ [ ] ( ) =∫; ; supp ; ;0 0 1 1

0

1

 and f fn n= ∗ ρ ;  ρ ∈ ( )∞ +C Rz 1
;  

ρ x x x dx dx dxz z
z

0 1 0 1

0 1

1
1

, , , ;

;

…( ) … =
[ ] +

∫   ρ ρ≥ ⊆ [ ] +
0 0 1

1
; supp ; .

z

If the function γ j n( ) is some monotonic function such as lim ,
n

j

hn

n
→ ∞

→

( ) = ∞
0

γ  we will assume that lim
n

j
n

hn

n h
→ ∞

→

( ) = ∞
0

γ  

for j w= 1,  and lim
n

j
n

hn

n h
→ ∞

→

( ) =
0

0γ  for j w q= + 1, .

Using representatives, we can rewrite system (3) in the following form:

	
x t h x t f t x t L t h L t i zn
i

n n
i

n
ij

n n
j

n n
j

j
+( ) − ( ) = ( )( ) +( ) − ( )  =

=
, , ,1

11

0 0

q

n h nx t x t
n

∑

( ) = ( )








 [ )

,

.
;

	 (5)

The solution x of system (3) is associated with some function if and only if the sequence xn{ } of the solu-
tions of system (5) converges. Therefore, we have to investigate the limiting behaviour of the sequence xn{ }.

Let t be an arbitrary point of T. There exist mt ∈ N and τt nh∈[ )0;  such that t = τt + mt hn. Set tk = τt + khn 
for k = 0, 1, …, mt. Then the solution of system (5) can be written as

	 x t x f t x t L t L t i zn
i

n
i

t n
ij

k n k n
j
k n

j
k( ) = ( ) + ( )( ) ( ) − ( )



 =+0 1 1τ , , , ..

k

m

j

q t

=

−

=
∑∑

0

1

1

	 (6)

Let L t j q t T aj ( ) = ∈ = [ ], , , ; ,1 0  be a right-continuous function of finite variation. We will assume that 

L t L aj ( ) = ( ) if t > a and L t Lj ( ) = ( )0  if t < 0. Let us denote by var var
u T u Tj

q
jL u L u

∈ ∈=
( ) = ( )∑

1

 the total variation of 

the function L L L Lq= … 
1 2
, , ,  on the interval T. Suppose that  f  is a Lipschitz continuous function with a con-

stant M and for all x1, x2 ∈ R and t ∈ T:
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	 f x f x M x x1 2 1 2( ) − ( ) ≤ − . 	 (7)

In order to describe the limits of the sequence xn of (6), we consider the following system of integral equations:

	 x t x f s x s dL s S x Li i ij jc
t

j

q
i

r r r( ) = + ( )( ) ( ) + −( ) ( )( )∫∑
=

0

01

, , ,µ µ µ
µ

∆
rr t

i z
≤

∑ =, , ,1 	 (8)

where L tjc ( ) is the continuous part and L tjd ( ) is discontinuous part of the function L tj ( ); µr r, , , ,= …1 2  is 
discontinuity points of the function L tj ( ), j q= 1, ; ∆L L Lj

r
jd

r
jd

rµ µ µ( ) = +( ) − −( ), j q= 1, , is the size of the 
jump

S x u x u x ui i iµ ϕ µ ϕ µ, , , , , , , , ,( ) = ( ) − ( )1 0

where ϕ µi t x u, , ,( ) is the solution of the integral equation

ϕ µ µ ϕ µ

µ

i i j ij
t

j

w

j ij

t x u x u f s x u dH s

u f

, , , , , , ,( ) = + −( )( ) −( ) +

+

∫∑
=

1

01

,, , , , , , .ϕ µs x u ds i z
t

j w

q

( )( ) =∫∑
= + 01

1

Here and in what follows all integrals are understood in the Lebesgue – Stieltjes sense. 
Theorem 2. Let f i z j qij, , ,= =1 1, ,  be Lipschitz continuous functions satisfying (7) and Lj be right-conti

nuous  functions of  finite variation. Suppose that x x dtn t
T

0 0 0τ( ) − →∫  in the space L Tp ( ) as n → ∞, hn → 0, 

γ j n( ) → ∞ and γ j nn h( ) → ∞  for j w= 1,  and γ j nn h( ) → 0 for j w q= + 1, , then the solution x tn ( ) of  (5) 
converges to the solution x t( ) of  (8) in L Tp ( ).

Theorem 3. Under the condition of theorem 1 let f i z j qij, , ,= =1 1, ,  be Lipschitz continuous functions 
satisfying (7) and Lj be right-continuous functions of finite variation. Suppose that x x dtn t

T
0 0 0τ( ) − →∫  in the 

space L Tp ( ) as n → ∞, hn → 0, γ j n( ) → ∞ and γ j nn h( ) → ∞ for j w= 1,  and γ j nn h( ) → 0 for j w q= + 1, , 

then the associated solution of (3) is the solution of (8) in the space L Tp ( ).
Similar results for the system of non-autonomous differential equations in the space L t1( ) have been ob-

tained in [8].
Definition 1. We say that the function x t( ) is an I-associated (S-associated) solution of the system of equations 

in differentials (3) if it is associated solution of (3) under conditions that lim
n

j
n

hn

n h
→ ∞

→

( ) = ∞
0

γ  ( lim )
n

j
n

hn

n h
→ ∞

→

( ) =
0

0γ  

and the representatives of the functions f  and L are set by formula (4). In this case we name d Lh
j



  as an I-asso
ciated (S-associated) coefficient.

Let  f : R z → R. We set
f t f t t s s dsn n n

n
f

z
( ) = ∗( )( ) = +( ) ( )

[ ]
∫ ρ ρ ,

, /0 1

where ρn
zt C R( ) ∈ ( )∞ ; ρn t( ) ≥ 0; supp , ;ρn

z

t n( ) ⊂ 





0
1  ρn

n
s ds

z
( ) =

[ ]
∫ 1

0 1

,

, /

 n ∈ N.

Consider the case when γ j n n( ) = , then  ρ ρn
zt n nt( ) ∈ ( ),  ρn zt C R( ) ∈ ( )∞ , supp ρ ⊂ [ ]0 1, ,

z  ρn s ds
z

( ) =
[ ]

∫ 1

0 1

,

,

 
n ∈ N.

Remark 1. Let γ j n n( ) = , then we can define the set H from (2) using the following subsets:

I h H n o h n h h hn n n= ∈ = ( ) → ∞ → ∈







 : , , ,
1

0 for all

S h H h o n h n h hn n n= ∈ = 





→ → ∞ ∈







 : , , .
1

0 for all
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We name the generalised differential dh  as I-generalised (S-generalised) differential and denote dh
I


 dh
S
( ), if 

h I∈  h S∈( ). Note, that the I-generalised (S-generalised) differential makes sense only for the new generalised 
function Lj with representatives (4), where γ j n n( ) = .

According to equation (3), we will consider the systems of equations with I-generalised and S-generalised 
differentials:

	
d x t f t x t d L t

x x

h
I i ij

h
I j

j

q

h

 



















 

( ) = ( )( ) ( )

=
=

 )

∑ , ,

,
,

1

0

0










	 (9)

	
d x t f t x t d L t

x x

h
S i ij

h
S j

j

q

h

 



















 

( ) = ( )( ) ( )

=
=

 )

∑ , ,

.
,

1

0

0










	 (10)

Remark 2. In case γ j n n( ) =  definition 1 will take the following form: we will say that the function x t( ) is 
the I-associated or S-associated solution of a system of equations in differentials (3) if it is associated solution 
of (9) or (10) respectively. 

Let γ j n n( ) = . In order to describe the limits of the sequence xn we consider the following system of integral 
equations:

	 x t x f s x s dL s i zi i ij j
t

j

q

( ) = + ( )( ) ( ) =∫∑
=

0

01

1, , , . 	 (11)

Theorem 4. Let f i z j qij, , ,= =1 1, ,  be Lipschitz continuous functions satisfying (7) and Lj be continuous 
functions of finite variation. Suppose that x x dtn t

T
0 0 0τ( ) − →∫  in the space L Tp ( ), then the solution x tn ( )

of (5) converges to the solution x t( ) of  (11) in the space L Tp ( ) as n → ∞, hn → 0.
Theorem 5. Under the condition of theorem 1 let f i z j qij, , ,= =1 1, ,  be Lipschitz continuous functions 

satisfying  (7) and Lj be continuous functions of finite variation. Suppose that x x dtn t
T

0 0 0τ( ) − →∫  in the 

space L Tp ( ), then the associated solution of (3) is the solution of (11) in the space L Tp ( ) as n → ∞, hn → 0.
The proof of a similar theorem in another space and in an autonomous case can be seen in [9].
Let Lj be right-continuous functions of finite variation, γ j n n( ) =  and 1

n o hn= ( ) as n → ∞, hn → 0. In order 
to describe the limits of the sequence xn, we consider the following system of integral equations:

	 x t x f s x s dL s i zi i ij j
t

j

q

( ) = + −( )( ) ( ) =
+

=
∫∑0

01

1, , , . 	 (12)

Theorem 6. Let f i z j qij, , ,= =1 1, ,  be Lipschitz continuous functions satisfying (7) and Lj be right-con-
tinuous  functions of  finite variation. Suppose that x x dtn t

T
0 0 0τ( ) − →∫  in the space L Tp ( ), then the solution 

x tn ( ) of  (5) converges to the solution x t( ) in the space L Tp ( ) of  (12) as n → ∞, hn → 0 and 1

n o hn= ( ).
Theorem 7. Under the condition of theorem 1 let f i z j qij, , ,= =1 1, ,  be Lipschitz continuous functions 

satisfying (7) and Lj be right-continuous  functions of  finite variation. Suppose that x x dtn t
T

0 0 0τ( ) − →∫  in the 

space L Tp ( ) as n → ∞, hn → 0, then the I-associated solution of (3) is the solution of (12) in the space L Tp ( ) 
as n → ∞, hn → 0.

Similar results for the system of autonomous differential equations in other spaces have been obtained 
in [10; 11].
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Let L j be right-continuous functions of finite variation, γ j n n( ) =  and h o nn = 





1  as n → ∞, hn → 0. In or-

der to describe the limits of the sequence xn, we consider the following system of integral equations:

	 x t x f s x s dL s S x Li i ij jc i
r r r

t

t

j r

( ) = + ( )( ) ( ) + −( ) ( )( )
≤

∑∫0

0

, , ,µ µ µ
µ

∆
==

∑ =
1

1

q

i z, , , 	 (13)

where S x u x u x ui i iµ ϕ µ ϕ µ, , , , , , , , ,( ) = ( ) − ( )1 0  and ϕ µi t x u, , ,( ) is the solution of the integral equation

ϕ µ µ ϕ µi i j ij
t

j

q

t x u x u f s x u ds i z, , , , , , , , , .( ) = + ( )( ) =∫∑
= 01

1

Theorem 8. Let f i z j qij, , ,= =1 1, ,  be Lipschitz continuous functions satisfying (7) and L j be right-con-

tinuous functions of finite variation. Suppose that x x dtn t
T

0 0 0τ( ) − →∫  in the space L Tp ( ), then the solution 

x tn ( ) of (5) converges to the solution x t( )  of  (13) in the space L Tp ( ) as n → ∞, hn → 0 and h o nn = 





1
.

Theorem 9. Under the condition of theorem 1 let f i z j qij, , ,= =1 1, ,  be Lipschitz continuous functions 

satisfying (7) and L 
j be right-continuous functions of finite variation. Suppose that x x dtn t

T
0 0 0τ( ) − →∫  in 

the space L Tp ( ) as n → ∞, hn → 0, then the S-associated solution of (3) is the solution of (13) in the space 
L Tp ( ) as n → ∞, hn → 0.

Similar results for such system of autonomous differential equations in another space have been obtained 
in [12].

Notice that the solution x tn ( ) of system (5) converges either to the solution of system (1) in the sense of 

paper [2; 5] if 1
n o hn= ( ) or to the approximative solution of (1) in the sense of monograph [4] if h o nn = 





1
.
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УДК 513.6

БИРАЦИОНАЛЬНАЯ КОМПОЗИЦИЯ  
ПРОИЗВОЛЬНОЙ КВАДРАТИЧНОЙ ФОРМЫ  
С БИНАРНОЙ КВАДРАТИЧНОЙ ФОРМОЙ

А. А. БОНДАРЕНКО1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Пусть f X( ) и g Y( ) – невырожденные квадратичные формы размерностей m и n соответственно над полем K, 
charK ≠ 2. Рассматривается проблема бирациональной композиции f X( ) и g Y( ): когда произведение f X g Y( ) ( ) 
бирационально эквивалентно над K квадратичной форме h Z( ) над K размерности m + n? Основной результат 
статьи – полное решение проблемы бирациональной композиции квадратичных форм f X( ) и g Y( ) над полем K 
при m = 2. Получены необходимые и достаточные условия существования бирациональной композиции h Z( ) для 
квадратичных форм f X( ) и g Y( ) над полем K при m = 2. Описано множество квадратичных форм, которые под-
ходят в качестве h Z( ) в этом случае. 

Ключевые слова: квадратичная форма; бирациональная эквивалентность; бирациональная композиция. 
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THE BIRATIONAL COMPOSITION OF ARBITRARY 
QUADRATIC FORM WITH BINARY QUADRATIC FORM

A. A. BONDARENKO a

aBelarusian State University, 4 Niezaliežnasci Avenue, Minsk 220030, Belarus

Let f X( ) and g Y( ) be non-degenerate quadratic forms of dimensions m and n respectively over a field K, charK ≠ 2. 
Herein, the problem of the birational composition of f X( ) and g Y( ) is considered, namely, the condition is established 
when the product f X g Y( ) ( ) is birationally equivalent over K to a quadratic form h Z( ) over K of dimension m + n? 
The main result of this paper is the complete solution of the problem of the birational composition for quadratic forms 
f X( ) and g Y( ) over a field K when m = 2. The sufficient and necessary conditions for the existence of birational com-
position h Z( ) for quadratic forms f X( ) and g Y( ) over a field K for m = 2 are obtained. The set of quadratic forms is 
described which can be considered as h Z( ) in this case.

Keywords: quadratic form; birational equivalence; birational composition.

Введение
Пусть K – поле характеристики, не равной двум, X x x Y y ym n= …( ) = …( )1 1, , , , ,  и Z z zm n= …( )+1, ,  – 

независимые наборы переменных над K, f X( ) и g Y( ) – невырожденные квадратичные формы над K.
Определение. Если произведение f X g Y( ) ( ) бирационально эквивалентно над K квадратичной фор-

ме h Z( ) над K, т.  е. f X g Y( ) ( ) представляется квадратичной формой h Z( ) над K и  x y K Zi i, ,∈ ( )  то 
будем говорить, что квадратичные формы f X( ) и g Y( ) образуют бирациональную композицию h Z( ) 
над полем K.

Первые общие результаты по проблеме композиции восходят к А. Гурвицу, который изучил задачу 
о сумме квадратов: найти наименьшее t при заданных m и n, чтобы выполнялось тождество

x x y ym n t1

2 2

1

2 2

1

2 2+ … +( ) + … +( ) = + … +Φ Φ ,

где Φi – билинейные функции от x1,  …, xm и  y1,  …, yn над K. Классические результаты А. Гурвица и И. Ра-
дона, связанные с этой задачей, хорошо известны (см. [1; 2]). Обзор [3] посвящен результатам и методам 
изучения такой композиции квадратичных форм. А. Пфистер продолжил рассматривать подобные тож-
дества, но полагал, что Φi – рациональные функции от x1,  …, xm и y1,  …, yn. Им описаны мультиплика-
тивные квадратичные формы [4].

Первые общие теоремы о бирациональной композиции над произвольным полем K получены в [5]. 
Естественно возникла задача изучения бирациональной композиции квадратичных форм над классами 
полей. Полное решение проблемы бирациональной композиции квадратичных форм над локальным по-
лем дано в [6], над конечным полем – в [7], над полем функций – в [8]. Что касается проблемы бирацио
нальной композиции над произвольным полем, то ее решение для тернарных квадратичных форм над 
произвольным полем K получено автором в [9], для бинарных квадратичных форм – в [6].

Основная цель настоящей статьи – решение проблемы бирациональной композиции квадратичных 
форм, одна из которых является бинарной, над произвольным полем K.

Полное решение проблемы бирациональной композиции, когда бинарная квадратичная форма f X( ) 
и произвольная квадратичная форма g Y( ) анизотропны над K, дает следующая теорема.

Теорема. Пусть f X( ) и g Y( ) – анизотропные над K квадратичные формы размерностей m = 2 и n. 
Бирациональная композиция h Z( ) над K квадратичных форм f X ax bx a x x( ) = + = +( )1

2

2

2

1

2

2

2α , где α = ba , 
и g Y( ) существует тогда и только тогда, когда g Y( ) K-эквивалентна

β α β α

β α β

1 1

2

2

2

1

2 2

1 1

2

2

2

1 2

2y y y y n k

y y y

k n n

k n

+( ) + … + +( ) =

+( ) + … +

−

− −

, ,
22

1

2 2
2 1+( ) + = −





 −α βy y n kn k n , .

При этом с точностью до эквивалентности над K

h z z a z z z zn k k k1 2 1 1

2

2

2

2 1

2

2

2
, , .…( ) = +( ) + … + +( )( )+ −β α β α
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Решение проблемы бирациональной композиции, когда бинарная форма f X( ) либо квадратичная 
форма g Y( ) изотропна над K, следует из теоремы 1 работы [5].

Предварительно в статье доказаны любопытные утверждения о бирациональной композиции квадра-
тичных форм над произвольным полем. Основные понятия и обозначения традиционны (см. [10; 11]).

Вспомогательные результаты
Докажем утверждения о квадратичных формах над произвольным полем, которые будем использо-

вать при доказательстве теоремы. Они представляют и самостоятельный интерес.
Предложение 1. Пусть анизотропные квадратичные формы f X( ) и g Y( ) размерностей m и n над 

полем K образуют бирациональную композицию h Z( ), m ≤ n, f X( ) – пфистерова квадратичная форма, 
h1 – невырожденная часть h. Тогда h1 ∼ β1 f  + … + βk  f.

Доказательство этого предложения приведено в статье [8]. 
В дальнейшем будет полезна следующая лемма.
Лемма 1. Пусть h a ak= + … +1 1 1, ,α α  – невырожденная анизотропная квадратичная форма 

размерности 2k. Любая подформа h размерности 2k – 1 эквивалентна квадратичной форме
β α β α β1 11 1, ,+ … + +−k k ,

а любая подформа h размерности 2k – 2 эквивалентна квадратичной форме γ α γ α γ α1 1 2 11 1 1, , ,+ + … + −k ,
γ α γ α γ α1 1 2 11 1 1, , ,+ + … + −k , где α1 может как совпадать, так и не совпадать с α .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если g – подформа h размерности 2k – 1, то h g a + . Следовательно, a h a g− − +1 1
1 ,

a h a g− − +1 1
1 , 1 1∈ ( )−D a hK . Пфистерова форма 1 1

2

2

2 1

1 2
, ,

,
α α= + ∈ ( )( )

−x x G a hK x x  так как

x x a h a a x x a x x

a

k1

2

2

2 1 1

1 1

2

2

2

1

2

2

2

1

1 1+( ) = +( ) + … + +( )( )− −

−

α α α α α, , 

 aa a a hk1

1
1 1, , ,α α+ … + =( ) −

поскольку x x1

2

2

2
1 1+( )α α α, ,  над K x x1 2,( ) по теореме 4.1 работы [11].

Группа подобий G a h D a hK x x K x x1 2 1 2

1 1

, ,
,( )

−
( )

−( ) ⊂ ( )  так как форма a–1h представляет единицу (см. за-
мечание 3.2 публикации [11]), поэтому по теореме 2.1 работы [11]

	 a h h− +1

11 , .α  	 (1)

Если h1 – нулевая квадратичная форма, то a h−1
1 , .α  В противном случае работаем с h1 как с h, а имен-

но: пусть s D hK2 1∈ ( ), тогда s h2

1

1

−  представляет единицу над K и  x x G s hK x x1

2

2

2

2

1

1
1 2

+ ∈ ( )( )
−α

,
. В силу (1) 

имеем 
	 x x a h x x x x h1

2

2

2 1

1

2

2

2

1

2

2

2

11+( ) +( ) + +( )−α α α α , . 	 (2)

Однако, как показано выше, x x a h a h1

2

2

2 1 1+( ) − −α   и  x x1

2

2

2
1 1+( )α α α, ,  над K x x1 2, .( )  Следова-

тельно, по теореме 4 работы [10, гл. 4] в силу (1) и (2) получаем, что x x h h1

2

2

2

1 1+( )α   над K x x1 2, ,( )  

а  значит, x x G s hK x x1

2

2

2

2

1

1
1 2

+ ∈ ( )( )
−α

,
 и  s h h2

1

1 21
− + , ,α  т.  е. h s hs1 2 22 1 , .α +  Размерность квадра-

тичных форм hk все время уменьшается на два, и на некотором шаге hk + 1 будет нулевой квадратичной 
формой. В итоге имеем

a h s sk
− + + … +1

21 1 1 , , , ,α α α
т. е. 

a h s sk
− + + + … +1

21 1 1 α α α, , .

Но выше было установлено, что a h a g− − +1 1
1 . По теореме сокращения (см. [10, гл. 4]) a g s sk

− + + … +1

2 1 1 α α α, , .

a g s sk
− + + … +1

2 1 1 α α α, , . Значит, 

g k k β α β α β1 11 1, , .+ … + +−



17

Математическая логика, алгебра и теория чисел 
Mathematical Logic, Algebra and Number Theory

Пусть теперь l – подформа h размерности 2k – 2, тогда она подформа некоторой квадратичной фор-
мы g размерности 2k – 1, которая является подформой h. Поэтому 
	 g l + β , 	 (3)
где

D gK k k k k k( ) ∈ = + +( ) + … + +( )− − − −β β α β α αα β α αα2 1

2

1 1

2

2

2

1 2 3

2

2 2

2
.

Пусть g k1 1 11 1= + … + −β α β α, , . Тогда 

s D gk k K= − ∈ ( ) ∪ { }−β β α2 1

2

1 0

и 
x x G gK x x1

2

2

2

1
1 2

+ ∈ ( )( )α
,

.

(Если s = 0, то β β α= −k k2 1

2  и l ∼ g1.)
Значит, как уже отмечено в начале доказательства леммы, 

g s s sk1 2 11 1 1 , , , .α α α+ + … + −
Имеем

g l s s sk k k k  + + … + + + + + … +− −β β α β α β β α α α1 1 2 11 1 1 1 1, , , , , .

В последней эквивалентности квадратичную форму g k1 1 11 1= + … + −β α β α, ,  заменяем на эквива-

лентную ей квадратичную форму s s sk1 1 12 1, , , .α α α+ + … + −  Далее β β α β α= + ∈ +( )−k k k ks D s2 1

2
1, ,

β β α β α= + ∈ +( )−k k k ks D s2 1

2
1, ,  а значит, β α β γ αk s+ +1 1 1, , ,  где α1 может как совпадать, так и не совпадать с α. 

Следовательно, заменяя в  g квадратичную форму β αk s+ 1,  на эквивалентную ей квадратичную 
форму β γ α+ 1 1, , получаем

	 g s sk β γ α α α+ + + … + −1 1 11 2 1, , , . 	 (4)

Тогда по теореме сокращения (см. [10, гл. 4]) из (3) и (4) следует, что

l s sk γ α α α1 1 11 2 1, , , .+ + … + −
Лемма 1 доказана.

Доказательство теоремы
1. Докажем достаточность. Пусть f X ax bx a x x( ) = + = +( )1

2

2

2

1

2

2

2α , где α = ba , 

g Y
y y y y n k

y y

k n n

k

( ) =
( ) + … + +( ) =

+( ) + … +

+ −

−

β α β α

β α β

1 1

2

2

2

1

2 2

1 1

2

2

2

2, ,

11 2

2

1

2
2 1y y y n kn n k n

k
− −+( ) + = −





 α β , .

Тогда f X g Y h Z( ) ( ) = ( ), � где h Z a z z z zk k k( ) = +( ) + … + +( )



−β α β α1 1

2

2

2

2 1

2

2

2
. Если n = 2k, то 

	

z x y x y
z x y x y
1 1 1 2 2

2 2 1 1 2

= +
= −

α ,

,

......................................

,

,

,

.

z x y x y

z x y x y

z x

z x

n n n

n n n

n

n

− −

−

+

+

= +

= −

=

=



 1 1 1 2

2 1 1

1 1

2 2

α















	 (5)



18

Журнал Белорусского государственного университета. Математика. Информатика. 2022;1:14–20
Journal of the Belarusian State University. Mathematics and Informatics. 2022;1:14–20 

Если n = 2k – 1, то

	

z x y x y
z x y x y
1 1 1 2 2

2 2 1 1 2

= +
= −

α ,

,

.........................................

,

,

,

z x y x y

z x y x y

z x y
z

n n n

n n n

n n

− − −

− − −

= +

= −

=

2 1 2 2 1

1 2 2 1 1

1

α

nn n

n n

x y

z y
+

+

=

=



















1 2

2

,

.

	 (6)

В силу (5) и (6) очевидно, что x1, x2 и y1, …, yn выражаются рационально через z1, …, zn + 2. Это и доказы-
вает, что произведение f X g Y( ) ( ) бирационально эквивалентно над K квадратичной форме h Z( ). Значит, 
бирациональная композиция f X( ) � и g Y( ) над K существует и с точностью до K-эквивалентности равна 

h Z a z z z zk k k( ) = +( ) + … + +( )



−β α β α1 1

2

2

2

2 1

2

2

2
.

Докажем предложение, которое используется в  доказательстве условия необходимости основной 
теоремы.

Предложение 2. Пусть f X x x( ) = +1

2

2

2α  и  g Y( ) – анизотропные квадратичные формы размернос
тей 2 и 2k над K, бирациональная композиция которых равна h Z( ). Тогда rang .h Z k( ) = 2

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно определению бирациональной композиции квадратичных форм 
dim .h Z k( ) = +2 2  По лемме 1 статьи [5] g Y D hK Y( ) ∈ ( )( ) , так как 1∈ ( )D fK . Значит,

2k = rang g ≤ rang h ≤ dim h = 2k + 2
и, исходя из предложения 1, rang h – четное число. Следовательно, rang h = 2k либо rang h = 2k + 2.

Предположим, rang h = 2k + 2. Тогда согласно предложению 1

h h s sk1 1 11 1= + … + + , , .α α

Как уже отмечалось, g Y D hK Y( ) ∈ ( )  и g Y( ) – подформа h Z( ) размерности 2k. Согласно лемме 1

g k γ α γ α1 11 1, , .+ … +
Можем считать, что

g k 1 1 11 2, , ,α β α β α+ + … +

(этого можно достичь, заменив g на γ1

1− g).
Положив y2 = 0 в g, получим квадратичную форму

g y y y y ayk k k1 1

2

2 3

2

4

2

2 1

2

2

2
 + +( ) + … + +( )−β α β .

Согласно достаточному условию основной теоремы статьи, доказанному выше, бирациональная ком-
позиция f X( ) � и g Y1( ) равна

h k2 21 1 1 , , , ,α β α β α+ + … +

fg D hK x x y y k1
1 2 1 2

∈ ( )…( ), , , ,
 и, следовательно, h2 – подформа h.

Обозначим через V1, V2 и V квадратичные пространства, соответствующие квадратичным формам g, 
h2 и h.

Рассмотрим V1 ∩ V2. Очевидно, что dimV1 ∩ V2 = 2k либо dimV1 ∩ V2 = 2k – 1. Если dimV1 ∩ V2 = 2k, 
то V1 = V2 и квадратичные формы g и h2 эквивалентны над K. Тогда согласно достаточному условию 
основной теоремы бирациональная композиция   f и g эквивалентна 1 1 12, , , ,α β α β α+ + … + k  
т. е. rang h = 2k. Если dim ,V V k1 2 2 1∩ = −  g k= + + … +1 1 11 2, , ,α β α β α  в базисе e1, u2, e3,  …, e2k 
пространства V1 и  h k2 21 1 1= + + … +, , ,α β α β α  в  базисе e1, e2, e3,  …, e2k пространства V2, то 
в базисе u2, e1, e2,  …, e2k пространства V1 + V2 квадратичная форма этого квадратичного пространства 
h a k3 1 21 1 1= + + + … +, , ,α β α β α  анизотропна, так как V1 + V2 ⊂ V и h3 – подформа h.
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Рассмотрим квадратичную форму
q U k( ) = + + + … +1 1 1 11 2, , , ,α α α β α β α

ранга 2k + 2. Тогда f X g Y( ) ( )  очевидно представляется этой формой. Достаточно положить 

	

u x y
u x y
u x y
u x y
u x y x y
u x y x y

1 1 1

2 2 1

3 1 2

4 2 2

5 1 3 2 4

6 1 4 2 3

=
=
=
=
= +
= −

,

,

,

,

,α
,,

.........................................

u x yk k2 1 1 2 1+ −= + αxx y

u x y x y
k

k k k

2 2

2 2 1 2 2 2 1

,

.+ −= −





















	 (7)

Покажем, что квадратичная форма q U( ) анизотропна над K. Предположим обратное. Тогда a a a ak k1 1 2 2 3 1 0+ + + … + =+α β β ,

a a a ak k1 1 2 2 3 1 0+ + + … + =+α β β , где a a a Dk K1 2 1 1 0, , , , ,… ∈ ∪ { }+ α  причем a2 ≠ 0, так как в противном слу-
чае h2 изотропна. Поскольку DK 1, α  – подгруппа K* (см. теорему 4.1 работы [11]), то − = + + … +− −

+
−α β β1 1 2

1

2 3 2

1

1 2

1a a a a a ak k

− = + + … +− −
+

−α β β1 1 2

1

2 3 2

1

1 2

1a a a a a ak k  представляется квадратичной формой 1 1 12, , , .α β α β α+ + … + k  От-
сюда следует, что квадратичная форма h3 изотропна, но это не так. Данное противоречие и доказывает 
анизотропность над K квадратичной формы q U( ).

Получили, что h Z( ) – бирациональная композиция f X( ) и  g Y( ) над K и  f X g Y D qK X Y( ) ( ) ∈ ( ),
. По-

этому согласно предложению 2 статьи [8] h Z h Z1( ) = ( ) – подформа q U( ). Так как h Z( ) и q U( ) – ани-
зотропные квадратичные формы размерности 2k + 2, то по теореме 2.1 работы [11] h Z q U( ) ( )  над K.

Переменные u1,  …, u2k + 2 алгебраически зависимы, поскольку u1u4 = u2u3. Из эквивалентности h Z( )  
и q U( ) следует, что набор переменных z1, z2,  …, z2k + 2 алгебраически зависим над K. Но по определению 
Z z z k= …( )+1 2 2, ,  – алгебраически независимый набор переменных. Противоречие мы получили, пред-
положив, что h Z( ) имеет ранг 2k + 2. Это и завершает доказательство предложения 2.

2. Докажем необходимость. Пусть бирациональная композиция f X g Y( ) ( ) над K равна h Z( ). Со-
гласно предложению 1 h f fs1 1 γ γ+ … + , где f = 1, ,α  h1 – невырожденная часть h. Теперь надо опре-
делить g Y( ) в этом случае.

Если n = dim g = 2k – 1 – нечетное, то 
rang h = dim h1 = 2s ≤ dim h = dim  f + dim g = 2k + 1,

так как h1  – подформа h. По лемме 1 статьи  [5] ag  – подформа h1, где a D fk∈ ( ), а  значит, dim h1 ≥ 
≥ dim g = 2k – 1. Имеем 

2k – 1 = dim g ≤ dim h1 ≤ dim h = 2k + 1,
dim h1 – четное число. Следовательно, dim h1 = 2k. Согласно лемме 1

ag y y y y yk n n k n
k

 γ α γ α γ1 1

2

2

2

1 1

2 2+( ) + … + +( ) +− − ,

значит,
g y y y y yk n n k n

k
 β α β α β1 1

2

2

2

1 1

2 2+( ) + … + +( ) +− − ,

где β
γ

i
i
a= .

Теперь определим вид g, если n = dim g = 2k. В этом случае согласно предложению 2 rang h = dim h1 = 2k, 
а согласно лемме 1 статьи [5] ag – подформа h1, следовательно, h1 ∼ ag. Значит, g y y y yk n n β α β α1 1

2

2

2

1

2 2+( ) + … + +( )− ,

g y y y yk n n β α β α1 1

2

2

2

1

2 2+( ) + … + +( )− , если h z z a z z z zn k n n= …( ) = +( ) + … + +( )



+ −1 2 1 1

2

2

2

1

2 2
, , .β α β α  Теорема полностью 

доказана.
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УДК 515.12

О ВЛОЖЕНИИ ΩΩ -НАСЫЩЕНИЯ  
ТОПОЛОГИЧЕСКОГО ПРОСТРАНСТВА 

А. С. БЕДРИЦКИЙ 1), В. Л. ТИМОХОВИЧ 1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Счетнокомпактификацией топологического пространства X называется такое расширение Y пространства X, 
что Y вполне регулярно и счетно-компактно и любое замкнутое счетно-компактное подмножество простран-
ства X замкнуто и в Y. Однако подобное расширение не всегда существует. В связи с этим появилось понятие 
насыщения топологического пространства, которое является некоторым обобщением понятия счетнокомпакти-
фикации: вместо условия счетнокомпактности Y требуется, чтобы любое бесконечное подмножество в X имело 
предельную точку в Y, второе условие остается неизменным. Такое расширение уже определено для любого T1-прост
ранства. В работе рассмотрена конкретная конструкция насыщения, названная Ω-насыщением. Доказано, что при 
некотором дополнительном условии (необходимом и достаточном) на отделимость исходного пространства X его 
Ω-насыщение канонически вкладывается в стоун-чеховское расширение βX. Аналогичный результат для счетно-
компактификации получен К. Моритой. 

Ключевые слова: насыщение топологического пространства; счетнокомпактификация в  смысле Мориты; 
Ω-насыщение; компактификация Волмэна; Δ-база; компактификация Стоуна – Чеха.
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ON THE EMBEDDING OF THE ΩΩ -SATURATION  
OF A TOPOLOGICAL SPACE

A. S. BIADRYTSKI a, V. L. TIMOKHOVICH a

aBelarusian State University, 4 Niezaliežnasci Avenue, Minsk 220030, Belarus
Corresponding author: A. S. Biadrytski (abedr@vk.com)

The countably-compactification of a topological space X is such its extension Y, that Y is a completely regular and 
countably-compact space, and any closed countably-compact subset of X is closed in Y. But this extension does not always 
exist. Due to this, the concept of a saturation of a topological space appeared, which is a generalisation of the countably-
compactification: instead of the condition of the countably-compactness of Y, it is necessary that any infinite subset of X 
has a limit point in Y. Meanwhile, the second condition remains unchanged. Such an extension is already defined for any 
T1-space. In this paper we consider a specific construction of saturation named as Ω-saturation. It is proved that under 
some additional (necessary and sufficient) condition to the separation of the initial space X, its Ω-saturation is canonically 
embedded in the Stone – Čech compactification βX. An analogous result is obtained for the countably-compactification 
by K. Morita.

Keywords: saturation of a topological space; countably-compactification in the sense of Morita; Ω-saturation of a to
pological space; Wallman compactification; ∆-base; Stone – Čech compactification. 

Введение
Понятие перистого паракомпакта появилось в работе А. В. Архангельского [1], там же дана его внешняя 

характеристика. Чуть позже в статье Д. Нагаты [2] было показано, что перистые паракомпакты (и только 
они) представляются как замкнутые подпространства произведений метризуемых пространств на ком-
пакты. Параллельно теории перистых паракомпактов развивалась теория M-пространств [3; 4]. Ввиду 
схожести внешних характеристик перистых паракомпактов и M-пространств естественно возник вопрос 
о представлении последних в виде замкнутых подпространств произведений вполне регулярных счетно-
компактных пространств на метризуемые пространства. К. Моритой в работе [5] было доказано, что 
данное представление M-пространства X равносильно его счетнокомпактифицируемости, т.  е. суще-
ствованию такого вполне регулярного счетно-компактного расширения Y, что любое замкнутое счетно-
компактное подмножество в X замкнуто и в Y. В этой же работе доказано, что если счетнокомпактифика-
ция Y пространства X существует, то она канонически вкладывается в стоун-чеховское расширение βX. 
Но, как оказалось, даже не все нормальные локально компактные M-пространства имеют счетноком-
пактификацию [6]. В связи с этим возникают две задачи:

1) нахождения необходимых и достаточных условий счетнокомпактифицируемости (не обязательно 
M-пространства);

2) нахождения некоторой конструкции расширения, близкой по свойствам к счетнокомпактифика-
ции, но существующей по крайней мере для достаточно широкого класса пространств.

В плане решения второй задачи в публикации [7] появилось понятие насыщения топологического 
пространства. В работе [8] были определены и исследованы конструкции ω- и Ω-насыщений.

В настоящей статье рассмотрена конструкция Ω-насыщения, обозначенная Yγ , и показано, что при 
некотором дополнительном условии (необходимом и достаточном) на отделимость исходного простран-
ства X это расширение канонически вкладывается в стоун-чеховское расширение βX. Данный результат 
аналогичен вышеупомянутому свойству счетнокомпактификации, установленному К. Моритой. 

Под пространством, если не оговорено иное, будем понимать произвольное топологическое T1-прост
ранство. Пусть X – пространство, A ⊂   X. Тогда A X[ ]  – замыкание множества A в X; A X

op
⊂  ( ),A X

cl
⊂  

если множество A открыто (замкнуто) в X; C X I,( ) – множество всех непрерывных функций из X в I, 
где I = [ ]0 1; .

Множество A называется дискретом в X, если A счетно, дискретно как подпространство и замкнуто 
в X. Через ∆ будем обозначать семейство всех дискретов пространства X.

Дальнейшие построения и рассуждения существенно используют конструкцию и свойства волмэ-
новского компактного расширения ω X, поэтому напомним основные положения, связанные с этим рас-
ширением. Нарост ω X  \ X волмэновского расширения ω X составляют замкнутые (т.  е.  состоящие из 
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замкнутых в X множеств) свободные (т. е. имеющие пустое пересечение) ультрафильтры. Базу топо-
логии ω X образуют множества вида W U U X X U F( ) = ∪ ∈{ ⊃ξ ω \  для некоторого F ∈ }ξ , где U X

op
⊂  

[9, с. 272]. Отметим также, что W U( ) является максимальным открытым раздутием множества  U 

в ω X, т. е. W U G X G X U
op

( ) = ⊂ ∩ ={ }ω


. Если F X
cl
⊂  и F U X

op
⊂ ⊂ , то F F X X FX[ ] = ∪ ∈ ∈{ }ω ξ ω ξ\   

и  F W UX[ ] ⊂ ( )ω .  Также верно следующее: W U U W U W Un n1 1∪ … ∪( ) = ( ) ∪ … ∪ ( ), F F F Fn X X n X1 1∩ … ∩[ ] = [ ] ∩ … ∩ [ ]ω ω ω ,

F F F Fn X X n X1 1∩ … ∩[ ] = [ ] ∩ … ∩ [ ]ω ω ω , где U Xi op
⊂ , F Xi cl

⊂ , 1 ≤ i ≤ n (подробнее см. [9, с. 272]).

Предварительные рассмотрения
Пусть X и Y – пространства и X – подпространство в Y.
Определение 1 [10]. Говорят, что пространство X относительно счетно-компактно в Y, если любое 

бесконечное множество A ⊂  X имеет в Y предельную точку.
Определение 2 [7]. Пространство Y называют насыщением пространства X, если X всюду плотно 

в Y (т. е. Y – расширение для пространства X  ), X относительно счетно-компактно в Y и любое счетно-
компактное замкнутое в X множество замкнуто и в Y.

Следуя [8], подсемейство γ ⊂ ∆ назовем ∆-базой в X, если для любого A ∈ ∆ найдется B ∈ γ такое, что 
B ⊂ A. Для U X

op
⊂  максимальное открытое раздутие множества U в пространстве Y обозначим через  ^U, 

т. е. ^U G Y G X U
op

= ⊂ ∩ ={ }

.

Определение 3 [8]. Пусть X всюду плотно в Y  и γ  – ∆-база в X. Пространство Y  называется ω-насыще
нием пространства X, а ∆-база γ – ω-допустимой при выполнении следующих условий:

1) для любой точки y ∈ Y  \ X найдется дискрет A ∈ γ такой, что y A Y∈[ ] , и обратно, для любого A ∈ γ 
A Y XY[ ] ∩ ( ) ≠ ∅\ ;

2) если A ∈ γ, B ⊂ A и B U X
op

⊂ ⊂ , то B UY[ ] ⊂ ^;

3) множества вида ^U, где U X
op
⊂ , образуют базу топологии пространства Y.

Если при этом для любого A ∈ γ множество A Y[ ]  компактно, то Y называется Ω-насыщением для X, 
а ∆-база γ – Ω-допустимой.

В работе [8] показано, что определенное таким образом ω-насыщение действительно является на-
сыщением для пространства X. Там же определена и исследована следующая конкретная конструкция 
Ω-насыщения.

Фиксируем некоторую ∆-базу γ и положим 
Y X X Xγ ξ ω ξ γ= ∪ ∈ ∩ ≠ ∅{ }\ .

Теорема 1 [8]. Пространство Yγ – насыщение пространства X, причем выполняются следующие 
условия: 

1) множества вида ^U, где U X
op
⊂ , образуют базу топологии пространства Yγ ;

2) если  A ∈ γ, то A AY X[ ] = [ ]
γ ω  и  A Y[ ]

γ
 компактно; 

3) если  X регулярно, то пространство Yγ  хаусдорфово;
4) если F X

cl
⊂  и F U X

op
⊂ ⊂ , то F UY[ ] ⊂

γ

^;

5) если U = U1 ∪ … ∪ Un , то ^ ^ ^U U Un= ∪ … ∪1 , если F = F1 ∩ … ∩ Fn , то F F FY Y n Y[ ] = [ ] ∩ … ∩ [ ]
γ γ γ

1 , 
где U Xi op

⊂ , F Xi cl
⊂ , 1 ≤ i ≤ n.

Очевидно, что Yγ – Ω-насыщение для пространства X, а ∆-база γ является Ω-допустимой. Отметим 
также, что свойства, описанные в п. 1 и 5, есть прямые следствия соотношений ^U W U Y= ( ) ∩ γ  и  F F YY X[ ] = [ ] ∩

γ ω γ .
F F YY X[ ] = [ ] ∩

γ ω γ .
Об отделимости пространства Yγ , помимо п. 3, известно следующее.
Определение 4 [11]. Пространство X называется δ-хаусдорфовым, если оно хаусдорфово и из любо-

го множества A ∈ ∆ можно выделить бесконечное подмножество B ⊂ A, допускающее раздутие до дис-
кретного семейства U b Bb ∈{ }, где b U Xb op

∈ ⊂ , b ∈ B (семейство множеств в X называют дискретным, 
если для любой точки из X найдется окрестность, пересекающаяся не более чем с одним множеством 
данного семейства).
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Следуя [8], множество всех дискретов, допускающих раздутие до дискретного семейства окрестнос
тей своих точек, обозначим через δ, а ∆-базу γ назовем δ-базой, если γ ⊂ δ.

Предложение 1 [8] (см. также [12, лемма 2, теорема 5]). Если насыщение Yγ регулярно для некоторой 
∆-базы γ, то пространство X δ-хаусдорфово и γ ⊂ δ, и обратно, если X регулярно и δ-хаусдорфово, то Yγ 
регулярно для любой δ-базы γ.

Предложение 2  [8]. Пусть X вполне регулярно и δ-хаусдорфово. Тогда и Yγ вполне регулярно для 
любой δ-базы γ.

Следующая теорема показывает, что рассмотренная выше конструкция насыщения Yγ является уни-
версальным пространством для всех ω-насыщений с ω-допустимой ∆-базой γ.

Теорема 2 [8]. Для любого ω-насыщения Y пространства X с ω-допустимой ∆-базой γ существует 
каноническое (т. е. тождественное на X ) вложение пространства Y в Yγ , причем если Y – Ω-насыще
ние, а γ Ω-допустима, то Y и Yγ канонически гомеоморфны.

Вложение YYγγ в β β X
На основании предложений 1 и 2 можем заключить, что условие δ-хаусдорфовости вполне регуляр-

ного пространства X является необходимым для вложения Yγ в βX. Действительно, если существует вло-
жение Yγ в βX, то Yγ вполне регулярно, а тогда согласно предложению 1 пространство X δ-хаусдорфово. 
Покажем, что это условие является и достаточным.

Перед формулировкой следующей теоремы напомним, что если отображение f  : X → Y непре-
рывно, а Y вполне регулярно, то f единственным образом непрерывно продолжается до отображения 
ϕ : ωX → βY [9, с. 272].

Теорема 3. Пусть X – вполне регулярное δ-хаусдорфово пространство, ϕ : ωX → βX – непрерывное 
продолжение тождественного отображения IdX пространства X на себя, γ – δ-база в X. Тогда суже-
ние ϕ ϕ

γ
γ γY Y Y: → ( )  – гомеоморфизм. 

Для доказательства нам понадобится следующая лемма.
Лемма. Пусть f  : X → Y  – замкнутое отображение (т.  е. f F Y

cl
( ) ⊂  для любого F X

cl
⊂ ), B  ⊂  Y, 

A f B= ( )−1
. Тогда сужение f A BA : →  – также замкнутое отображение.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть C A
cl
⊂ , т. е. существует множество F X

cl
⊂  такое, что C = F ∩ A. Утвержде-

ние будет доказано, если покажем, что f C B
cl

( ) ⊂ . Исходя из общих свойств отображений, имеем 

f C f A F f A f F f f B f F B f F( ) = ∩( ) ⊂ ( ) ∩ ( ) = ( )( ) ∩ ( ) ⊂ ∩ ( )−1
.

Обратно, пусть y f F B∈ ( ) ∩ .  Тогда f y A− ( ) ⊂1  и y f x= ( ),  где x ∈ F. Очевидно, что x f y F A F∈ ( ) ∩ ⊂ ∩−1
,

x f y F A F∈ ( ) ∩ ⊂ ∩−1
, откуда y f A F f C∈ ∩( ) = ( ). Таким образом, f C f F B( ) = ( ) ∩ . По  условию f F Y

cl
( ) ⊂ , 

а значит, f C f F B B
cl

( ) = ( ) ∩ ⊂ . Лемма доказана. 
Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы 3. Легко видеть, что отображение ϕ замкнуто. В самом деле, любое 

замкнутое в ω X множество компактно, следовательно, его непрерывный образ является компактом в βX, 

а значит, и замкнутым множеством. Пространство Yγ представим в виде Y X A X
A

γ ω
γ

= ∪ [ ]










∈


. Поскольку 

ϕ ϕω β βA A AX X X[ ]( ) = ( )  = [ ]  для любого A ∈ γ, то ϕ γ β
γ

Y X A X
A

( ) = ∪ [ ]










∈


.

Докажем далее, что сужение ϕ на множестве ϕ ϕ γ
− ( )( )1 Y  инъективно. Пусть x ∈ X, ξ ∈ ω X  \ X. По-

кажем, что ϕ ϕ ξx x( ) = ≠ ( ). Выберем F ∈ ξ такое, что x ∉ F. Так как ξ ω∈[ ]F X , то ϕ ξ ϕ ϕω β β( ) ∈ [ ]( ) = ( )  = [ ]F F FX X X ,
ϕ ξ ϕ ϕω β β( ) ∈ [ ]( ) = ( )  = [ ]F F FX X X ,  следовательно, ϕ ξ β( ) ∈[ ]F X . Но при замыкании F в βX будут добавляться только 

точки нароста, значит, x F X∉[ ]β . Таким образом, ϕ ξ( ) ≠ x.
Пусть теперь ξ γ1 ∈Y X\ , ξ ω2 ∈ X X\  и ξ1 ≠ ξ2. Тогда найдутся F1  ∈ ξ1, F2 ∈ ξ2 такие, что F1 ∩ F2 = ∅. 

Выберем дискрет A ∈ γ ∩ ξ1 и положим A1 = A ∩ F1. Отметим, что A1  ∈ ξ1 и F2 ∩ A1 = ∅. Так как A – эле-
мент δ-базы γ, то A можно раздуть до дискретного семейства окрестностей U a Aa ∈{ }, где a U Xa op

∈ ⊂ , 
a ∈ A. Рассмотрим далее подсемейство U a Aa ∈{ }1 . Затем для каждой точки a ∈ A1 определим окрест-
ность O U X Fa a= ∩ ( )\ 2 . Так как X вполне регулярно, то найдутся функции f C X Ia ∈ ( ),  такие, что 
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f xa ( ) = 1,  если x = a, и  f xa ( ) = 0, если x X Oa∈ \ . Рассмотрим новую функцию f x f xa
a A

( ) = ( )
∈
∑

1

. Пока-

жем, что f C X I∈ ( ), . Пусть x ∈ X. В силу того, что семейство D O a Aa= ∈{ }1  дискретное, существует 
окрестность U точки x такая, что U пересекается не более чем с одним множеством семейства D. В том 
случае, когда U вовсе не пересекается ни с одним элементом из D, непрерывность очевидна, так как 
fU ≡ 0. Если же U пересекается с некоторой окрестностью Oa, a ∈ A1, то f fU a U≡ , и непрерывность  f 

в точке x будет следовать из непрерывности  fa. В силу произвольности выбора точки x можем считать, 
что f C X I∈ ( ), . Как известно, любая непрерывная ограниченная функция на X может быть непрерыв-
но продолжена на βX единственным образом [9, с. 266]. Пусть f X I: β →  – непрерывное продолже-

ние функции  f. Обозначим yi i= ( )ϕ ξ . Имеем  f y f A f AX I1 1 1 1( ) ∈ [ ]( ) = ( )



 = { }β  и   f y f F f FX I2 2 2 0( ) ∈ [ ]( ) = ( )  = { }β ,

 f y f F f FX I2 2 2 0( ) ∈ [ ]( ) = ( )  = { }β , откуда следует, что ϕ ξ ϕ ξ1 2( ) ≠ ( ).
Итак, доказано, что ϕ ϕ γ γ

− ( )( ) =1 Y Y  и ϕ ϕ
γ

γ γY Y Y: → ( ) – биекция. Согласно приведенной выше лемме 
отображение замкнуто, и, таким образом, оно является гомеоморфизмом. Теорема доказана. 
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УДК 519.226
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Получена асимптотика мощностей статистических тестов многомерной дискретной равномерности в условиях 
контигуального сближения альтернатив. Рассмотрены две версии теста многомерной дискретной равномерности – 
по пересекающимся отрезкам (входит в состав батареи тестов NIST SP 800-22) и по непересекающимся отрезкам. 
Нулевой гипотезе H0 соответствует так называемая чистая случайность наблюдаемой последовательности, т. е. 
независимость и одинаковое равномерное распределение ее элементов. Альтернатива H1 предполагается цепью 
Маркова некоторого произвольного фиксированного конечного порядка.
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ON THE POWER OF TESTS OF MULTIDIMENSIONAL  
DISCRETE UNIFORMITY USED FOR STATISTICAL ANALYSIS  
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In this paper, we obtained the asymptotic power values for the statistical tests of multidimensional discrete uniformity 
under conditions of contiguous convergence of alternatives. Two versions of the test are considered, namely, with overlap-
ping blocks (included in the NIST SP 800-22 test suit) and with non-overlapping blocks. The null hypothesis H0 is related 
to the so-called pure randomness of the observed sequence, i. e. independence and the same uniform distribution of its 
elements. An alternative H1 is assumed to be a Markov chain of some arbitrary fixed finite order.

Keywords: power of a test; test of multidimensional discrete uniformity; contiguous alternatives; non-central chi-squared 
distribution; random number generator; Markov chain.

Введение
Многие криптографические задачи (например, генерация ключей, анализ стойкости криптографи-

ческих алгоритмов) требуют применения статистических критериев для обнаружения большого числа 
отклонений от гипотетической модели. Теория вероятностей описывает и анализирует случайность 
с помощью абстрактных математических объектов, моделируя ее случайными величинами и случай-
ными процессами. Математическая статистика посредством экспериментов связывает эти абстрактные 
математические модели с реально существующими генераторами случайных последовательностей. 
Данные эксперименты могут быть использованы для оценки параметров, описывающих модели, или 
для проверки гипотез, проистекающих из моделей. Разработчику генераторов следует провести исследо-
вания в целях обнаружения отклонений двоичной последовательности от модели независимых симмет
ричных испытаний Бернулли, а также минимизации вероятности ошибки второго рода для применяе-
мых тестов.

Общие сведения о проверке статистических гипотез
С каждым из используемых для проверки гипотезы H0 тестов связана определенная статистика S, 

которая в соответствии с некой мерой измеряет отклонение в наблюдаемом процессе от ситуации, от-
вечающей H0. В силу случайности извлекаемых выборок случайными оказываются и значения статис
тики S, вычисляемые по этим выборкам. При справедливости гипотезы H1 статистика S подчиняется 
некоторому распределению F z P S z HS H ii

( ) = ≤{ }.
Схема проверки гипотезы заключается в следующем. Область значений статистики S разбивается на 

два подмножества. Одно из них представляет собой критическую область, попадание в которую при спра-
ведливости H0 маловероятно. При попадании вычисленного по выборке x1, x2,  …, xn значения статисти-
ки S в критическую область проверяемая гипотеза H0 отклоняется (отвергается). В противном случае 
нет оснований для отклонения гипотезы H0.

С проверкой статистических гипотез связывают вероятности ошибок двух видов. С одной стороны, 
справедливая гипотеза H0 может быть отклонена, и этим будет совершена ошибка первого рода. При 
проверке гипотез, как правило, задают вероятность ошибки первого рода a (уровень значимости), до-
пуская тем самым возможность отклонения H0 и совершения такой ошибки. С другой стороны, может 
быть справедлива некоторая конкурирующая гипотеза H1. Если при справедливости H1 в процессе про-
верки гипотеза H0 не была отклонена, то этим самым совершена ошибка второго рода. Ее вероятность 
будем обозначать b.

Обычно, используя тесты для проверки гипотез, не рассматривают конкретную конкурирующую 
гипотезу. В таком случае при проверке гипотез о случайности можно считать, что конкурирующая ги-
потеза связана с наличием, например, какого-то отклонения от случайности (неравновероятности или 
зависимости между знаками).
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Если же гипотеза H1 задана и связана с наличием конкретного отклонения от случайности (к примеру, 
неравновероятности заданного типа), то задание величины a для используемого теста проверки гипотез 
определяет и вероятность ошибки второго рода b. Так, в случае правостороннего теста вида

	
H S S

H S S
0 1

1 1

, ,

, ,

≤

>






−

−

α

α
	 (1)

где S FS H1

1

0
1−

−= −( )α α , вероятность ошибки второго рода

	 β α= ( )−F SS H1
1 . 	 (2)

Величину 1 – b принято называть мощностью статистического теста. Чем выше мощность теста при 
заданном значении a, тем лучше он различает гипотезы H0 и H1. Особенно важно, чтобы используемый 
тест хорошо различал близкие конкурирующие гипотезы.

Очевидно, что при проверке любой статистической гипотезы желательно применять наиболее мощ-
ный критерий, который для заданной вероятности ошибки первого рода a обеспечивает минимальную 
вероятность ошибки второго рода b относительно любой конкурирующей гипотезы H1. Лучше всего 
использовать равномерно наиболее мощный критерий, который для любого заданного a обеспечивает 
минимальное значение  b. Однако существование такого критерия для проверки конкретной гипоте-
зы H0 является редчайшим исключением.

Имеющиеся наборы тестов, в том числе NIST SP 800-22 [1], предлагают современные статистиче-
ские тесты для генераторов (псевдо)случайных последовательностей, позволяющие обнаружить от-
клонения двоичной последовательности от модели независимых симметричных испытаний Бернулли. 
Одной из основных целей данных статистических тестов является минимизация вероятности ошибки 
второго рода, т.  е. минимизация вероятности принятия последовательности, созданной генератором, 
в качестве удовлетворительной, в то время как генератор в действительности был некачественным. Ве-
роятности a и b связаны друг с другом, а также с размером n тестируемой последовательности таким 
образом, что если два из этих значений указаны, то третье значение определяется автоматически.

На практике обычно выбираются уровень значимости a, тип альтернативы H1 и приемлемая вероят-
ность ошибки второго рода b (вероятность решения, что некачественный генератор произвел в действи-
тельности случайную последовательность). Затем вычисляется достаточный размер последовательнос
ти n, обеспечивающий выбранные значения a и b. При этом тесты и альтернативы H1 взаимосвязаны: 
для каждого типа альтернативы существуют свои оптимальные тесты, которые лучше других тестов 
отличают нулевую гипотезу H0 от данного типа альтернативы H1. Таким образом, батареи тестов по-
зволяют охватить некоторый конечный набор альтернатив. Реальная, возникающая на практике альтер-
натива при этом в случае неверной нулевой гипотезы неизвестна, поэтому реальное значение вероят-
ности ошибки второго рода b не может быть вычислено, а могут быть определены только значения b, 
относящиеся к гипотетическим альтернативам H1.

Далее рассмотрены статистические тесты многомерной дискретной равномерности по непересекаю
щимся и по пересекающимся отрезкам. Для этих тестов в условиях бернуллиевских и марковских 
(рекуррентных) альтернатив H1, контигуально сближающихся с нулевой гипотезой H0, получены асимп
тотические выражения для вероятностей ошибки второго рода b.

Тест многомерной дискретной  
равномерности по непересекающимся L-отрезкам

Введем обозначения: Z – произвольное конечное множество; ¢ – множество целых чисел; U Z( ) –
равномерное распределение вероятностей p z Z( ) ≡ −1

,  z ∈ Z; Λ ξ{ } – распределение вероятностей слу-
чайной величины x ∈ Z. Дивергенция Кульбака – Лейблера двух распределений вероятностей p, q на Z 
имеет вид

KL ; ln .p q p z
p z
q zz Z

( ) = ( ) ( )
( ) ≥

∈
∑ 0

Энтропия Шеннона определяется по формуле

H p p z p z
z Z

( ) = − ( ) ( ) ≥
∈
∑ ln .0

Для последовательности z = …( ) ∈z z Zn
n

1, ,  элементов множества  Z введем следующие функции 
и величины: 
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1) функцию частот
f f Z f z f z zz z i

i

n
= → = ( ) = ={ }

=
∑: , , ,¡ ψ 1

1

где 1 A{ } – индикаторная функция события A; 
2) статистику хи-квадрат относительно равномерного распределения вероятностей

c ψ2

1

2

z z
f n Z
n Z

f zn
z

z Z
, , , ;…( ) =

−( )
= ( )

∈
∑

/

/

3) последовательность пересекающихся L-грамм (слов длины L) в закольцованной последователь-
ности z

ϕL L L n L
L n

z z z z z z z z z Zz( ) = ( ) ( ) ( )( ) ∈( )+ −1 2 2 3 1 1 1, , , , , , , , , , , ,    ;;

4) последовательность непересекающихся L-грамм в последовательности z (в этом случае предпо-
лагается, что L делит n, ′ =n n

L
)

ϕL L L L n L n
L n

z z z z z z Zz( ) = ( ) ( ) ( )( ) ∈( )+ − +
′

1 1 2 1, , , , , , , , , .   

Одним из классических тестов, предложенных Д. Кнутом, является тест многомерной дискретной 
равномерности по непересекающимся L-отрезкам (далее – МДРН(L)-тест). Данный тест предназначен 
для проверки гипотезы согласия наблюдаемой последовательности L-векторов с L-мерным дискретным 
равномерным распределением. Предположим, что имеем двоичную последовательность

x = ( ) ∈ = { }x x V Vn
n

1 0 1, , , , ,

длины n ∈ ¥, кратной L ( ).′ =n n
L

 Статистика хи-квадрат МДРН(L)-теста

	 S
f n

nL
z

L

L
z V L

= ( )( ) =
− ′( )

′∈
∑c ϕ2

2

2

2
x

/

/
, 	 (3)

где f L= ( )( )ψ ϕ x  – частоты встречаемости среди n′ непересекающихся L-грамм в последовательности x. 
Своим названием статистика хи-квадрат МДРН(L)-теста (как и все прочие статистики хи-квадрат) обя-
зана тому свойству, что при истинной нулевой гипотезе H0 с ростом n она сходится по распределению 
к закону хи-квадрат [2]:

F FS H n

D

d0
2⋅( ) → ⋅( )

→ ∞ c ,

где в случае МДРН(L)-теста число степеней свободы d = 2L – 1.
Мы будем рассматривать ситуацию контигуального сближения альтернатив, когда с ростом n альтер-

натива H1 сходится к гипотезе H0 таким образом, что статистика хи-квадрат S при истинной альтернати-
ве H1 сходится по распределению к нецентральному распределению хи-квадрат с некоторым парамет
ром нецентральности l > 0:

F FS H n

D

d1
2⋅( ) → ⋅( )

→ ∞ c l,

.

При l = 0 F F
d dc c,

.
0

2 2⋅( ) = ⋅( )  Тогда из выражений (1) и (2) получаем соотношение, связывающее асимпто-
тические вероятности ошибок первого и второго рода:

	 β αc cl
= −( )( )−F F

d d,

.2 2

1
1 	 (4)

Как видим, соотношение (4) зависит от двух параметров – числа степеней свободы d и параметра не-
центральности l. Число степеней свободы d зависит только от вида статистического теста и не зависит 
от вида альтернативы H1. Приведенные далее результаты основаны на формуле (4) и на вычислении па-
раметра нецентральности l для двух видов тестов хи-квадрат (по непересекающимся и по пересекаю
щимся отрезкам) в случае марковских альтернатив H1.

Определение 1. Будем говорить, что марковская альтернатива H1 контигуально сближается с ну-
левой гипотезой H0, если при истинной альтернативе H1 последовательность xi{ } представляет собой 
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стационарную цепь Маркова некоторого фиксированного порядка s ∈ ¥, не зависящего от n, и переход-
ные вероятности цепи Маркова  xi{ } удовлетворяют следующей асимптотике при n → ∞:

δ2 1

1

q O n
q q q Vs

s
( ) = ( )

= ( ) ∈

−∑
, ,

,



	 δ q P x x q x qi i i s s( ) = = = ={ } −− −0
1

2
1 1, , . 	 (5)

Для краткости s будем называть порядком марковской альтернативы H1.
Введем функцию энтропии L-вектора элементов тестируемой последовательности в случае истин-

ной альтернативы H1 и связанные величины:

h H , , , , h ,L x x H LL( ) = { }( ) > ( ) =Λ 1 1 0 0 0

∆h h h , ,L L L L( ) = ( ) − −( ) >1 0

h lim h lim
h

.
∗

→ ∞ → ∞
= ( ) = ( )

L L
L

L
L

∆

Величина h* называется удельной энтропией случайной последовательности xi{ } при истинной альтер-
нативе H1.

Теорема 1. Пусть марковская альтернатива H1 контигуально сближается с нулевой гипотезой H0. 
Тогда МДРН(L)-тест имеет асимптотическую ошибку второго рода (4) с числом степеней свободы 
d = 2L – 1 и параметром нецентральности вида

	 l = − ( )



→ ∞

2 2lim ln
h

.
n

n
L
L

	 (6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для применения формулы  (4) достаточно доказать, что статистика хи-квад
рат (3) при истинной альтернативе H1 имеет асимптотическое нецентральное распределение хи-квадрат 
с параметром нецентральности (6). При истинной марковской альтернативе H1 некоторого порядка s 
последовательность непересекающихся L-грамм ϕL x( ) длины ′ =n n

L
 также представляет собой цепь 

Маркова некоторого порядка s′. Нормированные частоты p̂ z
zf
n

=
′
, z ∈ V  L, f L= ( )( )ψ ϕ x , представляют 

собой состоятельные асимптотически нормальные [3; 4] статистические оценки вероятностей L-грамм 
p z LP x x z H= ( ) ={ }1 1, , .  При контигуальном сближении альтернатив распределение p p= ( ) ∈z z V L  схо-
дится к равномерному закону U V L( ), и  касательные пространства точек p и U V L( ) в пространстве 

вероятностных распределений на V  L совпадают, равно как и асимптотические ковариационные матри-
цы  S0 и  S1 оценок ^ ^p p= ( ) ∈z z V L

^ ^p p= ( ) ∈z z V L
 в  случае нулевой гипотезы  H0 и  альтернативы  H1 соответственно. 

Точке U V L( ) в ее собственном касательном пространстве отвечает нулевой вектор, а близкой к U V L( ) 
точке p – вектор, который будем обозначать v p( ). Статистика хи-квадрат (3) МДРН(L)-теста представляет 
собой квадрат нормы вектора ′ ⋅ ( )n v p̂′ ⋅ ( )n v p̂  в стандартной метрике Фишера [3]. При нулевой гипотезе H0 
вектор ′ ⋅ ( )n v p̂′ ⋅ ( )n v p̂  имеет асимптотическое центрированное стандартное нормальное распределение, а при 
альтернативе H1 ввиду равенства асимптотических ковариационных матриц S0 = S1 – асимптотическое 
нецентрированное стандартное нормальное распределение со средним µ p= ′ ⋅ ( )n v , и, следовательно, 
статистика хи-квадрат S имеет асимптотическое нецентральное распределение хи-квадрат с парамет
ром нецентральности

l µ p= = ′ ⋅ ( )( ) =

= ′ −

′ → ∞ ′ → ∞

′ → ∞

lim lim KL ;

lim ln H , ,

n n

L

n

L

n U V

n V x

2

1

2

2 ∆  xx H n
L
LL n1 2 2( )( )( ) = − ( )



→ ∞

lim ln
h

.

Теорема доказана.
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Тест многомерной дискретной  
равномерности по пересекающимся L-отрезкам

Тест многомерной дискретной равномерности по пересекающимся L-отрезкам (далее – МДРП(L)-тест) 
предназначен для проверки гипотезы согласия наблюдаемой последовательности L-векторов с L-мерным 
дискретным равномерным распределением. Данный тест позволяет обнаруживать отклонения от L-мерно
го дискретного равномерного распределения типа рекуррентной марковской зависимости порядка s < L 
(меньшего, чем размерность вектора L).

Статистика хи-квадрат МДРП(L)-теста имеет вид

	 S
f n

n

g n

nL L
z

L

L
z V

z
L

L

= ( )( ) − ( )( ) =
−( )

−
−( )

−
∈

−

∑c ϕ c ϕ2 2

1

2
1

2

2

2

2
x x

/

/

/

/22
1

1
L

z V L
−

∈ −
∑ , 	 (7)

где f L= ( )( )ψ ϕ x  и  g L= ( )( )−ψ ϕ 1 x  – частоты встречаемости среди n пересекающихся L-грамм и (L – 1)- 
грамм соответственно в закольцованной последовательности x.

Теорема 2. Пусть марковская альтернатива H1 контигуально сближается с нулевой гипотезой H0. 
Тогда МДРП(L)-тест имеет асимптотическую ошибку второго рода (4) с числом степеней свободы 
d = 2L – 1 и параметром нецентральности вида
	 l = − ( )( )

→ ∞
2 2lim ln h .
n

n L∆ 	 (8)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Как и в  теореме 1, для применения формулы  (4) достаточно доказать, что 
статистика хи-квадрат (7) при истинной альтернативе H1 имеет асимптотическое нецентральное рас-
пределение хи-квадрат с параметром нецентральности (8). Обозначим

p p p
P x x x z

P x x z
k

z
k
z V z

k k k

k
k= ( ) =

( ) = ( ){ }
( ) ={ }∈

+
,

, , , ,

, ,
.

1 1

1

0



Для цепи Маркова порядка s вектор ps – стандартный параметр модели (вектор переходных вероятнос
тей в нулевой знак) и система координат в пространстве MC s( ) цепей Маркова порядка s. При этом 
вектор pk, k < s, представляет точку в подпространстве MC MCk s( ) ⊂ ( ) цепей Маркова меньшего по-
рядка k:

p pk
s k

s= ℘ ( )→ ,
где ℘ →s k  – оператор m-проекции [3] экспоненциального семейства MC s( ) [5] на свое экспоненциальное 
подсемейство MC k( ).  На уровне касательных пространств m-проекция действует как ортогональная 
проекция: можно считать [3], что касательное пространство T  s в точке p s в пространстве MC s( ) со-
держит в качестве подпространства касательное пространство T  k в  точке p k в пространстве MC k( ), 
и оператор ℘ →→s k

s kT T:  – ортогональный проектор в метрике Фишера.
Не ограничивая общности, можем считать, что s > L. Рассмотрим стандартные статистические оценки 

параметров цепи Маркова порядка k [4]:

^ ^ ^p p p
f

g
f gk

z
k
z V z

k z

z
k kk= ( ) = = ( )( ) = ( )( )

∈

( )
+, , , .

, 0

1ψ ϕ ψ ϕx x^ ^ ^p p p
f

g
f gk

z
k
z V z

k z

z
k kk= ( ) = = ( )( ) = ( )( )

∈

( )
+, , , .

, 0

1ψ ϕ ψ ϕx x^ ^ ^p p p
f

g
f gk

z
k
z V z

k z

z
k kk= ( ) = = ( )( ) = ( )( )

∈

( )
+, , , .

, 0

1ψ ϕ ψ ϕx x

При истинной марковской альтернативе H1 порядка  s оценка p̂s состоятельна, асимптотически нор-
мальна и эффективна [4] (достигает границы Крамера – Рао), и оценка ^ ^p pL

s L
s−

→ −=℘ ( )1
1

^ ^p pL
s L

s−
→ −=℘ ( )1

1  благодаря 
описанным выше проективным свойствам отображения ℘ обладает аналогичными свойствами асимпто-

тической нормальности и эффективности. Пусть точка q qk
z
k

z V k
= ≡



 ∈

1

2
 отвечает чисто случайной по-

следовательности (нулевой гипотезе H0). Как и в доказательстве теоремы 1, при контигуальном сближе-
нии альтернатив касательные пространства точек pL – 1 и qL – 1 совпадают, равно как и асимптотические 
ковариационные матрицы оценки p̂L − 1 при истинной нулевой гипотезе H0 и истинной альтернативе H1 
соответственно. Поэтому в касательном пространстве точки qL – 1 вектор n v pL⋅ ( )−^ 1n v pL⋅ ( )−^ 1  имеет асимптоти-

ческое нецентрированное стандартное нормальное распределение со средним µ = ⋅ ( )−n v pL 1
, и квад

рат нормы
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′ = ⋅ ( )−S n v pL^ 1
2

′ = ⋅ ( )−S n v pL^ 1
2

имеет асимптотическое нецентральное распределение хи-квадрат с параметром нецентральности

	 ′ = = ⋅ ( )
→ ∞ → ∞

− −l µlim lim KL ; .
n n

L Ln p q2 1 1
2 	 (9)

Метрика Фишера в пространстве MC L −( )1  представляет собой разность [3; 5] метрик Фишера 
в пространствах распределений на L-граммах и на L −( )1 -граммах, а именно информационная матрица 
Фишера

I p I p I pL
L

L
L

L− −
−

−( ) = ( ) − ( )1 1

1

1
,

где I pk
L −( )1  – информационная матрица Фишера распределения k-грамм xi i

k( ) = 1 относительно парамет

ра pL – 1. Поэтому S ′ = S (разность (7) есть разность квадратов касательных векторов в метрике Фишера 
между L-граммами и  L −( )1 -граммами, чьи распределения задаются цепью Маркова порядка L – 1 с па-
раметром p̂L − 1

). Аналогично распадается в разность дивергенция Кульбака – Лейблера в формуле (9):

KL ; KL , , ; KL , , ;p q x x H U V x x H U VL L
L

L
L

L− −
−

−( ) = { } ( )( ) − { }1 1

1 1 1 1 1Λ Λ 

11

2 1 2 1 2

( )( ) =

= − ( ) − −( ) + −( ) = − ( )L L L L Lln h ln h ln h ,∆

что в объединении с выражением (9) дает l = l′ (см. формулу (8)). Таким образом, мы доказали, что 
S ′ = S имеет асимптотическое нецентральное распределение хи-квадрат с параметром нецентральнос
ти l′ = l. Теорема доказана.

Вычисления в терминах отклонения  
переходных вероятностей марковской альтернативы

Пределы (6), (8) могут быть выражены в терминах функции (5) отклонений переходных вероятнос
тей марковской альтернативы H1 от чистой случайности.

Лемма 1. Пусть марковская альтернатива H1 порядка s ≥ 0 контигуально сближается с нулевой 
гипотезой H0. Тогда в обозначениях определения 1 имеет место следующее асимптотическое соот-
ношение:
	 lim ln h

min ,n s Ln L L
→ ∞ −{ }− ( )( ) = ≥2 2 1

1
∆ ρ , , 	 (10)

ρ δr n rn q q q r s= ⋅ ( ){ }{ } ≤ <
→ ∞

lim M E , ,2 1 0 , ,

где M E2

2ξ ξ{ } = { } для случайной величины x ∈ ¡, случайный двоичный вектор q q q Vs
s= ( ) ∈1, ,  рав-

номерно распределен.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Используем обозначения доказательства теоремы 2. Как отмечалось в указан-

ном доказательстве, ∆h r +( )1  есть удельная энтропия цепи Маркова порядка r с заданным распре-
делением r +( )1 -грамм, поэтому при r ≥ s эта разность равна удельной энтропии марковской альтер-
нативы H1 порядка s, а при r < s – удельной энтропии проекции ℘ ( )→s r H1 . Разность ln h2 1− +( )∆ r  
равна дивергенции Кульбака – Лейблера между чисто случайной цепью Маркова (гипотеза H0) и проек
цией ℘ ( )→s r H1 . При малых d для s = r эта дивергенция асимптотически эквивалентна [3] величине 
1

2
δ δq q Iq q

q q V s
( ) ′( ) ′

′ ∈
∑ ,

,

, где I
s s

∈ ×
¡

2 2  – информационная матрица Фишера цепи Маркова порядка s от-

носительно параметра d в точке d ≡ 0. Матрица I диагональна [4] со всеми диагональными элемента-
ми Iq q

s
, ,≡ −

2
2  откуда получаем соотношение (10) для L > s. Ортогональный проектор ℘ →→s r

s rT T:  
относительно единичной с точностью до множителя матрицы Фишера I действует на функцию δ q( ) 
усреднением по qr + 1, …, qs при фиксированных q1, …, qr:

℘ ( ) = → ( ) = ( ){ }→s r
r

r rV q q q q qδ δ δ δ� � � … …: , , , E , , ,1 1

откуда по аналогии со случаем r = s при r < s получаем
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lim ln h lim M , , ,
n n rn r n q q

→ ∞ → ∞
− +( )( ) = ⋅ ( ){ }2 1 2 2 1∆ � …δ

что эквивалентно соотношению (10) для L ≤ s. Лемма доказана.
Следствие. Пусть марковская альтернатива H1 порядка s ≥ 0 контигуально сближается с нулевой 

гипотезой H0. Тогда величина (6) в обозначениях леммы 1 имеет вид

	 l
ω

ω ρ= =−
{ }

=
∑4

1

0

L
r s i

i

r

L
,

min ,
. 	 (11)

Величина (8) соответствует выражению
	 l ρ= −{ }4

1min ,
.s L 	 (12)

Д о к а з а т е л ь с т в о. С использованием тождества (10) выражение (12) прямо получается из пара-
метра нецентральности (8), а выражение (11) – из параметра нецентральности (6), представленного как 
деленная на L частичная сумма левых частей тождества (10). Следствие доказано.

Таким образом, для вычисления асимптотической вероятности ошибки второго рода МДРН L( )-теста 
и МДРП L( )-теста при контигуальном сближении марковской альтернативы H1 с нулевой гипотезой H0 
нужно вычислить асимптотическое значение параметра нецентральности l и подставить его в форму-
лу (4). В тех простых случаях, когда марковская альтернатива H1 допускает явное выражение функции 
h L( ), значение l для обоих тестов может быть вычислено непосредственно по формулам (6) и (8). 
В общем случае следует использовать формулы (11) и (12). Приведем примеры вычисления параметра 
нецентральности l обоими способами.

Рассмотрим альтернативу H1, представляющую собой цепь Маркова порядка s с одной частичной 
связью MC s, 1( )  [6], так что переходная вероятность P x x xt t t s

xt s={ } = + −( )− −
−0

1

2
11, , δ  зависит 

только от xt – s, d – малое отклонение ( ).δ 1  Тогда цепь Маркова xt{ } распадается на s независимых 

цепей Маркова первого порядка xst k t+ ∈{ }
¢

, k = 1, …, s, члены которых чередуются в  xt{ }. К отрезку 

x xL1, ,  длины L последовательности xt{ } применим взаимно однозначное (а следовательно, сохраняю-

щее энтропию) преобразование x x y yL L1 1, , , , , ( ) → ( )  где yi = xi при i ≤ s и yi = xi ⊕ xi – s при i > s. Не-

трудно видеть, что yi{ } независимы в совокупности, причем P yi ={ } =0
1

2
 при i ≤ s и P yi ={ } = +0

1

2
δ 

при i > s. Таким образом,

h H , , H , , H
ln , ,

l
L x x y y y

L L s

sL L i
i

L

( ) = { }( ) = { }( ) = { }( ) =
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=
∑Λ Λ Λ1 1
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2
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где удельная энтропия 

h ln ln ln
∗ = − +




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


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− −
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


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= − +1
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1

2

1

2

1

2
2 2

2δ δ δ δ δ OO δ4( ).
Отсюда при L ≤ s имеем l = 0 (неразличимость гипотез  H0 и  H1) как для МДРН(L)-теста (форму-

ла  (6)), так и  для МДРП L( )-теста (формула  (8)). При L > s для МДРН(L)-теста l k= −





4 1
s
L

, для  

МДРП L( )-теста l = 4k, где k δ=
→ ∞

lim .
n

n 2  Эти формулы верны и в случае s = 0, когда марковская альтерна-
тива MC 0 1,( ) превращается в схему независимых испытаний Бернулли (на рис. 1–5 обозначена как Ber).

Теперь рассмотрим альтернативу H1, представляющую собой цепь Маркова порядка s с почти идеаль-
ными переходными вероятностями, нарушенными только для одной из 2s предысторий:

P x x x
x x

x x
t t t s

t t s

t t s
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− −

− −

− −
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1

2
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где � � … �= ( ) ∈1, , s
sV  – некоторая выделенная «плохая» предыстория. В этом случае функция (5) при-

нимает вид δ δq q( ) = ⋅ ={ }1  . Для вычислений согласно лемме 1 полагаем q чисто случайным двоичным 
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Подстановка найденных выражений в формулы (11) и (12) дает значения l для МДРН L( )-тестов 
и МДРП L( )-тестов соответственно.

Численные примеры
На рис. 1–5 приведены графики зависимости вероятности ошибки второго рода b МДРН L( )-теста 

и МДРП L( )-теста от размера выборки n и от параметра d отклонения марковской альтернативы H1 от 
нулевой гипотезы H0. Для вычислений применялась формула (4) с подстановкой значений параметра 
нецентральности l, найденных по формулам (6), (8), (11), (12). Оценки сверху для используемой в со-
отношении (4) функции F

dc l,
2 ⋅( ) приведены в [7]. Вычисление этой функции встроено во многие среды, 

например в Python и Wolfram.

Рис. 1. Зависимость вероятности ошибки второго рода b 
от размера выборки n для теста Monobit (МДРН(1)): 

H1 = Ber, a = 0,01, δ ∈{ }0 005 0 01 0 02, , , , ,

Fig. 1. Type II error probability b plotted against the length n  
of the binary sequence for the Monobit test:  
H1 = Ber, a = 0.01, δ ∈{ }0 005 0 01 0 02. , . , .
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Рис. 2. Зависимость вероятности ошибки второго рода b 
от параметра d для теста Monobit (МДРН(1)): 

H1 = Ber, a = 0,01, n ∈{ }1000 5000 10 000 50 000, , ,

Fig. 2. Type II error probability b plotted  
against the parameter d for the Monobit test:  

H1 = Ber, a = 0.01, n ∈{ }1000 5000 10 000 50 000, , ,

Рис. 3. Зависимость вероятности ошибки второго рода b 
от размера выборки n для теста МДРН(4):  

H1 3 1= ( )MC , ,  a = 0,01, δ ∈{ }0 005 0 01 0 02, , , , ,

Fig. 3. Type II error probability b plotted against the length n of the binary sequence  
for the test of multidimensional discrete uniformity by non-overlapping 4-tuples:  

H1 3 1= ( )MC , , a = 0.01, δ ∈{ }0 005 0 01 0 02. , . , .
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Рис. 4. Зависимость вероятности ошибки второго рода b 
от размера выборки n для теста МДРП(4):  

H s1 1= ( )MC , , 0 ≤ s ≤ 3, a = 0,01, δ ∈{ }0 005 0 01 0 02, , , , ,

Fig. 4. Type II error probability b plotted against the length n of the binary sequence  
for the test of multidimensional discrete uniformity by overlapping 4-tuples:  

H s1 1= ( )MC , , 0 ≤ s ≤ 3, a = 0.01, δ ∈{ }0 005 0 01 0 02. , . , .

Рис. 5. Зависимость вероятности ошибки второго рода b 
от размера выборки n для тестов МДРП(4), МДРП(5) и МДРН(4):  

H1 3 1= ( )MC , , a = 0,01, d = 0,005

Fig. 5. Type II error probability b plotted against the length n of the binary sequence  
for the tests of multidimensional discrete uniformity by overlapping 4-tuples (МДРП(4)),  

by overlapping 5-tuples (МДРП(5)), and by non-overlapping 4-tuples (МДРН(4)):  
H1 3 1= ( )MC , , a = 0.01, d = 0.005
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УДК 519.217.2

МОНОТОННОСТЬ ВЕРОЯТНОСТЕЙ СОСТОЯНИЙ  
СЛУЧАЙНОГО БЛУЖДАНИЯ НА КОНЕЧНЫХ РЕШЕТКАХ

А. О. ЗАДОРОЖНЮК1)

1)ЭПАМ Системз, ул. Академика Купревича, 1, корп. 1, 220141, г. Минск, Беларусь

Рассматриваются два способа упорядочить вершины графа относительно некоторой его фиксированной вер-
шины, связанных со случайными блужданиями на нем. Первый способ – порядок вершин в соответствии с ве-
роятностью того, что случайное блуждание фиксированной длины закончится в каждой из них. Исследуемое 
в этой части блуждание является «ленивым», т. е. вместо очередного шага может оставаться на месте. Выделен 
класс графов, для которых такой порядок совпадает со слабым порядком по геодезическим расстояниям до соот-
ветствующих вершин. Приведены примеры представителей данного класса – n-мерные решетки. Второй способ 
упорядочивания – резисторные расстояния до выбранной вершины. Для класса графов установлена пара вершин, 
между которыми достигается максимальное по всему графу резисторное расстояние. Приведены примеры пред-
ставителей этого класса, включая n-мерные решетки.

Ключевые слова: случайные блуждания; резисторное расстояние; решетки.
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MONOTONICITY OF RANDOM  
WALKS’ STATES ON FINITE GRIDS

A. O. ZADOROZHNUYK a

aEPAM Systems, 1 Akademika Kupreviča Street, 1 building, Minsk 220141, Belarus

In this paper two ways to order the nodes of a graph with respect to an arbitrary node are considered, both connected to 
random walks on the graph. The first one is the order according to probabilities of states of a random walk of fixed length 
started in that arbitrary node. The walks considered here are lazy walks – instead of making a step they are allowed to stay 
in the same node. A class of graphs, where such order the corresponds to the weak order by geodesic distances, was found. 
Square and toric n-dimensional grids are shown to be instances of this class. The second way of ordering is resistance 
distance to a fixed node. For another class of graphs, a pair of vertices with maximal resistance distance between them is 
established. Grids are again shown to be an example of graphs belonging to this class. 

Keywords: random walks; resistance distance; grids.
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Введение
Резисторное расстояние – метрика на графе, полезная для описания его кластерной структуры при 

анализе распространения информации [1; 2]. Его можно сопоставить с сопротивлением электрической 
цепи, соответствующей графу, где каждое ребро – это резистор. В отличие от геодезического расстояния 
резисторное расстояние зависит в большей степени от количества разных путей между вершинами, и гео-
дезические расстояния мало что позволяют сказать о резисторных расстояниях. Однако для их исследо-
вания оказываются полезными изопериметрические неравенства [1; 3; 4].

Резисторные расстояния в графе можно анализировать не только путем соотнесения их со значениями 
сопротивлений в соответствующей электрической цепи, но и с помощью случайных блужданий. Так, 
резисторное расстояние между парой вершин пропорционально времени доступа – количеству шагов, 
которое сделает блуждание, прежде чем первый раз попадет из одной вершины в другую.

Случайные блуждания на графах Кэли симметрической группы и групп Коксетера были исследованы 
М. Бернштейн [5] и Г. Уайтом [6] соответственно. В частности, ими определено, как упорядочены вероят
ности того, что блуждание на n-м шаге окажется в  каждой из вершин. На основе использовавшегося 
в указанных работах метода в настоящей статье устанавливается упорядоченность для другого класса 
графов, представителями которого являются в том числе решетки.

Что касается монотонности резисторных расстояний, то для ее исследования, как правило, не под-
ходят точные формулы, хотя они и известны [7]. Знание формулы для точного значения оказывается 
полезным в редких случаях, таких как графы химических соединений [8; 9]. В [10] для класса графов 
определяется вершина с максимальным резисторным расстоянием относительно заданной вершины. 
В настоящей работе этот подход адаптируется так, чтобы параметрами были сразу две вершины вместо 
одной, и определяются пары вершин графа с максимальным сопротивлением между ними. 

Случайные блуждания и слабый порядок
Случайное блуждание на графе – процесс перемещения по вершинам графа. Начавшись в некоторой 

вершине, блуждание на каждом шаге переходит в одну из смежных с текущей вершин с вероятностью, 
пропорциональной весу соединяющего их ребра. В данной статье рассматриваются невзвешенные гра-
фы, поэтому переходы в каждую из соседних вершин равновероятны. Блуждания, которые исследуются 
далее, называются «ленивыми», поскольку на каждом шаге они могут остаться в текущей вершине 
с той же вероятностью, что и совершить переход в каждую из соседних вершин.

Введем частичный (слабый) порядок на графе G относительно некоторой его вершины v: будем го-
ворить, что w ≤ v u, если существует кратчайший путь из v в u, который содержит w. 

Как показано в [6], для графов Кэли групп Коксетера верно следующее: для любого n и любых вер-
шин w we≤ ′ вероятность того, что блуждание длины n, начавшееся в e, закончится в w, не меньше, чем 
вероятность того, что оно закончится в  ′w . Для доказательства данного факта рассматриваются блуж-
дания длины n, заканчивающиеся в каждой из двух смежных вершин, и строится инъекция множества 
путей до большей вершины во множество путей до меньшей вершины. Эту же идею мы применим 
в настоящей статье для исследования блужданий на решетках, но не ограничиваясь инъекциями, для 
построения которых используются свойства графов Кэли.

Граф G будем называть монотонным, если для любой его вершины v выполняется условие: для ∀ ∈n ¥ 
и любых двух смежных вершин w ≤ v u существует инъекция множества P u( ) путей длины n между v и u во 
множество путей P w( ) длины n между v и w, обладающая следующим свойством: если в пути p u P u( ) ∈ ( ) 
равны i-я и  i +( )1 -я вершины, то и в соответствующем ему пути p w P w( ) ∈ ( ) эти вершины равны.

Теорема 1. Пусть G = G1 × G2 × … × Gm , где все графы Gi монотонны. Тогда для любых v ∈ G, n ∈  
и таких w, w w G, ′ ∈ , что w wv≤ ′, вероятность того, что случайное блуждание длины n заканчивается в  ′w, 
не больше, чем вероятность того, что оно заканчивается в w.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем координаты на графе G (каждому Gi будет соответствовать одно измере-
ние). Вершины графов Gi пронумеруем произвольно (нам достаточно просто отличать их друг от друга). 
Таким образом, вершина x x x xm= ( )1 2, , ,  является произведением вершин с номерами xi из графов Gi. 

Заметим, что расстояния в G выражаются через расстояния в Gi: d x y d x yG G i i
i

m

i
, , .( ) = ( )

=
∑

1

Начнем с рассмотрения случая, когда w и  ′w  смежны. Их координаты совпадают во всех измерениях, 
кроме одного. Обозначим их w w wk m1, , , , ( ) и  w w wk m1, , , , . ′( )  Блуждание v a a wn, , , ,′ ′ ′−2 1  на 
графе G будем рассматривать покоординатно. Так, его компонента, относящаяся к k-й координате, – это 
блуждание длины n в монотонном графе Gk , заканчивающееся в  ′wk . Для таких блужданий существует 
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инъекция во множество блужданий длины n, заканчивающихся в wk. Тогда, чтобы получить инъекцию 
для блужданий в графе G, все координаты вершин в них, кроме k-й координаты, оставляем нетронуты-
ми, а для k-х координат применяем упомянутую инъекцию на графе Gk . Убедимся, что полученные таким 
образом последовательности v a a wn, , , ,2 1 −  неразрывны и могут считаться блужданиями. Каждая пара 
соседних вершин ′ai , ′+ai 1 блуждания отличается максимум одной координатой. Если это k-я коорди-
ната или ′ = ′+a ai i 1, то смежность ai, ai + 1 следует из смежности ai, k , ai + 1, k в графе Gk . Если же ′ai , ′+ai 1 
отличаются какой-то другой j-й координатой, то они и продолжат отличаться только ею, потому что мы 
потребовали от инъекции на графе Gk , чтобы из ′ = ′+a ai k i k, ,1  следовало a ai k i k, , .= + 1

Для несмежных вершин w wv≤ ′ инъекцию получим как композицию всех инъекций на кратчайшем 
пути из ′w  в w. 

В качестве примера монотонных графов приведем Cm и Pm. В данном случае пронумеровать верши-
ны, задавая координаты, для удобства можно по порядку, а не случайным образом. Будем рассматривать 
только отображения для смежных пар вершин, поскольку остальные являются их композицией. Не те-
ряя общности, будем считать, что вершина, из которой начинается блуждание в Cm, имеет координа-
ту 0, и мы отображаем множество блужданий P x +( )1  во множество P x( ). Также будем полагать, что 
вершина белая, если она ближе к x, чем к x + 1, и черная, если наоборот. Тогда, если m четное, есть два 

ребра, соединяющих вершины разных цветов: x x, +( )1  и  x m x m+ + +



2

1
2

, . Будем называть эти ребра 

серыми. Если же m нечетное, то вместо ребра x m x m+ + +



2

1
2

,  имеем серую вершину x m+ + 1

2
. Для 

блуждания 0, a2, …, an – 1, x + 1 строим отображение следующим образом. Находим последнюю такую 
вершину aj , что она либо сама является серой, либо лежит на белом конце серого ребра. Для i ≤  j задаем 
отображение как l a ai i( ) = , а для i  >  j – как l a x a mi i( ) = − +( )2 1 mod . Можно убедиться, что данное ото-
бражение меняет местами концы серых ребер, а также вершины, смежные с серой вершиной. Поэто-
му aj смежна с l a j +( )1  (или равна ей), и в результате мы действительно получим случайное блуждание 
длины n, которое заканчивается в вершине 2 1 1x x m x− +( ) +( ) =mod .

Теперь рассмотрим Pm. Пусть вершина, где начинается блуждание, имеет номер k. Не теряя общности, 
будем строить отображение множества блужданий P x +( )1  во множество P x( ), где x ≥ k. В данном 
случае мы имеем единственное серое ребро – x x, .+( )1  В блуждании 0, a2, …, an – 1, x + 1 определим 
последнюю вершину aj = x, являющуюся белым концом серого ребра. Для i ≤ j зададим отображение 
как l a ai i( ) = , для i > j – как l a ai i( ) = − 1. Получившийся путь остается непрерывным, так как l a l x x l aj j+( ) = +( ) = = ( )1 1 .

l a l x x l aj j+( ) = +( ) = = ( )1 1 .

Имея эти отображения, мы можем использовать теорему 1 на произведениях циклов и цепей. В част-
ности, заключаем следующее.

Следствие 1. Пусть граф G – m-мерная решетка (торическая в случае произведения циклов или 
квадратная в случае произведения цепей). Для любых v ∈ G, n ∈  и таких w, w w G, ′ ∈ , что w wv≤ ′, ве-
роятность того, что случайное блуждание длины n заканчивается в  ′w, не больше, чем вероятность 
того, что оно заканчивается в w.

Была предпринята попытка доказать аналогичное свойство для треугольной решетки (рис. 1), но, 
как оказалось, она не обладает подобной монотонностью. 

Вычисления на решетке для n = 5, например, показывают, что блуждание, начавшееся в вершине v, 
отмеченной выколотой точкой (рис. 2), через три шага будет в вершине w с вероятностью ≈ 0,124, а в са-
мой вершине v с вероятностью ≈ 0,118, в то время как v ≤ v w.

Экстремальность резисторных расстояний
Резисторное расстояние – метрика, значение которой соответствует сопротивлению между верши-

нами в электрической цепи, построенной по образу графа, где ребра – единичные резисторы, одна из 
двух рассматриваемых вершин – источник, а другая – сток. Законы Кирхгофа позволяют построить 
систему уравнений для потенциалов в вершинах графа, решив которую по закону Ома можно найти 
и само сопротивление. Впрочем, даже для относительно небольших графов вычисление значений со-
противлений с помощью этой системы – достаточно трудоемкий процесс, и при исследовании свойств 
резисторного расстояния часто оказывается удобнее обходиться без него.
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Сопротивление связано со случайными блужданиями. Величина, равная математическому ожида-
нию числа шагов, которое потребуется «неленивому» блужданию, начавшемуся в вершине a, чтобы 
впервые достигнуть вершины  b, называется временем доступа, она пропорциональна резисторному 
расстоянию R a b,( ) с коэффициентом, равным числу ребер в графе.

Начнем с исследования положения в графе вершин, сопротивление между которыми максимально. 
Ниже будет продемонстрировано, что максимальное сопротивление достигается между наиболее уда-
ленными друг от друга вершинами для таких графов, как, например, решетки и торы. Интуитивно может 
показаться, что тот же принцип будет действовать в общем случае, но это не так. Например, рассмотрим 
граф на рис. 3. Его диаметр 4, и единственная пара вершин с таким расстоянием между ними – это v и u. 
Сопротивление R u v, , ,( ) ≈ 0 44  в то время как R x w, , ,( ) ≈ 0 56  а R x y, , .( ) ≈ 1 11

Вернемся к  торам и  решеткам, для которых интуитивное предположение оказывается верным. 
На графе G V E, ,( )  содержащем N вершин, введем функцию 

f x x x xN i j
v v Ei j

1

2

, ,

,

( ) = −( )
( ) ∈

∑

(значение xi соответствует вершине vi ). Согласно [10] 

Рис. 1. Треугольная решетка
Fig. 1. Triangular grid

Рис. 2. Вероятности достижения  
каждой из вершин блужданием длины 3

Fig. 2. Probabilities for each node  
to be reached by a random walk of length 3

Рис. 3. Пример пары вершин  
с максимальным расстоянием и немаксимальным сопротивлением 

Fig. 3. Example of a pair of nodes  
with maximal distance but not maximal resistance between them
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1 0
1R a b

f x x
x x x N
i a b,

inf , , .
, ,( ) = ( )

∈ = =�
…

Причем инфимум в левой части достигается в стационарной точке функции  f, координаты которой 
являются потенциалами в соответствующих вершинах сети. 

Граф H, для которого существует такой порядок v vN1, ,( ) вершин, что для любого набора чисел 
x1 ≤ … ≤ xN и любой его перестановки σ

f x x f x xN N1 1
, , , , , ( ) ≤ ( )( ) ( )σ σ

будем называть упорядоченным. Следующая теорема – улучшенная версия теоремы 4 работы [10]: в ней 
сопротивление максимизируется сразу по двум вершинам упорядоченного графа, а не по одной.

Теорема 2. Пусть граф H упорядоченный. Тогда для любого связного графа G резисторное расстоя
ние R a v b vi j, , ,( ) ( )( ) в графе G × H максимально при i = 1,  j = N.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ′{ } ∈ ×uw w G H  – потенциалы в вершинах при условии, что потенциал в источ-
нике a vi,( ) равен нулю, а потенциал в стоке b vj,( ) равен единице. Тогда если нам удастся показать, что сис

тема потенциалов uw w G H{ } ∈ × , где u a v, ,
1

0( ) =  а u b vN,
,( ) = 1  такова, что f u f uw w G H w w G H{ }( ) ≤ ′{ }( )∈ × ∈ × , 

то и теорема будет доказана. 
Заметим, что, поскольку в точках-потенциалах достигается инфимум  f, необязательно нужно исполь-

зовать реальные значения потенциалов, достаточно придумать любой набор чисел xw w G H{ } ∈ × , соответ-
ствующих вершинам, где 0 и 1 соответствуют a v, 1( ) и  b vN, ,( )  для которого выполнялось бы неравен-

ство f x f uw w G H w w G H{ }( ) ≤ ′{ }( )∈ × ∈ × .

Для каждой вершины c v G Hk,( ) ∈ ×  зададим потенциалы u uc v c vN, ,
, ,

1( ) ( )  как ′ ′( ) ( )u uc v c vN, ,
, , ,

1
  упо-

рядоченные по возрастанию. Заметим, что при этом действительно получается u a v, ,
1

0( ) =  а u b vN,
.( ) = 1  

Покажем, что по сравнению с предыдущей системой значение  f  не увеличилось.
Рассмотрим граф H, ассоциированный с вершиной c ∈ G. Числа в нем теперь упорядочены в соот-

ветствии с порядком, заданным на самом графе, а значит,  f  на нем не превосходит  f  исходного графа. 
Далее перейдем к ребрам, соединяющим два графа H в G × H. Воспользуемся транснеравенством: 

для наборов x1 ≤ … ≤ xN и y1 ≤ … ≤ yN и перестановки N чисел σ верно 

x y x yk k
k

N

k k
k

N
−( ) ≤ −( )

=
( )

=
∑ ∑2

1

2

1

σ .

После произведенного нами упорядочивания числа в вершинах любых двух графов H из G × H пред-
ставляют собой как раз такие одномонотонные наборы, а значит,  f  на них не больше, чем  f  исходного 
графа. Итак, требуемая система построена. Теорема доказана. 

С помощью этой теоремы может быть доказан и более общий результат (более слабая версия также 
приведена в [10]).

Теорема 3. Пусть G – декартово произведение упорядоченных графов Hi . Противоположными бу-
дем называть вершины v v vn= ( )1, ,  и w w wn= ( )1, , ,  где существует такой порядок на каждом Hi , 
что vi и wi – первая и последняя вершины в нем соответственно. Тогда максимальное сопротивление 
на G достигается на паре противоположных вершин.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем рассматривать H1 с  порядком вершин v v N1 1 1, ,, ,( )  как H из теоре-

мы 2, а остальную часть произведения как G. Тогда для любых i, j, a, b верно R v a v b R v a v bi j N1 1 1 1 1, , , ,, , , , , , ,( ) ( )( ) ≤ ( ) ( )( )
R v a v b R v a v bi j N1 1 1 1 1, , , ,, , , , , , ,( ) ( )( ) ≤ ( ) ( )( )  и пара вершин с максимальным сопротивлением – это v1 1, ,( ) и  v N1, , .( )  Ана-

логично можно рассматривать как H любой из графов Hi. В конце концов везде будут выбраны первая 
и последняя (в соответствии с порядком на Hi ) вершины.

Следствие 2. Если G – произведение полных графов, цепей и циклов, то максимальное сопротивле-
ние в нем достигается на паре самых удаленных друг от друга вершин.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно [10] цепь и цикл – упорядоченные графы. Порядок вершин цепи со-
впадает с тем, в котором они соединены в этой цепи. Вершины цикла CN , пронумерованные по кругу, 
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можно упорядочить как v v v v vN N1 2 3 1, , , , , .−( )  Для вершин полного графа подойдет любой порядок. 
Таким образом, противоположными в этом графе являются вершины, расстояние между которыми мак-
симально. 

Для n-мерного куба можно пойти дальше и с помощью теоремы 2 доказать монотонность сопротив-
лений относительно геодезических расстояний. 

Утверждение. Пусть v, u, w – такие вершины n-мерного куба, что для геодезических расстояний 
между ними верно d v u d v w, , .( ) ≤ ( )  Тогда R v u R v w, , .( ) ≤ ( )

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем задавать вершины куба через n-мерные векторы, состоящие из нулей 
и единиц. Поскольку куб – вершинно-транзитивный граф, можем зафиксировать v = ( )0 0, , .  Кроме 
того, для любых вершин u  и  w, находящихся на одном и том же расстоянии k от v, существует автомор-
физм куба, переводящий u  в  w и оставляющий v на месте, – это перестановка координат вектора, задаю
щего вершину, которая возможна благодаря тому, что количество единиц в векторах для u и w одина-
ково. Таким образом, R v u R v w, , ,( ) = ( )  если d v u d v w, , ,( ) = ( )  и в дальнейшем при сравнении вершин 
с разными расстояниями до v можно без потери общности рассматривать любую пару таких вершин.

Очевидно, что если u = v, то из d v u d v w, ,( ) ≤ ( )  следует 0 = ( ) ≤ ( )R v u R v w, ,  (как метрика, рези-
сторное расстояние неотрицательно). Пусть теперь d v u k, ,( ) =  d v w k, ,( ) = + 1  0 < k < n. В качестве u 

выберем вершину 1 1 0 0 0, , , , , , ,…��� …
k











 в качестве w – вершину 1 1 0 0 1, , , , , , .…��� …
k











 Теперь обратимся 

к теореме 2. Граф G – это n −( )1 -мерный куб, который задается первыми n – 1 координатами, за H = P2 

отвечает последняя координата, a
n

=












−

0 0

1

, , ,…��� ��  b
k n k

=












− −

1 1 0 0

1

, , , , , .…��� …��� ��  Таким образом, получаем, что 

R v u R v w, , .( ) ≤ ( )  Учитывая, что это верно для всех k от 1 до n – 1, можем построить цепочку нера-
венств, в которой пары вершин по сопротивлениям будут упорядочены так же, как по расстояниям.

В целом, однако, резисторное расстояние является мерой скорее количества путей между верши-
нами, чем их длины, и подобное соответствие между ним и геодезическим расстоянием – довольно 
неестественное свойство. Даже для менее элементарных вариантов решеток и торов этого не наблю-
дается. На рис. 4 приведена развертка тора C5 × C12 с сопротивлениями между одной фиксированной 
вершиной (выколотая точка) и всеми остальными вершинами (значения округлены до третьего знака). 
Можно заметить, например, что вершины со значениями сопротивлений 0,742 и 0,698 находятся на рас-
стояниях 2 и 3 от выколотой точки соответственно.

На рис. 5 приведен пример немонотонности для решетки, где, в частности, сопротивлениям 1,451 
и 1,510 соответствуют расстояния 5 и 3.

Рис. 4. Сопротивления в C5 × C12

Fig. 4. Resistances in C5 × C12
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Заключение
В работе получены следующие результаты.
1. Выделен класс графов, для которых вероятности того, что случайное блуждание фиксированной 

длины закончится в данной вершине, упорядочены в соответствии со слабым порядком вершин по гео-
дезическим расстояниям. 

2. Для класса графов установлена пара вершин, между которыми достигается максимальное по всему 
графу резисторное расстояние. 
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ВЕРОЯТНОСТНАЯ МОДЕЛЬ МАРШАЛЛА  –  ОЛКИНА ,  
ПОРОЖДЕННАЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ ТЕЙССЬЕ,  
ДЛЯ ОПИСАНИЯ ДАННЫХ ВРЕМЕНИ ЖИЗНИ

Дж. Т. ЭГВЕРИДО1)

1)Федеральный университет нефтяных ресурсов в Эффуруне, шт. Дельта, Нигерия

Точность математических выводов зависит от плана эксперимента и принятой модели. В настоящем исследо-
вании для описания данных времени жизни использовано обобщенное распределение вероятностей Маршалла – 
Олкина, порожденное распределением Тейссье. Характеристики предложенной модели изучены и представлены 
в завершенной форме. Показано, что в частных случаях интенсивность отказов может иметь формы J и U, убы-
вать и возрастать. Представлены результаты имитационного моделирования с использованием метода Монте-
Карло для различных конфигураций параметров при меняющихся размерах выборки. На основании полученных 
результатов имитационного моделирования и проведенного анализа качества соответствия модели реальным дан-
ным времени жизни установлено, что исследованная в работе модель является гибкой, хорошо интерпретируемой 
и применимой в сравнении с другими двухпараметрическими распределениями вероятностей.

Ключевые слова: распределение Гомперца; распределение Маршалла – Олкина; распределения, порожденные 
распределением Тейссье; распределение Тейссье.
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THE MARSHALL  –  OLKIN TEISSIER  
GENERATED MODEL FOR LIFETIME DATA

J. T. EGHWERIDOa

aFederal University of Petroleum Resources Effurun, Delta State, Nigeria

An accurate mathematical inference depends on the experimental design and the model adopted in the process. Thus, in 
this study Marshall – Olkin Teissier generated distribution was used to present the distribution of the true nature of lifetime 
data. The characteristics of the proposed model were examined in a closed form. The behaviour of the new model indicated 
that the hazard rate of the submodels could be J- and U-shaped, decreasing and increasing. Monte Carlo simulations were 
presented for different configurations of parameters with varying sizes. The results of the simulation and goodness-of-fit of 
the real lifetime data show that the Marshall – Olkin Teissier generated model is flexible, tractable and applicable when 
compared to some classical two parameters distributions.
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Introduction
An accurate mathematical conclusion is drawn when an accurate, flexible and applicable statistical dis-

tribution is used to express the true nature of the data set obtained from the scenario. However, many statistical 
distributions have been used in the fields of survival analysis, quality control, reliability theory, ecology, econo
mics, medical sciences, actuarial science and others in modelling the behaviour of lifetime processes. Of utmost 
importance is the use of probability in ascertaining the quality, quantity and control of random processes. This 
is the result of the inherent stochastic nature of random processes. Thus a classical probability generator is 
a probability distribution that can generate several other recent probability densities.

The Teissier distribution is one of the statistical distributions with a parsimonious parameter like the expo-
nential distribution in modelling lifespan scenarios and mean residual life functions with Gompertz, exponen-
tial and Weibull characteristics in modelling stochastic processes. Thus the Teissier model has been used in 
modelling failure and mortality from wear and ageing [1]. The Teissier distribution has an inherent monotone 
increasing function. However, lifetime processes are increasing non-monotone in nature (see [2– 4]). Hence, 
there is a need to extend the classical Teissier distribution to account for the pitfall of the constant failure rate 
embedded in the Gompertz, Weibull and exponential distributions in modelling stochastic processes. The Teis-
sier distribution does not account for a non-monotone increasing hazard rate such as the unimodal failure rates 
and the U-shaped rates that are commonly encountered in medical sciences, reliability theory, stochastic pro-
cesses, thanatology and genealogy. Thus there is an urgent need to improve the Teissier distribution so that it 
can reflect the non-monotone increasing feature.

However, adding additional parameters to the existing classical statistical distribution has helped to im-
prove the flexibility of many statistics models. Thus providing a very rich satisfactory statistical inference is 
germane to making good and reliable decisions. One of such interesting methods in stochastic modelling is the 
Marshall – Olkin model [5].

Nevertheless, for a random variable W and parameter µ the probability density function (PDF) of the Mar-
shall – Olkin is specified as 

	 f w
g w

G w
w, , ,µ

µ

µ
µ( ) = ( )

− ( ) 
> >

1

1 0.
2

	

The cumulative distribution function (CDF) of the Marshall – Olkin generated model is designated as 

	 F w
G w
G w

w, , , ,µ
µ
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where g w
dG w
dw

, µ( ) = ( ) is the baseline and parent PDF, µ µ= −( )1  and G w G w( ) = − ( )( )1  with the CDF G w( ). 
Thus, the transformed transformer (T – X ) method [6] of generating a flexible family of classical distribution with 
a link function − − ( ) log 1 G w  can be adopted to obtain the Teissier generated family as the PDF and the CDF as 

	 g w m w M w M w e M w( ) = ( ) − ( )( ) − ( )  −( ) >
− +( ) − − − ( )( )−β β

β β β
1 1 1
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and 

	 G w M w e M w( ) = − − ( )( ) >
− − − ( )( )−
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1 1β β
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where m w( ) and M w m w dw( ) = ( )∫  are the parent classical distribution PDF and CDF.
The development of a generalised family of distribution models that provides a parameterised mathematical 

function, a simple and efficient algorithm for the parameter estimation of data sets of various characteristics, 
has become an interest to researchers. Thus several Marshall – Olkin methods of adding parameters in the 
researched studies such as [7; 8–15] and alpha power Teissier in [16] were examined.

In this article the Marshall – Olkin Teissier (MT) generator is introduced with the prefix MT to improve 
the performance and flexibility of the parsimonious Teissier distribution. The MT generated model hazard rate 
function could be J- and U-shaped, decreasing and increasing in nature. Thus the proposed model extends 
and pushes forward the frontier of knowledge in many applied areas in statistics. However, few methods of 
improving the Teissier distribution has been in the existing literature. These methods include the Teissier dis-
tribution proposed in [17], the exponentiated Teissier distribution proposed by [18] and the bivariate Teissier 
distribution proposed by [19].



48

Журнал Белорусского государственного университета. Математика. Информатика. 2022;1:46–65
Journal of the Belarusian State University. Mathematics and Informatics. 2022;1:46–65 

The Marshall – Olkin Teissier generated distribution
Let W be a random variable for w ∈ ℜ. Then the PDF and CDF of the MT generated distribution can be 

defined as 
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where m w
dM w
dw

( ) = ( )  and M w( ) are the parent classical distribution and µ and β are the scale and threshold 

parameters respectively. The MT generated hazard rate function can take the form 
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The MT generated hazard rate is increasing function if β ≥ 1 and µ ≥ 1, while it is decreasing if β ≤ 1 and 
µ ≤ 1. It can be observed that when µ = 1, we obtain the Teissier generated family of distributions.

The quantile function of the MT generated model for a uniform interval p ∈( )0 1,  can be obtained using the 
Lambert function W that satisfies the equation W t W t t( ) = ( )( ) = ∈ − ∞[ )exp , .1  Then for 1 0− ( )( ) >

−M w β
 we 

have W p
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. Thus the quantile function of the MT generated model can be defined as 
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where W–1 is the negative branch of the Lambert function W.

Estimation
Parameter estimation. Several approaches for obtaining the parameter estimate of models have been pro-

posed in the literature. However, the maximum likelihood method is one of the most commonly employed 
methods. Hence the maximum likelihood method was employed to obtain the parameter estimate of the pro-
posed MT generated model in this section.

Let the likelihood of the MT generated model be denoted by Φ. Then the log-likelihood of Φ can be specified as 
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The parameters estimate of the MTG model can be obtained by taking the partial derivative of the log Φ and 
equating it to zero. We have 

	 ∂
∂

= −
′ ( )

( ) =
=

∑log ,

,

,Φ
µ µ

ε
ε

µn T w
T wd

k
d d

d d1

0, 	 (1)

	 ∂
∂

= − − ( )( ) +
′ ( )

( ) −
= = =

∑ ∑log
log ,

,

,

,Φ
β β

ε
ε

ε
βn M w

R w
R wd

k

d
d

k
d d

d d d1 1

1

11 1

0

k

d d
d

k
d d

d d
R w

T w
T w∑ ∑′ ( ) −
′ ( )

( ) =
=

,

,
,

,

,
β

βε
ε

ε
	 (2)

and 

	

∂
∂

=
′ ( )
( ) + +( ) ′( )

− ( )= =
∑ ∑log ,

,

,

,

Φ
ε

ε
ε

β
ε
ε

ε εm w
m w

M w
M w

d

dd

k
d

dd

k
1

1
1 1

++
′ ( )

( ) −

− ′ ( ) −
′ ( )

=

=

∑

∑

R w
R w

R w
T w
T

d d

d dd

k

d d
d

k
d d

d

,

,

,

,

,

,
,

ε

ε
ε

ε
ε

ε
ε

1

1
wwdd

k

,
.

ε( ) =
=

∑
1

0

	

(3)

However, in all cases symbol ′ represents partial derivative of the corresponding parameter estimate. Equa-
tions (1) – (3) are non-linear. Thus the model parameters in the equations can be obtained using the Newton – 
Raphson method in R [20] and MatLab.

Special model
The performance of the MT generated model is assessed using the Weibull, Gompertz and Lomax distribu-

tions. Plots of equations (4) – (9) for some selected parameter values are given in fig. 1–3. The plots in fig. 1 
show the density, hazard rate function and CDF of the MTG generated model. The plots in fig. 2 show the den-
sity, hazard rate function and CDF of the MTW generated model. More so, the plots in fig. 3 show the density, 
hazard rate function and CDF of the MTL generated model. The plots in fig. 1, a; 2, a, and 3, a, indicate that 
the MT generated model is very adaptable and flexible with the value of α having a weighty effect on the mo
del kurtosis and skewness. On the plots in fig. 1, b; 2, b, and 3, b, we observe that MTG model can be used in 
solving a variety of statistical problems in modelling reliability data, because its hazard rate function can be ex-
pressed as U-shaped, increasing, decreasing, or initially increasing, then decreasing and eventually increasing.

The MTG distribution. Suppose for a random variable X the PDF and CDF of the Gompertz distribution 

is given as m x e
x e x( ) =

− −( )ρ
θ ρ

θ
θ 1

 and M x e
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− −( )1
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θ
θ

 respectively for positive parameters ρ and θ. Then 
the PDF and hazard rate function of the MT generated model is specified as 
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General statistical properties
In this section the statistical properties of the MT generated model are discussed. However, simplification is 

carried out on the proposed model to enable the proposed model to be presented in a simple manner.
Let s < 1 and c > 0. Then the expression 1 −( )−s c can be simplified as 
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where Γ ⋅( ) is the gamma function. Thus the PDF of the MT generated family can be specified as a linear com-
bination of the Teissier generated distribution as 
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Moments. The MT generated r moment can be obtained as 
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 The mean of the MT generated model is obtained when r = 1. Various 

moments can be obtained by varying the values of r.
Probability generating function. Let w1, w2, …, wn be the random variable sampled from the MT gene

rated model. Then the MT generated probability generating function is given as 
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Probability weighted moments. The parameters and quantile of the MT generated model can be obtained 
using the probability weighted moments (PWM). Thus the MT generated PWM for r ≥ 1 and s ≥ 0 can be 
obtained as 
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However, the r moment of the reversed residual life, say D t E t W W tr
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Entropy. Entropy is the measure of uncertainty. Thus the Renyi entropy is expressed as 
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Order statistics. Let W1, W2, …, Wn be MT generated random samples of size n and W W W n1 2( ) ( ) ( )…, , ,  the 
order statistics of the processes. Then the PDF of the  j order statistic W j( ), say f wj ( ) is defined as 
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The minimum and maximum order statistics are obtained when  j = 1 and  j = n respectively.

Application
An application to demonstrate the tractability and flexibility is given in this section. The MT generated 

submodels are compared with some existing generating models of Weibull, Gompertz and Kumaraswamy. 
A simulation and real-life applications are considered in this section.
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Fig. 1. MT generated plots  
for the Gompertz model with various parameter values:  

a – MTG density; b – MTG hazard rate function; c – MTG CDF
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Fig. 2. MT generated plots  
for the Weibull model with various parameter values: 

a – MTW density; b – MTW hazard rate function; c – MTW CDF
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Fig. 3. MT generated plots  
for the Lomax model with various parameter values: 

a – MTL density; b – MTL hazard rate function; c – MTL CDF



56

Журнал Белорусского государственного университета. Математика. Информатика. 2022;1:46–65
Journal of the Belarusian State University. Mathematics and Informatics. 2022;1:46–65 

Fig. 4. Empirical estimate for the first dataset: 
a – empirical densities; b – empirical CDFs

Fig. 6. Empirical estimate for the third dataset: 
a – empirical densities; b – empirical CDFs

Fig. 5. Empirical estimate for the second dataset: 
a – empirical densities; b – empirical CDFs
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Simulation study. A simulation is used to examine the tractability, flexibility and performance of the pro-
posed model with the submodels, Gompertz, Weibull and Lomax distributions. In the simulation study the es-
timated mean estimate is denoted by ME, the bias is denoted by Bias and mean squared errors by MSE [20], 
software is used to obtain the simulation results. Random sample sizes of 5, 10, 20, 50, 100, 200, 250, 300, 
450, 500 and 600 are used. The sample sizes are replicated 6000 times for the value of the estimated parameter 
µ = 0.25, β = 1.50, ρ = 1.25 and θ = 2.00 for the Gompertz model, µ = 2.50, β = 1.60, ρ = 0.60 and θ = 0.70 for 
the Weibull model and µ = 0.50, β = 0.40, ρ = 0.70 and θ = 0.70 for the Lomax model using the quantile function. 
Table 1 shows the results of the simulation.

Ta b l e  1
The mean estimates, biases and mean  

squared errors Monte Carlo simulation results

Model n ME Bias MSE

G
om

pe
rtz

5 1.015 7, 1.188 5, 2.046 5, 1.327 5 0.015 7, 0.188 5, 0.546 5, – 0.172 5 2.238 7, 0.556 9, 1.107 6, 1.529 1
10 0.550 3, 1.281 3, 1.678 0, 1.700 2 – 0.449 7, 0.281 3, 0.178 0, 0.200 2 1.124 6, 0.487 5, 0.457 3, 0.635 1
20 0.355 4, 1.342 6, 1.493 3, 1.849 8 – 0.644 6, 0.342 6, – 0.006 7, 0.349 8 0.782 9, 0.401 3, 0.243 9, 0.384 8
50 0.259 2, 1.400 1, 1.363 9, 1.899 6 – 0.740 8, 0.400 1, – 0.136 1, 0.399 6 0.668 3, 0.331 2, 0.126 0, 0.272 1

100 0.245 6, 1.439 7, 1.307 1, 1.891 2 – 0.754 4, 0.439 7, – 0.192 9, 0.391 2 0.022 0, 0.186 2, 0.031 9, 0.109 6
200 0.243 3, 1.465 6, 1.276 3, 1.876 6 – 0.756 7, 0.465 6, – 0.223 7, 0.376 6 0.016 3, 0.177 9, 0.027 5, 0.031 6
250 0.243 7, 1.474 6, 1.267 1, 1.872 1 – 0.756 3, 0.474 6, – 0.232 9, 0.372 1 0.010 8, 0.016 2, 0.015 4, 0.024 0
300 0.242 2, 1.474 4, 1.265 7, 1.871 0 – 0.757 8, 0.474 4, – 0.234 3, 0.371 0 0.009 3, 0.014 3, 0.014 0, 0.021 0
450 0.245 2, 1.486 0, 1.256 2, 1.868 2 – 0.754 8, 0.486 0, – 0.243 8, 0.368 2 0.007 7, 0.013 4, 0.012 7, 0.017 1
500 0.247 4, 1.493 8, 1.252 1, 1.867 8 – 0.752 6, 0.493 8, – 0.247 9, 0.367 8 0.005 9, 0.009 9, 0.005 8, 0.015 8
600 0.249 5, 1.500 6, 1.247 8, 1.865 1 – 0.750 5, 0.500 6, – 0.252 2, 0.365 1 0.001 9, 0.003 7, 0.004 1, 0.013 6

W
ei

bu
ll

5 3.098 4, 1.869 2, 0.735 0, 0.724 8 2.098 4, 0.869 2, 0.235 0, 0.224 8 1.544 5, 0.315 9, 0.193 7, 0.121 1
10 3.273 1, 1.768 5, 0.596 4, 0.724 3 2.273 1, 0.768 5, 0.096 4, 0.224 3 1.410 1, 0.216 9, 0.053 7, 0.106 3
20 3.243 4, 1.714 1, 0.562 7, 0.723 8 2.243 4, 0.714 1, 0.062 7, 0.223 8 1.171 5, 0.158 3, 0.027 5, 0.091 7
50 3.036 7, 1.710 6, 0.559 0, 0.673 4 2.036 7, 0.710 6, 0.059 0, 0.173 4 0.899 0, 0.098 1, 0.016 1, 0.053 2
100 2.833 6, 1.707 0, 0.581 2, 0.644 8 1.833 6, 0.707 0, 0.081 2, 0.144 8 0.678 2, 0.072 2, 0.012 2, 0.029 2
200 2.660 1, 1.664 8, 0.607 3, 0.649 2 1.660 1, 0.664 8, 0.107 3, 0.149 2 0.469 2, 0.049 7, 0.009 2, 0.014 5
250 2.620 3, 1.650 5, 0.615 7, 0.641 2 1.620 3, 0.650 5, 0.115 7, 0.151 2 0.389 9, 0.043 2, 0.008 5, 0.012 0
300 2.508 5, 1.633 6, 0.621 1, 0.640 1 1.588 5, 0.633 6, 0.111 1, 0.150 1 0.336 4, 0.039 9, 0.007 5, 0.010 5
450 2.503 8, 1.602 3, 0.615 6, 0.669 4 1.533 8, 0.602 3, 0.135 6, 0.169 4 0.214 7, 0.029 8, 0.005 8, 0.007 4
500 2.502 4, 1.596 6, 0.604 0, 0.671 7 1.535 4, 0.596 6, 0.138 0, 0.171 7 0.194 9, 0.028 7, 0.005 4, 0.006 9
600 2.500 5, 1.585 9, 0.600 5, 0.674 5 1.523 5, 0.585 9, 0.143 5, 0.174 5 0.164 9, 0.025 5, 0.004 8, 0.006 1

Lo
m

ax

5 1.117 5, 1.866 2, 0.731 0, 0.718 8 2.117 5, 0.866 2, 0.231 0, 0.218 8 1.543 9, 0.292 8, 0.187 6, 0.115 8
10 1.263 8, 1.754 6, 0.595 5, 0.736 4 2.263 8, 0.754 6, 0.095 5, 0.236 4 1.341 7, 0.217 2, 0.055 6, 0.110 2
20 1.258 5, 1.714 8, 0.559 6, 0.723 6 2.258 5, 0.714 8, 0.059 6, 0.223 6 1.190 1, 0.156 8, 0.027 2, 0.090 8
50 1.035 0, 0.717 4, 0.557 9, 0.671 0 2.035 0, 0.717 4, 0.057 9, 0.171 0 0.927 8, 0.036 1, 0.016 3, 0.053 1
100 0.840 3, 0.709 2, 0.580 6, 0.642 0 1.840 3, 0.709 2, 0.080 6, 0.142 0 0.276 9, 0.029 2, 0.012 6, 0.027 7
200 0.671 9, 0.666 2, 0.607 9, 0.647 7 1.671 9, 0.666 2, 0.107 9, 0.147 7 0.185 2, 0.019 4, 0.009 3, 0.014 4
250 0.621 5, 0.649 0, 0.615 9, 0.652 6 1.621 5, 0.649 0, 0.115 9, 0.152 6 0.095 8, 0.013 2, 0.008 2, 0.011 3
300 0.503 0, 0.635 7, 0.621 8, 0.658 1 1.593 0, 0.635 7, 0.121 8, 0.158 1 0.042 8, 0.010 3, 0.007 7, 0.010 4
450 0.505 2, 0.505 2, 0.634 2, 0.668 0 1.545 2, 0.605 2, 0.134 2, 0.168 0 0.013 9, 0.009 6, 0.006 0, 0.007 7
500 0.500 5, 0.400 9, 0.638 5, 0.671 6 1.530 5, 0.595 9, 0.138 5, 0.171 6 0.008 6, 0.008 4, 0.005 6, 0.007 0
600 0.500 2, 0.400 2, 0.642 4, 0.675 7 1.520 2, 0.584 2, 0.142 4, 0.175 7 0.002 0, 0.005 9, 0.005 0, 0.006 2
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The bias is calculated (for X ) by 
^ ^
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Also the MSE is obtained as 
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In table 1 the performance of the proposed model is examined. The mean estimated value tends to the true 
values in all cases considered as the sample sizes increase. More so, the MSE decrease as the sample size in-
creases.

Real-life. A real-life dataset is used to illustrate the performance of the MT generated model. In the illustrations 
given the goodness-of-fit of the submodels is classified using their p-values, Kolmogorov – Smirnov (KS) 
test statistic, negative log-likelihood (log-lik), Cramér-von Mises statistic (W) and Anderson – Darling sta-
tistic (A). Figures 4 – 6 show the empirical densities and CDFs of the first, second and third dataset. Several 
models are compared with the MT generated models of Gompertz, Weibull, Frechet, Burr XII and Lomax. 
These include Gompertz – Weibull (GW), Weibull – Gompertz (WG), Gompertz – Lomax (GL), alpha power 
Gompertz (APG), Weibull – Burr XII (WB), Kumaraswamy – Burr XII (KB), Kumaraswamy – Frechet (KF), 
Kumaraswamy – Gompertz (KG), Kumaraswamy – Lomax (KL), Weibull – Frechet (WF), Gompertz expo-
nential (GE), gamma (Ga), Gompertz – Lomax and Gompertz – Burr XII (GB).

The first real data set refers to the stress-rupture life of kevlar 49 and epoxy strands subjected to constant 
sustained pressure at the 90 % stress level until all had failed. This data set was studied by [21–25]. The data 
are as follows

1.8, 1.8, 1.81, 2.02, 2.05, 2.14, 2.17, 2.33, 3.03, 3.03, 3.34, 4.2, 4.69, 7.89, 0.01, 0.01, 0.02, 
0.02, 0.02, 0.03, 0.03, 0.04, 0.05, 0.06, 0.07, 0.07, 0.08, 0.09, 0.09, 0.1, 0.1, 0.11, 0.11, 0.12, 0.13, 
0.18, 0.19, 0.2, 0.23, 0.24, 0.24, 0.29, 0.34, 0.35, 0.36, 0.38, 0.4, 0.42, 0.43, 0.52, 0.54, 0.56, 0.6, 
0.6, 0.63, 0.65, 0.67, 0.68, 0.72, 0.72, 0.72, 0.73, 0.79, 0.79, 0.8, 0.8, 0.83, 0.85, 0.9, 0.92, 0.95, 
0.99, 1, 1.01, 1.02, 1.03, 1.05, 1.1, 1.1, 1.11, 1.15, 1.18, 1.2, 1.29, 1.31, 1.33, 1.34, 1.4, 1.43, 1.45, 
1.5, 1.51, 1.52, 1.53, 1.54, 1.54, 1.55, 1.58, 1.60, 1.63, 1.64.

Table 2 shows the MLEs with standard errors in parentheses and the measures A, W, AIC, KS, negative 
log-likelihood and p-values with the stress-rupture data.

Ta b l e  2

MLEs and the test statistic for first data

Distribution Estimates Log-lik KS W A p-Value

MTW

µ̂ = 5 885 7 0 262 0. ( . )
^β = 3 288 5 0 806 2. ( . )
^θ = 1 051 3 0 776 7. ( . )

ϕ̂ = 0 4481 0 079 5. ( . )

82.56 0.003 5 0.000 3 0.001 9 0.981 4

MTG

µ̂ = 0 074 5 0 040 3. ( . )
^β = 0 220 9 0 163 9. ( . )
^θ = 0 6518 0 237 1. ( . )

ϕ̂ = 0 335 5 0 000 2. ( . )

89.41 0.005 4 0.000 8 0.002 2 0.954 8

MTE
µ̂ = 0 102 4 0 082 6. ( . )
^β = 0 581 6 0 277 0. ( . )
^θ = 0 105 8 0 098 3. ( . )

92.81 0.070 4 0.045 2 0.016 0 0.874 1

MTL

µ̂ = 0 399 0 0 165 3. ( . )
^β = 0 740 0 0 000 0. ( . )
^θ = 1 380 4 0 656 1. ( . )

ϕ̂ = 0 074 5 0 000 0. ( . )

93.28 0.090 6 0.251 0 0.353 6 0.777 5
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Distribution Estimates Log-lik KS W A p-Value

MTF

µ̂ = 0 933 8 0 069 3. ( . )
^β = 0 472 1 0 189 1. ( . )
^θ = 0 165 3 0 020 5. ( . )

ϕ̂ = 0 636 3 0 102 3. ( . )

96.08 0.093 2 0.350 3 0.501 6 0.763 9

MTB

µ̂ = 1 096 1 0 684 5. ( . )
^β = 0 066 0 0 000 0. ( . )
^θ = 1 949 9 0 000 1. ( . )

ϕ̂ = 0 521 4 0 0911. ( . )

100.00 0.099 5 0.389 4 0.602 4 0.752 2

KB

α̂ = 0 114 6 0 052 3. ( . )
^β = 0 325 4 0 097 2. ( . )
^θ = 1 4251 0 9151. ( . )

ϕ̂ = 4 566 5 1 667 9. ( . )

101.12 0.099 9 0.490 4 0.619 8 0.644 3

WG

µ̂ = 0 369 6 0 232 6. ( . )
^β = 0 690 2 0 147 4. ( . )
^θ = 2 013 9 1 214 1. ( . )

ϕ̂ = −0 492 1 0 1481. ( . )

101.15 1.002 8 0.080 5 0.737 8 0.620 5

WB

α̂ = 0 914 1 0 103 9. ( . )
^β = 0 136 9 0 0118. ( . )
^θ = 1 244 5 0 105 7. ( . )

ϕ̂ = 6 145 7 0 073 0. ( . )

102.42 1.082 1 0.141 2 0.844 3 0.503 0

KG

µ̂ = 0 792 0 0 182 9. ( . )
^β = 0 252 1 0 044 6. ( . )
^θ = 3 7911 0 302 1. ( . )

ϕ̂ = −0 027 4 0 085 2. ( . )

102.58 1.088 3 0.168 0 0.965 8 0.409 3

GL

µ̂ = 0 266 6 0 437 0. ( . )
^β = 0 788 9 0 179 5. ( . )
^θ = 2 818 4 5 223 7. ( . )

ϕ̂ = 1 358 3 0 457 7. ( . )

102.59 1.178 8 0.863 9 1.004 3 0.406 3

GB

µ̂ = 0 879 5 0 201 4. ( . )
^β = 0 350 9 0 321 4. ( . )
^θ = 1 226 7 0 320 2. ( . )

ϕ̂ = 2 435 5 2 237 2. ( . )

102.68 1.184 2 0.921 4 1.157 3 0.401 4

GW

µ̂ = 1 783 3 12 012 4. ( . )
^β = 4 708 5 9 879 1. ( . )
^θ = 0 044 2 0 129 7. ( . )

ϕ̂ = 0 147 0 0 355 7. ( . )

102.87 1.185 4 1.003 8 1.159 8 0.400 3

KL

µ̂ = 0 925 3 0 055 6. ( . )
^β = 5 716 5 0 000 0. ( . )
^θ = 0 029 4 0 049 6. ( . )

ϕ̂ = 5 220 5 0 000 0. ( . )

102.94 1.192 6 1.103 0 1.180 4 0.350 9

C o n t i n u a t i o n  o f  t h e  t a b l e  2
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Distribution Estimates Log-lik KS W A p-Value

WF

µ̂ = 20 2781 4 604 0. ( . )
^β = −0 271 2 0 030 6. ( . )
^θ = −3 410 4 0 277 7. ( . )

ϕ̂ = 25 603 8 0 232 9. ( . )

102.97 1.193 7 1.118 7 1.191 7 0.376 0

GE
α̂ = 24 940 0 65 111 7. ( . )
^β = 0 908 6 0 086 8. ( . )
^θ = 0 028 6 0 074 7. ( . )

103.00 1.289 4 1.120 1 1.273 9 0.353 9

APG
α̂ = 1 472 7 1 189 0. ( . )
^β = 1 182 5 0 336 4. ( . )
^θ = −0 095 5 0 112 7. ( . )

103.10 1.388 6 1.148 3 1.282 8 0.305 3

KF

µ̂ = 5 535 2 3 126 7. ( . )
^β = 324 108 9 327 764 8. ( . )
^θ = 0 145 0 0 024 4. ( . )

ϕ̂ = 1 214 4 4 4818. ( . )

106.67 1.429 7 1.403 8 2.152 6 0.066 6

The second data set below is obtained from [26] as used in [27]. It represents the time to failure (103 h) of 
the turbocharger of one type of engine. The data are

2.0, 3.9, 5.0, 5.6, 6.1, 6.5, 7.1, 7.3, 7.8, 8.1, 8.4, 2.6, 4.5, 5.1, 5.8, 6.3, 6.7, 7.3, 7.7, 7.9,  
8.3, 8.5, 3.0, 4.6, 5.3, 6.0, 8.7, 8.8, 1.6, 3.5, 4.8, 5.4, 6.0, 6.5, 7.0, 7.3, 7.7, 8.0, 8.4, 9.0.

The results of the goodness-of-fit are given in table 3.
Ta b l e  3

MLEs and the test statistic for second data

Distribution Estimates Log-lik KS W A p-Value

MTW

µ̂ = 0 486 4 0 028 9. ( . )
^β = 0 758 9 0 929 3. ( . )
^θ = 0 390 4 0 239 0. ( . )

ϕ̂ = 1 627 7 0 447 9. ( . )

62.61 0.010 8 0.003 7 0.029 1 0.995 7

MTL

µ̂ = 0 969 8 0 776 6. ( . )
^β = 0 7918 0 499 3. ( . )
^θ = 0 012 2 0 005 5. ( . )

ϕ̂ = 0 2731 0 142 3. ( . )

64.94 0.020 3 0.013 8 0.139 7 0.967 9

MTG

µ̂ = 1 206 3 1 399 7. ( . )
^β = 0 330 0 0 125 2. ( . )
^θ = 0 254 3 0 000 1. ( . )

ϕ̂ = 0 176 6 0 000 1. ( . )

69.76 0.087 9 0.028 3 0.216 8 0.916 5

MTB

µ̂ = 5 8081 0 409 1. ( . )
^β = 2 872 6 0 193 0. ( . )
^θ = 0 097 7 0 009 3. ( . )

ϕ̂ = 3 587 7 0 422 0. ( . )

73.20 0.092 8 0.087 7 0.632 6 0.880 7

E n d i n g  t a b l e  2
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Distribution Estimates Log-lik KS W A p-Value

MTF

µ̂ = 0 764 9 0 330 9. ( . )
^β = 0 429 3 0 030 4. ( . )
^θ = 0 494 2 0 239 6. ( . )

ϕ̂ = 1 782 6 0 247 4. ( . )

74.79 0.102 5 0.118 6 0.832 0 0.794 4

GW

α̂ = 0 301 6 0 000 0. ( . )
^β = 1 310 9 0 000 0. ( . )
^θ = 0 155 0 0 000 0. ( . )

ϕ̂ = 2 275 6 0 887 7. ( . )

79.15 0.179 6 0.223 4 0.971 4 0.761 3

KG

µ̂ = 0 755 4 0 395 7. ( . )
^β = 0 387 2 0 488 6. ( . )
^θ = 0 009 7 0 012 4. ( . )

ϕ̂ = 0 716 3 0 161 9. ( . )

79.81 0.182 6 0.232 7 1.123 7 0.747 4

APG
α̂ = 1 784 2 2 369 8. ( . )
^β = 0 010 8 0 010 2. ( . )
^θ = 0 584 1 0 115 8. ( . )

79.94 0.187 1 0.612 5 1.232 7 0.721 3

GE
µ̂ = 0 0111 0 012 2. ( . )
^β = 0 972 5 1 160 8. ( . )
^θ = 0 647 6 0 741 9. ( . )

79.95 0.196 1 0.622 9 1.262 5 0.704 5

GL

µ̂ = 0 044 5 0 058 7. ( . )
^β = 6 564 9 7 923 7. ( . )
^θ = 0 039 4 0 000 0. ( . )

ϕ̂ = 3 083 7 3 673 7. ( . )

80.22 0.292 9 0.643 1 1.266 7 0.579 5

GF

µ̂ = 0 803 8 5 066 5. ( . )
^β = 19 022 0 31 524 7. ( . )
^θ = 0 657 1 0 186 7. ( . )

ϕ̂ = 18 221 6 40 735 2. ( . )

80.28 0.318 0 0.736 4 1.284 1 0.536 8

WL

µ̂ = 0 022 2 0 049 0. ( . )
^β = 1 985 5 1 242 5. ( . )
^θ = 0 028 8 0 000 0. ( . )

ϕ̂ = 11 1181 8 658 4. ( . )

80.51 0.329 7 0.839 5 1.306 1 0.530 6

WF

µ̂ = 0 006 9 0 004 7. ( . )
^β = 0 957 6 0 615 8. ( . )
^θ = 3 859 9 2 585 7. ( . )

ϕ̂ = 1 792 7 0 376 8. ( . )

82.59 0.410 5 0.888 8 1.650 5 0.512 5

WB

µ̂ = 0 004 0 0 001 9. ( . )
^β = 2 879 8 2 013 6. ( . )
^θ = 0 656 3 0 278 0. ( . )

ϕ̂ = 1 610 7 1 263 7. ( . )

83.39 0.422 2 0.900 9 1.729 8 0.507 9

C o n t i n u a t i o n  o f  t h e  t a b l e  3
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Distribution Estimates Log-lik KS W A p-Value

KL

µ̂ = 4 979 7 1 074 2. ( . )
^β = 33 612 9 25 933 6. ( . )
^θ = 0 014 0 0 006 6. ( . )

ϕ̂ = 7 393 6 3 509 7. ( . )

84.49 0.508 9 0.926 9 1.813 0 0.500 7

KF

µ̂ = 6 262 5 0 000 0. ( . )
^β = 581 390 8 351 452 6. ( . )
^θ = 0 486 8 0 067 5. ( . )

ϕ̂ = 7 099 7 0 000 0. ( . )

86.18 0.611 0 1.073 1 1.900 7 0.407 8

KB

µ̂ = 43 913 3 0 000 0. ( . )
^β = 85 7011 54 587 7. ( . )
^θ = 1 802 3 0 000 0. ( . )

ϕ̂ = 0 509 2 0 000 0. ( . )

86.67 0.611 4 1.103 4 2.204 0 0.403 4

Ga
α̂ = 7 718 1 689 1. ( . )
^β = 1 234 0 279 0. ( . )

87.41 0.720 1 0.205 1 1.360 7 0.323 9

The third data consists of the lists of the number of deaths caused as reported by the Centers for Disease 
Control and Prevention on 6 February 2015 in ten of thousands (www.cdc.gov) (see [28, p. 6]). The data are 
as follows 

61.110 5, 58.488 1, 13.055 7, 12.897 8, 8.476 7, 7.557 8, 5.697 9, 4.114 9.
Table 4 shows the MLEs with standard errors in parentheses and the measures A, W, AIC, KS, negative 

log-likelihood and p-values with the lists of number of deaths data for the MT generated models and some 
classical statistical distribution models.

Ta b l e  4
MLEs and the test statistic for third data

Distribution Estimates Log-lik KS W A p-Value

MTF

µ̂ = 0 696 0 0 172 0. ( . )
^β = 0 120 0 0 0831. ( . )
^θ = 1 084 3 0 283 0. ( . )

ϕ̂ = 3 319 1 0 042 8. ( . )

28.42 0.167 9 0.033 2 0.259 0 0.950 8

MTL

µ̂ = 0 128 8 0 011 5. ( . )
^β = 1 619 8 0 128 5. ( . )
^θ = 0 022 3 0 004 1. ( . )

ϕ̂ = 1 429 2 0 083 8. ( . )

28.54 0.201 3 0.073 2 0.499 9 0.842 9

MTB

µ̂ = 2 584 0 1 524 1. ( . )
^β = 0 873 2 0 250 4. ( . )
^θ = 0 329 0 0 077 9. ( . )

ϕ̂ = 5 864 8 2 736 9. ( . )

29.56 0.202 7 0.073 9 0.503 3 0.837 1

MTW

µ̂ = 0 065 7 0 199 5. ( . )
^β = 0 117 6 3 046 8. ( . )
^θ = 0 298 2 8 329 4. ( . )

ϕ̂ = 0 929 3 0 282 8. ( . )

29.61 0.205 0 0.083 4 0.556 7 0.827 4

E n d i n g  t a b l e  3
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Distribution Estimates Log-lik KS W A p-Value

MTG

µ̂ = 0 024 2 0 095 3. ( . )
^β = 0 0431 0 435 5. ( . )
^θ = 0 4551 4 729 1. ( . )

ϕ̂ = 0 012 9 0 025 6. ( . )

29.71 0.207 1 0.095 7 0.575 9 0.817 9

KF

α̂ = 4 090 4 0 000 0. ( . )
^β = 0 085 4 0 030 2. ( . )
^θ = 10 037 4 0 1181. ( . )

ϕ̂ = 3 594 3 0 113 2. ( . )

30.93 0.253 9 0.106 8 0.585 6 0.775 9

WF

µ̂ = 0 908 8 0 937 6. ( . )
^β = 0 268 6 0 166 4. ( . )
^θ = 2 347 0 1 738 5. ( . )

ϕ̂ = 11 738 4 8 958 3. ( . )

31.11 0.269 1 0.137 4 0.618 8 0.582 0

KG

µ̂ = 16 063 8 0 567 6. ( . )
^β = 0 109 8 0 063 3. ( . )
^θ = 0 765 5 0 109 2. ( . )

ϕ̂ = −0 017 0 0 021 0. ( . )

31.22 0.276 9 0.146 3 0.623 3 0.580 5

GB

µ̂ = 11 151 3 75 020 3. ( . )
^β = 2 524 1 1 005 4. ( . )
^θ = 0 013 4 0 000 0. ( . )

ϕ̂ = 8 316 8 0 000 0. ( . )

31.42 0.285 8 0.188 0 0.576 2 0.575 9

WB

µ̂ = 5 390 9 22 769 1. ( . )
^β = 2 398 7 0 826 3. ( . )
^θ = 0 028 9 0 110 2. ( . )

ϕ̂ = 4 7381 16 669 1. ( . )

31.44 0.294 4 0.188 9 0.581 0 0.552 5

KB

µ̂ = 44 026 1 104 661 4. ( . )
^β = 0 526 9 0 655 4. ( . )
^θ = 0 331 7 3 585 5. ( . )

ϕ̂ = 6 329 1 68 262 6. ( . )

31.56 0.298 8 0.195 0 0.590 1 0.449 1

GL

µ̂ = 5 985 6 24 872 6. ( . )
^β = 2 324 9 1 870 0. ( . )
^θ = 0 591 7 1 796 6. ( . )

ϕ̂ = 0 150 5 0 206 8. ( . )

31.82 0.300 4 0.199 9 0.659 1 0.437 6

APG
α̂ = 0 188 7 0 594 5. ( . )
^β = 0 025 8 0 031 5. ( . )
^θ = 0 007 6 0 022 3. ( . )

32.38 0.310 8 0.229 7 0.801 8 0.434 2

WG

µ̂ = 7 569 5 17 899 1. ( . )
^β = 1 188 3 0 614 5. ( . )
^θ = 0 009 9 0 016 6. ( . )

ϕ̂ = −0 018 7 0 035 2. ( . )

32.48 0.315 9 0.230 5 0.846 5 0.418 8

C o n t i n u a t i o n  o f  t h e  t a b l e  4
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Distribution Estimates Log-lik KS W A p-Value

GE
α̂ = 6 297 7 9 968 3. ( . )
^β = 0 951 6 0 260 7. ( . )
^θ = 0 005 9 0 007 7. ( . )

32.59 0.317 3 0.243 8 0.874 8 0.416 2

GW

µ̂ = 0 153 4 1 3781. ( . )
^β = 6 062 9 14 095 6. ( . )
^θ = 0 0118 0 037 9. ( . )

ϕ̂ = 0 112 9 0 281 6. ( . )

32.64 0.322 1 0.245 9 0.885 9 0.369 5

KL

µ̂ = 37 806 5 79 735 7. ( . )
^β = 0 245 8 0 382 1. ( . )
^θ = 0 181 2 0 402 6. ( . )

ϕ̂ = 5 7881 11 123 2. ( . )

32.65 0.332 2 0.251 0 0.896 7 0.312 4

In the three datasets illustrated the MT generated models have the highest p-values and with the smallest 
Akaiki information criteria. Thus it is chosen to be the best model for the data under consideration.

Conclusions
A family of distribution models that provides a parameterised mathematical function, simple and efficient, has 

been the trend. Thus a model with the algorithm for the parameter estimation of data sets of various characteristics 
and decision making has become an interest to researchers. However, Marshall – Olkin [5] proposed a major 
transformation for adding a parameter to a classical statistical distribution. Thus a two-parameter method is 
introduced for generating efficient, improved, and flexible classical models in distribution theory. The Lam-
bert W function is implored to obtain the MT generated quantile function. The parameter of the proposed model 
is acquired using the maximum likelihood. The outcomes of the real-life and simulation study show the rele-
vance and performance of the MT generated model. The results indicated that the MT generated is flexible and 
tractable in terms of their goodness-of-fit. Thus stochastic processes in quality control and reliability studies can 
be modelled using the MT generated distribution because of its U- and J-shaped hazard rate function.
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ОЦЕНКА СВЕРХУ ДЛЯ БИНОМИАЛЬНЫХ  
КОЭФФИЦИЕНТОВ В ФОРМЕ МУАВРА  –  ЛАПЛАСА
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пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Построена оценка сверху для биномиальных коэффициентов, которая действует на всей области изменения 
параметров и имеет форму, повторяющую форму аппроксимации Муавра – Лапласа симметричного биномиаль-
ного распределения. С помощью этой оценки получены ограничения на число продолжений заданной булевой 
функции до бент-функций, определена степень зависимости в спектрах Уолша – Адамара, найдены ограничения 
на количество представлений натуральных чисел в виде суммы квадратов целых чисел, ограниченных по модулю.

Ключевые слова: биномиальный коэффициент; теорема Муавра – Лапласа; спектр Уолша – Адамара; бент-
функция; представление в виде суммы квадратов.
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We provide an upper bound on binomial coefficients that holds over the entire parameter range an whose form repeats 
the form of the de Moivre – Laplace approximation of the symmetric binomial distribution. Using the bound, we estimate the 
number of continuations of a given Boolean function to bent functions, investigate dependencies into the Walsh – Hada
mard spectra, obtain restrictions on the number of representations as sums of squares of integers bounded in magnitude.

Keywords: binomial coefficient; de Moivre – Laplace theorem; Walsh – Hadamard spectrum; bent function; sum of 
squares representation.

Результаты
Теорема Муавра – Лапласа применительно к симметричному биномиальному распределению может 

быть записана в виде следующей оценки биномиальных коэффициентов:
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изменения параметров.

То, что оценка носит асимптотический характер и справедлива только в центральной области, за-
трудняет ее применение в ряде случаев (некоторые из них рассмотрены в настоящей работе). Известны 
неасимптотические оценки, которые справедливы в более широких областях. Например:
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1 1( ) = − − −( ) −( )log log  (см. соответственно [1; 2, chapter 10, lemma 7]). Однако либо 

эти оценки недостаточно точны, либо их форма оказывается недостаточно удобной.
Автором найдена оценка сверху для биномиальных коэффициентов, в которой сохраняется форма 

Муавра – Лапласа, и при этом данная оценка справедлива во всей области изменения параметров.
Теорема. Для натурального n и k n∈ …{ }0 1, , ,  справедлива оценка 
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При ее построении использовался представленный в публикации [3] подход, в свою очередь осно-
ванный на ряде предшествующих работ.

Далее в статье обсуждается применение полученной оценки, а именно: оценивается сверху число про-
должений заданной булевой функции до бент-функций, определяется степень зависимости координат 
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спектров Уолша – Адамара, находятся ограничения на количество представлений натуральных чисел 
в виде суммы квадратов целых чисел, ограниченных по модулю, и приводится доказательство теоремы.

Продолжения до бент-функций
Пусть F2 – поле из двух элементов (0 и 1), F2

n  – n-мерное векторное пространство над F2, Fn – мно-
жество булевых функций от n переменных, т. е. функций F F2 2

n → . Для  f  ∈ Fn определена спектральная 
функция (спектр) Уолша – Адамара: 
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Здесь c – нетривиальный аддитивный характер F2: c a a( ) = −( )1 , а точка обозначает скалярное произ-
ведение векторов.

Для спектра ^f  справедливо тождество Парсеваля: 
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при четных n), то  f  называется бент-функцией [4]. Пусть Bn – множество бент-функций от n переменных.
Бент-функции являются идеальными объектами в контексте некоторых задач теории кодирования, 

криптографии, комбинаторики. Несмотря на интенсивные исследования, бент-функции сохраняют ста-
тус трудных для изучения, существует множество открытых вопросов, связанных с ними. Один из таких 
вопросов – оценка числа бент-функций. В  [5] для построения оценок сверху предложено оценивать 
число продолжений булевой функции до бент-функций. Далее остановимся на числе продолжений, 
раскрывая и детализируя положения [5].

Пусть k < n. Функция  f  ∈ Fn является продолжением g ∈ Fk , если 
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Другими словами,  f   есть продолжение g, если g является сужением   f  на аффинную плоскость 
E y y yk i= … …( ) ∈{ }0 0 1 2, , , , , : .F  Выбор E в нашем случае не имеет принципиального значения: можно 
зафиксировать любую другую плоскость размерности k.

Пусть Bn g( ) – множество всех функций f  ∈ Bn, которые являются продолжениями g. Далее мы оценим 
число продолжений Bn g( )  сверху. Используемый метод оценивания основан на представлении бент-
функций бент-прямоугольниками. Это представление было введено в [6]. Опишем его.

Пусть f ∈ Fn и n = m + k, где m и k – натуральные числа. Рассмотрим всевозможные сужения  f  на 
плоскости, параллельные E:

f f m k
u y u y u y( ) = ( ) ∈ ∈, , .2 2F F,

От сужений  fu перейдем к их спектрам ^fu, а затем построим функцию 

f f m k


u v v u vu, , .2 2( ) = ( ) ∈ ∈^ F F,

Она называется прямоугольником   f. По построению сужения f


u v,( ) на v (строки) являются спект

ральными функциями. Если дополнительно сужения f


u v,( ) на u (столбцы), домноженные на 2 2m k−( )/
, 

также являются спектральными функциями, то f


 называется бент-прямоугольником. В [6] доказано, 

что  f  – бент-функция тогда и только тогда, когда f


 – бент-прямоугольник.
В терминах бент-прямоугольников задача оценки числа продолжений Bn g( )  сводится к оценке числа 

бент-прямоугольников f


, первая строка которых фиксирована: 

f g


0 v v, .( ) = ( )^
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Сразу отметим, что при k n>
2

 существуют функции g, не допускающие продолжений: Bn g( ) = 0. При-
мером является функция, которая принимает в точности 2k – 1 + 1 нулевых значений, и поэтому ĝ 0( ) = 2. 

Функция 2 ,
2m k f−( ) ( )/


u 0  содержит нечетное или даже дробное значение 

2 , 2 2
2 2 2 1m k m k m kf g−( ) −( ) −( ) +( ) = ( ) =/ / /


0 0 0^

и не может являться спектральной функцией. Следовательно, f


 не может быть бент-прямоугольником.
При k n≤

2
 ситуация меняется: как показывает следующее предложение, продолжение g до бент-

функции всегда существует. С помощью теоремы мы оценим сверху число продолжений.
Предложение 1. При четном n для любой булевой функции g от k n≤

2
 переменных множество 

Bn g( ) непусто. Справедлива оценка 

2 2
2 1log Bn
ng n k( ) ≤ −( )−γ ,

в которой

γ
p

M
e M

M
e

M
=

+ + −
−

log log log log
.2 2 2 2

2

1

2

23

18

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала докажем, что Bn g( ) ≠ 0. Достаточно рассмотреть случай k n=
2

. Прямо
угольник

f g k


u v u v u v, , , 2( ) = +( ) ∈^ F ,

реализует биаффинную конструкцию из [7] и поэтому является бент-прямоугольником. Следовательно, 

соответствующая f


 функция  f  лежит в Bn. Более того, первая (при u = 0) строка f


 совпадает с  ĝ, и, зна-

чит,  f  является продолжением g. В целом f gn∈ ( )B , и, таким образом, Bn g( ) непусто.

Перейдем к оценке Bn g( )  сверху. Требуется оценить число бент-прямоугольников f


u v,( ) таких, что 

f g


0 v v,( ) = ( )^ . Обозначим M = 2m, K = 2k, s gm k
v v= ( )−( )

2
2/

.^

Рассмотрим столбцы f


, домноженные на 2 2m k−( )/
. Речь идет о спектральных функциях 

ĝ fm k m k
v u u v u v( ) = ( ) ∈ ∈−( )

2 , ,
2

2 2

/
, ,



F F

которым соответствуют функции g mv ∈F .  Исходя из ограничений на f


,

^ ^g f g sm k m k
v v0 0 v v( ) = ( ) = ( ) =−( ) −( )

2 , 2 .
2 2/ /


Имеются 2M вариантов выбора gv , и ровно M
M s+( )





v /2

 из них приводят к выполнению равенства 

ĝ sv v0( ) = . Поэтому искомое число продолжений (число подходящих бент-прямоугольников) есть 

Bn g
M

M sk
( ) ≤

+( )




∈

∏
v vF2

2
.

/

Логарифмируя обе части этого неравенства и используя оценку теоремы, получаем 

log2

2

2

.Bn M Mg M s
k

( ) ≤ − −( )
∈
∑

v
v

F
α β

Здесь

α β pM M
e

M
M e

M
= = + −( ) −

log
, log log

log2
2 2

2

2

1

2
1

23

18
.

Воспользовавшись равенством

v
v

v

v
∈

−

∈

−∑ ∑= ( ) = ⋅ =
F F2 2

2 2 2
2 2 2 ,

k k

s g MKm k m k k^
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окончательно получаем 

log ,2 1 1Bn M
M

Mg MK
M

MK( ) ≤ − −





= −( )α
β

γ

что и требовалось доказать.
В доказательстве использовалась следующая форма оценки теоремы: 

M
M s

M sM M

+( )






≤ − −

/2
2

2α β
.

По коэффициентам aM и bM была найдена величина γ α
β

M M
M

M
= + , именно она определяла точность 

оценивания в предложении 1. Оказывается, что aM и bM можно подправить так, чтобы величина gM  увели-
чилась, но оценки для биномиальных коэффициентов остались в силе.

При малых M оптимальные тройки α β γM M M, ,( ) можно найти, решив задачу линейного програм-
мирования (см. таблицу). Значения gM из последнего столбца таблицы можно использовать в предложе-
нии 1 вместо указанных там величин gM .

Решения задачи линейного программирования 
по нахождению оптимальных значений ααM , ββM и γγM

Solutions of the linear programming problem 
to find the optimal values of ααM , ββM and γγM

M aM bM gM

2 1

2
1 3

4

4 1

6

4

3

1

2

8 1

12

14

3
72− log

2

3

7

8
0 315 72− ≈

log
,

Латинские зависимости
Пусть ZN – множество N-наборов целых чисел, W – конечное подмножество ZN, p – распределение 

вероятностей на W, a = …( )a aN1, ,  – случайный набор W с распределением p, pi – маргинальное рас-
пределение i-й координаты набора: p x a xi i( ) = ={ }P , i = 1, …, N.

Степень зависимости между координатами a можно оценить по следующей схеме. 
Шаг 1. Выбрать случайные независимые N-наборы a1, …, aN с распределением p.
Шаг 2. Составить набор b = …( )b bN1, , , в котором bi – i-я координата ai.
Шаг 3. Определить степень зависимости: L p( ) = ∈{ }P b Ω .
Удобно считать, что наборы ai образуют строки целочисленной матрицы порядка N, и тогда b – диаго-

наль матрицы. Вероятность P b∈{ }Ω  характеризует соблюдение ограничений на диагональ при условии 
соблюдения ограничений на строки. Похожие ограничения (на строки, столбцы, иногда на диагонали) воз-
никают в латинских квадратах. Поэтому будем называть величину L p( ) степенью латинской зависимости.

Величина L p( ) представляет собой вероятность успешной «сборки» элемента W из «разрозненных» 
координат с распределениями p1,  …, pN. С увеличением зависимости между координатами a следует 
ожидать уменьшения вероятности L p( ). Максимальное значение L p( ) = 1 достигается тогда, когда коор-
динаты a независимы.

Степень латинской зависимости можно вычислить по следующей формуле: 

L p p b
b b

i i
i

N

N

( ) = ( )
…( ) ∈ =
∑ ∏

1 1, ,

.

Ω

Пример 1. Пусть p назначает вероятность 1

N !
 перестановкам чисел от 1 до N и вероятность 0 всем 

остальным наборам. Тогда p x
Ni ( ) = 1  для x N∈ …{ }1, ,  и  p xi ( ) = 0 в противном случае. Отсюда 
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L p N
N

N
eN N( ) = ≈! 2

.
p

Можно говорить об экспоненциальной зависимости.

Пример 2. Пусть N четное, p назначает вероятность 1/
2

N
N /







 каждому из 0, 1( )-наборов длины N, 

в которых в точности N
2

 единиц. Тогда p xi ( ) = 1

2
 для x ∈{ }0 1, .  Отсюда

L p
N
N N

N( ) =






≈−
2

2

2
.

/ p
Можно говорить о степенной зависимости (точнее, зависимости типа «корень квадратный»).

Покажем, как использовать теорему для оценки степени латинской зависимости в спектрах Уолша – 
Адамара (см. раздел «Продолжения до бент-функций»).

Предложение 2. Пусть W состоит из наборов значений спектральных функций ^f , соответствующих 
всевозможным  f  ∈ Fn , а p задает равномерное распределение на W. Тогда 

L p
eN

N
N

n( ) ≤ 











=exp
23

18

8
2 .

2

p

/

,

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеется 2N функций   f, преобразование f f

^ биективно, поэтому Ω = 2
N
. 

Элементы W  –  это N-наборы четных чисел, ограниченных по модулю величиной N. Маргинальные рас-

пределения координат наборов p x
N

N xi
N( ) =

+( )






−
2

2/
, x N N N∈ − − + …{ }, , , .2

Степень зависимости координат 

L p
N

N b
N

i

N

ib bN

( ) =
+( )







−

=…( ) ∈
∏∑ 2

2
11

/
, ,

.

Ω

Обратим внимание, что в силу тождества Парсеваля b Ni
i

2 2∑ = .

Применяя теорему, имеем

L p
N

b
N N

N

N

b b
i

i

N

N

N
( ) ≤ − +







=

= 

…( ) ∈ =
∏2

2

2

23

18

2
2

1

2

1

max exp
, , Ω p

p



− +





= 











N N
N

eN

/ /2 2

2

23

18

23

18

8
exp exp ,

p
что и требовалось доказать.

Как видим, степень латинской зависимости в спектрах Уолша – Адамара асимптотически выше, чем 
в перестановках. В случае спектров можно говорить о факториальной зависимости.

Представление в виде суммы квадратов
Пусть r Ns n, ( ) – число представлений целого неотрицательного N в виде суммы квадратов s целых 

чисел, ограниченных по модулю натуральным n: 

r N a a a N a ns n s
s

i
i

s

i, , , : , .( ) = …( ) ∈ = ≤










=
∑1

2

1

¢

Функция r Ns n, ( ) и особенно функция r Ns ( ), в которой ограничения на модули ai сняты, давно изу
чаются в теории чисел. Например, известна асимптотическая интегральная оценка 

r N
R
s

O R Rs
N

R s
s( ) = ( )

+( ) + ( ) → ∞
=

−( )∑
1

2

1 2

2 1
,

p /

/
,

Γ /

которая при s = 2 известна как круговая теорема Гаусса (см., например, [8]).
С помощью теоремы получаем следующую интегральную оценку для r Ns n, .( )
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Предложение 3. Справедлива оценка

r N N
n n s

ns n
N

sn
s

, exp exp( ) −





≥ ( ) −



=

∑
0

2

2

23

36
.p /

Д о к а з а т е л ь с т в о. Набор a as1, ,…( ) является целой точкой s-мерного вещественного простран-
ства Rs. Эта точка лежит в пределах s-мерного куба со стороной 2n и одновременно на окружности 
с центром в начале координат и радиусом a as1

2 2+ … + . Любая точка внутри куба лежит на окруж-
ности какого-то радиуса, причем квадрат этого радиуса является целым неотрицательным числом, не 
превосходящим sn2. Воспользуемся этим наблюдением.

Пусть x1,  …, xs – случайные величины, каждая из которых получена суммированием 2n независи-
мых случайных величин, принимающих значения 1 и –1 с равными вероятностями. Тогда для точек 
a as1, ,…( ), лежащих в пределах куба, выполняется соотношение

P ξ ξ
p
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1
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36
.

Здесь N ai
i

= ∑ 2 – квадрат радиуса окружности, на которой лежит точка a as1, ,( ).
Сказанное означает, что 

1 2 2
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
=

∑

Отсюда следует требуемый результат.

Доказательство теоремы
Лемма. Для натурального n и k = 0, ±1,  …, ± n справедлива оценка 

2 2 23

36

2 2n
n k n

k
n n

n

+




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≤ − +




p

exp .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Оценка очевидно выполняется для k = ± n. Она проверяется прямыми расчета-

ми при n = 1, 2. Биномиальные коэффициенты 
2n
n k+







 и 
2n
n k−







 совпадают. Поэтому остается рас-
смотреть случай n ≥ 3 и 0 ≤ k < n.

Для этого случая в [3] найдена оценка 
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Остается доказать, что b k
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Рассмотрим функцию f k b k
nk n( ) = −, .
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 В [3] получено представление 
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Пусть k n
0

3

2
= . В области k ≤ k0 выполняется неравенство 

f k k
n

k
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c
n( ) > − ≥ − = −

2

2
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2

2
2 2

.

Теперь достаточно доказать, что f k( ) как функция вещественного аргумента возрастает в области 
k k n∈ −[ ]0 1, .

Обозначим x k
n=  и возьмем производную: 

′( ) = 





− +
−

= − −
−( ) =

= +

f k k
n

k
n

k
k n

x x x
n x

x

2
2

2 2
2 1

2

3

2

2 2 2

3

arth arth

xx x x
n x

x x x
n x

5 7

2

3 5

25

2

7 2 1

2

3

2

5 2 1
+ + … −

−( ) > + −
−( ).

Производная последнего выражения имеет вид 
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1
, ,  где x

k
n0
0= , и  в  силу этого ′ ( )f k  возрастает в  области 

k k n∈ −[ ]0 1, . Остается сказать, что 
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(с учетом, что n ≥ 3), и поэтому f k( ) также возрастает.
Перейдем к доказательству теоремы. Достаточно рассмотреть случай нечетного n = 2m – 1 и k ≤ m. 
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Достаточно доказать, что t k( ) ≥ 0 в области k m∈[ ]0; . Производная 
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поэтому минимум достигается в точке k m m
0

2
= − , и этот минимум равняется 
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Обозначим x m= 2 . Имеем 

t k x x x
x
x x0 2 2

1 1

2

1

1

1

2 1
0( ) ≥ − −

+
= −

+( )
> ,

что и требовалось доказать.
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УДК 616.728:51

ОЦЕНКА ЭФФЕКТИВНОГО МОДУЛЯ ЮНГА  
ПОРИСТОГО ТИТАНА С ОТКРЫТЫМИ ПОРАМИ  

НА ОСНОВЕ ТРЕХМЕРНОГО МАССИВА ЯЧЕЕК ГИБСОНА  –  ЭШБИ

А. В. НИКИТИН 1), Г. И. МИХАСЕВ1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Цель исследования – определение эффективного модуля Юнга пористого титана с открытыми порами на ос-
нове модели Гибсона – Эшби. Предложены две новые модели в виде трехмерных массивов ячеек Гибсона – Эшби 
с двумя вариантами соединения вертикальных и горизонтальных балок – шарнирным опиранием и жестким за-
щемлением. Расчеты, выполненные на основе разработанных моделей, сопоставлены с результатами известных 
моделей и литературными данными. Доказано предположение, что при высокой пористости деформация образ-
цов происходит в большей мере за счет прогиба горизонтальных балок, а при уменьшении пористости значитель-
ную роль начинает играть деформация сжатия вертикальных балок.

Ключевые слова: модель Гибсона – Эшби; пористый титан; открытые поры; эффективный модуль Юнга.
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ESTIMATION OF THE EFFECTIVE YOUNG’S MODULUS  
FOR OPEN CELL POROUS TITANIUM BASED  

ON 3D GIBSON  -  ASHBY CELL ARRAY

A. V. NIKITSIN a, G. I. MIKHASEV  a

aBelarusian State University, 4 Niezaliežnasci Avenue, Minsk 220030, Belarus
Corresponding author: A. V. Nikitsin (andy.nik@tut.by)

The objective of study is to determine the effective Young’s modulus of open cell porous titanium based on the Gibson – 
Ashby model. Two novel models are proposed in the form of 3D Gibson – Ashby cell arrays with two variants for connecting 
vertical and horizontal beams – hinged support and rigid clamping. Calculations made on the basis of the developed 
models are compared with results of known models and literature data. It is proved the assumption that at high porosity, 
the deformation of samples occurs to a greater extent due to the deflection of horizontal beams, and with a decrease in 
porosity, the compressive deformation of vertical beams is playing an important role.

Keywords: Gibson – Ashby model; porous titanium; open pores; effective Young’s modulus.

Введение
Наиболее часто используемые подходы к исследованию механических характеристик пористых струк-

тур, встречающиеся в научной литературе, можно разделить на три основные группы: 
	• представление пористой структуры как континуума с особыми характеристиками композитного ма-

териала;
	• описание ячеек пористой структуры с помощью теории балок, имеющих определенную толщину 

стенок;
	• прямое моделирование внутренней архитектуры методом конечных элементов с использованием 

данных компьютерной томографии. 
Несмотря на то что последний подход является максимально приближенным к реальной механике со-

противления материала, он слишком трудоемок для применения непосредственно к структурам большого 
размера [1]. При моделировании вставок из пористого титана в форме параллелепипеда целесообразнее 
использовать математические модели, построенные на теории балок.

Предложенная в  1997  г. модель Гибсона – Эшби (МГЭ) для расчета эффективного модуля Юнга 
пористых материалов с открытыми порами является идеализированной и представляет собой ячейку 
в виде куба [2]. Ребрами такой модели выступают одномерные конечные элементы типа «балка» одина-
ковой длины. При этом вертикально расположенные балки не испытывают деформацию и обеспечивают 
заделку горизонтальных балок верхней и нижней граней, к серединным точкам которых приложена 
внешняя сила [3]. Соотношение Гибсона – Эшби для трехмерных ячеистых структур на основе балок 
записывается в виде

	 E
E
E
f

s
= = −( )1

2ϕ , 	 (1)

где E  – относительный модуль Юнга; Ef – эффективный модуль Юнга пористого титана; Es – эффек-
тивный модуль Юнга сплошного титана; ϕ – пористость (отношение порового пространства к общему 
объему).

Соотношение Гибсона – Эшби, вероятно, является наиболее удачным соотношением для прогно-
зирования эффективных свойств материалов с высокой пористостью (более 70 %) [4]. Однако приме-
нение такой модели ограничено геометрическими характеристиками исследуемых образцов, посколь-
ку предполагает равную длину ребер. Расчет пористых структур, имеющих форму разностороннего 
параллелепипеда, возможен, если представить его объем в виде трехмерного массива определенного 
количества кубических ячеек. В этом случае каждая отдельная часть дискретной модели является МГЭ 
с идентичной геометрией, обладая одинаковыми механическими свойствами.

Цель данного исследования – создание математической модели на основе ячеистых МГЭ, описы­
вающей деформацию пористого титана с открытыми порами в зависимости от степени пористости.

Методика исследования
Математическая модель пористой структуры с открытыми порами, рассматриваемая в настоящей 

работе, представляет собой дискретный параллелепипед размером a × b × c, составные части которого 
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являются МГЭ. Каждая такая модель состоит из 12 одномерных балок равной длины l с поперечным 
сечением t × t. Ячейки располагаются вертикально и дополнительно к этому распределяются по плос
кости в двух направлениях, как показано на рис. 1, а. 

Количество кубических элементов в каждом направлении имеет свое значение – m, k, n. Ячейки со-
единяются между собой в столбце двумя жесткими балками высотой h, которые передают напряжение, 
возникающее под действием силы F, от верхней грани модели к нижней. Помимо этого, сами столбцы 
соединяются между собой балками длиной  l, прикрепленными к серединным точкам ребер боковых 
граней каждой ячейки. С помощью таких геометрических параметров можно создавать трехмерные 
массивы любой размерности.

На рис. 1, б, показана линейно-упругая деформация отдельной ячейки. Согласно математической мо-
дели Гибсона – Эшби деформация трехмерных структур с высокой пористостью (более 70 %) происходит 
за счет изгиба δ горизонтальных балок [2]. Поскольку уменьшение пористости образца обусловлено уве-
личением поперечного сечения балок, то при расчете эффективного модуля Юнга необходимо также 
учитывать деформацию вертикальных стоек δl и δh.

Деформации вертикальных балочных элементов l и h можно выразить через их относительные уд-
линения: δl = εll и δh = εhl. Если суммарную силу Fc, действующую на верхнюю грань параллелепипеда, 
представленного в виде массива ячеек размерности m × n × k, принять равной 2Fmk, то, используя стан-
дартную теорию балок, деформацию горизонтальной балки можно рассчитать по формуле

	 δ = =C CFl
E I

F l
mkE Is s

3 3

2

c , 	

где C – поправочный коэффициент, зависящий от типа закрепления балки: C = 1

8
 – шарнирное опирание 

концов, C = 1

192
 – жесткое защемление концов [2; 5; 6, с. 367–390]; Fc = 2Fmk – суммарная сила, при-

ложенная к верхней грани ячейки; I t=
4

12
 – осевой момент инерции квадратного сечения.

Относительные удлинения вертикальных балок εl и εh найдем через закон Гука, предполагая линей-
ность напряженного состояния:

	 ε
σ

l
l

s l s l sE
F
S E

F
mkt E

= = =
2 4

2

c , 	

Рис. 1. Математическая модель пористой структуры с открытыми порами,  
состоящая из n вертикально и m × k горизонтально расположенных МГЭ (а). 

Линейно-упругая деформация отдельной ячейки МГЭ (б )
Fig. 1. Mathematical model of an open pore structure consisting of n vertically  

and m × k horizontally arranged Gibson – Ashby models (а).  
Linear elastic deformation of a separate cell of the Gibson – Ashby model (b)
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	 ε
σ

h
h

s h s h sE
F
S E

F
mkt E

= = =
2 2

2

c , 	

где S t S tl l h h= =2 2
,  – площади поперечных сечений балочных элементов.

Напряжение σf , возникающее в общем объеме пористого титана вследствие приложенной суммар-
ной силы Fc, рассчитывается по следующей формуле:

	 σf
F
a b

F
m k l

= =
−( ) −( )

c c

× 2 1 2 1
2

, 	

где a, b – стороны основания параллелепипеда.
Обозначив первоначальную длину параллелепипеда L nl n h0 1= + −( ) , а длину после деформации  

L n l n hl h1 2 1= − −( ) + −( ) −( )δ δ δ , можно найти относительную деформацию пористого титана:

	

ε
δ δ δ

f
l hL L

L
nl n h n l n h

nl n h

nCF
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Далее определяем эффективный модуль Юнга:
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Если принять, что tl = th = t, то, упростив, получим выражение
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где m, k, n – количество ячеек в каждом направлении; C = 1

8
.

Согласно расчетам, описанным Л. Дж. Гибсоном и М. Ф. Эшби [2; 3], относительную плотность по-
ристого титана ρ можно выразить через геометрические размеры балки t и l:

	 ρ
ρ
ρ= = 



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f

s

t
l

2

, 	

где ρf  – плотность пористого титана; ρs – плотность сплошного титана.
В таком случае пористость ϕ можно также записать в виде

	 ϕ ρ= − = −1 1
2

2

t
l

. 	

Тогда толщину балки t выразим через пористость и длину:

	 t l= −1 ϕ. 	 (3)
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В случае шарнирного опирания балок (C1 = 8) формула (2) принимает вид 
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а для жесткого защемления балок (C1 = 192) имеем
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Полученные нами выражения (4) и (5) являются универсальными для расчета эффективного модуля 
Юнга пористых структур в виде параллелепипеда любой размерности. Однако если взять частный 
случай и применить эти формулы для образца кубической формы, когда m = k = n и h = l, то после вы-
ражения толщины балки через ее длину согласно уравнению (3) обе формулы будут представлять собой 
соотношение Гибсона – Эшби (1) с уточняющими коэффициентами для каждого типа закрепления:
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Полученные выражения зависят только от пористости образца и количества ячеек. Формула (6) опи-
сывает шарнирное опирание концов балки, а формула (7) – их жесткое защемление. В дальнейшем эти 
выражения используются для расчета эффективного модуля Юнга и сравнения результатов с литера-
турными данными.

Результаты и их обсуждение
Полученные нами формулы (6) и (7) применялись для расчета эффективного модуля Юнга пористых 

структур с открытыми порами для десяти математических моделей с различной пористостью (от 5 до 95 %). 
Поскольку данные выражения зависят только от пористости и количества ячеек, в качестве исследуе-
мой геометрии был выбран массив МГЭ в виде куба размером 200 × 200 × 200. Математическую модель 
такой конфигурации авторы исследовали при изучении деформации пористого титана с использованием 
цифровых микроструктур [4]. Результаты, полученные с помощью коммерческого программного паке-
та GeoDict ® (Math2Market, Германия), основанного на итеративном преобразовании Фурье уравнения 
Липпмана – Швингера, описываются исследователями как реалистичные и соответствующие всем аспек-
там теории сопротивления материалов. Для нахождения промежуточных значений применялся метод 
интерполяции. Модуль упругости сплошного титана Es = 112 ГПа, что соответствует характеристикам 
коммерческого титана Grade 4 (ISO 5832-2), из которого изготавливают пористые вставки для костных 
имплантатов [7]. Также был рассчитан относительный модуль Юнга как отношение эффективного мо-

дуля упругости пористого и сплошного титана: E
E
E
f

s
= . Расчет параметров производился для четырех 

случаев: шарнирного опирания концов балки (C1 = 8); жесткого защемления концов балки (C1 = 192); 
соотношения Гибсона – Эшби (1); интерполяции результатов GeoDict. Сводная таблица результатов пред-
ставлена ниже.

Графики зависимости относительного модуля Юнга E  от пористости образца ϕ для каждой модели 
отображены на рис. 2. Фиолетовым и оранжевым цветом показаны кривые зависимости для шарнир-
ного опирания концов балки и их жесткого защемления, рассчитанные по формулам  (6) и  (7) соот-
ветственно. Синим цветом отображены значения параметров для соотношения Гибсона – Эшби  (1). 
Значения относительного модуля Юнга в зависимости от пористости модели, полученные путем ин-
терполяции результатов программного пакета GeoDict, на графике отображает кривая зеленого цвета.



80

Журнал Белорусского государственного университета. Математика. Информатика. 2022;1:75–82
Journal of the Belarusian State University. Mathematics and Informatics. 2022;1:75–82 

Расчет эффективных модулей Юнга и относительных модулей упругости  
в зависимости от пористости образцов, типа закрепления балки и метода расчета

Effective and relative Young’s modulus calculations depending  
on the porosity of a specimen, beam attachment and the calculation method

ϕ
C1 = 8 C1 = 192 МГЭ GeoDict

E  Ef , ГПа E Ef , ГПа E Ef , ГПа E Ef , ГПа

0,050 0,205 22,515 0,586 64,406 0,903 99,275 0,596 65,560
0,100 0,187 20,555 0,552 60,743 0,810 89,100 0,521 57,263
0,200 0,153 16,820 0,486 53,427 0,640 70,400 0,389 42,790
0,300 0,121 13,354 0,419 46,125 0,490 53,900 0,291 32,034
0,400 0,093 10,187 0,353 38,845 0,360 39,600 0,207 22,806
0,500 0,067 7,357 0,287 31,598 0,250 27,500 0,139 15,265
0,600 0,045 4,904 0,222 24,404 0,160 17,600 0,093 10,251
0,700 0,026 2,878 0,157 17,306 0,090 9,900 0,048 5,238
0,800 0,012 1,337 0,095 10,403 0,040 4,400 0,024 2,673
0,900 0,003 0,350 0,037 4,017 0,010 1,100 0,007 0,721
0,950 0,001 0,090 0,013 1,380 0,003 0,275 0,001 0,137

Как видно из рис. 2, кривая, полученная с помощью программного пакета GeoDict, проходит между 
двумя кривыми, рассчитанными для двух типов закрепления. При этом ее начало совпадает с данными 
для обратного коэффициента C1 = 192 (жесткое защемление концов балки), а конец – с расчетными зна-
чениями для обратного коэффициента C1 = 8 (шарнирное опирание концов балки). Это подтверждает 
наше предположение, что при высокой пористости деформация образцов происходит в большей мере 
за счет прогиба горизонтальных перемычек, а при уменьшении пористости вследствие увеличения тол-
щины балок значительную роль играет деформация сжатия вертикальных стоек.

Сравним результаты расчетов с литературными данными, описывающими механические испытания 
на сжатие пенообразных титановых образцов с различной пористостью. Экспериментальные данные, 
полученные в ходе исследований [8], показали снижение эффективного модуля Юнга при увеличении 
пористости. Для образцов с пористостью 71; 73 и 76 % модуль упругости составил 2,8; 1,8 и 1,2 ГПа 
соответственно. Наиболее близкими к этим значениям оказались результаты расчетов для первой модели 
(шарнирное опирание концов балки) – 2,75; 2,41 и 1,93 ГПа. Модуль Юнга, рассчитанный для четвер-
той модели (интерполяция результатов GeoDict), при пористости образца 71 % был в 2 раза больше 
и составил 5,1 ГПа. Для третьей модели (соотношение Гибсона – Эшби) этот параметр имел значение 
9,4 ГПа.

Рис. 2. Графики зависимости относительного модуля Юнга E   
от пористости образца ϕ с открытыми порами: 1 – C1 = 8; 2 – C1 = 192;  

3 – соотношение Гибсона – Эшби; 4 – интерполяция результатов GeoDict
Fig. 2. Correlation between relative Young’s modulus E   

and porosity ϕ for open cell foam: 1 – C1 = 8; 2 – C1 = 192;  
3 – Gibson – Ashby ratio; 4 – interpolation of GeoDict results
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В работе [9] изготовленные методом порошковой металлургии титановые вставки со средним уплот-
нением 60 % подвергались испытаниям на сжатие, в результате чего записывались кривые зависимости 
напряжения от деформации, и средний модуль Юнга для всех образцов составил 5,3 ГПа. Расчетное зна-
чение для первой модели с такой же пористостью – 5,0 ГПа, а для четвертой модели – 10,4 ГПа. Другие 
испытания на сжатие, проводимые этими же исследователями для образцов с пористостью 63 % [10], 
показали значение модуля упругости 4,0 ГПа, что также соответствует результату расчета для первой 
модели, составившему 4,3 ГПа.

Опубликованные в работе [11] результаты испытаний на сжатие включают кривую зависимости напря-
жения от деформации для титанового образца с пористостью 41 % и эффективный модуль Юнга, равный 
41 ГПа. Авторы исследования [12], определяя прочностные характеристики с помощью ультразвукового 
метода, получили значение 39 ГПа для пористости 41 %. Эти данные хорошо согласуются с результа-
тами расчетов для второй модели (жесткое защемление концов балки) и третьей модели (соотношение 
Гибсона – Эшби) – 38,8 и 39,0 ГПа соответственно. Также с помощью ультразвукового исследования 
было получено значение модуля упругости 60 ГПа для образца с пористостью 22 %, что подтверждает 
адекватность второй модели, для которой значение этого параметра составило 53 ГПа.

Стоит отметить, что в литературе встречались данные механических испытаний на сжатие образ-
цов, изготовленных с использованием других производственных техник, помимо метода порошковой 
металлургии. При этом результаты кардинально отличались от рассчитанных нами значений. Это сви-
детельствует, что механические свойства пористых материалов в значительной степени могут зависеть 
от методов их производства.

Выводы
В описанных выше исследованиях была продемонстрирована методика построения математических 

моделей на основе МГЭ для пористых металлов с открытыми порами, изготовленных по технологии 
порошковой металлургии. Полученные с помощью теории балок формулы показали относительно хо-
рошее соответствие результатов расчета литературным данным и подтвердили предположение, что де-
формация высокопористых образцов происходит в большей степени за счет прогиба горизонтальных 
перемычек, а при уменьшении пористости также имеет место деформация сжатия вертикальных стоек. 
Из четырех рассмотренных в статье моделей наиболее информативной и близкой к результатам механи-
ческих испытаний на сжатие оказалась первая модель с шарнирным опиранием горизонтальных балок 
(формула (6)). Сравнительный анализ литературных данных позволяет сделать предположение, что 
данная модель наиболее подходит для расчета структур с пористостью более 60 %.

Результаты расчетов для второй модели с жестким защемлением концов балок показали возмож-
ность применения формулы (7) для титановых образцов с пористостью менее 40 %. Прогнозирование 
эффективного модуля Юнга с помощью данного выражения приемлемо, поскольку представляет со-
бой усредненный вариант между соотношением Гибсона – Эшби и результатами программного пакета 
GeoDict, а также имеет сравнительно хорошее соответствие литературным данным. 

В заключение отметим, что формулы (6) и  (7) следует применять для образцов высокопористого 
титана, изготовленных по технологии порошковой металлургии, с максимально равномерно распреде-
ленными порами размером 200 –500 мкм. Дальнейшие исследования будут направлены на построение 
математических моделей для пористых титановых вставок, заполненных костной тканью.
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МЕТОДЫ ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНОГО АНАЛИЗА ДАННЫХ  
В ИССЛЕДОВАНИЯХ ЭПИДЕМИИ COVID -19

О. В. СЕНЬКО1), 2), А. В. КУЗНЕЦОВА1), 3), Е. М. ВОРОНИН 1),  
О. А. КРАВЦОВА1), 4), Л. Р. БОРИСОВА5), И. Л. КИРИЛЮК 6), В. Г. АКИМКИН 1)
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Представлен оригинальный метод поиска связи хода эпидемии с социально-экономическими, демографически-
ми и климатическими факторами. В рамках предложенного метода проведена иерархическая агломеративная клас
теризация 110 стран мира по кривым темпа роста COVID-19 за период с января 2020 по август 2021 г. Выделены 
четыре крупных кластера с  единообразными кривыми, включающих 11, 39, 17 и 13  стран соответственно. Еще 
30 стран не вошли ни в один из кластеров. Методами машинного обучения в выделенных кластерах выявлены 
различия социально-экономических, демографических и географо-климатических показателей. Наиболее важны-
ми показателями, по которым кластеры отличаются друг от друга, стали амплитуда температур в течение года, 
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высокотехнологичный экспорт, коэффициент Джини, численность городского населения и населения в целом, 
индекс чистых бартерных условий торговли, рост населения, средняя температура января, территория (площадь 
суши), количество погибших в результате стихийных бедствий, коэффициент рождаемости, длина береговой линии, 
запасы нефти, доля населения в городских агломерациях с численностью населения более 1 млн человек и др. Дан-
ный подход (применение кластеризации в сочетании с классификацией методами логико-статистического анализа) 
ранее никем не использовался. Найденные закономерности позволят более точно проводить прогнозирование эпи-
демиологического процесса в странах, принадлежащих к разным кластерам. Дополнение представленного подхода 
авторегрессионными моделями позволит автоматизировать прогноз и повысить его точность. 

Ключевые слова: кластерный анализ; методы машинного обучения; статистика; эпидемиологический про-
цесс; COVID-19. 

METHODS OF INTELLECTUAL  
DATA ANALYSIS IN COVID -19 RESEARCH

O. V. SENKO a, b, A. V. KUZNETSOVAa, c, E. M. VORONIN  a,  
O. A. KRAVTSOVAa, d, L. R. BORISOVAe, I. L. KIRILYUK f, V. G. AKIMKIN  a

aCentral Research Institute of Epidemiology, Federal Service for Surveillance on Consumer Rights 
Protection and Human Wellbeing, 3a Novogireevskaya Street, Moscow 111123, Russia 

bFederal Research Center «Computer Science and Control», Russian Academy of Sciences, 
44 Vavilova Street, 2 building, Moscow 119333, Russia 

сInstitute of Biochemical Physics named after N. M. Emanuel, Russian Academy of Sciences, 
4 Kosygina Street, Moscow 119334, Russia 

dLomonosov Moscow State University, 1 Leninskie Gory, Moscow 119991, Russia 
eFinancial University under the Government of the Russian Federation, 

49/2 Leningradskii Avenue, Moscow 125167, Russia 
fInstitute of Economics, Russian Academy of Sciences, 

32 Nakhimovskii Avenue, Moscow 117218, Russia
Corresponding author: A. V. Kuznetsova (azforus@yandex.ru)

The paper presents an original method for solving the problem of finding a connection between the course of the 
epidemic and socio-economic, demographic and climatic factors. The method was applied to solve this problem for 
110 countries of the world using a set of corresponding curves of the COVID-19 growth rate for the period from Ja
nuary 2020 to August 2021. Hierarchical agglomerative clustering was applied. Four large clusters with uniform curves 
were identified – 11, 39, 17 and 13 countries, respectively. Another 30 countries were not included in any cluster. Using 
machine learning methods, we identified the differences in socio-economic, demographic and geographical and climatic 
indicators in the selected clusters of countries of the world. The most important indicators by which the clusters differ 
from each other are amplitude of temperatures throughout the year, high-tech exports, Gini coefficient, size of the urban 
population and the general population, index of net barter terms of trade, population growth, average January tempera-
ture, territory (land area), number of deaths due to natural disasters, birth rate, coastline length, oil reserves, population in 
urban agglomerations with a population of more than 1 million etc. This approach (the use of clustering in combination 
with classification by methods of logical-statistical analysis) has not been used by anyone before. The found patterns will 
make it possible to more accurately predict the epidemiological process in countries belonging to different clusters. Sup-
plementing this approach with autoregressive models will automate the forecast and improve its accuracy.

Keywords: cluster analysis; machine learning methods; statistics; epidemiological process; COVID-19.

Введение
Хорошо известно, что масштабные эпидемии могут оказывать значительное влияние на социально-

экономические и демографические показатели [1]. Менее изучено обратное влияние данных показате-
лей на развитие эпидемий. Целью настоящей работы является исследование влияния на эпидемиоло-
гический процесс социально-экономических, демографических и климатических факторов, которые 
далее мы будем называть внешними факторами. Необходимость учета климатических факторов связана 
с описанным в литературе влиянием сезонности и непосредственно температуры воздуха на заболевае
мость острыми респираторными заболеваниями [2]. Знание объективных закономерностей связи хода 
эпидемиологического процесса с перечисленными внешними факторами, несомненно, должно способ-
ствовать пониманию механизмов развития эпидемий и выработке эффективных профилактических мер. 
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Задачей исследования было создание эффективной информационной технологии для поиска статис
тически значимых закономерностей, связывающих ход эпидемиологического процесса с внешними фак-
торами. Одним из путей поиска подобных закономерностей является изучение связи внешних факторов 
с такими глобальными показателями, как общее число случаев заболеваний и (или) общая смертность 
по совокупности стран мира.

Однако такой анализ затрудняется различными по странам стандартами сбора эпидемиологических 
данных и динамическим характером процесса. Наиболее полно эпидемиологический процесс описы-
вается кривыми, показывающими зависимость ежесуточного прироста числа случаев заболевания от 
времени. 

Альтернативный способ выявления связи между внешними факторами и динамикой эпидемиологи-
ческого процесса основан на выделении групп стран со сходной формой эпидемических кривых при 
значительных различиях между группами. Далее выделенные группы сравниваются между собой по 
перечисленным внешним факторам с использованием статистических тестов и других средств сравне-
ния групп по наборам показателей в целях выявления статистически значимых различий. Для выделения 
в совокупности данных групп объектов, имеющих похожие описания, обычно применяются методы 
кластерного анализа. Поскольку оптимальное число выделяемых групп заранее неизвестно, а общее 
число объектов невелико, то наиболее подходящей технологией кластерного анализа является иерархи-
ческая агломеративная кластеризация. Важная характеристика алгоритма кластеризации – используе-
мая мера сходства между объектами.

Сходство двух эпидемических кривых в  смысле синхронности подъема или затухания эпидемии 
хорошо оценивается с помощью стандартного коэффициента корреляции Пирсона между одновремен-
ными суточными приростами заболеваемости. Сохранение коэффициента корреляции Пирсона между 
двумя переменными при произвольных линейных преобразованиях этих переменных позволяет пред-
положить относительную устойчивость данной меры к методам определения суточного прироста за-
болеваемости, применяемым в  разных странах. В  настоящей работе для установления связи между 
внешними факторами и динамикой эпидемиологического процесса используется подход, основанный 
на выделении групп стран с единообразной формой эпидемических кривых в смысле меры сходства, 
задаваемой коэффициентами корреляции Пирсона. Затем выделенные группы сравниваются между со-
бой по перечисленным внешним факторам в целях выявления статистически значимых различий. До-
полнительным преимуществом предлагаемого подхода является возможность применения его непо-
средственно для краткосрочного прогнозирования.

Методы кластерного анализа широко используются для анализа данных, связанных с развитием эпи-
демии COVID-19, различными исследователями. Так, в работе [3] выделялись группы районов Индии, 
однородные по показателям плотности населения, количеству госпиталей для пациентов с COVID-19, 
числу подтвержденных случаев COVID-19. В исследовании [4] кластеризация проводилась по эпи-
демическим кривым с использованием евклидова расстояния для оценки различия между кривыми. 
В статье [5] территориальные кластеры внутри материкового Китая выделялись с применением коэф
фициента пространственной корреляции Морана, связь с метеорологическими, экологическими и со
циально-экономическими факторами устанавливалась с помощью линейной регрессии с географической 
привязкой. В работе [6] использовалась иерархическая кластеризация (а именно average-link clustering) 
на данных о заболеваемости и смертности и оценивался индекс перехода для прогнозирования тенден-
ции новой волны заболеваемости как расстояние между ближайшими кластерами. В публикации [7] 
применялся метод k-средних для разбиения стран на группы, где набор признаков включает социаль-
ные, экономические и связанные со здоровьем и окружающей средой показатели, а также измерялся 
коэффициент корреляции Пирсона между эпидемическими кривыми заболеваемости или смертности 
и выбранными характеристиками. В исследовании [8] проводилась кластеризация стран ЕС с исполь-
зованием метода Уорда и метода k-средних.

Таким образом, рассматриваемый в настоящей работе подход отличается от способов использова-
ния кластерного анализа для исследования развития эпидемии COVID-19 в работах [3–8]. 

Материалы и методы исследования
Исходными данными для кластеризации стали кривые темпа роста COVID-19 за период с января 

2020 по август 2021 г.1
В базу данных для классификации по кластерам вошли показатели 110 стран. В базе социально-эконо-

мического статуса стран и погодно-климатических условий было 138 показателей. 
1Данные о заболеваемости COVID-19 по странам мира получены из источника: https://datalens.yandex/7o7is1q6ikh23?tab= 

0Ze&utm_source=cbmain&state=6057afc92382.
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Анализ данных включал следующие этапы.
Этап 1. Вычислялась мера сходства между всевозможными парами эпидемических кривых. Более 

точный учет сходства или различия между эпидемическими кривыми Si и Sj достигался через подбор 
лага  l из отрезка 0 20, ,[ ]  при котором коэффициент корреляции Пирсона оказывался максимальным. 
С этой целью для каждого l вычислялись коэффициент корреляции ρl

+  между рядами S S n li i0( ) … −( ), ,  
и S l S nj j( ) … ( ), ,  и коэффициент корреляции ρl

− между рядами S l S ni i( ) … ( ), ,  и S S n lj j0( ) … −( ), , . Мак-
симальный коэффициент корреляции из набора ρ ρ ρ ρ0 0 20 20

+ − + −…, , , ,  использовался в качестве меры бли-
зости ρ S Si j,( ) между эпидемическими кривыми Si и Sj.

Этап 2. Проводилась иерархическая агломеративная кластеризация. В качестве меры сходства двух 
групп эпидемических кривых ′G  и  ′′G  использовалось среднее значение меры сходства между эпидеми-

ческими кривыми из разных групп: P G G
m m

C Ci j
j

m

i

m
′ ′′( ) = ( )′ ′′ =

′′

=

′

∑∑, , .
1

11

ρ  Процесс слияния кластеров пре-

кращался, если мера сходства P между любыми двумя кластерами в текущей кластеризации не оказыва-
лась ниже 0,5.

Этап 3. Производилось сравнение полученных кластеров по перечисленным выше внешним показа-
телям. С этой целью применялся стандартный тест Манна – Уитни, а также метод оптимальных досто-
верных разбиений (ОДР). 

Метод ОДР, описанный ранее в работе [9], основан на поиске разбиений интервалов значений отдельных 
признаков или двумерных областей допустимых значений пар признаков, позволяющих достичь макси-
мального разделения сравниваемых групп. Разбиения строятся по выборке S y x y xm m= ( ) … ( ){ }1 1, , , , ,  
где y1, …, ym  – значения бинарной переменной Y, являющейся индикатором сравниваемых групп G1 
и G2; x1, …, xm – векторы значений потенциальных объясняющих переменных X1, …, XN. Предположим, 
что имеется разбиение R, состоящее из k элементов q1, …, qk . Качество разделения групп G1 и G2 раз-

биением R оценивается с помощью функционала F S R v v mi i
i

k
, ,( ) = −( )

=
∑ 0

2

1

 где mi – число объектов из 

выборки S; v0 – доля объектов из группы G1 во всей выборке S; vi – доля объектов из группы G1 внутри 
элемента qi. Разбиение R0 считается оптимальным, если значение функционала F S R,( ) для него ока-
зывается не ниже значения F S R,( ) для произвольного разбиения R внутри семейства R, по которому 
производится поиск.

Поиск осуществляется внутри трех семейств разбиений, имеющих разный уровень сложности. Про-
стейшее семейство I состоит из разбиений интервалов значений отдельных признаков с одной гранич-
ной точкой, семейство II – из разбиений интервалов значений отдельных признаков с двумя граничны-
ми точками, семейство III – из разбиений двумерной области допустимых значений пары признаков на 
четыре подобласти с границами, параллельными координатным осям.

Процедура статистической верификации, основанная на перестановочном тесте, позволяет оценить 
значимость различий между группами по отдельным признакам, а также значимость различий по каж-
дому из признаков для двумерных разбиений. 

Перестановочный тест базируется на проверке нулевой гипотезы о независимом от объясняющих 
переменных процессе генерации значений целевой переменной Y. Будем предполагать также, что зна-
чения переменной Y порождаются независимо из распределения, тождественного маргинальному эм-
пирическому распределению Y на выборке  S. Сгенерируем значения переменной Y для каждого вектора 
объясняющих переменных согласно рассматриваемому процессу. В результате получим новую случай-
ную выборку S y x y xr r

m
r

m= ( ) … ( ){ }1 1, , , , . Введем дополнительные ограничения на описанный процесс 
генерации, использовав дополнительную селекцию случайных выборок с требованием равенства мар-
гинальных распределений y yr

m
r

1 , ,…{ } исходному маргинальному распределению y ym1, , .…{ }  Пред-
положение о генерации данных последним процессом составляет нулевую гипотезу перестановочного 
теста, которая также эквивалентна гипотезе о генерации случайных выборок с помощью случайных 
перестановок значений Y относительно фиксированных позиций векторов x xm1, .,…  То есть случайная 
выборка будет представлена в виде y x y xf f m m( ), , , , ,1 1( ) … ( ){ }( )  где f f m1( ) … ( ){ }, ,   – случайная пере-

становка натуральных чисел из множества 1, , .…{ }m
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В качестве статистики критерия в перестановочном тесте используется функция от данных, которая 
количественно описывает выраженность связи между целевой переменной Y и объясняющими пере-
менными.

В методе ОДР статистикой критерия выступает величина F S R, ,0( )  т. е. значение функционала F S R,( ) 
на оптимальном разбиении R0.

Подсчет p-значений при использовании простейшей одномерной модели производится исходя из 
проверки описанной выше нулевой гипотезы о полной независимости Y от объясняющих перемен-
ных. Предположим, что сгенерировано множество fN  из N случайных перестановок натуральных 
чисел из набора 1, , .…{ }m  Тогда оценка p-значения может быть вычислена по формуле

p

I F S R F S R S y x y xf
r f

f
r

f f m m

=
( ) ≥ ( ) = ( ) … ( ){ }



( ) ( )

  , , , , , ,0 0 1 1 
∈
∑
f fN

N


,

где R f0  – оптимальное разбиение для выборки S rf .
Для более сложных семейств II и III вычисление p-значений осложняется требованием полной вери-

фикации моделей. Невыполнение данного требования обычно приводит к появлению на выходе мето-
да ОДР чрезмерно большого числа избыточных разбиений [9].

Модель считается полностью верифицированной, если статистическую верификацию на достаточ-
ном уровне значимости прошли все ее элементы. Для верификации элементов разбиений в методе ОДР 
используется принцип бритвы Оккама, трактуемый как возможность принятия более сложной модели, 
если она позволяет опровергнуть нулевую гипотезу об исчерпывающем описании существующих в ана-
лизируемых данных закономерностей с помощью более простой модели [10]. 

Этап 4. Для интегральной оценки различий между сравниваемыми кластерами применялись методы 
распознавания. Нами использовался набор из девяти методов распознавания, включая такие известные 
статистические методы, как метод k-ближайших соседей, линейный дискриминант Фишера, логисти-
ческая регрессия; метод опорных векторов; ансамбли решающих деревьев, генерируемые с помощью 
процедур адаптивного и градиентного бустинга; нейронные сети; оригинальный авторский метод – ста-
тистически взвешенные синдромы (СВС) [11].

Метод СВС основан на процедуре взвешенного голосования по системам так называемых синдро-
мов – областей признакового пространства, содержащих преимущественно объекты одного из классов.

В качестве интегральной меры различий между кластерами по наборам внешних факторов при-
менялась величина ROC AUC для коллективного решения (ансамбля). Использование интегральной 
меры позволяет ранжировать различия между кластерами по уровню их выраженности. Причиной ис-
пользования коллективных решений является их более высокая обобщающая способность, что связано 
со взаимной компенсацией ошибок различных алгоритмов.

Результаты и их обсуждение
Результаты кластеризации. С использованием описанного выше метода проведена кластеризация 

110 стран мира по кривым суточного прироста случаев заболеваний. В итоге были выявлены четыре 
крупных кластера, каждый из которых содержал не менее 11 стран. Всего в крупные кластеры вошло 
80 стран. Еще 30 стран сформировали мелкие кластеры, включающие не более 4 стран, или не образо-
вали кластеров вообще.

Представление общих кривых заболеваемости по кластерам. В 1-й кластер вошли 11 стран – 
Великобритания, Россия, США, Португалия, Панама, Нигерия, Мексика, Израиль, Ирландия, ОАЭ, ЮАР. 
Как видно, данный кластер не имеет явной географической локализации.

Сглаженная усредненная эпидемическая кривая для 1-го кластера приведена на рис. 1. Как следует 
из рис. 1, высокая интенсивность эпидемии отмечалась с октября 2020 по март 2021 г.

Во 2-й кластер вошли 39 стран – Австрия, Германия, Италия, Сербия, Болгария, Румыния, Север-
ная Македония, Венгрия, Иордания, Польша, Украина, Канада, Молдова, Сирия, Босния и Герцего-
вина, Норвегия, Финляндия, Албания, Эстония, Черногория, Ливан, Словакия, Чехия, Азербайджан, 
Литва, Хорватия, Грузия, Дания, Беларусь, Латвия, Словения, Нидерланды, Армения, Люксембург, 
Бельгия, Кения, Швейцария, Швеция, Палестина. Географически они локализованы главным обра-
зом в Европе. Из рис. 2 видно существование двух выраженных пиков на интервале с октября 2020 
по май 2021 г.
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В 3-й кластер (рис. 3) вошли 17 стран – Алжир, Марокко, Бангладеш, Вьетнам, Индонезия, Куба, 
Малайзия, Таиланд, Лаос, Мьянма, Тунис, Ливия, Греция, Иран, Кипр, Япония, Республика Корея. Пре-
имущественно это страны с тропическим климатом.

В 4-й кластер вошли 13 стран – Аргентина, Колумбия, Парагвай, Уругвай, Камбоджа, Шри-Ланка, 
Бразилия, Ирак, Кувейт, Филиппины, Индия, Непал, Монголия. Значительная часть стран из 4-го клас
тера географически локализована в Южной Америке. Из рис. 4 можно отметить высокую интенсив-
ность эпидемии с апреля 2020 по август 2021 г.

В малые кластеры (отделены точкой с запятой) вошли следующие группы стран: Катар, Саудовская 
Аравия, Сингапур, Таджикистан; Боливия, Египет, Чили; Гватемала, Коста-Рика, Оман; Мадагаскар, 
Перу, Эфиопия; Казахстан, Турция. Не образовали кластеров вообще 15 стран – Австралия, Гондурас, 
Исландия, Испания, Йемен, Кыргызстан, Китай, Никарагуа, Новая Зеландия, Пакистан, Судан, Танза-
ния, Узбекистан, Франция, Эквадор.

Метод ОДР и критерий Манна – Уитни были использованы для сравнения кластеров между собой по 
перечисленным внешним факторам. На рис. 5 приведен пример одномерного разбиения из семейства I, 
разделяющего страны из 1-го и 2-го кластеров по индексу Джини, являющемуся показателем степени 
расслоения общества для некоторой страны.

Рис. 1. Сглаженная с использованием метода скользящего среднего  
усредненная эпидемическая кривая для 1-го кластера на интервале от 01.02.2020 до 04.08.2021

Fig. 1. Smoothed using the moving average method, the averaged epidemic curve  
for the 1st cluster in the interval from 01.02.2020 to 04.08.2021

Рис. 2. Сглаженная с использованием метода скользящего среднего  
усредненная эпидемическая кривая для 2-го кластера на интервале от 01.02.2020 до 04.08.2021

Fig. 2. Smoothed using the moving average method, the averaged epidemic curve  
for the 2nd cluster in the interval from 01.02.2020 to 04.08.2021
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Значимость различий между кластерами (классами распознавания) оценивается с помощью пере-
становочного теста на уровне p = 0,000 5. 

Левее границы 36,95 находятся 29 стран из 2-го кластера (90,6 %) и только 3 страны из 1-го кластера. 
Справа от этой границы находятся 7 стран из 1-го кластера и лишь 3 страны из 2-го кластера (9,4 %). 
Результаты сравнения 1-го и 2-го кластеров с использованием однофакторной модели из семейства I 
приведены в табл. 1. 

В табл. 1 представлены оптимальные границы, рассчитанные с помощью метода ОДР. В столбце 
«квадрант I» даны количества объектов 1-го и 2-го кластеров со значением соответствующего показа-
теля слева от границы, в столбце «квадрант II» – количества объектов 1-го и 2-го кластеров со значением 
соответствующего показателя справа от границы. В скобках указана их доля в процентах. 

В столбце «ПТ» представлены p-значения, рассчитанные с помощью перестановочного теста. Все 
показатели ранжированы по p-значению перестановочного теста. На первом месте, как видно из табл. 1, 
находятся коэффициент Джини и доля населения в городских агломерациях с численностью населения 
более 1 млн человек. 

В столбце «U-тест» представлены p-значения, полученные с помощью стандартного теста Манна – 
Уитни.

Рис. 3. Сглаженная с использованием метода скользящего среднего  
усредненная эпидемическая кривая для 3-го кластера на интервале от 01.02.2020 до 04.08.2021

Fig. 3. Smoothed using the moving average method, the averaged epidemic curve  
for the 3rd cluster in the interval from 01.02.2020 to 04.08.2021

Рис. 4. Сглаженная с использованием метода скользящего среднего  
усредненная эпидемическая кривая для 4-го кластера на интервале от 01.02.2020 до 04.08.2021

Fig. 4. Smoothed using the moving average method, the averaged epidemic curve  
for the 4th cluster in the interval from 01.02.2020 to 04.08.2021
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Т а б л и ц а  1
Одномерные разбиения для распознавания 1-го и 2-го кластеров стран мира

Ta b l e  1
One-dimensional partitions for recognising the 1st and 2nd clusters of countries in the world

№ 
п/п Показатели Граница

Квадрант I Квадрант II
F ПТ U-тест

1-й кластер 2-й кластер 1-й кластер 2-й кластер

1 Коэффициент Джини 36,95 3 (30 %) 29 (90,6 %) 7 (70 %) 3 (9,4 %) 15,069 0,000 5 0,107 3

2

Доля населения в го-
родских агломерациях 
с численностью насе-
ления более 1 млн чел. 
в 2020 г., %

35,695 4 (36,4 %) 24 (92,3 %) 7 (63,6 %) 2 (7,7 %) 12,787 0,002 0,525 8

3

Последствия стихий-
ных бедствий (зем-
летрясения, засухи, 
наводнения, штор-
мы), всего погибших 
в 1993–2002 гг.

369 5 (50 %) 31 (100 %) 5 (50 %) 0 (0 %) 17,222 0,003 0,642 5

4 Береговая линия, км 694,5 1 (9,1 %) 25 (71,4 %) 10 (90,9 %) 10 (28,6 %) 12,947 0,003 0,180 4

5
Амплитуда температур 
в течение года 
(max – min)

13,735 4 (66,7 %) 0 (0 %) 2 (33,3 %) 19 (100 %) 14,476 0,004 0,061 71

6 Население в 2020 г., 
млн чел. 106,069 9 7 (63,6 %) 35 (100 %) 4 (36,4 %) 0 (0 %) 13,636 0,005 0,037 17

7
Индекс чистых 
бартерных условий 
торговли (2000 = 100)

154,049 9 7 (63,6 %) 35 (100 %) 4 (36,4 %) 0 (0 %) 13,636 0,005 0,002 466

Рис. 5. Оптимальное разделение по коэффициенту Джини.  
Крестиками обозначены страны 1-го кластера, кружочками – страны 2-го кластера

Fig. 5. Optimal partition of Gini index ranges.  
The crosses indicate the countries of the 1st cluster, circles – the countries of the 2nd cluster
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№ 
п/п Показатели Граница

Квадрант I Квадрант II
F ПТ U-тест

1-й кластер 2-й кластер 1-й кластер 2-й кластер

8 Население в 2014 г., 
млн чел. 46,334 9 1 (16,7 %) 17 (89,5 %) 5 (83,3 %) 2 (10,5 %) 11,51 0,005 0,017 2

9 Городское население, 
млн чел. 32 1 (16,7 %) 17 (89,5 %) 5 (83,3 %) 2 (10,5 %) 11,51 0,006 0,041 87

10 Высокотехнологичный 
экспорт, % 22,35 7 (63,6 %) 33 (100 %) 4 (36,4 %) 0 (0 %) 12,9 0,007 0,303

11 Территория (площадь 
суши) в 2020 г., млн км2 0,745 1 6 (54,5 %) 34 (97,1 %) 5 (45,5 %) 1 (2,9 %) 13,099 0,007 0,000 281

12 Население столицы 
в 2014 г., млн чел. 5,847 3 (50 %) 19 (100 %) 3 (50 %) 0 (0 %) 10,364 0,008 0,001 142

13 Экспорт товаров  
и услуг, % ВВП 30,799 9 6 (54,5 %) 3 (8,6 %) 5 (45,5 %) 32 (91,4 %) 10,996 0,011 0,001 954

14 Рост населения,  
% в год 1,0 4 (36,4 %) 31 (88,6 %) 7 (63,6 %) 4 (11,4 %) 12,265 0,012 0,469 4

15

Последствия стихий-
ных бедствий (зем-
летрясения, засухи, 
наводнения, штор-
мы), всего погибших 
в 2003–2012 гг.

81 4 (40 %) 28 (90,3 %) 6 (60 %) 3 (9,7 %) 10,903 0,015 0,000 947

16 Импорт товаров  
и услуг, % ВВП 32,299 9 6 (54,5 %) 3 (8,6 %) 5 (45,5 %) 32 (91,4 %) 10,996 0,016 0,519 6

17 Орошаемые земли, 
тыс. га 4125 3 (50 %) 19 (100 %) 3 (50 %) 0 (0 %) 10,364 0,016 1,4E–05

18 Средняя температура ян- 
варя в 1961–1999 гг., °C 8,691 5 3 (50 %) 19 (100 %) 3 (50 %) 0 (0 %) 10,364 0,021 0,036 69

19 Пахотные земли 
в 2018 г., млн га 11,865 6 (54,5 %) 33 (94,3 %) 5 (45,5 %) 2 (5,7 %) 10,022 0,023 0,068 03

20
Территория (площадь 
суши) в 2014 г., 
млн км2

0,896 9 2 (33,3 %) 18 (94,7 %) 4 (66,7 %) 1 (5,3 %) 10,316 0,025 0,001 142

21
Количество погибших 
в результате сти
хийных бедствий  
в 2003–2012 гг., чел.

47 0 (0 %) 13 (72,2 %) 6 (100 %) 5 (27,8 %) 9,061 0,026 0,000 463

22
Доля территории, 
засеянной зерновыми 
культурами, от пахот-
ных земель

0,272 75 5 (45,5 %) 2 (5,7 %) 6 (54,5 %) 33 (94,3 %) 10,022 0,027 0,080 72

23 Ожидаемая продолжи-
тельность жизни, лет 63,699 9 3 (27,3 %) 0 (0 %) 8 (72,7 %) 35 (100 %) 9,989 0,027 0,004 673

24 Ирригация, тыс. га 4212 7 (70 %) 35 (100 %) 3 (30 %) 0 (0 %) 11 0,028 0,321 4
25 Газ, млрд м3 3765,5 8 (72,7 %) 35 (100 %) 3 (27,3 %) 0 (0 %) 9,989 0,03 0,001 255

26 Население столицы 
в 2020 г., млн чел. 6,328 8 (72,7 %) 35 (100 %) 3 (27,3 %) 0 (0 %) 9,989 0,036 0,063 27

27

Количество погибших 
в результате стихий-
ных бедствий в сред-
нем за 2003–2012 гг., 
чел. на 100 тыс. чел. 
населения

18 1 (16,7 %) 15 (83,3 %) 5 (83,3 %) 3 (16,7 %) 8,625 0,038 0,039 52

П р о д о л ж е н и е  т а б л .  1
C o n t i n u a t i o n  o f  t h e  t a b l e  1
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№ 
п/п Показатели Граница

Квадрант I Квадрант II
F ПТ U-тест

1-й кластер 2-й кластер 1-й кластер 2-й кластер

28

Среднегодовая смерт-
ность в результате 
стихийных бедствий 
в 2003–2012 гг., чел. на 
1 млн чел. населения

0,179 8 1 (16,7 %) 15 (83,3 %) 5 (83,3 %) 3 (16,7 %) 8,625 0,041 0,098 46

29
Земли под зерновыми 
культурами в 2018 г., 
млн га

16,174 9 8 (72,7 %) 35 (100 %) 3 (27,3 %) 0 (0 %) 9,989 0,044 0,129 6

Приведем и другие значимые показатели по мере убывания информативности: 
	• на уровне от p <  0,005 до p <  0,010 – средняя температура января в 1961–1999  гг.,  °C; средняя 

температура февраля в 1961–1999 гг., °C; средняя максимальная температура в 1961–1999 гг., °C; сред-
няя температура декабря в 1961–1999 гг., °C; запасы нефти, млн баррелей; средняя температура марта 
в 1961–1999 гг., °C; средняя температура ноября в 1961–1999 гг., °C; автомобильные дороги, включая 
грунтовые и покрытые, км на 1000 км2 территории;

	• на уровне от p < 0,01 до p < 0,05 – автомобильные дороги, включая грунтовые и покрытые, км на 
1000 км2 территории; импорт товаров и услуг, % ВВП; год обретения независимости; среднегодовое коли-
чество пострадавших от природных катаклизмов за период 1970 –2011 гг., чел. на 100 тыс. чел. населения; 
амплитуда температур в течение года (max – min); среднемесячный объем осадков за март, мм; средняя ми-
нимальная температура в 1961–1999 гг., °C; сельскохозяйственные угодья, % от всей территории; средняя 
температура сентября в 1961–1999 гг., °C; экспорт товаров и услуг, % ВВП; коэффициент рождаемости; 
ущерб от природных катаклизмов в среднем за 2003–2012 гг., млн долл. на 1000 км2 территории; насе-
ление в крупнейшем городе, % от всего городского населения; воздействие экстремальных температур 
в 1971–1973, 1975, 1977–2008 гг., среднее значение; среднегодовая смертность в результате стихийных 
бедствий в 2003–2012 гг., чел. на 100 тыс. чел. населения; среднемесячный объем осадков за сентябрь, мм; 
индекс чистых бартерных условий торговли (2000 = 100); средняя температура апреля в 1961–1999 гг., °C. 

Из табл. 1 видна некоторая корреляция между p-значениями, рассчитанными с помощью переста-
новочного теста в рамках метода ОДР. Однако для многих показателей имеются существенные разно
направленные различия.

Применение метода ОДР также позволило выявить различия между кластерами и наиболее инфор-
мативные показатели по двумерным разбиениям. Значимость аналогично считали с помощью переста-
новочных тестов. 

На рис. 6 приведено двумерное разбиение, разделяющее 1-й и 2-й кластеры по показателям «безрабо-
тица» и «доля населения в городских агломерациях с численностью населения более 1 млн человек». 
Значимость pX составила 0,005, значимость pY была на уровне 0,017.

Из рис. 6 видно, что страны 1-го кластера преобладают в квадранте I, а странам из 2-го кластера 
соответствуют квадранты II, III и  IV. Следовательно, для стран 1-го кластера характерны невысокая 
безработица и значительно больший процент населения в городах-миллионниках. 

Все кластеры попарно сравнивали методами машинного обучения (МО). Методы ранжировали по 
эффективности и формировали из них ансамбли по 3, 5 или 7 методов. После этого для каждой срав-
ниваемой пары кластеров выбирали тот ансамбль, который давал более высокие значения ROC AUC. 
Результаты наиболее успешных ансамблей методов МО представлены в табл. 2.

Т а б л и ц а  2
Результаты распознавания в парах кластеров (ROC AUC) по ансамблю методов  

машинного обучения в комплексе Data Мaster Аzforus
Ta b l e  2

Recognition results in pairs of clusters (ROC AUC) for an ensemble  
of machine learning methods in the Data Master Azforus complex

Сравниваемые кластеры
(число стран)

Количество 
показателей Ансамбль методов ROC AUC

1-й кластер (11) – 2-й кластер (35) 130 AdaBoost, DT, GBM 0,950 6

1-й кластер (11) – 3-й кластер (16) 130 AdaBoost, DT, KNN, LDA, SVM, SWS, GBM 0,897 7

О ко н ч а н и е  т а б л .  1
E n d i n g  t a b l e  1



93

Теоретические основы информатики 
Theoretical Foundations of Computer Science

Сравниваемые кластеры
(число стран)

Количество 
показателей Ансамбль методов ROC AUC

1-й кластер (11) – 4-й кластер (11) 136 AdaBoost, KNN, SWS 0,913 2

2-й кластер (35) – 3-й кластер (16) 130 AdaBoost, DT, LDA, SWS, GBM 0,962 5

2-й кластер (33) – 4-й кластер (12) 128 AdaBoost, DT, SVM, SWS, GBM 0,954 5

3-й кластер (16) – 4-й кластер (11) 132 AdaBoost, DT, SVM 0,715 9
П р и м е ч а н и е. AdaBoost – адаптивный бустинг; LDA – линейный дискриминант Фишера; KNN – метод k-ближайших 

соседей; SVM – метод опорных векторов; DT – решающие деревья; SWS – статистически взвешенные синдромы; GBM – гра-
диентный бустинг.

Распознавание 1-го и 2-го кластеров методами МО (Data Master Azforus) показало следующий ре-
зультат: ROC AUC = 0,95. Ансамбль методов включал адаптивный бустинг (ROC AUC = 0,895), де
ревья решений (ROC AUC = 0,775) и градиентный бустинг (ROC AUC = 0,732) и имел невысокую чув-
ствительность (0,545) вследствие малого числа объектов в 1-м кластере, но при этом обладал высокой 
специфичностью (0,921). 

Наилучший результат распознавания получили при сравнении 2-го и 3-го кластеров: ROC AUC = 0,962 5. 
Это объясняется бóльшим числом объектов и территориальным расположением вошедших в кластеры 
стран (европейские страны во 2-м кластере и страны с тропическим климатом в 3-м кластере). Самый 
слабый результат распознавания получили при сравнении 3-го и 4-го кластеров: ROC AUC = 0,715 9. 
Это обусловлено малым числом объектов в 4-м кластере и тем, что сравниваемые кластеры включают 
страны со сходным климатом и экономикой. 

Несмотря на то что метод СВС не вошел в некоторые ансамбли, он имеет преимущество перед осталь-
ными методами МО: это единственный метод, который выявляет наиболее значимые показатели с точки 
зрения разделения сравниваемых классов, ранжирует их, наглядно показывает на диаграммах рассея-
ния расположение объектов относительно выставленных границ разбиения. Все это позволяет опреде-

Рис. 6. Двумерное оптимальное разделение: ось x – безработица, ось y – доля населения  
в городских агломерациях страны с численностью населения более 1 млн чел.  

Крестиками обозначены страны 1-го кластера, кружочками – страны 2-го кластера
Fig. 6. Two-dimensional optimal partitions: x axic – unemployment,  

y axic – population in urban agglomerations with a population of more than 1 million.  
The crosses indicate the countries of the 1st cluster, circles – the countries of the 2nd cluster

О ко н ч а н и е  т а б л .  2
E n d i n g  t a b l e  2
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лить набор наиболее информативных (ключевых) показателей и оценить расположение объекта в кругу 
его соседей. Другие методы не обладают таким свойством (прозрачностью), что приводит к проблеме 
«черного ящика». Использование методов ОДР и СВС выводит анализ данных на новый уровень. 

Заключение
Проведенные исследования подтвердили эффективность предложенной технологии изучения связи 

хода эпидемии COVID-19 с социально-экономическими, демографическими и климатическими факто-
рами. На это указывает частичная связь найденных кластеров с географической локализацией. Вторым 
доказательством объективности кластеризации является высокая статистическая значимость различий 
между кластерами по важнейшим показателям, включая коэффициент Джини (расслоение по доходам), 
долю населения в городских агломерациях с численностью населения более 1 млн человек, амплитуду 
температур в течение года, ВВП на душу населения, импорт товаров и услуг, индекс чистых бартерных 
условий торговли, ожидаемую продолжительность жизни, рост населения, детскую смертность и др. 
Ранее показано [12], что ряд перечисленных показателей имеют статистически значимую связь с осо-
бенностями структуры базовых институтов стран мира. Поэтому в дальнейших исследованиях предпо-
лагается более детальное выявление зависимости особенностей протекания пандемии от особенностей 
социально-экономических институтов разных стран.

Следует отметить важность разрабатываемой технологии для решения задачи прогнозирования хода 
эпидемии. Такой прогноз может производиться по группе стран, в которую входит анализируемая страна.

Для успешного прогнозирования могут быть использованы модель ARIMA и различные модели авто-
регрессии. Авторегрессионные модели дают разное предсказание и разную точность предсказания в за-
висимости от того, проводилась ли массовая вакцинация, которая кардинально влияет на прогноз динами-
ки заболеваемости COVID-19 [13]. Недостатком авторегрессионных моделей является неопределенность 
прогноза для моментов времени, удаленных от временного интервала, по которому была построена мо-
дель. В связи с этим в дальнейших исследованиях предполагается изучить прогностические возможнос
ти предложенной в работе [14] технологии, позволяющей получить прогнозирующую функцию в виде 
комбинации зависящих от времени комплексных экспоненциальных функций. Иными словами, прогноз 
будет экстраполирован на произвольный промежуток времени с помощью нелинейной функции, вычис-
ляемой по интервалу наблюдений. Дальнейшим направлением исследований предполагается также вклю-
чение в разрабатываемую технологию методов оценивания статистической значимости кластеризации.
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УДК 004.852

ФУНКЦИЯ ПОТЕРЬ, УЧИТЫВАЮЩАЯ СЕМАНТИКУ  
ПРОСТРАНСТВА, ДЛЯ СИНТЕЗА ЭМБЕДДИНГОВ  

НА ТРАНЗАКЦИОННЫХ ДАННЫХ

М. Е. ВАТКИН 1), Д. А. ВОРОБЕЙ 1), М. В. ЯКОВЛЕВ1), М. Г. КРИВОВА1)

1)ОАО «Сбер Банк», бул. Мулявина, 6, 220005, г. Минск, Беларусь

Популярные в банковской сфере транзакционные данные часто представляются в виде разреженных (с большим 
количеством признаков) векторов. Использование разреженных векторов в задачах глубинного обучения является 
неэффективным и может вести к переобучению. Для извлечения полезных признаков в пространстве меньшей раз-
мерности широко применяют автокодировщики. В настоящей работе предлагается новая функция потерь, которая 
основана на метрике, оценивающей качество отображения исходных табличных данных в пространство эмбед-
дингов. Эта функция служит для преобразования снижения размерности и позволяет сохранить структуру отно-
шений объектов исходного пространства. Полученные результаты показывают улучшение качества получаемых 
эмбеддингов посредством использования новой функции потерь в комбинации с традиционной средней квадра-
тической ошибкой функции.

Ключевые слова: данные; эмбеддинг; вектор; функция потерь; автокодировщик.
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SPACE SEMANTIC AWARE LOSS FUNCTION  
FOR EMBEDDING CREATION IN CASE OF TRANSACTION DATA

M. E. VATKIN a, D. A. VOROBEY  a, M. V. YAKOVLEV  a, M. G. KRIVOVAa

aSber Bank, 6 Muliavina Boulevard, Minsk 220005, Belarus
Corresponding author: M. E. Vatkin (mevatkin@bps-sberbank.by)

Transaction data are the most popular data type of bank domain, they are often represented as sparse vectors with 
a large number of features. Using sparse vectors in deep learning tasks is computationally inefficient and may lead to 
overfitting. Аutoencoders are widely applied to extract new useful features in a lower dimensional space. In this paper we 
propose to use a novel loss function based on the metric that estimates the quality of mapping the semantic structure of 
the original tabular data to the embedded space. The proposed loss function allows preserving the item relation structure 
of the original space during the dimension reduction transformation. The obtained results show the improvement of the 
resulting embedding properties while using the combination of the new loss function and the traditional mean squared 
error one. 

Keywords: data; embedding; vector; loss function; autoencoder.

Introduction
Every day, a large number of payment transactions using bank cards are performed, which details are col-

lected on the bank’s servers. Such data contains information about the bank’s client’s behaviour, which can 
later be used by the bank in various forecast models. At the same time, if we want to use such data, it must be 
presented in a certain format, for example via transformation into a fixed-length vector, where each coordinate 
acts as a counter for the number of transactions of a particular type in a certain time period (e. g., the first coor-
dinate shows the number of transactions at gas stations, the second one does it for public catering places, etc.). 
Such vectors can describe the client’s behaviour at certain time intervals, however, due to a large number of 
possible transactional activity categories, these vectors have a large number of coordinates, many of which are 
zero, in other words, clients are described by sparse vectors.

The use and storage of such vectors is computationally inefficient and may also lead to overfitting of predic-
tive models. A popular solution to this problem is to use autoencoders, which first encode data into a smaller 
space, and then reconstruct the original data from it. The process of training the model can be described as 
reducing the reconstruction error by updating the model’s weights, and as a result, we get a mapping of the source 
data into a space of smaller dimension, preserving the maximum of the original information about objects.

The quality of the obtained representations is measured by the recovery error, however, it was shown in [1] 
that this metric is not a reliable indicator of their applicability to the final problem. In addition, it does not give 
us an idea of how the relationships of representations are arranged, which reduces the confidence in the results 
obtained. Thus, we would like to have representations that contain as much information about the original ob
jects as possible, and also preserve their semantic relationships in the embedding space. In other words, we 
want the representation of objects in the new space to be formed so that, using the vector additional operation, 
we can move from one representation to another and this transition is meaningful. This corresponds to the 
analogies presented by T. Mikolov [2], where we have pairs x :  y and a : b in the original space, where x is se-
mantically connected with y, as well as a with b, for example «man» : «king» and «woman» : «queen», so we 
want this connection to be reflected in the embedding space. To fulfill this condition, we propose a modifica-
tion of the loss function, which will allow not only compressing information into a space of smaller dimension, 
but also building the resulting vectors so that they reflect semantic relationships, which is possible due to the 
structure of the source data itself.

General description of problem
Let us introduce the notation: mapping f R Rn m: →  (m <  n) to be called embedding (encoder) and mapping 

g R Rm n: →  to be called decoder. An object is represented by a vector X ∈ R n, where each coordinate displays 
the number of transactions executed for a product or service of a certain category.

The goal is to build an embedding that reflects the semantic relationships between objects. More strictly, 
this can be formulated as follows: 
	 g f x f y z( ) + ( )( ) = , 	 (1)
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where z is an object corresponding to the union of the meanings of objects x and y. Referring to the source 
data, you can see that each object itself reflects the client’s behaviour, moreover, there is already a meaningful 
addition operation in the source space. Indeed, if combination the two original vectors results as a third vector 
that describes the third client which behaviour corresponded to the union of the first two. Then it is possible 
rewrite (1) as 

g f x f y x y( ) + ( )( ) = + .
Because it is assumed that the reconstruction error of autoencoder is zero, as well as the  f  is an injective 

function, then g f x y x y+( )( ) = +  and thus f x f y f x y( ) + ( ) = +( ). So actually equation (1) says that with 
some additional conditions  f  is a homomorphism. It seems that using equation (1) can transform our autoencoder 
into principal component analysis since it is a linear map, and the autoencoder with a linear encoder resembles 
principal component analysis projection [3]. This could be the case when autoencoder has a zero reconstruction 
error which is impossible due to different sizes of the embedding space and the objects space. 

An experiment methodology
Data description. Used dataset contains information about 284.807 transactions performed during two days 

by European cardholders in September 2013 with 492 fraudulent transactions [4]. The reason to use this data-
set is to implement the method of fraud detection described in another article [5], namely to fit the autoencoder 
on non-fraud data and, assuming that fraudulent transactions will be recovered by an autoencoder with a larger 
recovery error, use reconstruction error to verify if the new transaction is fraudulent or not. Thus the task is to 
compare different models. To do this, the dataset was separated into the train part that consists of 80 % of the 
transactions, all of them being normal, and the test part that contains the remaining 20 % with all 492 fraudu-
lent transactions. Since to use our approach we need to be able to add the vectors of the original space, we will 
only use the attributes from V 1 to V 28. 

Training metrics. For the training process evaluation, we use two metrics.
1. The mean squared error (MSE) of objects and the autoencoder’s predictions to check the reconstruction 

abilities of our autoencoder:

g f x x

N

i i
i

N

( )( ) −( )∑
2

.

2. Custom metric called as mean semantic preserving error (MSPE): 

g f x f y x y

NM

i j i j
j

M

i

N

( ) + ( )( ) − +( )( )∑∑
2

,

where x, y ∈ X. However, it is computationally inefficient to choose all y objects from X, so for the performance 
reason the M = 100 random y objects were chosen from X for every object x to be used for computation of given 
loss function. 

Models. Autoencoders with the same architecture were used for each model: InputLayer (shape = (28)) – 
Dense (21, activation = ̔ elu’) – Dense (14, activation = ̔ elu’) – Dense (7, activation = ̔ elu’) – Dense (14, activa-
tion = ̔ elu’) – Dense (21, activation = ̔ elu’) – Dense (28) but different losses:

	• the sum of the MSE and the MSPE (model 1);
	• the MSE as a model loss (model 2);
	• the MSPE as a model loss (model 3).

The batch size equals 1000, the number of epochs is 50, the optimiser is Adam with the default hyperparams. 
As predictions for the fraud detection task, we compute the mean squared error between the input vector and its 
reconstruction. 

Classification metrics. Since our task is essentially a binary classification task with imbalanced classes, 
we will use three metrics. 

1. Maximum F1-score. F1-score is a harmonic mean of precision and recall:

F1-score
precision recall

precision recall
= ⋅ ⋅

+
2

,

where precision is the number of objects classified by the algorithm as 1 (fraud) while they really belong to 
class 1, divided by the number of objects classified by the algorithm as 1, which shows whether we can rely on 
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Fig. 2. The MSPE (model 1 uses MSE and MSPE,  
model 2 uses MSE only, model 3 uses only MSPE): 

a – train part; b – test part

Fig. 3. The PR curve (a), the ROC curve (b) 
(model 1 uses MSE and MSPE, model 2 uses MSE only, model 3 uses only MSPE as the loss)

Fig. 1. The reconstruction loss (model 1 uses MSE and MSPE,  
model 2 uses MSE only, model 3 uses only MSPE as the loss):  

a – train part; b – test part
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our algorithm when it classifies objects as class 1; recall is the number of objects classified by the algorithm 
as 1 (fraud) while they really belong to class 1, divided by the number of objects from class 1, which shows 
how many objects of class 1 it can find among all objects of class 1. However, it is needed to balance these two 
metrics, and for this purpose F1-score is used. Since it isn’t known which threshold to use for the algorithm, 
and F1-score depends on the threshold, the maximum F1-score within all possible values was used. 

2. PR AUC. It is an area under the precision recall curve; the closer this metric is to 1, the better the model is. 
3. ROC AUC. It is an area under the receiver operating characteristic, the closer this metric is to 1, the better 

the model is. To explain how this metric is computed, we need to know the two other metrics: true positive 
rate (TPR), which is actually a recall, and false positive rate (FPR), which is the number of objects classified 
by the algorithm as 1 (fraud) while they really belong to class 0, divided by the number of objects from class 0.

Results of experiment
Figure 1 shows the reconstruction error, fig. 2 shows the mean semantic preserving error for each epoch 

during the training, fig. 3 shows the ROC and PR curves, and table 1 shows the quality of models in terms of the 
fraud detection task. As we see from fig. 1, model 2 shows the best reconstruction loss, model 1 shows a slightly 
worse result, and model 3 performs much worse. However, in fig. 2, models 1 and 3 have similar results while 
model 2 performs much worse. So, we can make a conclusion that a combination of two losses allows getting 
good results in terms of both losses while using only one leads to better results in the corresponding metric but 
much worse in the other. Yet, good quality in those metrics doesn’t necessarily lead to good results when trying 
to apply the models to an external task. Model 1 shows the best reconstruction ability, however it has the worst 
result in the fraud detection task (table 1), while model 3 with the worst reconstruction ability has better results. 
Also, the best model doesn’t have the best reconstruction ability, but performs well in terms of both metrics. 
Thus, we can make the following conclusions: the better reconstruction loss in autoencoders does not necessa
rily lead to better results on an external task, and we can try to combine the reconstruction loss with the mean 
semantic preserving error in our loss function, which can lead to better results on external tasks. We can also 
compare the PR AUC of our best model with the results of other models from article [6] since this indicator is 
better than the ROC AUC for evaluating the performance in tasks with imbalanced data [7; 8]. As we can see 
from table 2, our best model scores the second, which proves that our approach is comparable to the existing 
algorithms for solving the fraud detection task.

Ta b l e  1

The comparison of the classification metrics 

Algorithm Maximum F1-score PR AUC ROC AUC

Model 1 (MSE + MSPE) 0.808 0.788 0.968
Model 3 (MSPE) 0.802 0.773 0.967
Model 2 (MSE) 0.794 0.771 0.949

Ta b l e  2

The PR AUC comparison with other algorithms

Algorithm PR AUC

Bagging 0.825
Model 1 (MSE + MSPE) 0.788
C4.5 0.745
Naive bayes 0.080

Conclusions
The paper considers an actual problem of the embedding construction by applying neural network autoen-

coder model. In particular, the new semantic preserving error function was introduced as a loss function for 
autoencoder training process. Given function allows preserving semantic relations between objects in embedding 
space for tabular data. However, not all properties of the resulting space were considered in details. For example, 
given approach could be used while training neural networks of other type like in [9]. Mentioned possibilities and 
properties remain to be explored in the future work. 
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УДК 517.58

О ЛОКАЛЬНОЙ ОБРАТИМОСТИ ФУНКЦИЙ  
h -КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО

В. А. ПАВЛОВСКИЙ 1), И. Л. ВАСИЛЬЕВ1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Теория функций h-комплексного переменного – альтернатива для обычной теории функций комплексного пере-
менного, получающаяся заменой правил умножения. Это изменение приводит к появлению делителей нуля на 
множестве h-комплексных чисел. Такие числа образуют коммутативное кольцо, не являющееся полем. h-Голоморф
ные функции выступают решениями систем уравнений гиперболического типа, тогда как классические голо-
морфные функции – решениями систем уравнений эллиптического типа. Следствием этого является значитель-
ное отличие свойств h-голоморфных и классических голоморфных функций. Интерес к исследованию свойств 
функций h-комплексного переменного связан с необходимостью поиска новых методов решения задач механики 
и плоской теории относительности. В данной работе доказана теорема о локальной обратимости h-голоморфных 
функций, сформулированы принципы сохранения области и максимума нормы для h-голоморфных функций. 

Ключевые слова: h-голоморфность; локальная обратимость; принцип сохранения области; принцип максимума 
нормы; кольцо h-комплексных чисел; делители нуля.

ON LOCAL INVERTIBILITY OF FUNCTIONS  
OF AN h -COMPLEX VARIABLE 

V. A. PAVLOVSKY  a, I. L. VASILIEV  a

aBelarusian State University, 4 Niezaliežnasci Avenue, Minsk 220030, Belarus
Corresponding author: V. A. Pavlovsky (pavlad95@gmail.com)

The theory of functions of an h-complex variable is an alternative to the usual theory of functions of a complex vari-
able, obtained by replacing the rules of multiplication. This change leads to the appearance of zero divisors on the set of 
h-complex numbers. Such numbers form a commutative ring that is not a field. h-Holomorphic functions are solutions 
of systems of equations of hyperbolic type, in comparison with classical holomorphic functions, which are solutions of 
systems of equations of elliptic type. A consequence of this is a significant difference between the properties of h-holo
morphic functions and the classical ones. Interest in studying the properties of functions of an h-complex variable is 
associated with the need to search for new methods for solving problems in mechanics and the plane theory of relativity. 
The paper presents a theorem on the local invertibility of h-holomorphic functions, formulates the principles of preserving 
the domain and maximum of the norm. 

Keywords: h-holomorphy; local invertibility; domain preservation principle; norm maximum principle; ring of h-com-
plex numbers; zero divisors.
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Введение
Пусть h – множество всех h-комплексных чисел [1– 6]. Любое число из множества h представимо 

в алгебраической форме:
z a b a b a b a jb z j z= ( ) = ( ) + ( ) = ⋅ ( ) + ⋅ ( ) = + = +; ; ; ; ; Re ,0 0 1 0 0 1 Hyp 

где a = Re z – вещественная часть числа z, а b = Hyp z – гиперболическая часть числа z. Как показано 
в работе [7], множество h-комплексных чисел h есть кольцо с делителями нуля, каковыми являются 
числа вида a ± a j.

Норма элемента в кольце h определяется по формуле z a b= + , а модуль h-комплексного числа 
имеет вид z a b= +2 2  [7]. 

Пусть D – область в h , тогда любая h-комплексная функция f D h: →   представима в алгебраиче-
ской форме: 

f z f x jy u x y jv x y( ) = +( ) = ( ) + ( ), , .

Функция f z u x y jv x y( ) = ( ) + ( ), ,  называется h-голоморфной в точке z0 = x0 +  j y0 ∈ D, если функции u и v 
имеют непрерывные вторые частные производные и выполнены условия 

∂
∂

= ∂
∂

∂
∂

= ∂
∂

u
x

v
y

u
y

v
x

, .

Функция f z( ) h-голоморфна в области D ⊂ h, если она h-голоморфна в каждой точке этой области.

Теорема о локальной обратимости  
h-голоморфных функций

Пусть f z u x y jv x y( ) = ( ) + ( ), ,  – функция, h-голоморфная в области D ⊂ h. Тогда всюду в D ′ = ′u vx y , 
′ = ′u vy x , ′( ) = ′ + ′f z u jvx x  [7]. В отличие от классических голоморфных функций условие ′( ) ≠f z 0 не яв

ляется достаточным даже для локальной обратимости h-голоморфных функций. Например, для функции 
f z j z( ) = +( )1  производная ′( ) = + ≠f z j1 0 всюду в h, однако эта функция ни в одной точке локально 

не обратима. Покажем, что при более сильных ограничениях локальная обратимость h-голоморфных 
функций имеет место. Верна следующая теорема.

Теорема 1. Пусть функция w f z u x y jv x y= ( ) = ( ) + ( ), ,  h-голоморфна в области D ⊂ h , z0 = a + 
+ jb ∈ D. Если ′ ( ) ≠ ′ ( )u a b u a bx y, , , то существуют открытая окрестность U точки z0 и открытая 
окрестность V точки w f z0 0= ( ) такие, что функция  f  : U → V имеет обратную функцию  f  –1 : V → U, 
которая непрерывно h-дифференцируема в V, и, следовательно,

	 f w f z− −{ }′ ( ) = ( ){ }′1 1
. 	 (1)

Если ′ ( ) ≡ ′ ( )u x y u x yx y, ,  в некоторой окрестности точки z0 , то  f  не обратима в этой окрестности.
Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Функции   f  поставим в соответствие непрерывно дифференцируемое в окрест-

ности точки a b;( ) ∈R2 согласованное отображение

F x y
u x y
v x y

,
,
,

,( ) =
( )
( )











J = ′( ) =
′ ′

′ ′
=

′ ′

′ ′
= ′( ) − ′( ) ≠det , .F x y

u u

v v

u u

u u
u ux y

x y

x y

y x
x y

2 2

0

По теореме об обратном отображении существуют открытая окрестность U * точки a b;( ) ∈R2 и откры-
тая окрестность V  * точки F a b;( ) ∈R2 такие, что отображение F : U * → V  * имеет обратное отображе-
ние F –1 : V  * → U *. Это отображение также непрерывно дифференцируемо и, таким образом,

	 F u v F x y− −{ }′ ( ) = ( ){ }′1 1
, , . 	 (2)
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Отображению F u v
x u v
y u v

− ( ) =
( )
( )











1
,

,

,
 поставим в соответствие функцию z f w x u v jy u v= ( ) = ( ) + ( )−1

, , . Ок

рестностям U * и V  * соответствуют окрестности U и V точек z0 = a + jb и w f z0 0= ( ). Тогда функции 
f  : U → V и  f  –1 : V → U являются обратными друг другу.

2. Докажем формулу (1). Имеем

′( ) =
′ ′

′ ′
=

′ ′

′ ′
F x y

u u

v v

u u

u u
x y

x y

x y

y x
, ,

тогда

′( ){ } =

′ −
′

−
′ ′



















{ }′ ( ) =
′− −F x y

u u

u u
F u v

x
x y

y x

u
, , ,

1 1J J

J J

′′
′ ′




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


x
y y

v

u v
.

Из выражения (2) получаем ′ = ′
′ = −

′
′ = −

′
′ = ′x

u
x

u
y

u
y

u
u

x
v

y
u

y
v

x

J J J J
, , , .

 
Для функции z f w x u v jy u v= ( ) = ( ) + ( )−1

, ,

z f w x u v jy u v= ( ) = ( ) + ( )−1
, ,  имеем

′ = ′ = ′
′ = ′ = −

′
x y

u
x y

u
u v

x
v u

y

J J
, .

Следовательно, функция  f  –1 h-голоморфна в V, и тогда

f w x jy
u ju u jv

u jv
f zu u

x y x x

x x

− −{ }′ ( ) = ′ + ′ =
′ − ′

= ′ − ′ =
′ + ′

= ( ){ }′1 11

J J
..

3. Пусть ′ ( ) ≡ ′ ( )u x y u x yx y, ,  в некоторой окрестности U точки z0. Введем характеристические коор-

динаты ξ η= +( ) = −( )1

2

1

2
x y x y, .

 
Имеем

′ = ′ + ′

′ = ′ − ′






′ = ′ + ′

′ = ′ − ′






u u u

u u u

v v v

v v v
x y

x y

x y

x y

ξ

η

ξ

η

,

,

,

.

Если ′ = ′u ux y , то с учетом ′ = ′u vx y , ′ = ′u vy x  выводим
′ = ′ = ′ ′ = ′ =u v u u vxξ ξ η η2 0, .

Отсюда

u u u x y v v v x y u x y C= ( ) = +





= ( ) = +





= +





+ξ η
2 2 2

, ,

где C ∈ . Тогда

f z u x y jv x y j u x y jC( ) = +





+ +





= +( ) ⋅ +





+
2 2

1
2

.

Пусть z0  ∈ D, z0 = a +  jb. Все точки интервала γ = + = + = + ∈{ }x y a b z x jy U  переходят в точку 

w j u a b jC0 1
2

= +( ) ⋅ +





+ , лежащую на прямой y = x + C. Если ′ = − ′u ux y , то ′ = ′ =u vξ ξ 0, ′ = − ′ = ′u v uxη η 2 . 

Отсюда 

u u u x y v v v x y u x y C= ( ) = −





= ( ) = −



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= − −



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+η η
2 2 2

, .

Тогда 

f z u x y j u x y C j u x y j( ) = −





+ − −





+



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= −( ) ⋅ −



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+
2 2

1
2

CC,
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где C ∈ . В этом случае для любой точки z0 ∈ D и ее окрестности U все точки интервала γ = − = − = + ∈{ }x y a b z x jy U

γ = − = − = + ∈{ }x y a b z x jy U  переходят в точку w j u a b jC0 1
2

= −( ) ⋅ −





+ , лежащую на прямой y = – x + C.

Таким образом, при ′ ( ) ≡ ′ ( )u x y u x yx y, ,  всюду в D функция  f  локально не обратима ни в одной точке 
области D. Теорема доказана.

Замечание 1. В отличие от классического комплексного анализа условие ′ ( ) ≠f z 0 не является не-
обходимым для локальной обратимости h-голоморфных функций в окрестности точки  z. Например, 
f z z( ) = 3 обратима в любой окрестности точки z = 0, в то время как ′ ( ) =f 0 0.

Принцип сохранения области
Для h-голоморфных функций обычный принцип сохранения области не имеет места. Например, об-

разом открытого h-круга D z= <{ }1  при отображении f z j u x y( ) = +( ) ⋅ +( )1  будет интервал γ = = +( ) ⋅ +( ) − < + <{ }w j u x y x y1 1 1 ,

γ = = +( ) ⋅ +( ) − < + <{ }w j u x y x y1 1 1 , который не является областью в h. Для h-голоморфных функций 
верна следующая теорема.

Теорема 2. Пусть функция w f z u x y jv x y= ( ) = ( ) + ( ), ,  h-голоморфна в области D ⊂ h , а функ-
ции ′ ( )u x yx , , ′ ( )u x yy ,  непрерывны в области D x y z x jy D∗ = ( ) ∈ = + ∈{ }; .R2  Если ′ ( ) ≠ ′ ( )u x y u x yx y, ,  

всюду в D*, то множество E f D= ( ) является областью. Если ′ ( ) ≡ ′ ( )u x y u x yx y, ,  всюду в D, то f D( ) – 
открытый интервал вида

γ = = ±( ) ⋅ ±





+ ∈ ( ) ∈







∗w j u x y jC C x y D1
2

R, ; .

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Пусть ′ ( ) ≠ ′ ( )u x y u x yx y, , . Докажем, что множество E f D= ( ) открыто. Вы-
берем произвольную точку w f z E0 0= ( ) ∈ , z x jy D0 0 0= + ∈ . В силу теоремы 1 существуют такие от-
крытые окрестности U и V точек z0 и w0 соответственно, что функция  f  : U → V имеет обратную функ-
цию  f  –1  : V → U. Тогда для любой точки w1  ∈ V существует такая точка z1  ∈ U, что z f w D1

1

1= ( ) ∈−
, 

w f z E1 1= ( ) ∈ . Следовательно, множество E открытое.
2. Докажем, что E связно. Для открытых множеств связность эквивалентна линейной связности [8]. 

Пусть w1, w2  ∈ E, z1  ∈ D  – один из прообразов w1,  z2  ∈ D  – один из прообразов w2. Существует путь 
γ : ,z z t= ( )  t ∈[ ]0 1, , связывающий в D точки z1 и  z2. Из непрерывности  f  вытекает, что образ γ ∗ = ( ) f z t , 
t ∈[ ]0 1, , будет путем, связывающим в E точки w1 и w2. Очевидно, что γ * ∈ E, следовательно, множество E 
связное. Таким образом, при ′ ( ) ≠ ′ ( )u x y u x yx y, ,  всюду в D множество E f D= ( ) есть область.

3. Пусть ′ ( ) ≡ ′ ( )u x y u x yx y, ,  для любой точки x y D; .( ) ∈ ∗  Если ′ = ′u ux y , то f z j u x y jC( ) = +( ) ⋅ +





+1
2

 

и  для любой точки z  ∈ D точка w f z= ( ) лежит на интервале γ = = +( ) ⋅ +





+ ∈ ( ) ∈







∗w j u x y jC C x y D1
2

R, ; .

γ = = +( ) ⋅ +





+ ∈ ( ) ∈







∗w j u x y jC C x y D1
2

R, ; . Если ′ = − ′u ux y , то f z j u x y jC( ) = −( ) ⋅ −





+1
2

 и образы любой точки z ∈ D лежат на ин-

тервале γ = = −( ) ⋅ −





+ ∈ ( ) ∈







∗w j u x y jC C x y D1
2

R, ; . Указанные интервалы не являются облас

тями в h. Теорема доказана.

Принцип максимума нормы
Теорема 3. Пусть функция w f z u x y jv x y= ( ) = ( ) + ( ), ,  h-голоморфна в области D ⊂ h , а функ-

ции ′ ( )u x yx , , ′ ( )u x yy ,  непрерывны в области D x y z x jy D∗ = ( ) ∈ = + ∈{ }; .R2  Если ′ ( ) ≠ ′ ( )u x y u x yx y, ,  
всюду в D*, то функция f z f z( ) ( ) ≠, const, не может достигать локального максимума во внутрен-
ней точке области D.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу теоремы 2 множество E f D= ( ) � является областью. Пусть f z( )  дости-
гает локального максимума в точке z0 ∈ D, w f z E0 0= ( ) ∈ . Тогда существуют такие открытые окрест-
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ности U и V точек z0 и w0 соответственно, что функция f U V: →  обратима. В окрестности V найдется 
такая точка w1, что w w1 0> . Это противоречит тому, что f z( )  достигает максимума в точке z0. Тео
рема доказана.

Следствие 1. Если в условиях теоремы 3 f C D∈ ( ), то функция f z( )  достигает максимума на 
границе ∂D.

Следствие 2. Если в условиях теоремы 3 f z( ) ≠ 0 для любой точки z ∈ D, то f z( )  не может до-
стигать локального минимума внутри D.
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Исполнилось 80 лет известному белорусскому 
ученому – доктору физико-математических наук, 
профессору Анатолию Борисовичу Антоневичу.

А. Б. Антоневич родился 9 января 1942 г. в с. Ме-
ловатка Волгоградской области. В 1963 г. окончил 
математический факультет БГУ. Начал работать 
в БГУ с 1967  г., с  1990  г. является профессором 
кафедры функционального анализа и аналитиче-
ской экономики. Докторскую диссертацию защитил 
в 1989 г. в Московском государственном универси-
тете имени М. В. Ломоносова. 

Первые научные работы А. Б. Антоневича, при-
несшие ему известность среди ученых-математиков, 
были связаны с  проблемой индекса нелокальных 
операторов. В 1969 г. Анатолием Борисовичем по-
лучена формула, которая выражает индекс псевдо-
дифференциального оператора с конечной группой 
сдвигов через топологические инварианты, называе-
мые числами Лефшеца эквивариантного оператора. 
Это была одна из первых работ в СССР, в которых ис-
пользовалась K-теория, незадолго до этого построен
ная известным английским математиком М. Атьей 
и имевшая широкий международный резонанс.

Основные научные интересы А. Б. Антоневича 
связаны с теорией функциональных операторов и по-
рожденных ими операторных алгебр. Функциональ-
ные операторы являются существенно нелокальны-
ми операторами, включение которых в различные 
классы уравнений принципиально усложняет иссле-
дование, так как стандартные методы, разработан-
ные для анализа локальных операторов, непримени-
мы в такой ситуации. 

Для исследования функциональных операторов 
и соответствующих нелокальных уравнений в общем 
случае А. Б. Антоневич разработал подход, базирую-
щийся на исследовании специфики операторных ал-
гебр, порожденных функциональными операторами. 
Основополагающими результатами, полученными 
А. Б. Антоневичем в этом направлении, являются 
теоремы об изоморфизме С *-алгебр, порожденных 
динамическими системами, теорема о гиперболич-
ности линейного расширения, ассоциированного 
с операторами взвешенного сдвига, конструкция 
символа функционально-дифференциального опе-
ратора, аналог условия Лопатинского для нелокаль-
ных краевых задач. Данные результаты были опуб

Анатолий  Борисович 
АНТОНЕВИЧ

Anatolii  Borisovich 
ANTONEVICH
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ликованы в топовых научных журналах, а также 
систематизированы в монографиях, изданных не 
только в Беларуси, но и за ее пределами ведущими 
мировыми издательствами1. 

В последние годы А. Б. Антоневичем впервые 
получены условия односторонней обратимости 
и описаны существенные спектры функциональ-
ных операторов, обнаружено новое свойство не-
четкой дихотомии, связанное с  существованием 
корректных краевых задач для функциональных 
и дифференциальных уравнений, описаны квази-
периодические обобщенные функции и их прило-
жения к теории квазикристаллов, новые формулы 
для подсчета спектрального радиуса операторов 
взвешенного сдвига (аналогами или частными слу-
чаями этих формул являются известные в  термо-
динамике и статистической физике вариационные 
принципы).

С 1990 г. круг научных интересов Анатолия Бо-
рисовича расширился за счет тематики, связанной 
с  проблемой умножения обобщенных функций, 
современные подходы к  решению которой бази-
руются на введении вместо обобщенных функций 
новых объектов, называемых мнемофункциями, до-
пускающих корректное задание произведения и при 
этом сохраняющих основные свойства обобщенных 
функций. Совместно с Я. В. Радыно разработан об-
щий подход к  построению алгебр мнемофункций, 
сконструирован ряд новых алгебр. Даны приложе-
ния к исследованию уравнения Шредингера с син-
гулярным потенциалом и приложения сингулярных 
решений (типа бесконечно узкого солитона и типа 
ударной волны) для некоторых нелинейных урав-
нений с частными производными. Составлена таб
лица умножения (в смысле теории мнемофункций) 
базовых обобщенных функций. Часть результатов 
разработки этого направления представлены в мо-
нографии А. Б. Антоневича и Т. А. Романчук «Урав-
нения с дельта-образными коэффициентами: метод 
конечномерных аппроксимаций» (2012).

А. Б. Антоневич опубликовал свыше 200 науч-
ных работ, среди его соавторов более 50 специалис

1Антоневич А. Б. Линейные функциональные уравнения. Операторный подход. Минск : Университетское, 1988. 232 с. (пе-
реведена на английский язык: Antonevich А. B. Linear functional equations. Operator approach. Basel ; Boston ; Berlin : Birkhäuser Verl., 
1996. VIII, 179 p. (Operator theory: advances and applications ; vol. 83)) ; Antonevich A. Functional differential equations: I. C *-theory / 
А. Antonevich, А. Lebedev. Harlow : Longman Sci. & Tech. ; New York : John Wiley & Sons, 1994. 504 p. (Pitman monographs and 
surveys in pure and applied mathematics ; vol. 70) ; Antonevich A. Functional differential equations: II. С *-applications : [in 2 parts]. 
Part 1. Equations with continuous coefficients / А. Antonevich, М. Belousov, А. Lebedev. Harlow : Addison Wesley Longman Ltd., 1998. 
384 p. (Pitman monographs and surveys in pure and applied mathematics ; vol. 94) ; Antonevich A. Functional differential equations: 
II. С *-applications  : [in 2 parts]. Part 2. Equations with discontinuous coefficients and boundary value problems  / А. Antonevich, 
М. Belousov, А. Lebedev. Harlow : Addison Wesley Longman Ltd., 1998. 414 p. (Pitman monographs and surveys in pure and 
applied mathematics ; vol. 95) ; Dоlićanin C. B. Dynamical systems generated by linear maps / C. B. Dоlićanin, A. B. Antonevich. 2nd ed. 
Cham [etc.] : Springer, 2014. XII, 203 p.

тов из разных стран. Он подготовил 27 кандидатов 
наук и продолжает активно работать с аспирантами 
(готовы к  защите еще две кандидатские диссерта-
ции). В числе учеников А. Б. Антоневича есть граж-
дане Беларуси, России, Вьетнама, Польши, Сенега-
ла, Сербии, трое из них (А. В. Лебедев, Данг Суан 
Тхань, Данг Хань Хой) стали докторами наук.

Анатолий Борисович является не только выдаю
щимся ученым, но и  замечательным педагогом. 
Совместно с Я. В. Радыно и П. Н. Князевым еще 
в 1978 г. им был написан первый в СССР задач-
ник по функциональному анализу, переизданный 
четыре раза и переведенный на испанский язык. 
Неослабевающей популярностью как в Беларуси, 
так и на постсоветском пространстве пользуется на-
писанный в соавторстве с Я. В. Радыно учебник по 
функциональному анализу, издававшийся трижды 
(1984, 2003, 2006), а также ряд других учебных по-
собий по функциональному анализу, теории меры 
и  интегральным уравнениям, в  совокупности со-
ставляющих учебно-методический комплекс по 
функциональному анализу.

Профессор А. Б. Антоневич – лауреат премии 
имени А. Н. Севченко БГУ (1995). Он удостоен зва-
ний «Заслуженный работник БГУ», «Отличник на-
родного образования», «Соросовский профессор», 
награжден почетными грамотами БГУ, Министер
ства образования Республики Беларусь, Президиу-
ма HAH Беларуси.

Математика не единственное увлечение Анато-
лия Борисовича. Он является мастером спорта СССР 
по классической (греко-римской) борьбе, был чем-
пионом республики и  победителем молодежного 
чемпионата СССР. А. Б. Антоневичу покорялись 
не только научные высоты, но и труднопроходи-
мые крутые маршруты в горах Кавказа, Памира, 
Тянь-Шаня, Алтая, Саян, Камчатки, Урала, Хибин 
и хребта Чepcкого, за что ему присвоено также зва-
ние мастера спорта СССР по горному туризму.

Сердечно поздравляем Анатолия Борисовича 
с 80-летием и желаем ему крепкого здоровья, боль-
шого счастья и покорения новых научных высот.

Коллеги и ученики
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АННОТАЦИИ  ДЕПОНИРОВАННЫХ  В  БГУ  РАБОТ

INDICATIVE  ABSTRACTS  OF  THE  PAPERS  DEPOSITED  IN  BSU

УДК 330.4(075.8)
Альсевич В. В. Математическая экономика [Электронный ресурс] : электрон. учеб.-метод. комплекс 
для спец. 1-31 03 06-01 «Экономическая кибернетика (математические методы и компьютерное моде-
лирование в экономике)» / В. В. Альсевич, Н. С. Павленок ; БГУ. Электрон. текстовые дан. Минск : БГУ, 
2021. 128 с. : ил., табл. Библиогр.: с. 128. Режим доступа: https://elib.bsu.by/handle/123456789/272363. 
Загл. с экрана. Деп. в БГУ 02.12.2021, № 012202122021.

Электронный учебно-методический комплекс (ЭУМК) предназначен для студентов специальности 
1-31 03 06-01 «Экономическая кибернетика (математические методы и компьютерное моделирование 
в экономике)». Содержание ЭУМК предполагает применение математического аппарата и методов оп-
тимизации к исследованию задач микро- и макроэкономики.

УДК 510.51(075.8)(076.1)
Котов В. М. Сборник задач по теории алгоритмов. Организация перебора и приближенные алго-
ритмы [Электронный ресурс] : электрон. учеб.-метод. комплекс для спец. 1-31 03 04 «Информатика» / 
В. М. Котов, Е. П. Соболевская, Г. П. Волчкова  ; БГУ. Электрон. текстовые дан. Минск  : БГУ, 2021. 
144 с. : ил. Библиогр.: с. 143–144. Режим доступа: https://elib.bsu.by/handle/123456789/272717. Загл. 
с экрана. Деп. в БГУ 08.12.2021, № 013508122021.

Электронный учебно-методический комплекс (ЭУМК) по учебной дисциплине «Теория алгоритмов» 
(«Модели и  алгоритмы задач дискретной оптимизации») предназначен для студентов специальности 
1-31 03 04 «Информатика». В ЭУМК содержатся лекционный материал, задания для практических за-
нятий, наборы тестов для проверки правильности программ, задания эвристического типа, список лите-
ратуры.

УДК 510.51(075.8)
Котов В. М. Сборник задач по теории алгоритмов [Электронный ресурс]  : электрон. учеб.-метод. 
комплекс для спец.: 1-31 03 04 «Информатика», 1-31 03 03 «Прикладная математика (по направлениям)», 
направление спец. 1-31 03 03-01 «Прикладная математика (научно-производственная деятельность)», 
1-31 03 07 «Прикладная информатика (по направлениям)», направление спец. 1-31 03 07-01 «Приклад-
ная информатика (программное обеспечение компьютерных систем)» / В. М. Котов ; БГУ. Электрон. 
текстовые дан. Минск : БГУ, 2021. 172 с. : ил. Библиогр.: с. 171–172. Режим доступа: https://elib.bsu.by/
handle/123456789/274229. Загл. с экрана. Деп. в БГУ 14.01.2022, № 000114012022.

Электронный учебно-методический комплекс (ЭУМК) по учебной дисциплине «Алгоритмы и струк-
туры данных» предназначен для студентов специальностей «Информатика», «Прикладная информатика 
(по направлениям)», «Прикладная математика (по направлениям)». В ЭУМК содержатся лекционный 
материал, задания для практических занятий, наборы тестов для проверки правильности программ, за-
дания эвристического типа, список литературы.

УДК 004(075.8)
Велько О. А. Современные информационные технологии [Электронный ресурс]  : электрон. учеб.-
метод. комплекс для спец. 1-23 01 05 «Социология» / О. А. Велько, Н. А. Моисеева ; БГУ. Электрон. 
текстовые дан. Минск : БГУ, 2021. 181 с. : ил., табл. Библиогр.: с. 180–181. Режим доступа: https://elib.
bsu.by/handle/123456789/274771. Загл. с экрана. Деп. в БГУ 26.01.2022, № 000226012022.



Электронный учебно-методический комплекс (ЭУМК) по учебной дисциплине «Современные ин-
формационные технологии» предназначен для студентов специальности 1-23 01 05 «Социология». 
ЭУМК включает лекционный материал, планы лабораторных работ, примерные тестовые задания, при-
мерные промежуточные контрольные работы, вопросы для подготовки к зачету, примерный тематиче-
ский план, содержание учебного материала, список литературы.

УДК 51(075.8)+519.2(075.8)
Моисеева Н. А. Основы высшей математики и теории вероятностей [Электронный ресурс] : электрон. 
учеб.-метод. комплекс для спец. 1-23 01 15 «Социальные коммуникации» / Н. А. Моисеева, О. А. Велько ; 
БГУ. Электрон. текстовые дан. Минск : БГУ, 2021. 239 с. : ил., табл. Библиогр.: с. 238–239. Режим доступа: 
https://elib.bsu.by/handle/123456789/274772. Загл. с экрана. Деп. в БГУ 26.01.2022, № 000326012022.

Электронный учебно-методический комплекс (ЭУМК) по учебной дисциплине «Основы высшей 
математики и теории вероятностей» предназначен для студентов специальности 1-23 01 15 «Социаль-
ные коммуникации». ЭУМК включает лекционный материал, задания для практических занятий, при-
мерные задания для управляемой самостоятельной работы студентов, тестовые задания, контрольные 
работы, задания эвристического типа, вопросы для подготовки к экзамену, примерный тематический 
план, содержание учебного материала, список литературы.

УДК 519.67(075.8)
Компьютерная математика. Символьный пакет Mathematica [Электронный ресурс] : электрон. учеб.-
метод. комплекс для спец. 1-31 03 01 «Математика (по направлениям)», направление спец. 1-31 03 01-02 
«Математика (научно-педагогическая деятельность)»  / Л.  Л. Голубева [и др.]  ; БГУ. Электрон. текс
товые дан. Минск  : БГУ, 2021. 250 с.  : ил. Библиогр.: с. 247–250. Режим доступа: https://elib.bsu.by/
handle/123456789/276777. Загл. с экрана. Деп. в БГУ 21.03.2022, № 002421032022.

Электронный учебно-методический комплекс (ЭУМК) по учебной дисциплине «Компьютерная ма-
тематика» предназначен для студентов специальности 1-31 03 01 «Математика (по направлениям)», на-
правление специальности 1-31 03 01-02 «Математика (научно-педагогическая деятельность)». ЭУМК 
содержит тексты лекций, планы лабораторных занятий, перечень контрольных вопросов, тесты, списки 
рекомендованной литературы.

УДК 519.67(075.8)
Компьютерная математика. Числовой пакет MATLAB [Электронный ресурс] : электрон. учеб.-ме-
тод. комплекс для спец. 1-31 03 01 «Математика (по направлениям)», направление спец. 1-31 03 01-02 
«Математика (научно-педагогическая деятельность)» / Л. Л. Голубева [и др.] ; БГУ. Электрон. тексто-
вые дан. Минск : БГУ, 2021. 88 с. : ил. Библиогр.: с. 85–88. Режим доступа: https://elib.bsu.by/handle/ 
123456789/276778. Загл. с экрана. Деп. в БГУ 21.03.2022, № 002521032022.

Электронный учебно-методический комплекс (ЭУМК) по учебной дисциплине «Компьютерная ма-
тематика» предназначен для студентов специальности 1-31 03 01 «Математика (по направлениям)», на-
правление специальности 1-31 03 01-02 «Математика (научно-педагогическая деятельность)». ЭУМК 
содержит тексты лекций, планы лабораторных занятий, перечень контрольных вопросов, тесты, списки 
рекомендованной литературы.
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