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УДК 517.9

ЗАДАЧА ОПТИМИЗАЦИИ ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА  
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО -РАЗНОСТНЫХ СИСТЕМ  

С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

М. П. ДЫМКОВ1)

1)Белорусский государственный экономический университет,  
пр. Партизанский, 26, 220070, г. Минск, Беларусь

В работе исследуется линейная дифференциально-разностная система с запаздывающим аргументом. Такие 
системы имеют различные сферы применения, в том числе и повторяющиеся процессы с обучением. Для опре-
деления условий оптимальности управления в задаче приведения траектории системы в состояние покоя за ми-
нимальное время использовалась теорема об отделимости выпуклых множеств. Аналитические выражения для 
оптимального управления выведены для специального случая интегральных ограничений на управление. В целях 
демонстрации полученных результатов приведен иллюстративный пример с детальным вычислением основных 
элементов оптимального управления. 

Ключевые слова: дифференциально-разностные системы; запаздывающий аргумент; задача оптимального 
быстродействия.
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Дифференциальные уравнения и оптимальное управление 
Differential Equations and Optimal Control 

OPTIMISATION PROBLEM FOR SOME CLASS  
OF HYBRID DIFFERENTIAL-DIFFERENCE SYSTEMS WITH DELAY

M. P. DYMKOV a

aBelarus State Economic University, 26 Partyzanski Avenue, Minsk 220070, Belarus

In the paper, the linear differential-difference dynamic systems with delayed arguments are considered. Such systems 
have a lot of application areas, in particular, processes with repetitive and learning structure. We apply the method of the 
separation hyperplane theorem for convex sets to establish optimality conditions for the control function to drive the trajec-
tory to zero equilibrium state in the fastest possible way. For the special case of the integral control constraints, the proposed 
method is detailed to establish an analytical form of the optimal control function. The illustrative example is given to 
demonstrate the obtained results with the step-by-step calculation of the basic elements of the optimal control.

Keywords: differential-difference system; delayed argument; time optimal control problem.

Introduction
The time delayed dynamic is frequently encountered in modern control system theory [1]. Differential-dif-

ference processes with delayed arguments (hybrid continuous-discrete) are a class of systems of both theo-
retic and applications interest [2]. Application areas include a lot of physical [3] and industrial processes [4], 
especially, with repetitive and learning structure [5] and others. Moreover, it is already known that [6] links 
between some types of linear repetitive processes and delay systems, which can, where appropriate, be used 
to great effect in the control related analysis of these processes. This paper is based on the work [7] and gives 
some new results on optimisation theory for delayed differential-difference linear processes. There are only 
a  few research works in the literature devoted to optimisation theory (see, for example [8], and references 
therein). In this paper, we have adopted the method [9] based on the separation theorem for the convex sets to 
establish optimality conditions for the time optimal control problem. Then, we applied the classic approach 
from calculus of variations theory to study the structure of the optimal control for the sub-class of the delayed 
hybrid differential-algebraic processes. Furthermore, the proposed method is detailed for the special case of 
the integral control constraints where the applicable form of the optimal control function to drive the process 
dynamics to zero equilibrium state in the fastest possible way is established. It has been conjectured that such 
a setting is appropriate for development of the numerical methods for optimal control problems and related 
studies on for which very little work has been reported to date. The illustrative example, given in the paper, 
demonstrates the main stages and the step-by-step calculation to realise the analytical solution based on the 
obtained results to design the time optimal control function. This fact is interesting from theoretical and, as 
well, practical viewpoints. Some areas for short to medium term further research are also briefly discussed.

Notation. R n denotes the n – dimensional Euclidean space, gT and AT mean transposed vector and matrix, 
respectively, In is the n × n identity matrix. Matrices, if not explicitly stated, are assumed to have compatible 
dimensions.

Optimisation problem for delayed differential-difference system
In the paper, we consider the linear system described by the pair of time delay differential and difference 

equations 
	 x t Ax t A x t h B y t B y t h Bu t( ) = ( ) + -( ) + ( ) + -( ) + ( )- -1 0 1 , 	 (1)

	 y t Cx t C x t h D y t h Du t t( ) = ( ) + -( ) + -( ) + ( ) ∈[ ]- -1 1 0, , α 	 (2)
with initial conditions 
	 x t f t t h x x y t g t t h( ) = ( ) ∈ -[ ) ( ) = ( ) = ( ) ∈ -[ ], , , , , ,0 0 00 	 (3)

and x ∈ R n, y ∈ R m, u ∈ R r, where α, h are given real numbers such that h < α, f t g t( ) ( ),  are given continuous 
functions, A, A–1, B, B0, B–1, C, C–1, D, D–1 are given matrixes of the appropriate dimensions. The class U ⋅( ) 
of the admissible control vectors u t t( ) ∈[ ], , ,0 α  is the set of the all piecewise continuous functions such that 
u t t( ) ∈ ∈[ ]Ω, , ,0 α  where Ω is a compact convex set in R r. The pair of the functions x t y t( ) ( )( ),  is termed 
the solution of the system (1) – (3) for the given control vector u t( ), if they satisfy the differential equation (1) 
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almost everywhere on the interval 0 0 1 2, , , , , ,α[ ] ≠ = …t kh k  and the difference equation (2) for all t ∈[ ]0, .α  
(Here the right-hand derivative is assumed at the moment t = 0.) Under the assumptions made here, it can be 
shown that the solution x t( ) is absolutely continuous and also that y t( ) is piecewise continuous on the interval 
0, .α[ ]

Consider the following time optimal control problem for the process (1) – (3). For the given initial data 
x t f t( ) = ( ), t h∈ -[ ), ,0  x x0 0( ) = , y t g t( ) = ( ), t h∈ -[ ], ,0  it is required to find the minimal time T, T ∈[ ]0, ,α  
and the control function u t( ), t T∈[ ]0, , such that the corresponding solution of the system (1) – (3) satisfies 
the following condition:
	 x t t T h T( ) ≡ ∈ -[ ]0, , . 	 (4)

We assume, in addition, that the set of the admissible controls U ⋅( ) is non-empty. We say that the control 
function u U⋅( ) ∈ ⋅( ) is T-admissible control for the system (1) – (3) if the corresponding trajectory satisfies the con-
dition (4). The solution of the system (1) – (3) can be constructed (see, for example, [6; 7] and references therein) 
using the step-by-step, or recurrent, procedure for each sub-interval of the form ih i h i q, , , , , ,+( ) ) = …1 0 1 α  

where q
hα
α= 




 denotes the integer part of the fraction α

h
. For this purpose, function F t, τ( ) is introduced as 

a solution of the following differential equation 

	
∂ ( )

∂
= - + -( )( ) ( ) ≡ ∀ > -( ) =

=

+

∑F t
F t j h H F t t F t tj

j

qt,
, , , , , ,

τ
τ

τ τ τ1 0 0

1

1

IIn . 	 (5)

It can be shown that the following formula for the solutions of the system (1) – (3) is true: 

	 x t s t f g x S t u d t
t

( ) = ( ) + ( ) ( ) ∈[ ]∫, , , , , , ,0

0

0τ τ τ α 	 (6)

where 

s t f g x F t x F t q h P f Q gt q qt t
, , , , ,0 0 1 10 1( ) = ( ) + + +( )( ) ( ) + ( ) + +τ τ τ dd

F t j h H f d S t F t j

h

j
hj

qt

τ

τ τ τ τ τ

-

-=

+

∫

∫∑

+

+ + -( )( ) ( ) ( ) = + -

0

0

1

1

1 1, , , , (( )( )
=

+

∑ h Vj
j

qt

1

1

,

and 

y t CF t x CF t H f d CF t h P f Q g
h

( ) = ( ) + ( ) ( ) + +( ) ( ) + ( )
-
∫, , ,0 0 1

0

1 1τ τ τ τ τ τ   +

+ ( ) ( ) + -( ) + -( ) + ( )

-

- -

∫

∫

d

CF t V u d C f t h D g t h Du t

h
t

τ

τ τ τ

0

1

0

1 1, , ∀∀ ∈[ )t h0, ,

y t CF t x M F t j h x M F t lh jh Hj
j

q

l

t

( ) = ( ) + - +( )( ) + - +( )+
=

-

∑, , ,0 1 00 1 0

0

1

τ jj
hj

q l

l

q

l t q

f d

M F t lh q l h P

tt

t

+
-=

-

=

-

+

( ) +

+ - + + -( )( )

∫∑∑ 1

0

00

1

11

τ τ

τ, -- + -
-=

-

( ) + ( )  +

+ ( ) ( ) + -

∫∑ l q l
hl

q

q

f Q g d

R t u d W f t

t

t

t

τ τ τ

τ τ τ

1

0

0

1, qq h G u t jh K g t q h t ht

t

j q t
j

q

t

t

( ) + -( ) + -( ) ∀ ≥∫ ∑ -
=0

1

0

, ,

where 
H B D B D C D C j q H A B Cj

j j
t= +( ) +( ) = … + = +-

-
- -

-
- -0 1

1

1 1

2

1 1 1 03 1, , , , ,

H A B C D C B C V B D B D D j qj
j j

t2 1 0 1 1 1 0 1

1

1 1

2
2= + +( ) + = +( ) = …- - - - -

-
- -

-
, , , , ++ 1,

V B B D Q B D B D P B D B D C P Ai
i

i
i

1 0 0 1 1 1

1

0 1 1 1

2

1 1= + = +( ) = +( ) =- - -
-

- - -
-

-, , , -- -+1 0 1B C ,
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R t M F t lh jh V q t
hl j

j

q l

l

q

t

tt

, , , ,τ τ( ) = - +( ) = 



+

=

-

=

-

∑∑ 1

00

1

M D C D C M C G D D K D C W D jj
j

j
j

i
i

i
i

+ - - - - - - -
+= +( ) = = = = =1 1 1 1 0 1 1 1 1

1
0, , , , , ,, , , .1 … qt

Let C hn -[ ], ,0  h > 0, denote the vector space of the continuous n vector function f h Rn: , .-[ ] →0  Put 

Z x R x s T h f g x f g x C Cn
h h

n= ∈ = ( ){ }- ( ) ∈ × ×-[ ) -[ ], , , , ,
, ,0 0 0 0

for all 

and
	  = ∈ = ⋅( ){ }s Z x s T usuch that for there is -admissible control . T-admissible control  = ∈ = ⋅( ){ }s Z x s T usuch that for there is -admissible control .	 (7)

In fact, the set  is the reachability set [7; 10] for the system (1) – (3) with the additional condition. We as-
sume that  is not empty, which is true if the system is controllable. In other words, we suppose that there 
exists at least one collection of the initial data 

x t f t t h x x y t g t t h( ) = ( ) ∈ -[ ) ( ) = ( ) = ( ) ∈ -[ ], , , , , , ,0 0 00

for which there exists the T-admissible control function. Additionally, we will assume next that r = n and the 
matrices B, B0, D such that there exist B –1 and E DB B+ 

- -
1

0

1

 (this can be guaranteed, for example, by the 
appropriate spectrum assumptions for these matrices). Note that in this case the T-admissible control functions 
on the last interval T h T-[ ],  is represented in the feedback form. Indeed, from (1) we have 

u t B A x t h B y t B y t h( ) = - -( ) + ( ) + -( ) 
-

- -
1

1 0 1
.

Substituting this into (2) yields 
	 u t Nx t h My t h t T h T( ) = -( ) + -( ) ∈ -[ ], , , 	 (8)
where 
	 N I DB B C DB A M I DB B D DB= +  -  = +  -- -

-
-

-
- -

- -
1

0

1

1

1

1

1

0

1

1 1

2
,  . 	 (9)

Thus, the considered problem is to determine the optimal control on the interval 0, .T h-[ ]
We denote by UT ⋅( ) the set of the all T-admissible control functions for the system (1) – (3) corresponding 

to the set  in (7). By analogy with [9; 10] it can be shown that  is the convex set.
Theorem 1. For the given initial data f t t h x x g t t h( ) ∈ -[ ) ( ) = ( ) ∈ -[ ], , , , ,, ,0 0 00   the T-admissible cont

rol function for the system (1) – (3) exists if, and only if, the following inequality is fulfilled:

	 max inf g  
g

T

u U

T
T h

g s T h f g x S T h u d
T= ⋅( ) ∈ ⋅( )

-

-( ) + -( ) ( )∫
1

0

0

, , , , τ τ τ











≤ 0. 	 (10)

P r o o f. Necessity. Let T  be the moment such that u t( ), t T∈[ ]0, , is a T-admissible control function for the 
system (1) – (3). This means that the corresponding trajectory at the moment t = T – h satisfies the condition
x T h-( ) = 0. Therefore,

	 s T h f g x S T h u d
T h

-( ) + -( ) ( ) =
-

∫, , , , .0

0

0τ τ τ 	 (11)

Multiplying both sides of the last equality (11) by the vector g ∈ R n yields 

g s T h f g x g S T h u dT T
T h

-( ) + -( ) ( ) =
-

∫, , , , .0

0

0τ τ τ

Therefore,

	 g s T h f g x g S T h u dT

u U

T
T h

T

-( ) + -( ) ( ) ≤
∈ ⋅( )

-

∫, , , , .0

0

0inf τ τ τ 	 (12)

Obviously, from (12) it follows (10).
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Sufficiency. Let the inequality (10) hold for the given initial data f g x, , .0( )  On contrary, assume that for 
this data there is no T-admissible control u ⋅( ), which solves the problem. This means that the corresponding 
vector s s T h f g x∗ ∗= -( ), , , 0  does not belong to the set , i. e. s T h f g x∗ -( ) ∉, , , .0   Since  is a convex 

set, there exists a supporting hyperplane with the non-trivial normal vector g * ∈ R n, g∗ = 1  such that the fol-
lowing inequality
	 g s g s sT T∗ ∗ ∗> ∀ ∈, , 	 (13)

holds. Since s ∈ , there exists a T-admissible control function u t t T h( ) ∈ -[ ], , ,0  such that the corresponding 
trajectory at moment t = T – h satisfies the condition x T h-( ) = 0:

s S T h u d
T h

+ -( ) ( ) =
-

∫ , .τ τ τ
0

0

Then s S T h u d
T h

= - -( ) ( )
-

∫ , τ τ τ
0

 and from (13) follows 

g s g S T h u dT T
T h

∗ ∗ ∗
-

+ -( ) ( ) >∫ , .τ τ τ
0

0

Since s is an arbitrary vector from the set , the last inequality is true for all u UT⋅( ) ∈ ⋅( ). Therefore,

g s T h f g x g S T h u dT
u U

T
T h

T

∗ ∗
∈ ⋅( )

∗
-

-( ) + -( ) ( ) >∫, , , , ,0

0

0inf τ τ τ

which contradicts (10). The theorem is proved.
Next, denote 

	 Λ T g T h f g x g S T h u ds
g

T

u U

T
T h

T
( ) = -( ) + -( ) ( )

= ∈ ⋅( )

-

∫max inf
1

0

0

, , , , τ τ τ











. 	 (14)

It can be shown that Λ T( ) is a non-decreasing lower semicontinuous function, and hence we have the result 
bellow.

Theorem 2. Given initial data f t t h x x g t t h( ) ∈ -[ ) ( ) = ( ) ∈ -[ ], , , , ,, ,0 0 00  the moment T  0 is optimal if, 
and only if, T  0 is a minimal root of the equation 
	 Λ T( ) = 0. 	 (15)

P r o o f. Necessity. Let T  0 and u0 ⋅( ) be the optimal solution for the optimisation problem. Then theorem 1 
gives Λ T 0 0( ) ≤ .  At the first, suppose that Λ T 0 0( ) < . Since Λ T( ) is a non-decreasing and continuous function 

than ∃T^, ^T T< 0
, such that Λ ΛT T0

0( ) ≤ ( ) ≤^
.Λ ΛT T0

0( ) ≤ ( ) ≤^
.  Then in accordance with theorem 1, the optimisation problem 

is solvable with ^T T< 0  which is impossible. Thus, T  0 is the root of the equation (15). The minimality of T  0 
can be shown analogously.

Sufficiency. Let the moment T  0 be the minimal root of Λ T( ) = 0 for the control function u t0( ), t T h∈ - 0
0

, . 
Suppose this control function is not optimal for the given initial data. Hence, there is the ^T -admissible control 
function ̂u t( ), t T h∈ - 0, ,

^t T h∈ - 0, ,
^  where ^T T< 0

. Then theorem 1 yields Λ ^T( ) ≤ 0.Λ ^T( ) ≤ 0. However, noting non-decreasing 

function Λ T( ), we have Λ Λ^T T( ) ≥ ( ) =0
0,Λ Λ^T T( ) ≥ ( ) =0
0, which contradicts the minimality of the root T  0, which completes 

the proof. 
Finally, the optimal time T  0 is given by the equality (15) and the optimal control function u t0( )  is deter-

mined as 

	 min , , ,
u U

T
T h

T
T h

T

g S T h u d g S T h u d
∈ ⋅( )

- -

-( ) ( ) = -( ) ( )∫ ∫0 0τ τ τ τ τ τ
0

0

0

	 (16)

where g0 is the vector which maximises the expression (14).
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Time optimal control with integral constraints
The obtained general optimality conditions can be presented in a more applicable form for some special 

sets of admissible controls. Particularly in this section, the time optimal control problem for the system (1) – (3) 
with the integral control constraints of the form 

	 U u u u dT
T

⋅( ) ⋅( ) ( ) ( ) ≤











∫ : τ τ τ
0

1 	 (17)

is considered. 
In accordance with theorem 2, formulas (6) and (16) the problem is to minimise the functional 

	 g F T h j h V u dT
j

j

qT h T h

- + -( )( ) ( )
=

- -

∑∫ , τ τ τ1

10

	 (18)

subject to the following integral constraint 

	 u u dT
T

τ τ τ( ) ( ) ≤∫
0

1. 	 (19)

Using (6) and (9) allows rewriting (19) as 

	

u u d Nx h My h Nx h My h dT
T h

T

T h

T

τ τ τ τ τ τ τ τ( ) ( ) + -( ) + -( )( ) -( ) + -( )( )
-

-
∫
0

∫∫

∫

=

= + ( ) + ( )  ( ) + ( ) + ( )  ( )
- -

Y u I u d u dT T
T h

T
T h

τ τ τ τ y τ ϕ τ τ τG
0 0

∫∫

∫∫

+

+ ( ) ( ) + ( )  ( ) ≤
--

u u dT
T hT h

τ τ θ τ θ θ τ
00

1Ψ Φ, , ,

	

(20)

where

Y Nx h My h Nx h My h dtT

T h

T

= -( ) + -( )  -( ) + -( ) 
-
∫ τ τ τ τ ,

y τ θ τ θ θ θ θ θ τ( ) = ( ) ( ) + ( )  + ( ) + ( )  ( ){ }S N Ns Mr s N r M MRT T T T T T
, , dd

T h

T h

θ
-

-

∫
2

,

ϕ τ

τ τ τ

τ τ( ) =

( ) + ( )( ) ∈ - -( ]
+( ) + +( )

s N r M MG T h T h

s h N r h M

T T T T

T T T T

0 2, , ,

(( ) ∈ - -( ]
………………………………………………………………………

+ -( )

MG T h T h

s qT
T

1 3 2

1

, , ,τ

τ hh N r q h M MG hT T
T

T
qT( ) + + -( )( )( ) ∈[ ]










 -τ τ1 01, , ,

Φ θ τ τ θ θ τ θ τ, , , , , ,( ) = ( ) ( ) + ( ) ( ) ( ){ }  +
-

S t N NS t MR t R t M MR t dT T T T

T 22h

T h-

∫ ,

G τ

τ

( ) =

+ + … + ∈ --
-

- -( )G M MG G M MG e G M MG e T h TT T T ph T T
g

q ph
T

T
0 0 0 1 0 1

1
2, , --( ]

+ + … + ∈ --
-

- -( )

h

G M MG G M MG e G M MG e T hT T T ph T T
g

q ph
T

T

,

, ,1 1 1 2 1 2

2
3τ TT h

G M MGg
T T

gT T

-( ]
……………………………………………………………………………………………

+- -

2

2 2

,

GG M MG e h h

G M MG h
g
T T

g
ph

g
T T

g

T T

T T

- -
-

- -

∈( ]
∈[ ]










2 1

1 1

2

0

, , ,

, , ,

τ

τ





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Ψ τ

θ τ θ τ τ

θ τ( ) =

( ) + ( )  ∈ - -( ]
+( ) +

S N R M MG T h T h

S h N R

T T T T

T T

, , , , ,

,

0 2

TT Th M MG T h T hθ τ τ+( )  ∈ - -( ]
…………………………………………………………………

, , , ,1 3 2

………………

+ -( )( ) + + -( )( )  ∈[-S q h N R q h M MG hT
T

T T
T

T
qTθ τ θ τ τ1 1 01, , , , ]]










 .

Here e– kph denotes the shift operator such that e u u khkph-( )( ) = -( )τ τ . Then, using the Lagrange multiplier 
method for (18), (19) leads to the functional 

	

Π u g S T h u d Y u I u dT
T h

T
m

T
T h

( ) = -( ) ( ) + + ( ) + ( )  ( )
- -

∫ ∫, τ τ τ λ τ τ τ τ
0 0

G





+

+ ( ) + ( )  ( ) + ( ) ( ) + ( ) 
-

∫ y τ ϕ τ τ τ τ τ θ τ θ θT
T h

Tu d u u
0

Ψ Φ, , (( )






--

∫∫ d
T hT h

τ
00

,

	

(21)

which is subject of minimisation with respect to unknowns λ and u t( ). Then the first variation δΠ for Π u( ), 
given by (21) can be represented as 

	

δ
δ α

α
τ τ τ

λ τ τ

α

Π
Π

u
u v

v S Th gd

u I

T h

T T

( ) =
+( )

∂
= ( ) ( ) +

+ ( ) + ( )

=

-

∫
0 0

,

G dd v du K u dT
T h T

τ τ τy τ ϕ τ τ θ τ θ θ+   +











( )( ) + ( ) ( ) ( ) ( )

-

∫ ,

00

TT h-

∫ ,

	

(22)

where 
K T Tθ τ τ θ τ θ τ θ τ θ, , , , , .( ) = ( ) + ( )( ) + ( ) + ( )( )Ψ Φ Ψ Φ

The Lagrange multiplier method yields that the optimal solutions satisfy to the equality δΠ u( ) = 0  for all 
functions v τ( ). Hence, from (22) it follows 

	 S T h g I u K u dT
m

T h

-( ) + + ( )  ( ) + ( ) + ( ) + ( ) ( )



-

∫, ,τ λ τ τ y τ ϕ τ θ τ θ θ2

0

G








= 0. 	 (23)

The solution of (23) can be represented as 

	 u t u t u t u t L t gg ( ) = ( ) + ( ) ( ) = ( )1 2 2

1
, .where

λ
	 (24)

Here the vector u t1( ) and the n r×( )-matrix L t( ) satisfy the following integral equations

K t u d u t I t t t L t S T h t
T h

θ θ θ y ϕ, , ,( ) ( ) + ( ) + ( )( ) + ( ) + ( ) = ( ) + -
-

∫ 1 1

0

2 0 2G (( ) + ( ) ( ) =
-

∫ K t L d
T h

θ θ θ, .

0

0  

To show this it is sufficient to substitute (24) into (23), which gives

S T h g u t
L t g

I u KT
m

T h

-( ) + ( ) + ( )





+ ( )  + ( ) ( )
-

∫, ,τ λ
λ

τ τ θ τ2 1

0

G uu
L g

d

S T h LT

1 θ
θ
λ

θ

y τ ϕ τ τ τ

( ) + ( )
















+

+ ( ) + ( ) = -( ) + ( ) +, KK L d g

u I u

T h

m
T

θ τ θ θ

λ τ τ y τ ϕ τ τ

,( ) ( )








 +

+ ( ) + ( )( ) + ( ) + ( ) + (

-

∫
0

12 G )) ( ) ( )












=
-

∫ K u
T h

θ τ θ, .1

0

0
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The unknown multiplier λ can be determined by the fact that the required control function satisfies the 

condition u u dT
T

τ τ τ( ) ( ) =∫
0

1. Hence, using (20) yields 

Y u L g I u L g
T

m+ ( ) + ( )





+ ( )( ) ( ) + ( )

















1 1

1 1τ
λ

τ τ τ
λ

τG dd

u L g d

u

T h

T
T h

τ

y τ ϕ τ τ
λ

τ τ

τ
λ

0

1

0

1

1

1

-

-

∫

∫

+

+ ( ) + ( )( ) ( ) + ( )





+

+ ( ) + LL g u L g d d
TT h

τ θ τ θ τ τ
λ

τ θ τ( )





( ) + ( )( ) ( ) + ( )





=
-

∫ Ψ Φ, , 1

0

1
1

00

T h-

∫ .

This leads to the following equation for λ: a b c1
2
1

0
2λ λ

+ + = , where the required coefficients are 

	 a g L L gd g L K L d dT T
T h

T T
T hT h

= ( ) ( ) + ( ) ( ) ( )
- --

∫ ∫∫τ τ τ τ θ τ θ θ τ
0 00

, , 	 (25)

b u L gd L gd g L KT
T h T h

T T= ( ) ( ) + ( ) + ( )  ( ) + ( )
- -

∫ ∫1

0 0

τ τ τ y τ ϕ τ τ τ τ θ τ,(( ) ( )
--

∫∫ u d d
T hT h

1

00

θ τ θ,

	

c Y u I u d u dT
T h T h

= - + ( ) + ( )( ) ( ) + ( ) + ( )( ) ( ) +
- -

∫ ∫1 21 1

0

1

0

τ τ τ τ y τ ϕ τ τ τG

++ ( ) ( ) + ( )  ( )
--

∫∫ u u d dT
T hT h

1 1

00

τ θ τ θ τ θ τ θΦ Ψ, , .

	

(26)

Thus, the required λ is the positive root of this equation, and the optimal control for the given T is defined 
by the formula (24). Substituting the obtained control function u tg ( ) of (24) into (14) and noting theorem 2 we 
have shown that the optimal control function for the considered integral constraints (17) and the given above 
assumptions can be presented by the following theorem.

Theorem 3. Optimal time T  0 for the optimisation problem (1) – (3) with integral constraints (17) is the 
minimal root of the equality 

	 max
g

T T
g

T h

g s T h f g x g S T h u d
=

-

-( ) + -( ) ( )











=∫

1
0

0

0, , , , τ τ τ 	 (27)

and the corresponding optimal control is given as 

	 u t
u t t T h

Nx t h My t h t T h T

g
0

0

0 0 0 0

0 0

( ) =
( ) ∈ - )

-( ) + -( ) ∈ - 

 , , ,

, , ,




	 (28)

where u tg ( ) is given by (24), the vector g0 realises maximum in (27) and the matrices M, N are defined by 
formulas (8) and (9).

It should be noted that the proposed method can be applied for solution of constrained optimisation prob-
lems with different types of the cost functional. The following example demonstrates the possibility of such 
application.

Example. The given illustrative example shows the practical steps to realise the analytical calculations 
based on the obtained results to solve the optimisation problem with an energy cost functional. In order to 
demonstrate the main stages of these calculations we consider the following equation with control input 

	 x t x t u t t( ) = - -





+ ( ) ∈





π π
2

0
3

2
, , , 	 (29)

and the initial data 
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	 x t t x( ) ≡ ∈ -



 ( ) =0

2
0 0 1, , , .

π 	 (30)

The considered example is a particular case of the system (1) – (3), where 

A B h T U R r- = = = = = =1

1
1 1

2

3

2
1, , , , ,

π π

and other coefficients are trivial.
Consider the following problem: minimise the cost functional 

	 J u J u u t dt
u

( ) → ( ) = ( )∫min,

/

2

0

3 2π

	 (31)

over the solutions of (29), (30) subject to the constraints of the form 

	 u u d x t tT
T

τ τ τ π π( ) ( ) ≤ ( ) ≡ ∈ 



∫

0

1 0
3

2
, , , . 	 (32)

Let M J u0 0= ( ) be the optimal cost value for the problem (29), (30). Consider the following time optimal 
problem: minimise 
	 T → min	 (33)
over the solutions of the control system 

	 x t x t u t t T( ) = - -





+ ( ) ∈[ ]π
2

0, , , 	 (34)

with the initial conditions (30) and the constraints of the form

	 u t dt M x t t T T
T
2

0

0
0

2
( ) ≤ ( ) ≡ ∈ -



∫ , , , .

π 	 (35)

It is easy to show that the optimal solution for the problem (33) – (35) is T 0 3

2
= π. Thus, the optimisation 

problems (29) – (32) and (33) – (35) are equivalent. Hence, the proposed method can be used for solution of the 
given problem (29) – (32). 

Step 1: representation of equation solution.
In our case, the function F t, τ( ) from the formula (5) satisfies the equation 

	
∂ ( )

∂
= +



 ( ) ≡ > ( ) =

F t
F t F t t F t t

,
, , , , , , .

τ
τ

τ π τ τ
2

0 1 	 (36)

It is easy to check that the function 

	 F t e ti t
,

,

, ,

,τ τ
τ

τ

( ) = ≤
>







- -( )
if

if0 0
	 (37)

is the solution of the equation (36), where i in (37) means imaginary unit (i 2 = –1). Thus, the solution of the 

system (29) with the initial data (30) for t ∈ 





0
3

2
,

π  is given as 

	 x t F t x F t u d e e u d e
t

it i t
t

i( ) = ( ) ( ) + ( ) ( ) = + ( ) =∫ ∫- - -( ) -
, ,0 0

0 0

τ τ τ τ ττ tt i
t

e u d1

0

+ ( )








∫ τ τ τ . 	 (38)

The problem statement says that we exploit the real valued functions. Using the known formula for eiϕ the 
corresponding real part of x t( ) in (38) can be extracted when it is necessary. 

Step 2: structure of the optimal control.
In order to determine the optimal control function, we need to calculate the functions Φ τ θ, ,( )  K τ θ,( ) and 

other constants γ, a, b, c which are required in (28). Note that in our case H1 = 0, H2 = 1, Hj = 0, V1 = 1, Vj = 0, 

Mj = 0, ϕ τ( ) = 0, y τ

π

π
τt e x e dt iei t it i( ) = ( ) = -- -( ) -∫ 0

2/

.  Since the problem is given in real valued terms, we are 

needed to pick the real parts in the obtained functions Re sin ,y τ τ( ) =  Im cos .y τ τ( ) = -  Further, 
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K F t F t dt

i

τ θ τ θ

θ τ θ τ τ θ π τ θ

π

π

, , ,

cos sin sin sin , , ,

/

( ) = ( ) ( ) =

- ≥ ≤ ≤

∫2
2

2

33

2

2

3

2

0 0
2

π

τ θ τ θ τ θ π τ θ π

τ θ π

,

cos sin sin sin , , , ,

, , .

i - > ≤ ≤

≤ ≤















Thus, the real part of the function  K is K τ θ θ τ, sin sin( ) = -  for π τ θ π
2

3

2
≤ ≤, .  It  is easy to see that 

K Kτ θ θ τ, , .( ) = ( )  According to the formula (28), the optimal control function for t ∈ 





0
3

2
,

π  is represented 
as follows 
	 u t v t w t w t L t gg( ) = ( ) + ( ) ( ) = ( ), .where

1

λ
	 (39)

Step 3: solution of integral equations.

The scalar function v t t( ) ∈ 





, , ,0
3

2

π  from (39) satisfies the following integral equation 

	 2 2 0

0

v K v dτ y τ τ θ θ θ
π

( ) + ( ) + ( ) ( ) =∫ , . 	 (40)

If τ π∈ 





0
2
,  then K τ θ,( ) ≡ 0 and hence from (40) it follows that v τ y τ τ( ) = - ( ) = -sin , τ π∈ 





0
2
, . If 

τ π π∈ 



2

3

2
,  then for the unknown function v τ( ) we have the following integral equation 

	 sin sin sin .τ θ θ θ τ τ
π

v d v( ) - ( ) =∫
0

	 (41)

Denote sin .θ θ θ
π

v d W( )∫
0

  Multiplying (41) by sin τ and integrating the obtained relation with respect to τ 

over the interval 0, ,π[ ]  we have

sin sin sin sin .
2

0 0 0

2

0

τ τ θ θ θ τ τ τ τ τ
π π π π

d v d v d d∫ ∫ ∫ ∫( ) - ( ) =

Noting that sin2
0

2
τ τ ππ

d∫ =  and sinτ τ τ
π

v d W( ) =∫
0

 we have the following algebraic equation with respect to 

the unknown value W: W π π
2
1

2
-





=  and hence W =
-
π

π 2
. Then from (41) we have v Wτ τ τ

π
τ( ) = - =

-
sin sin sin

2

2

v Wτ τ τ
π

τ( ) = - =
-

sin sin sin
2

2
 and v τ

τ τ π

π
τ τ π π

( ) =
- ∈ 





-
∈ 














sin , , ,

sin , , .

0
2

2

2 2

3

2

The function L τ( ) of (39) satisfies to the following integral equation: 

2 0

0

L K t L d Sτ θ θ θ π τ
π

( ) + ( ) ( ) + ( ) =∫ , , .

In our case S π τ
τ τ π

τ π
,

cos , ,

, .
( ) =

- ≤
>



0

 

Analogously to v τ( ) it can be shown that the required function is L τ
τ τ π

τ π π( ) =
∈[ ]

∈ 













cos , , ,

, , .

0

0
3

2

 



16

Журнал Белорусского государственного университета. Математика. Информатика. 2021;1:6–17
Journal of the Belarusian State University. Mathematics and Informatics. 2021;1:6–17 

Hence, the optimal control function is given as u t v t L t gg ( ) = ( ) + ( )1

λ
. Here, the parameter λ is determined as 

the positive solution of the following algebraic equation a b c1
2
1

0
2λ λ

+ + = ,  where 

- = -( ) ( ) = = = - + ( ) + ( )(
-

∫ ∫a S T h L d d c
T h
1

2

1

2

1

4
1

0

2

0

, cos ,τ τ τ τ τ π γ y τ ϕ τ
π

)) ( ) =

= - + +
-

= +

-

∫

∫ ∫

v d

d d

T h

τ τ

γ τ τ τ τ
π

τ τ γ
π

π

π
0

0

2

2

1 2
2

2
sin sin sin sin

/

/

ππ - =1

2
0, .b

Here, γ τ τ τ τ= -( ) + -( )  -( ) + -( ) 
-
∫ Ns h x Mr h Ns h x Mr h dt

T

T h

T

, , ,0 0  where the coefficients M, N are 

given by (9). Since r τ( ) = 0,  s t x e e dt iit it
, ,

/

0

2

( ) = =-∫
π

π

 γ = i then the required in (25), (26) parameters are c = -π 1

2
,  

b = 0, a = - π
4
. Hence, the required positive root is λ π

π
∗ =

-2 2
. Thus, the optimal control function is given as 

u t

t g t t

t g t tg ( ) =

+ ∈ 





-
+ ∈ 



∗

∗

sin cos , , ,

sin cos , ,

λ
π

π
π λ

π π

0
2

2 2




-
+ ∈ 

















 π

π
π π

2
0

3

2
sin , , .

,

t t

Step 4: minimal root of the equality (27). 
According to (28), the unknown g is determined as the maximising element in the equality max , ,

g
g T

=
( ) =

1
0L  

where L g T gs T h x gF T h u dg

T h

, , , .( ) = -( ) + -( ) ( )
-

∫0

0

τ τ τ  In  our case, we have max cos , .
g gg gF u d

≠
+ ( ) ( )












=∫

0
0

0π π τ τ τ
π

max cos , .
g gg gF u d

≠
+ ( ) ( )












=∫

0
0

0π π τ τ τ
π

 After simplifying, we have

max cos sin cos cos sin
*

/

g
g g g d g

≠
- + -( ) +





+ -( )
-∫

0
0

2

2
τ τ

λ
τ τ τ π

π

π

ττ
λ

τ τ

π
π

π

π

+

















=

= - +
-( )








∫

≠

g d

g
g

*

/

cos

max

2

0

3

2 2 2
 - 
















= - + - -

-










=
g g g

g

2

1

2

2
1

2 2 6

2 4

π
λ π

π
π*

max


= 0.

The maximising element for this equality is g0 6 2

2 4 2
= -

- +
π

π
π

π
. Finally, the optimal control is given as 

u t

t t t

tg
0

6 2

2 4

2 2

2
0
2

2

6 2( ) =

+ -
-

-
+

∈ 





-
+ -

sin cos , , ,

sin

π
π

π
π

π

π
π

π
22 4

2 2

2 2

2

3

2

π
π

π
π π

π
π

π π

-
-

+
∈ 





-
∈ 













cos , , ,

sin , , .

t t

t t









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Conclusion
This work covers only the first attempts to investigate the optimisation problems for the considered hybrid 

processes, and hence a rich material to be the subject for further work. In particular, our interest is the optimal 
control problem where the state variables at the final interval α α, +[ ]h  are equal to the pre-assigned functions 
x t t( ) = ( )ϕ , y t t( ) = ( )y , t h∈ +[ ]α α,  (see, also, [11]). Also, it is worth mentioning here that the approach 
of the supporting control functions setting described in [12] can be used for the design of the numerical algo-
rithms with good conditioning properties. These problems are subject of ongoing work and will be reported in 
due course.
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УДК 517.956

ПЕРВАЯ СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ОБЩЕГО  
ТЕЛЕГРАФНОГО УРАВНЕНИЯ С ПЕРЕМЕННЫМИ  

КОЭФФИЦИЕНТАМИ НА ПОЛУПРЯМОЙ

Ф. Е. ЛОМОВЦЕВ1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Впервые получена явная формула единственного и устойчивого классического решения неоднородного мо-
дельного телеграфного уравнения с переменной скоростью в части первой четверти плоскости, где заданы гра-
ничное и начальные условия. Доказана корректность первой смешанной задачи для общего неоднородного теле-
графного уравнения в первой четверти плоскости. Существование классического решения установлено методом 
продолжения по параметру с помощью теорем о повышении гладкости сильных решений. Единственность этого 
решения выведена из энергетического неравенства для сильных решений. Установлена устойчивость решения 
и получены необходимые и достаточные условия гладкости граничного и начальных данных и три условия их со-
гласования с правой частью уравнения. Для правой части уравнения указаны достаточные требования гладкости.

Ключевые слова: общее телеграфное уравнение; переменные коэффициенты; неявные характеристики; кри-
тическая характеристика; смешанная задача; классическое решение.

THE FIRST MIXED PROBLEM FOR THE GENERAL  
TELEGRAPH EQUATION WITH VARIABLE  

COEFFICIENTS ON THE HALF-LINE

F. E. LOMAUTSAU a

aBelarusian State University, 4 Niezaliežnasci Avenue, Minsk 220030, Belarus

For the first time, an explicit formula is obtained for the unique and stable classical solution of the inhomogeneous 
model telegraph equation with variable velocity in the part of the first quarter of the plane, where the boundary and initial 
conditions are specified. The correctness of the first mixed problem for the general inhomogeneous telegraph equation in 
the first quarter of the plane is proved. The existence of a classical solution was established by the continuation method 
with respect to a parameter using theorems on increasing the smoothness of strong solutions. The uniqueness of this 
solution is derived from the energy inequality for strong solutions. The stability of the solution is established and neces-
sary and sufficient smoothness conditions of the boundary and initial data and three their matching conditions with the 
right-hand side of the equation are derived. Sufficient smoothness requirements are indicated for the right-hand side of 
the equation.

Keywords: general telegraph equation; variable coefficients; implicit characteristics; critical characteristic; mixed prob-
lem; classical solution. 
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Введение
В настоящей работе обобщаются результаты кандидатской диссертации С. Н. Барановской  [1] на 

неоднородное телеграфное уравнение в случае полупрямой без периодических продолжений входных 
данных первой смешанной задачи и переменных коэффициентов уравнения вне области их первона-
чального задания. Областью задания рассматриваемой задачи служит первая четверть плоскости. Из [1] 
автором воспроизведена формула Даламбера классического решения первой смешанной задачи для 
неоднородного модельного телеграфного уравнения с переменной скоростью в той части первой чет-
верти, в которой задаются только начальные условия. В представленной работе впервые найдена явная 
формула единственного классического решения неоднородного модельного телеграфного уравнения 
с переменной скоростью в другой части первой четверти плоскости, где задаются граничное и началь-
ные условия. Эта формула, естественно, отличается от обычной формулы Даламбера (см. теорему 1). 
Новая формула вместе с известной формулой Даламбера позволила автору доказать существование 
классического решения первой смешанной задачи для общего неоднородного телеграфного уравнения 
в первой четверти плоскости (см. теорему 2) с помощью метода продолжения по параметру и теорем 
о повышении гладкости сильных обобщенных решений этой смешанной задачи. Единственность клас-
сического решения была выведена из энергетического неравенства сильных решений задачи в первой 
четверти плоскости. По теореме Банаха о замкнутом графике отсюда следует устойчивость такого ре-
шения по входным данным (см. теорему 2). Кроме того, в настоящей работе выведены необходимые 
и достаточные требования гладкости граничного и начальных данных и три условия их согласования 
с правой частью телеграфного уравнения при ее достаточной гладкости (см. теорему 2). Позже полу-
ченные результаты и «метод вспомогательных смешанных задач для полуограниченной струны» из [2] 
будут использованы для аналогичной задачи на отрезке.

В диссертации [1] методом продолжений доказано существование классического решения первой сме-
шанной задачи для общего однородного телеграфного уравнения с переменными коэффициентами на 
отрезке при условиях на начальные данные, совпадающих с необходимыми. В ней главная идея решения 
такой задачи в полуполосе плоскости заключалась в сведении ее к задаче Коши в верхней полуплоскости 
за счет периодических продолжений входных данных и коэффициентов уравнения с полуполосы на 
верхнюю полуплоскость и применения формулы Даламбера. Однако нет доказательства эквивалент-
ности этих двух краевых задач.

Если для простейшего телеграфного уравнения с потенциалом Дирака в  [3; 4] найдены формулы 
единственных классических и (или) обобщенных решений задачи Коши и некоторых смешанных задач, 
а в [5] при нулевом потенциале и разрывных коэффициентах действительно получено обобщение фор-
мулы Даламбера единственного обобщенного решения задачи Коши, то в [6 –14] формулы обобщенных 
(почти классических) решений смешанных задач так же, как в [1], продолжают считать и называть 
(обобщенной) формулой Даламбера. Например, в [14] говорится: «В случае нулевого потенциала полу-
ченный ряд переходит в обычную формулу Даламбера» [14, с. 124]. Здесь полученный ряд Фурье вы-
ражает обобщенное решение некоторой смешанной задачи для простейшего телеграфного уравнения 
на отрезке. Автор указанной статьи утверждает: «Методом А. П. Хромова построен ряд – обобщен-
ная формула Даламбера» [14, с. 124]. Под методом Хромова понимается модификация метода Фурье 
в [6; 9; 11] путем использования резольвентного метода, идеи Крылова об ускорении сходимости рядов 
Фурье и идеи Эйлера о расходящихся рядах. Впервые формула Даламбера была выведена Л. Эйлером 
в 1748 г. В настоящей работе решение смешанной задачи с полуразностью значений начального смеще-
ния (см. теорему 1, функцию (12)) не соответствует обычной формуле Даламбера.

Одномерное волновое уравнение с переменной скоростью a x t,( )
В первой четверти плоскости G∞ = +∞] [ × +∞] [0 0, ,  изучается смешанная задача

	
^Lu u x t a x t u x t a x t a x t u x t

a x t
tt xx t t≡ ( ) - ( ) ( ) - ( ) ( ) ( ) -

- (

-
, , , , , ,

,

2 1

)) ( ) ( ) = ( ) ( ) ∈ ∞a x t u x t f x t x t Gx x, , , , , ,
^



	
(1)

	 l u u x x l u u x x xt0 10 0 0≡ ( ) = ( ) ≡ ( ) = ( ) >, , , , ,ϕ y 	 (2)

	 Gu u t t t≡ ( ) = ( ) >0 0, , ,m 	 (3)

где ^f , j, y, m – заданные вещественные функции своих переменных x и t; коэффициент a x t a, ,( ) ≥ >0 0  
x t G, , , ,( ) ∈ = +∞[ [ × + ∞[ [∞ 0 0  и a C G∈ ( )∞

2
. Число нижних индексов функций соответствует порядку 
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их частных производных. Здесь Ck Ω( ) – множество k раз непрерывно дифференцируемых функций на 
подмножестве W ⊂ R2, R = -∞ + ∞] [, , и C C0 Ω Ω( ) = ( ). Уравнению (1) соответствуют характеристиче-
ские уравнения
	 dx a x t dt ii= -( ) ( ) =1 1 2, , , , 	 (4)

которые имеют общие интегралы g x t C C R ii i i, , , , .( ) = ∈ =1 2  Если коэффициент a строго положителен, 
т. е. a x t a, ,( ) ≥ >0 0  x t G, ,( ) ∈ ∞  то переменная  t на характеристиках g x t C1 1, ,( ) =  C1 ∈ R, строго убы-
вает, а на характеристиках g x t C2 2, ,( ) =  C2 ∈ R, строго возрастает вместе с увеличением x. Поэтому 
неявные функции y g x t Ci i i= ( ) =, , x ≥ 0, t ≥ 0, обладают строго монотонными обратными функциями 

x h y ti i= { }, , t ≥ 0, t h x yi
i= [ ]( ) , , x ≥ 0, i = 1, 2. По определению обратных отображений они удовлетворяют 

следующим тождествам обращения:

	 g h y t t y y h g x t t x x ii i i i i i i, , , , , , , , , ,{ }( ) = ∀ ( ){ } = ≥ =0 1 2 	 (5)

	 g x h x y y y h x g x t t t ii
i

i i i
i

i, , , , , , , , , ,
( ) ( )[ ]( ) = ∀ ( )  = ≥ =0 1 2 	 (6)

	 h y h x y x x h h y t y t t ii i
i

i
i

i i i, , , , , , , , , .
( ) ( )[ ]{ } = ≥ { }  = ≥ =0 0 1 2 	 (7)

В правых частях тождеств (5) – (7) вместе со взаимообратными функциями исключаются переменные, 
повторяющиеся дважды в левых частях, даже если в левых частях указанных тождеств повторяется дваж-
ды лишь одно из возможных значений этих переменных. Если коэффициент a x t a, ,( ) ≥ >0 0  x t G, ,( ) ∈ ∞  
a C G∈ ( )∞

2
, то функции gi, hi, h Ci( ) ∈ 2 по x, t, yi, i = 1, 2 [15].

В случае a x t a,( ) = = >const 0  ими являются функции g x t x at1 , ,( ) = +  g x t x at2 , ,( ) = -  h y t y at1 1 1, ,{ } = -

h y t y at1 1 1, ,{ } = -  h y t y at2 2 2, ,{ } = +  h x y y x
a

1

1
1( )[ ] =

-
, , h x y x y

a
2

2
2( )[ ] =

-
, .

Определение 1. Классическим решением задачи (1) – (3) называется функция u C G∈ ( )∞
2

, удовлет-
воряющая уравнению (1) в обычном смысле в  G∞ , а начальным условиям (2) и граничному режиму (3) 
в смысле значений соответствующих пределов функции u x t ,( ) или ее производной u x tt  ,( ) по t для 
внутренних точек   x t G, ,( ) ∈ ∞  стремящихся к граничным точкам x t, ,( )  указанным в (2) и (3). 

Найдем в явном виде классическое решение и критерий (необходимые и достаточные условия) кор-
ректности (по Адамару – существования, единственности решения и его устойчивости по исходным 
данным ^f , j, y, m) первой смешанной задачи (1) – (3) на полупрямой. 

Из постановки первой смешанной задачи (1) – (3) и определения 1 ее классических решений вытекают 
очевидные необходимые требования гладкости:

	 ^f C G C C C∈ ( ) ∈ +∞[ [ ∈ +∞[ [ ∈ +∞[ [∞ , , , , , , .ϕ y m2 1 2
0 0 0 	 (8)

Ниже будут установлены дополнительные и только достаточные требования гладкости на ^f . Полагая 
t = 0 в граничном режиме (3), его первой и второй производных по t соответственно, с помощью началь-
ных условий (2) при x = 0 и уравнения (1) при x = t = 0 выводим необходимые условия согласования:

ϕ m y m0 0 0 0( ) = ( ) ( ) = ′( ), ,

	 ^ ^S f a a a a at x≡ ( ) + ( ) ′′( ) + ( ) ( ) ( ) + ( ) ( )-
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 1
, , , , , ,ϕ y ′′( ) = ′′( )ϕ m0 0 . 	

(9)

Количество штрихов над функциями одной переменной соответствует порядку их обыкновенных произ
водных по этим переменным. 

Пусть критическая характеристика g x t g2 2 0 0, ,( ) = ( ) делит четверть плоскости G∞ на два множества: 
G x t G g x t g- ∞= ( ) ∈ ( ) > ( ){ }, : , ,2 2 0 0  и G x t G g x t g+ ∞= ( ) ∈ ( ) ≤ ( ){ }, : , , .2 2 0 0

Теорема 1. Пусть коэффициент a x t a,( ) ≥ >0 0, x t G,( ) ∈ ∞ , и a C G∈ ( )∞
2

. Тогда для существования 
единственного и устойчивого классического решения u C G∈ ( )∞

2  первой смешанной задачи (1) – (3) в  G∞ 
достаточно требований гладкости (8), 
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и условий согласования (9), а также необходимо выполнение требований гладкости (8) и условий со-
гласования (9). Этим классическим решением задачи (1) – (3) служит функция
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточность. Вычислим общий интеграл классических решений уравне-
ния (1) в G∞. Заменой 
	 x h= ( ) = ( )g x t g x t1 2, , , 	 (13)

с невырожденным якобианом J x t x t t x,( ) = - ≠x h x h 0 в G∞, потому что a x t a,( ) ≥ >0 0 в G∞, уравне-
ние (1) приводится к виду 

	

x x h hxx xh hht x t xa u aJ x t u a u( ) - ( )



 + ( ) + ( ) - ( )



 +

+

2 2 2 2 2 2
2  ,

xx x x x h h h hxtt xx t t x x tt xx t t x xa a a aa u a a a aa- - -  + - - - - -2 1 2 1
  =

= ( ) = ( ) ( )( )




u

f f x t

h

x h x h x h, , , ,
^

	

(14)

относительно функции  u u x t C Gx h x h x h, , , , ,( ) = ( ) ( )( ) ∈ ( )∞
2  где G∞ – образ множества G∞ при замене 

переменных (13). Согласно (4) полные дифференциалы равны нулю:

dg g dx g dt g a x t g dt x t Gi i x i t i t
i

i x= ( ) + ( ) = ( ) + -( ) ( )( )



 ≡ ( ) ∈1 0, , , ∞∞ =, , ,i 1 2

и, следовательно, ввиду (13) имеем соотношения

	 g a x t g x t G ii t
i

i x( ) ≡ -( ) ( )( ) ( ) ∈ =+
∞1 1 2

1
, , , , , , 	 (15)

	 x x h ht x t xa x t a x t x t G- ( ) = + ( ) = ( ) ∈ ∞, , , , , .0 0 	 (16)

Каждое из уравнений (16) однократно дифференцируем по t и x, результаты дифференцирования по t 
складываем с произведением на коэффициент a результатов дифференцирования по x, в полученных 
суммах соответственно применяем эти же уравнения (16) и получаем 

	 x x x x h h h htt xx t t x x tt xx t t x xa a a aa a a a aa x t G- = + - = + ( ) ∈- -
∞

2 1 2 1
, , , . 	 (17)
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В силу тождеств (16), (17) уравнение (14) становится уравнением

	 



u
f

a x t J x t
Gxh x h

x h
x m,

,

, ,
, , .( ) = ( )

( ) ( ) ( ) ∈ ∞
2

	 (18)

Только ради упрощения изложения для t ≥ 0 функции a, ^f  продолжаем четно по x c G∞ на все x < 0. 
В плоскости Ost берем криволинейный характеристический треугольник D MPQ с любой вершиной 
M x t G,( ) ∈ ∞

  и вершинами основания P h g x t2 2 0 0, , ,( ){ }( ) и Q h g x t1 1 0 0, , ,( ){ }( ) – точками пересече-
ния характеристик g s g x t2 2, ,τ( ) = ( )  и  g s g x t1 1, ,τ( ) = ( )  с  осью  0s. Интегрируем уравнение  (18) по 
D   MPQ  из G∞  – образу D MPQ из G∞ при переменных  s, ,τ( )  делаем обратную замену переменных к (13), 
двойной интеграл по D MPQ сводим к повторным интегралам и для уравнения (1) в G∞ находим общий 
интеграл 
	 u x t f g x t f g x t F x t x t G, , , , , , ,( ) = ( )( ) + ( )( ) + ( ) ( ) ∈ ∞

 

1 1 2 2 	 (19)

где любые дважды непрерывно дифференцируемые функции f1  и  f2  переменных x, h [16]

	  f f f g f f f g1 1 2 2 2 2 2 20 0 0 0x x h h( ) = ( ) + ( )( ) ( ) = ( ) - ( )( ), , , , 	 (20)
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Ниже будет доказано, что функция F C G∈ ( )∞
2  благодаря (10) для ^f C G∈ ( )∞  из (8). 

Вычислим формулу пока формального решения û-  в G- исходной смешанной задачи. Решением за-
дачи (1) – (3) в G- служит решение задачи Коши (1), (2). Подставляя общий интеграл (19) в начальные 
условия (2), приходим к системе уравнений 
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так как производная F x tt t
,( ) =

= 0
0  благодаря свойству h g x t t xi i , , ,( ){ } =  x ≥ 0, i = 1, 2, из (5). Поскольку 

g a x tt t x1( ) = = ( )x x,  и  g a x tt t x2( ) = = - ( )h h,  согласно (13), то система (22) равна системе
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y
,
.

Используя коммутируемость операции дифференцирования по x и взятия следа при t = 0, интегрируем 
по x от 0 до x второе уравнение этой системы и в результате имеем
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a
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x
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, .

Если это уравнение сначала прибавить к первому уравнению последней системы и потом вычесть из 
него, то при y g xi i= ( ), ,0  i = 1, 2, из (13) в силу вторых тождеств из (5) при i = 1, 2 последовательно 
находим решения системы (22):
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Подставляем функции (23) при y g x ti i= ( ), , i = 1, 2, в общий интеграл (19) и получаем единственное 
формальное решение û- вида (11) из теоремы 1.

Ищем формальное решение û+  смешанной задачи  (1) – (3) на G+ как решение задачи Пикара для 
уравнения (1) при равенстве функций видов (19) и (11) на характеристике g x t g2 2 0 0, ,( ) = ( ) и гранич-
ном режиме (3) при x = 0. Нам известно, что неявная функция y g x t2 2= ( ),  при y g2 2 0 0= ( ),  имеет обрат-
ную функцию x h g t= ( ){ }2 2 0 0, ,  при y g2 2 0 0= ( ), . Поэтому на критической характеристике g x t g2 2 0 0, ,( ) = ( )

g x t g2 2 0 0, ,( ) = ( ) разность функции (19) и непрерывного продолжения функции (11) с G- на эту характеристику 
равна 
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так как f g2 2 0 0 0,( )( ) =  ввиду (20) и h g2 2 0 0 0 0, ,( ){ } =  в силу второго тождества из (5) при i = 2, x = 0. 

Отсюда при z g h g t t1 1 2 2 0 0= ( ){ }( ), , ,  находим первую функцию:
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	 (24)

Подставляем общий интеграл (19) в граничный режим (3):
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Отсюда и из выражения (24) выводим вторую функцию:
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Здесь, полагая z g t2 2 0= ( ),  и тем самым t h z= [ ]( )2
20, , имеем
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(25)

так как g h z z2

2

2 20 0, ,
( )[ ]( ) =  ввиду первого тождества из (6) при i = 2, x = 0. Подставляем функции (24) 

при z g x t1 1= ( ),  и  (25) при z g x t2 2= ( ),  в  общий интеграл  (19) и  получаем формальное решение û+ 
вида (12) на G+.
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Сначала покажем дважды непрерывную дифференцируемость функций u- на G- и u+ на G+. Гладкости 
g h h Ci i

i
, , ,

( ) ∈ 2  i = 1, 2, и гладкости на j, y, m из (8) достаточно для дважды непрерывной дифференци-
руемости всех слагаемых, которые их содержат в функциях (11) на G- и (12) на G+. Убедимся в том, что 
гладкости ^f C G∈ ( )∞  из (8) и гладкости (10) достаточно для дважды непрерывной дифференцируемости 
остальных слагаемых функций (11) на G- и (12) на G+.

Вычислим производную от F вдоль характеристик g x t Ci i, ,( ) =  i  =  1, 2. Поскольку градиенты 
grad
� ����

g x t g gi i x i t, ,( ) = ( ) ( ){ } направлены по нормалям в  точках этих характеристик, то векторы 


υi i t i xg g= -( ) ( ){ },


υi i t i xg g= -( ) ( ){ },  ориентированы вдоль характеристик g x t Ci i, ,( ) =  i = 1, 2, потому что их скалярные 

произведения grad
� ���� �

g x t g g g gi i i x i t i t i x, , ,( )( ) = -( ) ( ) + ( ) ( ) =υ 0  x t G, ,( ) ∈ ∞  i = 1, 2. Ввиду тождеств из (5) 
первые частные производные от функции F вида (21) равны

F
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Поэтому производными от F вдоль характеристик служат функции

g F g F
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так как для частных производных от функций h h g x ti i i= ( ){ }, , τ  справедливы соотношения

g
h
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h
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g
h
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где символом •{ }  обозначены указанные выше переменные функций h h g x ti i i= ( ){ }, , .τ
Более того, согласно замене (13) этими производными являются функции
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Из формул (26) и (27) выводим, что если ^f C G∈ ( )∞  и для Hi верны включения (10), то

F x t
K x t K x t

J x t
C Gt

t t
,

, ,

,
,( ) =

( ) - ( ) 
( ) ∈ ( )∞

h x2 1 1
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J x t
C Gx

x x
,

, ,

,
,( ) =

( ) - ( ) 
( ) ∈ ( )∞

h x2 1 1

так как якобиан J x t,( ) ≠ 0  в G∞ и  J C G∈ ( )∞
2

.  Эти равенства и включения подтверждают дважды не-
прерывную дифференцируемость функции F вида (21) в формулах (11) и (12) на G∞.
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Благодаря гладкости функций g h h C ii i
i

, , , , ,
( ) ∈ =2

1 2  для доказательства дважды непрерывной диф-
ференцируемости на G+ последнего повторного интеграла из (12) достаточно убедиться в непрерывной 
дифференцируемости производной по z2 от последнего интеграла функции f z2 2( ) из (25), который без 
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(28)

Здесь первый интеграл равен нулю, поскольку пределы интегрирования h g t t1 1 0 0, ,( ){ } =   
и h z h z2 2

2

20 0, ,
( )[ ]{ } =  ввиду (5) при i = 1, t h z= [ ]( )2

20,  и (7) при i = 2, y2 = z2 соответственно. Производ

ная (28) при t h z= [ ]( )2
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потому что если t h z= [ ]( )2
20, , то z g h z g t2 2

2

2 20 0 0= [ ]( ) = ( )( )
, , ,   из (6) при i = 2, y2 = z2. Таким образом, 

непрерывная дифференцируемость производной 
∂
∂
F
z
0

2

 по t  и,  значит, по z2 следует из интегральных 
требований гладкости (10) при x = 0. 

Осталось проверить дважды непрерывную дифференцируемость функций (11) в замыкании G-  мно-
жества G- и (12) в G+ на общей характеристике g x t g2 2 0 0, , .( ) = ( )  Первое условие согласования из (9) 
обеспечивает их непрерывность на этой характеристике:
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так как h g2

20 0 0 0
( ) ( )  =, ,  в (6) при i = 2, t = 0 и h gi i 0 0 0 0, ,( )  =  в (5) при i = 1, 2, x = 0. 

Вычисляем первую производную по t разности функций (11) в G-  и (12) в G+:
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	 (30)

где старым символом •{ } обозначены переменные функции h h g h g x t1 1 1

2

20 0 0= ( ) ( ){ }( )
, , , , , а новым 

символом •[ ] – переменные функции h h g x t2 2

20
( ) ( )= ( ) , , .

Дифференцируем один раз по t как сложную функцию, используем дифференциальные уравнения 
характеристик (15) и приходим к тождествам
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(31)

В силу вторых формул обращения из (5) при i = 1, 2, t = 0 находим
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и, следовательно, из (31) имеем
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так как в правых частях тождеств (31) взятие следа при t = 0 перестановочно с дифференцированием 
по x. Ввиду второй формулы обращения из (6) при i = 2, x = 0 из h g t t2

20 0
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потому что здесь взятие следа при x = 0 перестановочно с дифференцированием по t.
В тождестве (30) полагаем g x t g2 2 0 0, , ,( ) = ( )  т. е. x = t = 0, и на основе значений (33) при i = 2, (34), (35), 

а также второго условия согласования из (9) приходим к равенству
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так как t h g= ( )  =( )2
20 0 0 0, ,  ввиду вторых формул обращения из (6) для i = 2, x = t = 0 и h gi i 0 0 0 0, ,( ){ } =  

ввиду вторых формул обращения из (5) для i = 1, 2, x = t = 0.
Находим первую производную по x разности функций (11) в G-  и (12) в G+:
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След при x = 0 левой части равенства (32) для i = 1 нельзя внести под производную по x от h1 и, зна-
чит, невозможно получить аналог формулы (35) для производной по x от h1 из (32) для i = 1. Поэтому 
берем первую производную по x от более сложной функции, чем функция h h g x t1 1 1 0= ( ){ }, , , и благо-
даря уравнению характеристики из (15) для i = 2 находим
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Из тождества (38) при x = t = 0 с помощью равенства (34) имеем
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Аналогичное однократное дифференцирование по x дает тождество

	
∂ ( ) 

∂
=

∂ [ ]
∂

( ) = -
∂ [ ]

∂
( )( ) ( ) • ( ) •h g x t

x
h
g

g
h
g

g
a xx

t
2

2
2

2

2

2

2

20, ,

, tt a x t
h
t

x t( ) = - ( )
∂ [ ]

∂
≥

( ) •1
0

2

,
, , . 	 (40)

Согласно равенству (34) из тождества (40) при x = 0 находим
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С помощью соотношений  (32) при i =  2, (39),  (41) и второго условия согласования в  (9) из тож
дества (37) для x = t = 0 аналогично формуле (36) получаем 
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Дифференцируем еще раз по t выражение (30) и для всех x, t ≥ 0 имеем
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Первая производная по t от левой и правой частей тождества (31) равна
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где мы поменяли порядок следования частных производных по x и t. Здесь первые производные от hi 
по t заменяем правыми частями тождеств (31) и для x, t ≥ 0 имеем тождества
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в которых используем равенства (32) с t = 0 и приходим к равенствам
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Поскольку в левой части этих равенств след при x = 0 и вторая производная по t перестановочны, то 
так же, как при выводе (35), из (44) при i = 1, x = 0, t h g x t= ( ) 
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20, ,  получаем
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Ниже нам понадобятся выражения следующих производных из (43):
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где символ •( ) у y и a означает переменные h g x ti i , ,( ){ }0  и  h g x ti i , , ,( ){ }0 0 соответственно,
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(47)

благодаря значениям (33) для i = 2, (34) и (35) для i = 1.
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Итак, в тождестве (43) полагаем x = t = 0 и в силу значений (34), (35), (44), (46), (47), а также третьего 
условия согласования из (9) по аналогии с (36) имеем
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Дифференцируем второй раз по x выражение (37) и для всех x, t ≥ 0 находим
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Дифференцирование еще раз по x в левой части тождества (39) под знаком следа при x = 0 неверно, 
так как эти операции не коммутируют. Первые производные по t и x от тождества (38) равны
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cоответственно. В последнем выражении применяем предыдущее тождество (50) и приходим к тождеству
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из которого при x = t = 0 ввиду равенств (35) и (45) находим
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Продифференцировав по t и x обе части тождества (41), аналогично предыдущему имеем
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Согласно равенству (34) с x = 0 отсюда при x = 0 получаем
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Справедливы следующие тождества, аналогичные тождествам (46) и (47): 
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согласно значениям (32) для i = 2, (39) для i = 1 и (41). 
На основании равенств (32) для i = 2, x = 0, (39) для i = 1, (41), (51), (53) – (55) из тождества (49) при 

x = t = 0 благодаря второму и третьему условиям согласования из (9) получаем
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Продифференцировав (30) один раз по x, видим, что разность ∂
∂ ∂

-
∂
∂ ∂

- +
2 2^ ^u
x t

u
x t

 равна

1

2

0 0 02

2 2

2

2

2 2

2

1 1

2

2d h g x t

dh
h
t

h
x

d h g h gϕ ϕ, , , ,( ){ }( ) ∂ { }
∂

∂ { }
∂

+
• •

( ) xx t

dh
h
t

h
x

, ,( ) ( ){ }( ) ∂ { }
∂

∂ { }
∂

















+
• •0

1

2

1 1

+
( ){ }( ) ∂ { }

∂ ∂
+

( )•
( )

1

2

0 0 0
2 2

2

2

2
1 1

2

2d h g x t

dh
h
x t

d h g h g x tϕ ϕ, , , , , ( ){ }( ) ∂ { }
∂ ∂

















-
•, 0

1

2

1

dh
h
x t

-
( ){ }( )

( ){ }( )












∂ { }
∂

-
•1

2

0

0 0

2 2

2 2

2
1y yh g x t

a h g x t

h
t

h

x

, ,

, , ,

gg h g x t

a h g h g x t

1

2

2

1 1

2

2

0 0 0

0 0 0

, , , ,

, , , ,

( )

( )

( ) ( ){ }( )
( ) ( ){{ }( )

















∂ { }
∂



















-
•

, 0

1

x

h
t



31

Дифференциальные уравнения и оптимальное управление 
Differential Equations and Optimal Control 

-
( ){ }( )

( ){ }( )
∂ { }

∂ ∂
-

•1

2

0

0 0

0
2 2

2 2

2

2
1 1

2

y yh g x t

a h g x t

h
x t

h g h, ,

, , ,

,
(( )

( )

( ) ( ){ }( )
( ) ( ){ }( )

0 0

0 0 0 0

2

1 1

2

2

, , ,

, , , , ,

g x t

a h g h g x t

∂∂ { }
∂ ∂

















-
•2

1h
x t

-
( ) ( ) ∂ [ ]

∂
∂ [ ]

∂
-

( )

( )

( ) • ( ) •
( )d h g x t

dh
h
t

h
x

d h2 2

2

2 2

2 2
2

0 0m m, , , gg x t

dh
h
x t

2

2

2 2,( ) ( ) ∂ [ ]
∂ ∂

+( )

( ) •

	 + ( ) ∂ ( )
∂ ∂

- ( ) ∂ ( )
∂ ∂













+1

2
0

0
0

0 1
1

2

1

2

2

2H t
g t
x t

H t
g t
x t

,
,

,
,









22

0 0 0 01 1 2 2∂ ( )
∂

∂ ( )
∂

-
∂ ( )

∂
∂ ( )

∂










H t
x

g t
t

H t
x

g t
t

, , , ,
.

   

	 (57)

Продифференцировав один раз по x равенство (33) для i = 2, находим
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так как операции следа при t = 0 и дифференцирования по x перестановочны. В силу равенств  (35) 
и (45) из тождества (50) при x = t = 0 выводим 
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Из тождества (52) при x = t = 0 ввиду равенства (34) и производной от (34) еще раз по t имеем 
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поскольку в (34) взятие следа при x = 0 коммутирует с дифференцированием по t.
В тождестве (57) при x = t = 0 применяем равенства (32) и (33) для i = 2, (35) и (39) для i = 1, (34), 

(41), (54), (58) – (60) и значения 
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согласно равенствам (33) для i = 2, (35) для i = 1 и (41). В результате применения этих равенств, значе-
ний и двух последних условий согласования из (9) убеждаемся в том, что 
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Установленные выше значения (29), (36), (42), (48), (56) и (61) указывают на дважды непрерывную 
дифференцируемость единственного решения задачи  (1) – (3) и на характеристике g x t g2 2 0 0, , .( ) = ( )  
Единственность решения обеспечивается алгоритмом его поиска. 

Из формулы (11) при любом T > 0 легко выводится непрерывная зависимость решения û-  в бана-
ховом пространстве X C GT
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При любом T > 0 из (12) следует непрерывная зависимость решения û+ в банаховом пространстве 
X C GT

2 2( ) += ( ) от данных j, y, m, ^f  в произведении Y 2( ) банаховых пространств C Xa
2
0, ,[ ]  C Xa

1
0, ,[ ]  

C T2
0, ,[ ]  ^C GT( ) этих данных, где G G GT

T+
+=  , G x t G g x t g h g T T t TT = ( ) ∈ ( ) ≤ ( ){ }( ) ≤ ≤{ }∞, : , , , , ,1 1 2 2 0 0 0 

G x t G g x t g h g T T t TT = ( ) ∈ ( ) ≤ ( ){ }( ) ≤ ≤{ }∞, : , , , , ,1 1 2 2 0 0 0  и  X h g h g T Ta = ( ){ }( ){ }1 1 2 2 0 0 0, , , , , с нормами

û u x t
C G x t G
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t
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k lT T
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0 2
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û u x t
C G x t G

x
k
t
l

k lT T
+ ( ) ( ) ∈ ≤ + ≤

+ +
= ∂ ∂ ( )∑2

0 2

max , ,
,

	 ϕ ϕ y yC X x X

k

k
C X x X

k
a a a a

x x2 1
0

0
0

2

0
0

, ,
max , max[ ] ≤ ≤

( )

=
[ ] ≤ ≤

( )= ( ) = ( )∑
kk =
∑
0

1

, 	 (63)

m mC T t T

k

k
C G x t G

t f fT T
2
0

0
0

2

,
,

max , max[ ] ≤ ≤

( )

= ( ) ( ) ∈
= ( )









 =∑ ^ ^

^ xx t H x tx
k
t
l

i
k li

, , .( ) + ∂ ∂ ( )










≤ + ≤=
∑∑

0 11

2

m mC T t T

k

k
C G x t G

t f fT T
2
0

0
0

2

,
,

max , max[ ] ≤ ≤

( )

= ( ) ( ) ∈
= ( )









 =∑ ^ ^

^ xx t H x tx
k
t
l

i
k li

, , .( ) + ∂ ∂ ( )










≤ + ≤=
∑∑

0 11

2

m mC T t T

k

k
C G x t G

t f fT T
2
0

0
0

2

,
,

max , max[ ] ≤ ≤

( )

= ( ) ( ) ∈
= ( )









 =∑ ^ ^

^ xx t H x tx
k
t
l

i
k li

, , .( ) + ∂ ∂ ( )










≤ + ≤=
∑∑

0 11

2

Необходимость требований гладкости (8) и условий согласования (9) доказана нами уже перед фор-
мулировкой теоремы 1. Для непрерывных правых частей ^f C G∈ ( )∞  мы показали лишь достаточность 
требований гладкости интегралов H1, H2 в (10). Поскольку согласно формулам (26) и (27) произведения 
интегралов H1, H2 на минус половину якобиана J x t,( ) ≠ 0 служат производными вдоль двух семейств 
характеристик g x t Ci i, ,( ) =  i = 1, 2, то для доказательства необходимости требований гладкости (10) на 
^f C G∈ ( )∞  не хватает обоснования того, что в (21) функция F C G∈ ( )∞

2
. Теорема 1 доказана.

Замечание 1. Для коэффициента a x t a, ,( ) ≥ >0 0  x t G, ,( ) ∈ ∞  a C G∈ ( )∞
2  интегральные требования 

гладкости (10) на непрерывную часть ^f C G∈ ( )∞  равносильны интегральным требованиям

^f h g x t
h g x t

g
d C G ii i

i i

i

t

, , ,
, ,

, , .( ){ }( ) ∂ ( ){ }
∂

∈ ( ) =∫ ∞τ τ
τ

τ
0

1
1 2

Чтобы подтвердить необходимость этих интегральных требований гладкости для правой части ^f C G∈ ( )∞  
уравнения (1), надо обобщить метод корректировки пробных решений из [17] для постоянной скорости 
a1 = a2 = a > 0 на переменные скорости a x t a, ,( ) ≥ >0 0  x t G, .( ) ∈ ∞

Общее телеграфное уравнение с переменными коэффициентами
В первой четверти плоскости G∞  рассматривается общее телеграфное уравнение 

	
Lu u x t a x t u x t b x t u x t

c x t u x t q
tt xx t

x

≡ ( ) - ( ) ( ) + ( ) ( ) +

+ ( ) ( ) +

, , , , ,

, ,

2

xx t u x t f x t x t G, , , , , ,( ) ( ) = ( ) ( ) ∈ ∞


	 (64)

с непрерывно дифференцируемыми коэффициентами при первых производных и потенциалом b c q C G, , ,∈ ( )∞
1

b c q C G, , ,∈ ( )∞
1  которые для упрощения доказательств продолжаем четно по x на x < 0.
Исследуем корректность по Адамару первой смешанной задачи в  G∞  для этого телеграфного урав-

нения при начальных условиях (2) и граничном режиме (3).
Полагая t = 0 во второй производной по t от граничного режима (3), из начальных условий (2) при 

x = 0  и уравнения (64) при x = t = 0 имеем необходимое условие согласования:

	 S f a b c q≡ ( ) + ( ) ′′( ) - ( ) ( ) - ( ) ′( ) - ( ) ( ) = ′0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2

, , , , ,ϕ y ϕ ϕ ′′( )m 0 . 	 (65)

Верна следующая теорема существования классических решений задачи (64), (2), (3). 
Теорема 2. Пусть в уравнении (64) коэффициенты a x t a,( ) ≥ >0 0, x t G,( ) ∈ ∞ , a C G∈ ( )∞

2 , b c q C G, , ∈ ( )∞
1

.

b c q C G, , ∈ ( )∞
1

. Тогда при достаточных предположениях  (8) – (10) теоремы  1, но при условии согласова-
ния (65) вместо третьего условия согласования в (9) классическое решение u C G∈ ( )∞

2  первой смешан-
ной задачи (64), (2), (3) в  G∞  существует, единственно и устойчиво. При этом условия (8) при ^f f=  
и ϕ m0 0( ) = ( ), y m0 0( ) = ′( ), S = ′′( )m 0  необходимы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Существование классического решения смешанной задачи (64), (2), (3) в  G∞ 
доказывается с помощью известного метода продолжения по параметру Шаудера [18–21] и теорем по-
вышения гладкости сильного обобщенного решения [21; 22]. Для любого времени T > 0 этой смешанной 
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задаче соответствует операторное уравнение Lu x t x t, , ,( ) = ℑ( )  где L l l E D L F= { } ⊃ ( ) →L G, , , :0 1  – 
линейный оператор, действующий из области определения D L W GT( ) = ( )2

2  банахова пространства E 
в банахово пространство F. Банахово пространство E – пополнение функций пространства Соболева 
D L W GT( ) = ( )2

2  по норме

u u s t u s t u s t dsE
t T

t s= ( ) + ( ) + ( )
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2 2

1
0 0 0 0 0, , , , ,   – декартово произведение 

пространств Лебега и Соболева – представляет собой множество функций ℑ = { }f , , ,ϕ y m  с конечной 
нормой

ℑ = ( ) + ′( ) + ( )( ) + ( ) + ′( ) +
+∞ +∞
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Чтобы воспользоваться теоремой 1, здесь мы заменяем дифференциальное выражение Lu уравне-
ния (64) на равное выражение 

L Lu x t u x t b x t u x t c x t u x t q x t u x tt x, , , , , , , ,( ) = ( ) + ( ) ( ) + ( ) ( ) + ( ) (^ ^ ^ )) ( ) ∈ ∞, , ,x t G

где дифференциальный оператор ^L  взят из (1) и коэффициенты ^b a a bt= +-1
, ĉ aa cx= + .

Смешанной задаче (1) – (3) в GT соответствует аналогичное операторное уравнение ^ ^Lu x t x t, , ,( ) = ℑ( )  
где линейный оператор ^ ^ ^L l l E D L F= { } ⊃ ( ) →L G, , , :0 1

^ ^ ^L l l E D L F= { } ⊃ ( ) →L G, , , :0 1  действует из той  же области определения  
D L W GT

^( ) = ( )2
2D L W GT

^( ) = ( )2
2  банахова пространства E в банахово пространство F функций ^ ^ℑ = { }f , , , .ϕ y m^ ^ℑ = { }f , , , .ϕ y m

Воспользуемся сильными замыканиями этих операторов L L E W G FT, :
^ ⊃ ( ) →2

2  из банахова про-
странства E с плотной в нем областью определения D L D L W GT( ) = ( ) = ( )^

2
2D L D L W GT( ) = ( ) = ( )^

2
2  в банахово пространство F. 

Стандартным образом доказывается, что линейные операторы L и ^L  допускают сильные замыкания L  
и ^L соответственно, т. е. замыкания их графиков не содержат пар функций вида 0, ,ℑ{ }  ℑ ≠ 0, и  0, ,

^ℑ{ }0, ,
^ℑ{ }  

^ℑ ≠ 0, соответственно. Согласно критерию замыкаемости линейных операторов для этого надо убедиться 
в том, что если последовательность u x t W Gn T,( ) ∈ ( )2

2  сходится ( , )u x tn ( ) → 0  в E и сходятся последо-
вательности Lu x t x tn , , ,( ) → ℑ( )  ^ ^Lu x t x tn , ,( ) → ℑ( ) в F при n → + ∞, то функции ℑ( ) = ℑ( ) =x t x t, , .

^
0  

Действительно, в вектор-функциях ℑ( )x t, , ^ℑ( )x t,  предельные начальные данные ϕ x( ) = 0, y x( ) = 0 
и предельное граничное данное m = 0 обращаются в нуль, потому что операторы l0, l1 и G непрерыв-
ны из E в F на области определения W GT2

2( ). Чтобы показать, что в вектор-функциях ℑ( )x t, , ^ℑ( )x t,  
предельные правые части f x t,( ) и  ^f x t,( ) уравнений (64) и (1) равны нулю, достаточно сначала про-
интегрировать один раз по частям под двойными интегралами произведения Lu x t,( ) и  ^Lu x t,( )  соот-
ветственно на любые функции ν x t,( ) вида произведений функций с компактным носителем из C GT0

∞ ( ) 
и срезок (функций из C∞ + ∞[ [0, , равных нулю при всех больших x). Потом в полученном результате пе-
рейти к пределу при n → + ∞ и в пределе получить нули. Отсюда вытекают равенства f = 0 и  ^f = 0, так как 
множество всех таких функций ν плотно в пространстве Лебега L T2 0 0, ,+ ∞] [ × ] [( ) [19; 23, c. 24 –27]. 
Поскольку линейные операторы L и ^L  отличаются лишь младшими слагаемыми, то равны области оп
ределения их сильных замыканий L  и  ^L  соответственно, т. е. D L D L( ) = ( )^ .D L D L( ) = ( )^ .

Определение 2. Сильными обобщенными решениями смешанных задач (1) – (3) и (64), (2), (3) в  G∞ 
называют решения u ∈ E операторных уравнений 

^ ^ ^ ^Lu Lu F u x t D L= ℑ = ℑ ℑ ℑ∈ ( ) ∈ ( ), , , , , ,^ ^ ^ ^Lu Lu F u x t D L= ℑ = ℑ ℑ ℑ∈ ( ) ∈ ( ), , , , , ,
соответственно. 



34

Журнал Белорусского государственного университета. Математика. Информатика. 2021;1:18–38
Journal of the Belarusian State University. Mathematics and Informatics. 2021;1:18–38 

Известным способом выводится априорная оценка (энергетическое неравенство):

	 u x t C Lu x t u x t D L i
E F

, , , , , , ,( ) ≤ ( ) ( )∈ ( ) =^ ^ ^
1 2u x t C Lu x t u x t D L i

E F
, , , , , , ,( ) ≤ ( ) ( )∈ ( ) =^ ^ ^

1 2u x t C Lu x t u x t D L i
E F

, , , , , , ,( ) ≤ ( ) ( )∈ ( ) =^ ^ ^
1 2 	 (66)

где постоянная ^C > 0 не зависит от x, t, u. С этой целью для любых 0 < t ≤ T и  u x t W GT,( ) ∈ ( )2

2  умно
жаем уравнение (1) на e uc t

t
τ -( ) , c ≥ 0, интегрируем результат умножения по t от 0 до t и по x, вычис

ляем удвоенную вещественную часть интегрированием по частям один раз по t и два раза по x, делаем 
соответствующие оценки, приводим подобные слагаемые за счет больших c > 0 и так же, как, напри-
мер, в  [19–21], сначала получаем неравенства  (66) для гладких функций u W GT∈ ( )2

2
.  Причем здесь 

можно не использовать сглаживающие операторы A tε
- ( )1  из [21], так как в смешанной задаче (1) – (3) 

неограниченный операторный коэффициент A t( ) уравнения (1) с граничным режимом (3) зависит от t, 
но имеет не зависящую от t соответствующую область определения D A( ). Затем это неравенство (66) 
распространяется предельным переходом с более гладких функций u W GT∈ ( )2

2  на функции u D L∈ ( )^ .u D L∈ ( )^ .  

Из априорной оценки (66) всегда следуют равенства R L R L^ ^( ) = ( ),R L R L^ ^( ) = ( ),R L R L^ ^( ) = ( ),  т. е. множество значений R L^( )R L^( )  силь-

ного замыкания ^L  равно сильному замыканию в F множества значений R L^( )R L^( )  оператора ^L  [21]. По-
скольку в силу теоремы 1 функции из F аппроксимируются значениями ^Lu на решениях u C G∈ ( )∞

2  

в [19; 23], то оценка (66) дает существование обратного оператора ^L F E( ) ∈ ( )
-1

 , .
^L F E( ) ∈ ( )

-1
 , .  Символ  Y X,( )  

обозначает множество линейных ограниченных операторов из банахова пространства  Y в  банахово 
пространство X.

Введем семейство линейных операторов с параметром r:

	 L L L Lr r r= + -( ) ≤ ≤^ ^
, ,0 1L L L Lr r r= + -( ) ≤ ≤^ ^
, ,0 1L L L Lr r r= + -( ) ≤ ≤^ ^
, ,0 1 	 (67)

из которого видим, что при r = 0 отображение L L0 = ^L L0 = ^  – сильное замыкание линейного оператора сме-
шанной задачи (1) – (3), а при r = 1 отображение L L1 =  – сильное замыкание линейного оператора 
смешанной задачи (64), (2), (3). Умножаем уравнение 

	 L u x t x tr r, , , ,( ) = ℑ( ) ≤ ≤0 1 	 (68)

на линейный ограниченный оператор ^L F E( ) ∈ ( )
-1

 ,
^L F E( ) ∈ ( )

-1
 ,  и приходим к уравнению 

u x t L L L u x t L x t, , , .( ) + ( ) -( ) ( ) = ( ) ℑ( )
- -

r ^ ^ ^
1 1

u x t L L L u x t L x t, , , .( ) + ( ) -( ) ( ) = ( ) ℑ( )
- -

r ^ ^ ^
1 1

 u x t L L L u x t L x t, , , .( ) + ( ) -( ) ( ) = ( ) ℑ( )
- -

r ^ ^ ^
1 1

u x t L L L u x t L x t, , , .( ) + ( ) -( ) ( ) = ( ) ℑ( )
- -

r ^ ^ ^
1 1

Для параметра 
0 10

0

< <

( )

r
P E E ,

, где оператор P L L L E E0

1

= ( ) -( ) ∈ ( )
-

^ ^  ,P L L L E E0

1

= ( ) -( ) ∈ ( )
-

^ ^  ,P L L L E E0

1

= ( ) -( ) ∈ ( )
-

^ ^  ,  ограничен как произведение огра-

ниченных операторов L L E F- ∈ ( )^  ,L L E F- ∈ ( )^  ,  и  ^L F E( ) ∈ ( )
-1

 , ,
^L F E( ) ∈ ( )

-1
 , ,  это уравнение при r = r0 имеет решение 

в виде ряда Неймана [21; 24, с. 105]

u x t I P L x t P L x t Ek

k
, , , .( ) = +( ) ( ) ℑ( ) = -( ) ( ) ℑ( ) ∈- -

=

∞ -

∑r r0 0

1
1

0 0

0

1
^ ^u x t I P L x t P L x t Ek

k
, , , .( ) = +( ) ( ) ℑ( ) = -( ) ( ) ℑ( ) ∈- -

=

∞ -

∑r r0 0

1
1

0 0

0

1
^ ^u x t I P L x t P L x t Ek

k
, , , .( ) = +( ) ( ) ℑ( ) = -( ) ( ) ℑ( ) ∈- -

=

∞ -

∑r r0 0

1
1

0 0

0

1
^ ^

Если r0 ≥ 1, то сильная разрешимость уравнения (68) при r = 1 на F установлена. 
В противном случае берем другое семейство линейных операторов с параметром r:

	 L L L Lr r r r r r≡ + -( ) -( ) ≤ ≤
0 0 0 1

^
, , L L L Lr r r r r r≡ + -( ) -( ) ≤ ≤

0 0 0 1
^
, , 	 (69)

которое является разностью семейства (67) при r и r = r0. Умножив уравнение (69) на линейный огра-
ниченный обратный оператор L F Er0

1( ) ∈ ( )-
 , , приходим к уравнению 

u x t L L L u x t L x t, , , ,( ) + -( )( ) -( ) ( ) = ( ) ℑ( )- -
r r r r0

1 1

0 0

^ u x t L L L u x t L x t, , , ,( ) + -( )( ) -( ) ( ) = ( ) ℑ( )- -
r r r r0

1 1

0 0

^
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которое для значения r1 параметра 
r r

r0 1

1

0

1< <
+

( )P E E ,

,  где P L L L E E1

1

0
= ( ) -( ) ∈ ( )-

r
^  , , P L L L E E1

1

0
= ( ) -( ) ∈ ( )-

r
^  , ,  тоже имеет ре-

шение в виде ряда Неймана 

u x t I P L x t P L
k

k
, ,( ) = + -( )( ) ( ) ℑ( ) = -( )( ) (- -

=

∞

∑r r r rr r1 0 1

1 1

0 1 1

0
0 0

^ )) ℑ( ) ∈
-1

x t E,u x t I P L x t P L
k

k
, ,( ) = + -( )( ) ( ) ℑ( ) = -( )( ) (- -

=

∞

∑r r r rr r1 0 1

1 1

0 1 1

0
0 0

^ )) ℑ( ) ∈
-1

x t E,

и т. д. Уравнения (1) и (64) отличаются лишь младшими членами, т. е. функцией u и ее первыми произ-
водными ut , ux. Поэтому так же, как и выше, выводится аналог неравенства (66):

	 u x t C L u x t u x t D L D L
E F

, , , , , ,( ) ≤ ( ) ( ) ∈ ( ) = ( ) ≤ ≤r r r0 1 	 (70)

где постоянная C C≥ >^ 0  не зависит от x, t, u, r, из которого имеем равномерную ограниченность опе-

раторов L C
F E

r( ) ≤
-

( )

1

 ,

 по 0 ≤ r ≤ 1 и норм Pn E E ,( )  по n. Поэтому на конечном шаге n находим 

rn = 1, при котором уравнение (68) на F имеет решение

u x t I P L x t Pn n n n n n
k

k
n

, ,( ) = + -( )( ) ( ) ℑ( ) = -( )( )-
- -

-
=

∞

-
r r r rr1

1 1

1

0
1 ∑∑ -( ) ℑ( ) ∈

-
L x t E

nr 1

1

, ,

где равномерно по n ограничены операторы P L L L E En n
= ( ) -( ) ∈ ( )

-

-

r 1

1 ^  , . P L L L E En n
= ( ) -( ) ∈ ( )

-

-

r 1

1 ^  , .

Смешанной задаче  (64), (2), (3) соответствуют два операторных уравнения L u x t x ti i i( ) ( ) ( )( ) = ℑ ( ), , , 
где L i( ) – линейные операторы, действующие из банаховых пространств X i( ) в банаховы пространст
ва Y i( ), i  =  1, 2. Эти банаховы пространства указаны выше в  (62) и  (63). Здесь берутся операторы 
L l l1

0 1

( ) = { }L, , , L l l2

0 1

( ) = { }L G, , ,  и правые части ℑ = { } ∈( ) ( )1 1f Y, , ,ϕ y  ℑ = { } ∈( ) ( )2 2f Y, , ,ϕ y m  в задаче 
Коши на G- и  задаче Пикара на G+ соответственно для телеграфного уравнения  (64). Из теоремы 1 
и теоремы Банаха о замкнутом графике (или об открытом отображении) следует существование огра-
ниченных линейных обратных операторов ^L Y Xi i i( ) - ( ) ( )( ) ∈ ( )1

 ,
^L Y Xi i i( ) - ( ) ( )( ) ∈ ( )1

 ,  к линейным операторам ^L X Yi i i( ) ( ) ( )→: , 
i = 1, 2 [24, с. 112, 116]. Далее с помощью теорем повышения гладкости сильных решений u D L∈ ( )  
смешанной задачи (64), (2), (3) на G∞  из [21; 22] показывается, что сужения этого сильного решения 
u D L D L

n
∈ ( ) = ( )r  на G- и G+ имеют гладкость u X i∈ ( ), i = 1, 2. Чем больше гладкость исходных данных 

ℑ( )i ,  тем больше гладкость сильных решений u i( ), i = 1, 2. Кроме того, выше для r = 0 обосновано, что 

L Y Xi i i
0

1
( )

-
( ) ( )( ) ∈ ( ) , , т. е. u Xi i( ) ( )∈ , а для r < 1 это можно доказать аналогично предыдущему методом 

продолжения по параметру r непосредственно в шкалах пространств  Y Xi i( ) ( )( ), ,  i = 1, 2.

По построению решения u- и u+ дважды непрерывно дифференцируемы в  G-  и G+ соответственно 
и, очевидно, дважды непрерывно дифференцируемы на характеристике g x t g2 2 0 0, , ,( ) = ( )  потому что 
необходимые и достаточные первое и второе условия согласования из (9), которые дают непрерыв-
ность первых частных производных от û-  и  û+ на g x t g2 2 0 0, ,( ) = ( ) в доказательстве теоремы 1, не 
зависят от уравнения (1). Более того, необходимое третье условие согласования (65) вместо третьего 
условия согласования из (9) обеспечивает непрерывность вторых частных производных от u- и u+ на 
g x t g2 2 0 0, , ,( ) = ( )  так как в семействе (67) при r = 1 операторы L Li i

1

( ) ( )= , i = 1, 2, соответствуют зада-
че (64), (2), (3).

Единственность классического решения смешанной задачи (64), (2), (3) вытекает из неравенства (70). 
Пусть она имеет два различных классических решения u1 ≠ u2, u u C G1 2

2
, .∈ ( )∞  Тогда их разность 

u u u C G= - ∈ ( )∞1 2

2  является классическим решением однородной смешанной задачи (64), (2), (3), т. е. 
при f = j = y = m = 0. Из неравенства (70) при r = 1 имеем, что u = 0 в пространстве левой части этого 
неравенства и тем самым u1 ≡ u2 в C G2 ∞( ).
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Наконец, устойчивость классического решения u C G∈ ( )∞
2  смешанной задачи (64), (2), (3) в  G∞  по 

исходным данным  f, j, y, m вытекает из его существования и единственности в силу, например, теоре-
мы Банаха о замкнутом графике [24, c. 116]. Теорема 2 доказана.

Замечание 2. Теорема 2 обобщает те результаты работ [6 –14], где обобщенные (непрерывно диффе-
ренцируемые) решения имеют необходимые и достаточные условия на начальные данные. Поскольку 
в них обобщенные решения удовлетворяют простейшим телеграфным уравнениям почти всюду на G∞, 
то в теореме 2 для непрерывно дифференцируемых решений задачи (64), (2), (3) гладкость коэффициен
тов уравнения (64) и данных  f, j, y, m, а также число условий согласования в (9) можно ослабить (на-
пример, до b c q L G, , ∈ ( )∞ ∞  и первых двух условий из (9)). 
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УДК 517.938:925

О НЕКОТОРЫХ ПРОБЛЕМАХ НЕУСТОЙЧИВОСТИ  
В ПОЛУДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ 

Б. С. КАЛИТИН 1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Рассматривается задача о неустойчивости замкнутого положительно инвариантного множества M полуди-
намической системы на произвольном метрическом пространстве X. Второй метод Ляпунова для таких задач 
разработан достаточно полно в случае, когда множество M компактно, а пространство X локально компактно. 
Получены достаточные условия неустойчивости в терминах функций Ляпунова в двух ситуациях: M обладает 
окрестностью положительно устойчивых по Лагранжу полутраекторий; пространство X асимптотически компактно 
в некоторой окрестности множества M. 

Ключевые слова: полудинамическая система; замкнутое множество; неустойчивость; функция Ляпунова. 

ON SOME PROBLEMS OF INSTABILITY  
IN SEMI-DYNAMICAL SYSTEMS 

B. S. KALITINE a

aBelarusian State University, 4 Niezaliežnasci Avenue, Minsk 220030, Belarus

The problem of instability of a closed positively invariant set M of a semi-dynamical system on an arbitrary metric 
space X is considered. The Lyapunov’s direct method for such problems has been developed quite completely in the case 
when M is compact and X is locally compact. In this article, we obtain sufficient conditions for instability in terms of 
Lyapunov functions in two situations: M  has a neighbourhood of positive Lagrange stable semi-trajectories; the space X 
is asymptotically compact in some neighbourhood of M. 

Keywords: semi-dynamical system; closed set; instability; Lyapunov function. 

Введение
А. М. Ляпунов [1] оставил в наследие две широко известные теоремы о неустойчивости равновесия 

неавтономных дифференциальных уравнений с использованием вспомогательных функций (первая 
теорема о неустойчивости и вторая теорема о неустойчивости). Н. Г. Четаев [2, с. 34] обобщил их, сфор-
мулировав теорему, из которой обе теоремы Ляпунова следуют как частный случай. Позднее усиление 
первой теоремы Ляпунова – Четаева получено для периодических [3, с. 84] и почти периодических [4] 
дифференциальных уравнений. Развитие первой теоремы о неустойчивости для неавтономных диф-
ференциальных уравнений связано с использованием теории предельных уравнений [5; 6] и идеей [7], 
основанной на привлечении дополнительной функции, оценивающей скорость сходимости решений 
к множеству, на котором функция Ляпунова обращается в нуль. 
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Свойству неустойчивости замкнутых множеств динамической или полудинамической системы по-
священ ряд работ (см. [8 –14]), в которых используются арсенал качественных методов топологической 
динамики и метод функций Ляпунова. Так, например, В. И. Зубов [8, с. 49] предложил обобщение вто-
рой теоремы Ляпунова о неустойчивости для замкнутых множеств динамических систем в виде необ
ходимых и достаточных условий. 

В данной работе представлены новые результаты, относящиеся к развитию первой теоремы о не-
устойчивости. В отличие от утверждений монографий [13; 14], где рассматриваются свойства ком-
пактных множеств, в настоящей статье получены достаточные условия неустойчивости в терминах 
функций Ляпунова для замкнутых множеств полудинамических систем на произвольном метрическом 
пространстве. 

Используем обозначения и определения монографий [9; 13–16]: 
	•, + и  – множества вещественных, вещественных неотрицательных и натуральных чисел соот-

ветственно; 
	•n − n-мерное евклидово пространство со скалярным произведением 〈⋅〉 и нормой ⋅ = 〈⋅〉;
	• B x X xα α= ∈ <{ }: , α > 0;
	• Ck U W,( ) – множество k раз непрерывно дифференцируемых функций  f  : U → W;
	• K – множество непрерывных возрастающих функций a : + → + таких, что a 0 0( ) = ;

	• K ∞ ⊂ K – подмножество функций a ∈ K таких, что если a r( ) → +∞, то r → + ∞;
	• X – метрическое пространство с метрикой d X X: ;× → +



	• B N x X d N x, : ,α α( ) = ∈ ( ) <{ } для N ⊂ X и α > 0;
	• xn( ) – последовательность; 
	• xn → x – последовательность xn( ) сходится к x; 
	• X , ,

+( )π  − полудинамическая система с фазовым отображением π : ;X X× →+


	• π x t xt x X,( ) = ∀ ∈  и ∀ ∈ +t  ;
	• аксиомы полудинамической системы: 
(I) x0 = x для каждого x ∈ X;
(II) xt x tτ τ( ) = +( ) для каждого x ∈ X и t, τ ∈ +;
(III) π непрерывно; 
	• πx X: + →  (или x : t → xt) – движение (из x ∈ X ); 
	• если I ⊂ +, Y ⊂ X, x ∈ Y, t ∈ I, то xI xt t I= ∈{ }: , YI xt X x Y t I= ∈ ∈ ∈{ }: , ;

	• Y из X положительно инвариантно, если Y + = Y;
	• FrY и Y  – граница и замыкание множества Y в X соответственно; 
	• γ ± ±( ) =x x  – положительная (отрицательная) полутраектория точки x ∈ X; 
	• L x y X xt y t nn n

+ ( ) = ∈ → → +∞ → +∞{ }: , ?@8 при L x y X xt y t nn n
+ ( ) = ∈ → → +∞ → +∞{ }: , ?@8  – множество ω-предельных точек для x ∈ X; 

	• X , , π( ) − динамическая система, движения определены при всех t ∈ .
Если метрическое пространство X локально компактно, то полудинамическую (динамическую) сис

тему называют локально компактной. 
Определение 1. Замкнутое множество М из Х называется: 
	• устойчивым, если 

∀ >( ) ∀ ∈( ) ∃ = ( ) >( ) ( ) ⊂ ( )+ε δ δ ε δ ε0 0m M m B m B M, : , , ;

	• неустойчивым, если оно не является устойчивым, т. е. 

∃ >( ) ∃ ∈( ) ∀ >( ) ∃ ∈ ( )( ) ∃ >( ) ( ) =∗ ∗ε δ δ ε0 0 0m M p B m t d M pt, : , .

Замечание. Если замкнутое множество М не является положительно инвариантным, то оно очевидно 
неустойчиво. Поэтому в формулировках представленных ниже утверждений о неустойчивости речь 
идет лишь о положительно инвариантном замкнутом множестве М. 

Метод функций Ляпунова
Сформулируем и докажем в этом разделе ряд новых утверждений о неустойчивости, дополняющих 

результаты работ [3; 13; 14]. Предварительно напомним следующее. 
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Лемма  [9,  p.  66]. Пусть  X  – произвольное метрическое пространство, K  – подмножество  X, 
γ + ( ) ⊂x K  (или γ - ( ) ⊂x K ). Предположим V K∈ ( )C ,   – некоторая функция такая, что V xt( ) моно-
тонно изменяется при всех t ≥ 0 (соответственно при всех t ≤ 0). Тогда если L x+ ( ) ≠ ∅ ( ),L x- ( ) ≠ ∅  то 
имеет место равенство V y V z( ) = ( ) ∀ ∈ ( )+y z L x,  (соответственно V y V z( ) = ( ) ∀ ∈ ( )-y z L x, .)

Представим вариант развития теоремы Красовского о неустойчивости [3, с. 84], используя свойство 
положительной устойчивости по Лагранжу  [17] для отдельных движений в окрестности замкнутого 
множества M полудинамической системы. Смысл новой идеи состоит в том, что, в отличие от теоремы 
в [3], на множестве, где производная функции Ляпунова равна нулю, можно допустить существование 
положительных полутраекторий, но только таких, которые подчинены определенным условиям. 

Теорема 1. Пусть X – произвольное метрическое пространство, M – замкнутое подмножество X. 
Предположим, что существуют число σ > 0, окрестность B M , σ( ) для M, функция V B M∈ ( )( )C , ,σ   
и функция a ∈ K такая, что выполняются следующие условия: 

1) V x a d M x x B M( ) ≤ ( )( ) ∀ ∈ ( ), , σ ;
2) существует m ∈ FrM такое, что для любого α > 0 найдется точка p B m∈ ( ), α , для которой 

V p( ) > 0 и γ + ( )p  – относительно компактная полутраектория; 
3) V xt V x( ) ≥ ( ) ∀ [ ] ⊂ ( )x t B M M0, , σ \  при t > 0;
4) если полутраектория γ σ+ ( ) ⊂ ( )y B M ,  и V y V yγ + ( )( ) ≡ ( ), то либо d M yt,( ) → 0 при t → + ∞, либо 

d B M yFr , , .σ γ( ) ( )( ) =+
0

Тогда M неустойчиво. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем число ε > 0, меньшее σ. В силу предположения 2) можно указать 

точки m ∈ FrM и p B m M∈ ( ), δ \  для 0 < δ < ε такие, что V p( ) > 0, а полутраектория γ + ( )p  относительно 
компактна. 

С учетом непрерывности функции V и требования 1) существует число µ > 0, для которого V x V p( ) < ( ),
V x V p( ) < ( ), если только d M x, .( ) < m  Очевидно, можно считать µ < ε. Отсюда на основании предположе-

ния 3), в частности, следует, что движение πp не может оказаться во множестве B M , ,m( )  т. е. d pt x,( ) ≥ m  
при всех t > 0.

Покажем, что точка pt покинет множество B M , ε( ) при t > 0, что и будет соответствовать неустойчи-
вости M. Действительно, если это не так, то d M pt,( ) < ε  ∀t > 0. Следовательно, с учетом предыдущих 
построений и условия 0 < µ < ε имеем оценки

m ε≤ ( ) ≤d M pt,  ∀t > 0.

По предположению замыкание γ + ( )p  есть компактное множество. Значит, на основании утверж-
дения [15, p. 41] ω-предельное множество L p+ ( ) для полутраектории γ + ( )p  непусто, компактно, связ-
но и  положительно инвариантно. Более того, существует полутраектория γ + +( ) ⊂ ( )y L p  для любой 
точки y L p∈ ( )+ . Так как по построению L p B M B M B M+ ( ) ⊂ ( ) ( ) ⊂ ( ), , , ,ε m σ\  то согласно лемме при 
y L p∈ ( )+  имеем тождество V y V yγ + ( )( ) ≡ ( ) и при этом γ σ+ ( ) ⊂ ( )y B M , . Более того, по построению 

выполняется условие
	 m γ ε≤ ( )( ) ≤+d M y, . 	 (1)

Далее согласно предположению 4) будем иметь один из случаев: 

d M yt,( ) → 0 при t → + ∞ либо d B M yFr , , .σ γ( ) ( )( ) =+
0

Однако и то и другое невозможно на основании (1) и предположения ε < σ. Полученное противо-
речие и доказывает неустойчивость множества M. 

Укажем на возможную модификацию теоремы 1 в пользу практических приложений. 
Определение 2. Пусть G – открытое подмножество X, функция V G: → +

  принадлежит к классу 
C G, .

+( )  Будем говорить, что функция V x( ) дифференцируема вдоль движения πx, x ∈ G, полудинами-
ческой системы X , ,

+( )π  (или имеет производную по времени вдоль движения), если для каждой точки 
x ∈ G величина V xt V x( ) - ( ) определена для всех достаточно малых t > 0 и если существует предел 
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V x
V xt V x

tt
( ) = ( ) - ( )

→
lim inf .

0

При этом функцию V x( ) называют производной по времени функции V x( ) вдоль движения πx в точ-
ке x (или просто производной по времени). Более того, функция V xt( ) оказывается дифференцируемой 
по t, и мы будем писать � �V B M∈ ( )( )C , , .σ

Если функция Ляпунова является дифференцируемой, то требование 4) теоремы 1 можно модифи-
цировать, а именно из нее вытекает следующий результат. 

Теорема 2. Пусть выполнены предположения и условия 1), 2) теоремы 1. Тогда если � �V B M∈ ( )( )C , ,σ  
и имеют место условия:

1)  V x x B M M( ) ≥ ∀ ∈ ( )0 , σ \ ;
2) если полутраектория γ σ+ ( ) ⊂ ( )y B M ,  и  V yγ + ( )( ) ≡ 0, то либо d M yt,( ) → 0 при t → + ∞, либо 

d B M yFr , ,σ γ( ) ( )( ) =+
0,

то множество M неустойчиво. 
Пример. Пусть динамическая система определяется дифференциальным уравнением Льенара сле-

дующего вида: 
	 �� � � � �x ax x b x ax x p

p
- - -( ) = ∈ ∈

-
3 0

2 3
2 1

, , . 	 (2)

Покажем, что инвариантное множество M x x x x= ( ) ∈ = ={ }, :� � �2
0  этого уравнения неустойчиво 

для всех значений параметров a ∈  и b > 0. Перейдем от уравнения (2) к соответствующей системе 
дифференциальных уравнений 

	




x y

y ax y b y ax
p

=

= + -( )





-

,

.3
2 3

2 1 	 (3)

Рассмотрим знакопостоянную функцию Ляпунова 

V x y y ax, ,( ) = -( )1

2

3
2

для которой производная по времени в силу системы (3) 

V x y b y ax b
p

, , .( ) = -( ) >3
2

0

Видим, что функция  V  неотрицательна и выполнены условия 1), 2) теоремы 1, а также условие 1) 
теоремы 2. Покажем, что имеет место оставшееся для проверки условие 2) теоремы 2. С этой целью 
выпишем множество 

Y x y V x y x y y ax= ( ) ∈ ( ) ={ } = ( ) ∈ ={ }, : , , : .� � �2 2 3
0

Нетрудно проверить, что Y – инвариантное множество системы (3). При этом всякое решение x t y t( ) ( )( ), , 
t ≥ 0, расположенное на этом множестве, удовлетворяет скалярному дифференциальному уравнению 
x ax= 3

.

Если a < 0, то ясно, что x t( ) → 0 при t → + ∞, а значит, и  y t ax t( ) ≡ ( ) →3
0. Поэтому условие 2) 

теоремы 2 выполняется для первого из вариантов. 
Если же a > 0, то x t( ) → ∞ при t → + ∞, поэтому условие 2) теоремы 2 выполняется для второго из 

вариантов.
Следовательно, на основании теоремы 2 нулевое решение системы (3) неустойчиво при a ≠ 0, b > 0, 

что влечет неустойчивость множества M дифференциального уравнения (2). 
Наконец, если a = 0, то неустойчивость нулевого решения устанавливается непосредственным ин-

тегрированием системы (3). 
Заметим, что поскольку для данного примера множество Y содержит нетривиальные целые положи-

тельные траектории, то теорема Красовского о неустойчивости [3, с. 84] с функцией V x y,( ) здесь не 
может быть использована. 

Напомним следующие понятия. 
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Свойство интегральной непрерывности [17, с. 14]. Для любой точки x ∈ X, любого числа T > 0 
и любого ε > 0 существует такое δ > 0, что d xt yt,( ) < ε  при всех y ∈ X и t ∈ , удовлетворяющих не-
равенствам d x y,( ) < δ  и 0 ≤ t ≤ T (–T ≤ t ≤ 0).

Определение 3 [18]. Полудинамическая система X , ,

+( )π  называется асимптотически компактной 
на множестве W, если для любой пары последовательностей x Wn( ) ⊂  и  tn( ) ⊂ +

  такой, что x t Wn n0,[ ] ∈  
и tn → + ∞, последовательность x tn n( ) относительно компактна. 

Примеры асимптотически компактных полудинамических систем для произвольных метрических 
пространств (не обязательно локально компактных) приведены в [18; 19]. 

Докажем теперь аналог теоремы о неустойчивости [3, с. 77] для полудинамических систем. 
Теорема 3. Пусть X – произвольное метрическое пространство, M – замкнутое положительно инва-

риантное подмножество X. Предположим, что существуют число ∆ > 0, функция � �V B M∈ ( )( )C , ,D , 
функции a ∈ K∞ и b ∈ K такие, что выполняются следующие условия: 

1) V x a d M x x B M( ) ≤ ( )( ) ∀ ∈ ( ), , D  и V x x M( ) = ∀ ∈0 ;

2) множество G x B M M V x= ∈ ( ) ( ) ≥{ }, :D \ 0  содержит последовательность q B M Mn( ) ⊂ ( ), D \  
такую, что V qn( ) = 0 и d M qn,( ) → 0 при n → ∞; 

3)  V x b d M x x B M M( ) > ( )( ) ∀ ∈ ( ), , .D \

Тогда M неустойчиво. 
Если, кроме того, полудинамическая система X , ,

+( )π  асимптотически компактна в B M , D( ), то 
в области G существует отрицательная полутраектория γ - ( )y  такая, что: 

a) d M y, γ - ( )( ) = 0;
б) V yt( ) → 0 при t → – ∞. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем, что M неустойчиво при выполнении требований 1) – 3). Пусть q B M Mn( ) ⊂ ( ), D \

q B M Mn( ) ⊂ ( ), D \  – последовательность точек, для которых 
V qn( ) = 0 и d M qn,( ) → 0 при n → ∞. 

В силу предположения 3) имеем V q tn( ) > 0 для тех t, при которых q t B Mn 0, , .( ] ⊂ ( )D  Покажем, что 
существует последовательность моментов времени tn( ) ⊂ +

  такая, что 

	 d M q tn,( ) < D  при 0 ≤ t < tn и d M q t nn n, ,( ) = ∀ ∈D  	 (4)

что и будет соответствовать неустойчивости M. Для этого зафиксируем натуральное число n ∈  и число 
τ > 0. Если d M qn, ,τ( ) > D  то очевидно, что искомое значение tn, удовлетворяющее (4), найдется, причем 
0 < tn < τ.

Предположим теперь, что d M qn, .τ( ) < D  По условию 3) теоремы вдоль движения q t q tn n: →  при 
t ≥ τ таких, что d M q tn, ,( ) < D  имеем 
	 V q t b d M q tn n( ) ≥ ( )( ), . 	 (5)

Поскольку функция V x( ) непрерывна, причем V x( ) = 0 ∀ ∈x M , то для числа V qn nτ α( ) = > 0  на 
основании предположения 1) существует положительное число δn > 0, для которого имеет место условие

	 V x n( ) < α  при d M x n, .( ) < δ 	 (6)

С учетом  (5) производная V q tn( ) неотрицательная, поэтому V q t V qn n( ) ≥ ( )τ  при t  ≥  τ таких, что 
d M q tn, .( ) < D  На основании (6) это означает, что d M q tn n,( ) ≥ δ  при t ≥ τ, т. е. можем записать

b d M q t bn n,( )( ) ≥ ( ) >δ 0 при t ≥ τ таких, что d M q tn, .( ) < D

Следовательно, при t ≥ τ таких, что d M q tn, ,( ) < D  выполняются соотношения

V q t V q V q s ds V q b d M q s ds V qn n n

t

n n

t

n( ) = ( ) + ( ) ≥ ( ) + ( )( ) ≥ ( ) +∫ ∫τ τ τ
τ τ

 , bb tnδ τ( ) -( ).

Отсюда следует, что при фиксированных n ∈  и τ >  0 правая часть неограниченно возрастает 
по времени t > τ. С учетом предположения 1) это означает, что при увеличении t > τ неограниченно  
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возрастает величина a d M q tn, .( )( )  Более того, если a d M q tn, ,( )( ) → +∞  то по свойству функции a имеем 
d M q tn, .( ) → +∞  В частности, наступит момент tn > τ, удовлетворяющий (4). Таким образом, последо-
вательность  tn( ) со свойствами (4) существует. Все в совокупности соответствует свойству неустойчи-
вости множества M. 

Предположим теперь, что полудинамическая система X , ,

+( )π  асимптотически компактна в B M , .D( )  
Положим pn = qn tn и рассмотрим последовательность точек pn n( ) ∈ . Эта последовательность обладает 
некоторой предельной точкой y на основании свойства асимптотической компактности. Более того, при 
выполнении равенства (4) имеем d M y, .( ) = D  Покажем, что полутраектория γ - ( )y  и является искомой 
в области G. Для этого покажем сначала, что она принадлежит множеству G. 

Пусть это не так. Тогда можно указать момент s < 0 такой, что ys ∉ G. Поскольку по построению 
tn → + ∞ на основании положительной инвариантности M, то для достаточно большого натурально-
го числа N ∈  будем иметь неравенство tn + s > 0 ∀n ≥ N. С учетом сходимости qn tn → y и свойства 
интегральной непрерывности движений динамических систем для достаточно больших n ≥ N точки 
q t sn n +( ) также покидают множество G. Но последнее невозможно в силу (4), поскольку имеет место 
условие 0 < tn + s < tn. Полученное противоречие показывает, что γ - ( ) ⊂y G.

Докажем теперь утверждение a, т. е. что существует последовательность sn( ) ⊂ -
 , sn → – ∞ при 

n → ∞, такая, что 
	 d M ysn,( ) → 0  при sn → – ∞.	 (7)

Действительно, если это не так, то можно указать число δ > 0 такое, что 
	 d M yt t, .( ) ≥ > ∀ ≤δ 0 0 	 (8)

Положим в неравенстве (5) t = tn и перейдем затем к пределу при n → ∞. Тогда получим неравенство 
V y b d M y( ) ≥ ( )( ), . Поскольку γ - ( ) ⊂ ( )y B M M, ,D \  то с учетом (8) будет 

	 V yt b d M yt b t( ) ≥ ( )( ) ≥ ( ) > ∀ ≤, .δ 0 0 	 (9)
Воспользуемся теперь формулой 

V ys V y V y dn

t

( ) = ( ) + ( )∫  τ τ
0

.

Оценим правую часть этого равенства, используя (9) и тот факт, что t < 0. Имеем

V yt V y V ys ds V y tb t
t

( ) = ( ) + ( ) ≤ ( ) + ( ) ∀ <∫ 
0

0δ .

Отсюда следует, что при t → – ∞ величина V yt( ) становится отрицательной. Однако по построению 
полутраектория γ - ( ) ⊂y G, а значит, V yt( ) ≥ 0 ∀t ≤ 0, и мы приходим к противоречию. Таким образом, 
для некоторой последовательности sn( ) ⊂ -

  выполняется условие (7). 
Наконец, докажем утверждение б. Используя построенную выше последовательность sn( ) ⊂ -

 , 
sn → – ∞ при n → ∞, рассмотрим последовательность величин V ysn( )( ) ⊂ +

 . На основании (7), а также 
условия V yγ - ( )( ) ≥ 0 и предположения 1) имеем V ysn( ) → 0. Кроме того, из условия 3) следует, что при 
заданном  y функция V yt( ) (из – в + ) монотонная, а значит, при t → – ∞ она имеет единственный предел. 
Это означает, что из предела V ysn( ) → 0 следует предел V yt( ) → 0 при t → – ∞. Условие б доказано.

Теорема полностью доказана. 
В заключение отметим, что примером приложения теоремы 3 может служить известная теорема 12.1 

[3, с. 77], поскольку любое движение в шаре B M , D( ) с компактным инвариантным множеством M ло-
кально компактной динамической системы удовлетворяет определению асимптотической компактности. 
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УДК 515.12

О СЧЕТНОКОМПАКТИФИЦИРУЕМОСТИ В СМЫСЛЕ МОРИТА

Г. О. КУКРАК1), В. Л. ТИМОХОВИЧ1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Рассматривается расширение Y топологического пространства Х, которое канонически вкладывается в волмэ-
новское расширение w X, при этом в нем замкнуто любое счетно-компактное замкнутое в Х множество и имеет 
предельную точку любое лежащее в Х бесконечное множество. Такое расширение названо насыщением прост
ранства Х. Находится необходимое и достаточное условие счетнокомпактности пространства Y. Тем самым решается 
проблема существования счетнокомпактификации в смысле Морита определенного типа.

Ключевые слова: счетнокомпактификация в смысле Морита; компактификация Волмэна; насыщение тополо-
гического пространства.

ON THE COUNTABLY- COMPACTIFIABILITY  
IN THE SENSE OF MORITA

H. O. KUKRAK a, V. L. TIMOKHOVICH a

aBelarusian State University, 4 Niezaliežnasci Avenue, Minsk 220030, Belarus 
Corresponding author: H. O. Kukrak (kukrak@bsu.by)

We consider an extension Y of a topological space X that is canonically embedded in the Wallman extension w X, in 
which any countably compact set closed in X is closed and such that any infinite set contained in X has a limit point in it. 
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This extension is called saturation of the space X. We find a necessary and sufficient condition for the countable compact-
ness of the space  Y. Thus the problem of existence of countably-compactification in the sense of Morita of certain type is 
solved.

Keywords: countably-compactification in the sense of Morita; Wallman compactification; saturation of topological space.

Введение
Понятия перистого паракомпакта (А. В. Архангельский [1]) и М-пространства (К. Морита [2]) появи

лись почти одновременно. Сразу же обращает на себя внимание схожесть их внешних характеристик. 
В классе хаусдорфовых пространств перистые паракомпакты и  только они допускают метризуемый 
образ при совершенном отображении. И аналогично, М-пространства и только они допускают метри-
зуемый образ при квазисовершенном отображении. Когда перистые паракомпакты были охарактеризо-
ваны как замкнутые подпространства произведений метризуемых пространств на компакты (Дж. На-
гата [3]), возник вопрос о возможности аналогичной характеристики М-пространств. Вскоре было 
доказано (К. Морита [4]), что представимость М-пространства Х в виде замкнутого подпространства 
произведения метризуемого пространства на вполне регулярное счетно-компактное (аналог получен-
ной в [3] характеристики перистого паракомпакта) равносильна его счетнокомпактифицируемости, т. е. 
существованию для Х вполне регулярного счетно-компактного расширения, в котором замкнуто любое 
замкнутое в Х счетно-компактное множество. Как оказалось, даже не все нормальные локально ком-
пактные М-пространства счетно-компактифицируемы [5]. Но и при наличии полученных контрприме-
ров задача нахождения необходимых и достаточных условий счетнокомпактифицируемости (не обяза-
тельно М-пространства) представляет определенный интерес (см., например, [6 – 8]).

В предлагаемой работе для произвольного Т1-пространства Х строится расширение, в  котором Х 
относительно счетно-компактно (т. е. любое лежащее в Х бесконечное множество имеет в этом рас-
ширении предельную точку) и в котором замкнуто любое счетно-компактное замкнутое в Х множество 
(в  [7] такое расширение названо насыщением). Для этого расширения (в  случае регулярности про-
странства Х ) находится необходимое и достаточное условие его счетнокомпактности (см. теорему 5). 
В классе вполне регулярных d-хаусдорфовых пространств (см. определение 5) это позволяет решить воп
рос о существовании счетнокомпактификации определенного типа (см. теорему 7), что отчасти допол-
няет работу [6]. В плане использования в качестве отправной точки некоторых построений волмэнов-
ского расширения w X настоящая статья примыкает к работам [7; 8].

Кратко об обозначениях. Под пространством понимаем произвольное топологическое Т1-пространство 
(если иное не оговорено). Пусть Х – пространство, A ⊂ X, a – семейство некоторых множеств в Х. Обо-
значим  A X[ ]  и  A  замыкание и мощность множества А соответственно; St A U U Aα α( ) = ∪ ∈ ∩ ≠ ∅{ }; 
ST A U U Aα α( ) = ∈ ∩ ≠ ∅{ }; Cov X( ) – семейство всех открытых покрытий пространства Х; C X I,( ) – 
множество всех непрерывных отображений пространства Х в отрезок I = [ ]0 1; ; N – натуральный ряд. Бу-
дем использовать запись вида A X

op
⊂  ( ),A X

cl
⊂  если А открыто (замкнуто соответственно) в Х; A X

dense
⊂ ,  

если  A XX[ ] = ;  A X
dense
⊂

-ω
, если для любой точки x ∈ X найдется не более чем счетное множество B ⊂ A 

такое, что x B X∈[ ] . Наконец, множество А назовем дискретом в Х, если А счетно, дискретно (как под-
пространство) и замкнуто в Х.

Предварительные рассмотрения
Пусть Х и Y – произвольные пространства и X ⊂ Y (т. е. Х – подпространство в Y).
Определение 1 [9]. Пространство Y называют звезднокомпактным (Х-звезднокомпактным), если 

для любого покрытия α ∈ ( )Cov Y  найдется конечное множество A ⊂ Y (A ⊂ X соответственно) такое, 
что ST A Yα ( ) ∈ ( )Cov  (т. е. St A Yα ( ) = ).

Понятия звезднокомпактности и счетнокомпактности тесно связаны.
Теорема 1 [9]. Если пространство Y счетно-компактно, то оно и звезднокомпактно.
Теорема 2 [10]. Если пространство Y является хаусдорфовым и звезднокомпактным, то оно и счетно-

компактно.
Теорему 1 можно дополнить следующим образом.
Теорема 3. Пусть X Y

dense
⊂

-ω
. Тогда если Y счетно-компактно, то оно и Х-звезднокомпактно.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим от противного, что существует покрытие α ∈ ( )Cov Y  такое, что  
St A Yα ( ) ≠  для любого конечного A ⊂ X. Покажем, что тогда St A Yα ( ) ≠  и  для любого счетного 
A a n Xn= ∈{ } ⊂ . Действительно, так как St A St a an

n
α α( ) = …{ }( )

=

∞

1

1

, , ,


 то из равенства St A Yα ( ) =  

и счетнокомпактности пространства Y следовало бы, что St a a Ynα 1, ,…{ }( ) =  для некоторого n ∈ ¥, 
что противоречит допущению. Выберем далее множество B y y Yn= …{ } ⊂1, ,  так, чтобы St B Yα ( ) =  
(см.  теорему  1). Согласно условию для каждой точки  yi подберем не более чем счетное множество 

Ki ⊂ X такое, что y Ki i Y∈[ ] , и обозначим A Ki
i

n
=

= 1


. Поскольку St A St A Yα α( ) = [ ]( ) и St A St BYα α[ ]( ) ⊃ ( ),  
то St A Yα ( ) = . Но A ⊂ X и А не более чем счетно. Получили противоречие. Теорема доказана.

Следующая теорема, в некотором смысле обратная к теореме 3, вытекает очевидным образом из 
теоремы 2.

Теорема 4. Пусть пространство Y хаусдорфово. Если Y Х-звезднокомпактно, то оно и счетно-
компактно.

Введем некоторые дополнительные обозначения. Для произвольных U X
op
⊂  и α ∈ ( )Cov X  обозначим 

^U G Y G X U
op

= ∪ ⊂ ∩ ={ }  (т. е. ^U  – максимальное открытое раздутие U в Y, или, другими словами, 

^U Y X U Y= [ ]\ \ ), ^ ^α α= ∈{ }U U^ ^α α= ∈{ }U U  и далее COV Cov CovY X X Y( ) = ∈ ( ) ∈ ( ){ }α α̂ .COV Cov CovY X X Y( ) = ∈ ( ) ∈ ( ){ }α α̂ .

Следующие предложения 1 и 2 очевидны.
Предложение 1. Если пространство Y  X-звезднокомпактно, то для любого покрытия α ∈ ( )COVY X  

можно выбрать конечное множество A ⊂ X, для которого ST A XYα ( ) ∈ ( )COV .

Предложение 2. Пусть X Y
dense
⊂ , множества вида ^U, где U X

op
⊂ , составляют базу топологии в про-

странстве Y, а для любого покрытия α ∈ ( )COVY X  можно выбрать конечное множество A ⊂ X так, 
что ST A XYα ( ) ∈ ( )COV . Тогда пространство Y X-звезднокомпактно.

Непосредственно из теорем 3, 4 и предложений 1, 2 вытекает приведенное ниже следствие.
Следствие 1. Пусть X Y

dense
⊂

-ω
, Y хаусдорфово и множества вида ^U, где U X

op
⊂ , составляют базу 

топологии в Y. Пространство Y тогда и только тогда счетно-компактно, когда для любого покрытия 
α ∈ ( )COVY X  можно выбрать конечное множество A ⊂ X таким образом, что ST A XYα ( ) ∈ ( )COV .

Насыщение и его счетнокомпактность
Рассматриваем те же пространства Х и Y, X ⊂ Y.
Определение 2 [11]. Скажем, что пространство Х относительно счетно-компактно в Y, если любое 

бесконечное множество A ⊂ X имеет в Y предельную точку.
Определение 3 [7]. Пространство Y назовем насыщением пространства Х, если X Y

dense
⊂ , Х относи-

тельно счетно-компактно в Y и любое счетно-компактное замкнутое в Х множество замкнуто и в Y.
Отметим, что если Y – насыщение для Х и A X

cl
⊂ , то  A Y[ ]  – насыщение для А.

Рассмотрим далее волмэновское компактное расширение  w X пространства  Х. Напомним, что 
нарост X X X∗= ω \  составляют замкнутые (т. е. состоящие из замкнутых в Х множеств) свободные 
(т. е. имеющие пустое пересечение) ультрафильтры и базу топологии в  w X образуют множества 
вида W U U X U F F( ) = ∪ ∈ ⊃ ∈{ }x x* ,4; O=5: >B>@>3> для некоторого W U U X U F F( ) = ∪ ∈ ⊃ ∈{ }x x* ,4; O=5: >B>@>3>  где U X

op
⊂  (подробнее см. [12, c. 272]). От-

метим, что W U G X G X U
op

( ) = ∪ ⊂ ∩ ={ }ω , и  если F X
cl
⊂  и F U X

op
⊂ ⊂ , то F F X FX[ ] = ∪ ∈ ∈{ }ω x x*   

и  F W UX[ ] ⊂ ( )ω . Также отметим выполнение соотношений W U U W U W Un n1 1∪ … ∪( ) = ( ) ∪ … ∪ ( )   
и  F F F Fn X X n X1 1∩ … ∩[ ] = [ ] ∩ … ∩ [ ]ω ω ω , где U Xi op

⊂ , F Xi cl
⊂ , 1 ≤  i ≤ n (см.  там же). И наконец, для 

F X
cl
⊂  обозначим F F F X FX

* *
.= [ ] = ∈ ∈{ }ω x x\

Далее через D обозначим семейство всех дискретов в Х, т. е. счетных дискретных (как подпростран-
ство) замкнутых в Х множеств. Подсемейство b ⊂ D назовем D-базой (семейства D), если для любого 
A ∈ D можно выбрать B ∈ b такое, что B ⊂ A. Зафиксируем некоторую D-базу b и положим Y X Xb x x b= ∪ ∈ ∩ ≠ ∅{ }*

.
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Y X Xb x x b= ∪ ∈ ∩ ≠ ∅{ }*
. Ясно, что X ⊂ Yb ⊂ w X, Y X A Ab b= ∪ ∪ ∈{ }( )∗  и W U Y U( ) ∩ =b

^ для любого U X
op
⊂  

(здесь, как и выше, ^U G Y G X U
op

= ∪ ⊂ ∩ ={ }b ). Отметим также, что если b1 и b2 – D-базы и b1 ⊂ b2, то 
Y Y Yb b1 2

⊂ ⊂ D.

Предложение 3. Пространство Yb – насыщение для пространства Х, причем выполняются условия: 
1) X Y

dense
⊂

-ω b; 
2) множества ^U, где U X

op
⊂ , образуют базу топологии в Yb ; 

3) если A ∈ b, то A AY X[ ] = [ ]
b ω  и  A Y[ ]

b
 компактно; 

4) если F X
cl
⊂  и F U X

op
⊂ ⊂ , то F UY[ ] ⊂

b

^;  

5) если U U Un= ∪ … ∪1 , то ^ ^ ^U U Un= ∪ … ∪1 , если F F Fn= ∩ … ∩1 , то F F FY Y n Y[ ] = [ ] ∩ … ∩ [ ]
b b b

1 , 
где U Xi op

⊂ , F Xi cl
⊂ , 1 ≤ i ≤ n;

6) если Х регулярно, то Yb хаусдорфово.
Доказательство следует непосредственно из построения. Остановимся кратко лишь на п. 6. Доста-

точно рассмотреть ультрафильтры x, y ∈ Yb \  X, x ≠ y. Свойства ультрафильтров (см. [12, c. 271]) по-
зволяют выбрать дизъюнктные множества F1 ∈ x и F2 ∈ y. Пусть A ∈ x ∩ b и B ∈ y ∩ b. Обозначим 

′ = ∩A A F1, ′ = ∩B B F
2
. Очевидно, что ′A  и  ′B  дизъюнктны, ′∈A x, ′∈B y  и  ′ ∪ ′∈A B D. Если прост

ранство Х регулярно, то любой дискрет из D (в частности, ′ ∪ ′A B ) можно раздуть до дизъюнктного 
семейства окрестностей его точек. Таким образом, для ′A  и  ′B  найдутся дизъюнктные окрестности U 
и V, ′⊂ ⊂A U X

op
 и  ′⊂ ⊂B V X

op
. Имеем далее x

b
∈ ′[ ] ⊂A UY

^, y
b

∈ ′[ ] ⊂B VY
^ (см. п. 4) и  ^ ^U V∩ = ∅. Предло-

жение доказано.
Перейдем к вопросу о счетнокомпактности насыщения Yb.
Определение 4. Покрытие α ∈ ( )Cov X  назовем b-крупным, если любой дискрет A ∈ b покрывается 

конечным числом элементов a. Семейство всех b-крупных покрытий обозначим B XCovb ( ).
Лемма. Покрытие α ∈ ( )Cov X  является b-крупным тогда и только тогда, когда α

b
∈ ( )COVY X  

(т. е. B X XYCov COVb b
( ) = ( ) ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала докажем необходимость. Пусть α b∈ ( )B XCov  и x ∈ Yb\  X. Выберем 
дискрет A ∈ x ∩ b, затем множества U1, …, Un ∈ a, покрывающие А. Имеем A ⊂ U, где U U Un= ∪ … ∪1 ,  
откуда x

b
∈[ ] ⊂A UY

^  (см. предложение 3, п. 4). Но  ^ ^ ^U U Un= ∪ … ∪1  (см. предложение 3, п. 5), а следо-

вательно, x ∈ ^Ui  для некоторого i, 1 ≤ i ≤ n. Итак, α
b

∈ ( )COVY X .
Докажем достаточность. Пусть α

b
∈ ( )COVY X  и  A ∈ b. Поскольку множество A Y[ ]

b
 компактно (см. пред-

ложение 3, п. 3), то можно выбрать множества U1, …, Un ∈ a такие, что ^ ^U U An Y1
∪ … ∪ ⊃ [ ]

b
. Но тогда 

U U An1
∪ … ∪ ⊃ . Таким образом, α b∈ ( )B XCov . Лемма доказана.
Из следствия 1, предложения 3 и леммы вытекает приведенная ниже теорема.
Теорема 5. Пусть пространство Х регулярно. Насыщение Yb счетно-компактно тогда и только 

тогда, когда для любого покрытия α b∈ ( )B XCov  можно выбрать конечное множество A ⊂ X так, 
что ST A B Xα b( ) ∈ ( )Cov .

Остановимся более подробно на отделимости пространства Yb.
Определение 5 [13]. Пространство Х называют d-хаусдорфовым, если оно хаусдорфово и из любого 

множества A ∈ D можно выделить бесконечное подмножество B ⊂ A, допускающее раздутие до дис-
кретного семейства U b Bb ∈{ }, где b U Xb op

∈ ⊂ , b ∈ B.
Напомним некоторые схожие определения. В [14] пространство Х названо хорошо отделимым 

(well separated ), если любое множество A ∈ D допускает раздутие до локально конечного семейства 
U a Aa ∈{ }, где a U Xa op

∈ ⊂ , a ∈ A. Чуть позже в [6] появилось определение свойства ss-дискретности (ss-dis
crete property), а именно: пространство Х имеет это свойство, если из любого множества A ∈ D можно 
выбрать бесконечное подмножество B ⊂ A, допускающее раздутие до локально конечного семейства 
U b Bb ∈{ }, где b U Xb op

∈ ⊂ , b ∈ B. Очевидно, что все хорошо отделимые, а также все d-хаусдорфовы про-
странства обладают свойством ss-дискретности. В [6] приведен пример вполне регулярного пространства  
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со свойством ss-дискретности, которое не является хорошо отделимым. Несложно проверить, что в клас-
се регулярных пространств свойства ss-дискретности и d-хаусдорфовости равносильны.

Через d обозначим семейство всех дискретов A ∈ D, допускающих раздутие до дискретного семейст
ва окрестностей своих точек, D-базу b назовем d-базой, если b ⊂ d. Отметим, что если пространство Х 
d-хаусдорфово, то из любой D-базы можно выбрать d-базу и само семейство d является одной из D-баз. 
И обратно, если Х хаусдорфово и хотя бы одна D-база является d-базой, то Х d-хаусдорфово.

Следующее предложение дополняет п. 6 из предложения 3.
Предложение 4. Если насыщение Yb регулярно (для некоторой D-базы b), то Х d-хаусдорфово и b ⊂ d 

(т.  е. b является d-базой). Обратно, если Х регулярно и d-хаусдорфово, то Yb регулярно для любой 
d-базы b.

Доказательство фактически содержится в [15, лемма 2, теорема 5].
Предложение 5. Пусть Х вполне регулярно и d-хаусдорфово. Тогда и Yb вполне регулярно для любой 

d-базы b.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Ограничимся рассмотрением точки x ∈ Yb\  X. Пусть x ∈ ^U, где U X

op
⊂ .  Пока-

жем, что существует функция ϕ b∈ ( )C Y I,  такая, что ϕ x( ) = 1 и ϕ y( ) = 0 при y Y U∈ b\
^
. В силу устройства 

Yb можно выбрать дискрет A ∈ x ∩ d такой, что A ⊂ U. Раздуем А до дискретного семейства окрестнос
тей Ua, a U Xa op

∈ ⊂ ,  a ∈ A. Можно считать, что Ua ⊂ U для всех a ∈ A. Далее для каждой точки a ∈ A за-
фиксируем функцию f C X Ia ∈ ( ), , f aa ( ) =1, f xa ( ) = 0 при x ∈ X   \Ua, и положим f x f x a Aa( ) = ( ) ∈{ }max . 
Легко проверить, что f C X I∈ ( ), ,  f A( ) = { }1  и  f x( ) = 0 при x ∈ X  \U. Функция f однозначно продол-
жается до функции F C X I∈ ( )ω ,  (см. [12, c. 272]), для которой имеем F F A Xx ω( ) ∈ [ ]( ) = { }1 , F z( ) = 0 
при z X W U∈ ( )ω \ . Осталось положить ϕ

b
= F Y .  Предложение доказано.

ω ω -Насыщение пространства Х
Возвращаемся к пространствам Х и Y, X Y⊂ .
Определение 6. Пусть b – D-база и выполняются условия: 
а) для любой точки z ∈ Y  \  X найдется дискрет A ∈ b такой, что z A Y∈[ ] ,  и обратно, A Y XY[ ] ∩ ( ) ≠ ∅\  

для любого A ∈ b; 
б) если B ⊂ A ∈ b и B U X

op
⊂ ⊂ , то B UY[ ] ⊂ ^ (или, другими словами, если A ∈ b и  F X

cl
⊂ ,  то F A FY Y[ ] ∩ [ ] = ∅\ );

F A FY Y[ ] ∩ [ ] = ∅\ );  
в) множества вида ^U, где U X

op
⊂ , образуют базу топологии пространства Y. 

Тогда пространство Y назовем w-насыщением (или насыщением типа w) для пространства Х, а D-базу b – 
w-допустимой для Y. Если Y является w-насыщением и для некоторой w-допустимой D-базы b ком-
пактны все множества A Y[ ] , где A ∈ b, то Y назовем W-насыщением (или насыщением типа W) для Х, 
а D-базу b – W-допустимой.

Замечание. Любое w-насыщение является насыщением. Действительно, в силу условия а простран-
ство Х относительно счетно-компактно в Y, а в силу условия б любое замкнутое в Х счетно-компактное 
множество замкнуто и в Y. Отметим также, что при регулярности пространства Y условие в выполняется 
автоматически.

Очевидно, что все рассмотренные в предыдущем разделе насыщения вида Yb являются W-насыще
ниями и любая D-база b W-допустима для Yb. Докажем, что в определенном смысле верно и обрат-
ное. Для этого зафиксируем произвольное w-насыщение Y (для Х), w-допустимую (для  Y ) D-базу b 
и определим каноническое (т. е. тождественное на Х ) вложение j Y X: → ω  (т. е. Y j Y→ ( ) – гомео
морфизм) следующим образом. Положим j x x( ) =  при x ∈ X. Для z ∈ Y  \  X зафиксируем A ∈ b такое, 

что z A Y∈[ ] , и рассмотрим множество κ ωz A A O z O YX op
, .( ) = ∩ ∩[ ] ∈ ⊂{ }  Ясно, что ∅ ≠ ( ) ⊂ ∗κ z A X, . 

Пусть x κ∈ ( )z A, . Допустим, что ′ ∈ ( )x κ z A,  и  ′ ≠x x.  Выберем F ∈ x и  ′∈ ′F x  так, чтобы F F∩ ′ = ∅  
(свойства ультрафильтров см. в [12, c. 271]). Поскольку F A O∩ ∩ ≠ ∅  и  ′∩ ∩ ≠ ∅F A O′∩ ∩ ≠ ∅F A O  для любой 
окрестности О точки z, то z F A Y∈ ∩[ ]  и z F A Y∈ ′∩[ ] , что невозможно (см. условие б в определении 6). 
Таким образом, κ xz A, .( ) = { }  Если z B Y∈[ ] , где B  ∈ b, и  κ xz B, ,( ) = ′{ }  то, рассуждая аналогичным 
образом, получаем x x= ′. Итак, множество κ z A,( ) одноточечно и не зависит от выбора А. Полагаем  
j z( ) = x. Отображение j Y X: → ω  определено. Проверим инъективность. Пусть z z Y X, ,′ ∈ \  z z≠ ′, 



51

Геометрия и топология
Geometry and Topology

z A Y∈[ ] , ′∈[ ]z B Y ,  где A, B ∈ b, j z( ) = x,  j z′( ) = ′x ,  и допустим, что x x= ′.  Но тогда, как несложно заме-
тить, z A B O O Y∈ ∩ ∩ ∩ ′[ ]  и  ′∈ ∩ ∩ ∩ ′[ ]z A B O O Y  для любых окрестностей О точки z и  ′O  точки  ′z . 
Выберем окрестность ^U  точки z, где U X

op
⊂ ,  так, чтобы ′ ∉z U^ (см. условие в в определении 6), и обо-

значим C = A ∩ U. Имеем ′∈[ ]z C Y  (см. выше). С другой стороны, C ⊂ U, а следовательно, C UY[ ] ⊂ ^ 
(см. условие б в определении 6), что противоречит соотношению ′∉z U^. Инъективность проверена. Для 
доказательства непрерывности j и  j j Y Y- ( ) →1

:  достаточно показать, что если z ∈ Y  \  X и  j z( ) = x,  то 
соотношения z U∈ ^ и  x ∈ ( )W U  равносильны для произвольного U X

op
⊂ .  Зафиксируем дискрет A ∈ b, 

для которого z A Y∈[ ] . Пусть x ∈ ( )W U .  Тогда F A O U∩ ∩ ⊂  для некоторых F  ∈ x и  окрестности  О 
точки z, а следовательно, z F A O UY∈ ∩ ∩[ ] ⊂ ^. И обратно, пусть z U∈ ^. Тогда ^U A U A∩ = ∩ ∈x, от-
куда x ∈ ( )W U . Итак, отображение j Y j Y: → ( ) – гомеоморфизм, причем, как легко заметить, j Y Y( ) ⊂ b. 
Если же Y – W-насыщение и D-база b W-допустима, то j Y Y( ) = b, поскольку j A AY X[ ]( ) = [ ]ω  при A ∈ b, 
что вытекает из непрерывности j и того факта, что F X[ ]ω  и wF канонически гомеоморфны для любого 
F X
cl
⊂  [11, c. 70]. Таким образом, доказана следующая теорема.
Теорема 6. Для любого w-насыщения Y пространства Х с w-допустимой D-базой b существует 

каноническое вложение пространства Y в Yb, причем если Y – W-насыщение, а D-база b W-допустима, 
то Y и Yb канонически гомеоморфны.

Учитывая предложение 4, получаем приведенное ниже следствие.
Следствие 2. Любое пространство, допускающее регулярное насыщение типа W, является d-хаус

дорфовым.

Счетнокомпактификация типа ΩΩ
По-прежнему рассматриваем пространства Х и Y, X ⊂ Y. Напомним следующее определение.
Определение 7 [4]. Пространство Y называют счетнокомпактификацией пространства Х, если X Y

dense
⊂ ,

X Y
dense
⊂ ,  Y вполне регулярно и счетно-компактно и любое счетно-компактное замкнутое в Х множество 

замкнуто в Y.
Проведенные нами рассмотрения служат достаточной мотивацией выделения в отдельный тип счетно

компактификаций, являющихся W-насыщениями.
Определение 8. Пространство Y назовем счетнокомпактификацией типа W для пространства Х, если 

Y – вполне регулярное счетно-компактное W-насыщение пространства Х. 
Отметим, что если описанное в  определении  8 пространство Y существует, то в  силу теоремы 6 

и предложения 4 можно считать, что Y = Yb, где b – некоторая D-база, пространство Х d-хаусдорфово 
и b является d-базой. С другой стороны, если Х вполне регулярно и d-хаусдорфово, а b – d-база, то Yb 
вполне регулярно (см. предложение 5).

Итак, вопрос о существовании счетнокомпактификации типа W свелся к вопросу о счетнокомпакт-
ности Yb, где b – некоторая d-база, а пространство Х вполне регулярно и d-хаусдорфово. Теорема 5 по-
зволяет сформулировать следующий результат.

Теорема 7. Пусть пространство Х вполне регулярно и d-хаусдорфово. Пространство Х допускает 
счетнокомпактификацию типа W тогда и только тогда, когда для некоторой d-базы b выполняется 
условие: для любого покрытия α b∈ ( )B XCov  существует конечное множество A ⊂ X такое, что 
ST A B Xα b( ) ∈ ( )Cov .

В завершение приведем сравнительно простой, но достаточно интересный пример, использующий 
стоун-чеховскую (она же волмэновская) компактификацию натурального ряда ¥.

Пример. Положим X = ¥. Зафиксируем некоторый ультрафильтр x0 ∈ ¥* и рассмотрим D-базы b = D\ x0 
(здесь  x0 понимается как семейство множеств в ¥) и  D, а  также соответствующие W-насыщения 
Yb ω x= { } \

0
 и YD = w¥. Имеем: YD компактно, в то время как Yb счетно-компактно, но не компактно 

(см. [12, c. 309]). Далее зафиксируем счетные множества Si ⊂ ¥ такие, что Si
i =

∞
=

1
∪ � и S Si j∩ = ∅ при 

i ≠ j, и обозначим γ 0 = ∈D ⊂ ∈{ }A A S ii 4; O=5: >B>@>3>  , для некоторого γ 0 = ∈D ⊂ ∈{ }A A S ii 4; O=5: >B>@>3>  , γ1 1= ∈D ∩ ≤ ∈{ }A A S ii 4; O; N1>3>  , для любого γ1 1= ∈D ∩ ≤ ∈{ }A A S ii 4; O; N1>3>  , 

γ γ γ= ∪0 1,  K0 0= ∈ ∩ ≠ ∅{ }∗x x γ  и  K
1 1

= ∈ ∩ ≠ ∅{ }∗x x γ . Простая проверка показывает, что  
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g – D-база, K0 ∩ K1 = ∅ и Yg = ¥ ∪ K0 ∪ K1. Докажем, что W-насыщение Yg не счетно-компактно. Для каж-
дого i ∈ ¥ зафиксируем ультрафильтр xi iS∈ ∗. Множество D ii= ∈{ }x   замкнуто в ¥ ∪ K0 и дискретно. 
Пусть x ∈ K1 и A ∈ x ∩ g1. Рассмотрим окрестность W A( ) ультрафильтра x. Допустим, что xi W A∈ ( ). 
Но тогда A ∈ xi и в то же время Si ∈ xi, откуда A ∩ Si ∈ xi, что невозможно, поскольку A Si∩ ≤ 1.  Таким 
образом, D бесконечно и не имеет в Yg предельной точки, откуда следует, что Yg не счетно-компактно. 
Итак, уже при X = ¥ для W-насыщения реализуются три возможности: быть компактификацией, яв-
ляться не компактной счетнокомпактификацией типа W, не быть счетно-компактным. И наконец, по-
строим для ¥ счетно-компактное w-насыщение Y, которое не является W-насыщением. Для каждого 
дискрета A ∈ D зафиксируем некоторый ультрафильтр xA ∈ A* и обозначим D AA= ∈{ }x D . Поскольку 

D ≤ =D c (c – мощность континуума), а для любого дискрета A мощность A A∗ = [ ] = =ω ω


 2c  
(см. [12, с. 268]), то ∅ ≠ A* \ D ≠ A*. Полагая Y = w¥ \ D, получаем w-насыщение (для ¥), для которого 
никакой W-допустимой D-базы не существует. В качестве w-допустимой D-базы, очевидно, подходит 
само семейство D. Проверим счетнокомпактность пространства Y. Пусть M ⊂ Y и М счетно. Ясно, что 
M M DY[ ] = [ ]ω \ . А поскольку M[ ] =ω 2c (см. [12, c. 269]), то M MY[ ] ≠ , что показывает существова-

ние в Y предельных точек для М.
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ГРАФЫ САМОПЕРЕСЕЧЕНИЙ ЗАМКНУТЫХ ЛОМАНЫХ

Н. П. ПРОХОРОВ1), Е. Н. ДУЛЬ1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Введен и изучен такой подкласс струнных графов, как графы самопересечений замкнутых ломаных (класс 
CPC-графов). Указаны необходимые условия принадлежности графа к классу CPC, запрещенные подграфы дан-
ного класса, операции над графами, сохраняющие их принадлежность к классу CPC. Рассмотрен вопрос о су-
ществовании k-регулярных CPC-графов, в частности найдены пары k n,( ) и приведены оценки на количество 
значений k, при которых существует k-регулярный граф на n вершинах, показано существование бесконечного 
числа k-регулярных CPC-графов для любого k ∈ . Исследованы алгоритмические вопросы в классе CPC-графов. 
Доказано, что задачи о доминирующем множестве, раскраске, независимости и наибольшем цикле в классе CPC-
графов являются NP-трудными, а задача распознавания CPC-графов принадлежит к классу PSPACE.

Ключевые слова: граф пересечений; граф самопересечений замкнутой ломаной; регулярный граф; NP-полнота; 
полиномиальная сводимость.
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In the paper such subclass of string graphs as intersection graphs of closed polygonal chains (class of CPC-graphs) 
was considered, necessary conditions for belonging to that class, forbidden subgraphs and operations with graphs which 
preserve belonging to the CPC class were found. Considered question about the existence of k-regular CPC-graphs, par-
ticularly, pairs k n, ,( )  such that there exists k-regular CPC-graph on n vertexes were found, proved that there are infinitely 
many k-regular CPC-graphs for any k ∈ , estimations for the number of k, such that k-regular graph on n vertexes exists, 
were given. Algorithmic questions in the class of CPC-graphs were investigated. It was proved that independent and 
dominating set problems, coloring problem and the problem about maximal cycle are NP-hard in the class of CPC-graphs, 
and problem of recognition of the CPC-graphs belongs to the PSPACE class.

Keywords: intersection graph; intersection graph of closed polygonal chains; regular graph; NP-completeness; poly-
nomial-time reduction.

Введение
Струнным графом назовем граф пересечений конечного набора жордановых кривых на плоскости. 

Каждой кривой сопоставлена вершина графа, две вершины смежны тогда и  только тогда, когда соот
ветствующие им кривые пересекаются. Изначально интерес к данной конструкции возник в связи 
с ее применением для разработки печатных схем и электрических сетей [1], математическое изучение 
струнных графов началось со статьи Г. Эрлиха, С. Ивена и Р. Тарьяна [2]. Собственным подмножеством 
струнных графов является класс SEG-графов, а именно графов пересечений набора отрезков [2]. Иссле-
дование свойств и описание струнных графов, а также их подклассов до сих пор остается открытой за-
дачей. Одним из последних результатов по классу SEG-графов стало доказательство гипотезы Шейнер-
мана [3], которая утверждает, что любой планарный граф является SEG-графом. Также в статьях [4; 5] 
исследован сложностной статус задач распознавания SEG-графов и струнных графов и показано, что 
они принадлежат к классу NP-трудных задач.

В данной работе введен и исследован класс CPC-графов (от англ. closed polygonal chain), а именно 
графов самопересечений замкнутых ломаных. Будем считать, что любые два звена ломаной имеют не 
более одной общей точки и никакие три звена не пересекаются в одной точке. Под графом самопере-
сечений ломаной R будем понимать граф, множество вершин которого есть множество звеньев лома-
ной R. Две его вершины смежны тогда и только тогда, когда соответствующие им звенья пересекаются 
вне узлов R.

Получены необходимые условия принадлежности графа к классу CPC, в частности ограничение на 
количество ребер, запрещенные порожденные подграфы. Предложены некоторые операции над графами, 
сохраняющие их принадлежность к CPC-графам.

Подробно изучено существование k-регулярных графов в классе CPC. Доказано, что при фиксиро-
ванном k ∈  существует бесконечно много k-регулярных CPC-графов, а также приведены достаточ-
ные условия существования k-регулярного CPC-графа на n  вершинах. Получены верхние и нижние 
оценки на количество регулярных CPC-графов на n вершинах.

Показано, что задачи о доминирующем множестве, раскраске, независимости и наибольшем цикле 
в классе CPC-графов являются NP-трудными, задача распознавания CPC-графа принадлежит к классу 
PSPACE, а построение ломаной с фиксированным графом самопересечений G ∈ CPC представляет со-
бой алгоритмически разрешимую задачу.

Вспомогательные результаты
Утверждение 1. Если G является CPC-графом, то G  содержит гамильтонов цикл.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно заметить, что соседние звенья ломаной не пересекаются вне узлов 

ломаной, следовательно, соответствующие им вершины графа самопересечений не могут быть смежными.
Представление на плоскости. Через R G( ) обозначим множество всех замкнутых ломаных на 

плоскости, которые имеют граф самопересечений G ∈ CPC. Далее ломаную R G∈ ( )R  для краткости 
будем называть реализацией CPC-графа G.
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Теорема 1. В любой реализации CPC-графа G V E,( ) количество областей, на которые разбивается 
плоскость, фиксированно и равно 2 + E .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим реализацию R G∈ ( )R . Ей соответствует плоский граф P V E0 0, ,( )  
удовлетворяющий следующим условиям:

1) множество вершин V0 есть множество узлов и точек самопересечений ломаной;
2) вершины x, y ∈ V0 смежны тогда и только тогда, когда они соединены отрезком  x y,[ ] на плоскости 

таким, что никакая вершина v ∈ V0 не лежит на x y, .( )
Множество областей, на которые реализация R разбивает плоскость, – это множество граней плоского 

графа P. Количество вершин графа P равно V V E0 = + , т. е. суммарному количеству узлов и точек 
пересечений ломаной. Степень вершины-узла – 2, а вершины, соответствующей точке пересечения, – 4. 

Значит, количество ребер графа P равно E
V E

V E
0

2 4

2
2=

+
= + .

По формуле Эйлера [6] для графа P V E0 0,( ) получаем искомое количество граней.
Запрещенные подграфы. Граф H будем называть запрещенным подграфом для класса графов A 

в том случае, когда выполнено следствие: если граф G содержит H в качестве порожденного подграфа, 
то G не принадлежит к классу графов A.

Теорема 2. Граф H является запрещенным подграфом для класса CPC тогда и только тогда, когда 
H не является SEG-графом.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Любой порожденный подграф CPC-графа является SEG-графом. Следователь-
но, любой запрещенный подграф для класса SEG не может быть порожденным подграфом CPC-графа.

Если H ∈ SEG, то пусть H – граф самопересечений набора отрезков  A Bi i , i = 1, 2, …, n. Последо-

вательно проведем отрезки  B Ai i + 1 , i = 1, 2, …, n – 1, и отрезок  B An 1
 . Полученная фигура является 

замкнутой ломаной, а ее граф самопересечений содержит H в качестве порожденного подграфа.
Замечание 1. Существуют бесконечные серии запрещенных подграфов для класса SEG, а следова-

тельно, и для CPC-графов. Примеры представлены в статьях [2; 7; 8].
Наиболее известный пример не струнного графа – граф на 15 вершинах, полученный из полного 

графа на 5 вершинах (K5 ) подразбиением каждого его ребра [2].
Замечание 2. Почти все графы не являются CPC-графами.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение о том, что почти все графы не являются графами некоторого 

класса A, равносильно тому, что вероятность выбрать помеченный граф на n вершинах, принадлежащий 
к классу A, стремится к нулю, при условии, что каждое ребро в графе проводится с вероятностью  1

2
.

Пусть H – некоторый запрещенный подграф класса CPC и V H k( ) = . Рассмотрим граф G на n вер-
шинах, где n = mk + r, 0 ≤ r < k. Произвольным образом выберем m непересекающихся подмножеств 
мощности k множества вершин графа G. Вероятность того, что G ∈ CPC, не превосходит вероятности 
того, что в каждом из выбранных m множеств не реализуется граф H. Пусть вероятность того, что на 
множестве из k вершин не реализуется граф H, равна α, очевидно, что α < 1. Значит, вероятность того, 
что H не реализуется ни в одном из выбранных m множеств, равна αm и стремится к нулю при n → ∞, 
а следовательно, графов класса CPC почти нет.

Количество ребер. Приведенная ниже теорема содержит достижимые оценки на количество ребер 
СРС-графов.

Теорема 3 [9]. Пусть G V E,( ) принадлежит к классу CPC, тогда выполнены следующие неравенства:

E V
V

≤
- 3
2

 (для нечетного V ),

E V
V

≤
-

+
4

2
1 (для четного V ).

Оценки достигаются для любого количества вершин V .
Следствие 1. CPC-графы ⊊ SEG-графы ⊊ струнные графы.

Операции над CPC-графами
Теорема 4. Если графы G1 и G2 являются CPC-графами, то их дизъюнктное объединение G1 ⊔ G2 

также принадлежит к классу CPC.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. OA2 …  AnO и OB2 …  BmO – ломаные, графами самопересечений которых яв-
ляются G1 и G2 соответственно. Пусть O принадлежит границам выпуклых оболочек наборов точек 
O A An, , ,2 …{ } и  O B Bm, , , ,2 …{ }  лежащих в разных полуплоскостях относительно фиксированной 

прямой l ∋ O.
Пусть отрезки  ′[ ]O A2 , ′′[ ]O An , ′[ ]O B2 , ′′[ ]O Bm  попарно не пересекаются, а точки ′ ′′ ∈O O l, . Возьмем 

′ ′′O O,  достаточно близкими к O так, что каждую пару 

OA O A OA O A OB O B OB O Bn n m m2 2 2 2[ ] ′[ ]{ } [ ] ′′[ ]{ } [ ] ′[ ]{ } [ ] ′′[, , , , , , , ]]{ }
пересекает один и тот же набор звеньев исходных ломаных.

Графом самопересечений замкнутой ломаной ′ … ′′ … ′-O A A A O B B B B On m m2 3 1 3 2
 является дизъюнкт-

ное объединение графов самопересечений ломаных OA2 … AnO и OB2 …  BmO.
Для графа G V E,( ) построим граф ′G  следующим образом: каждую вершину vi ∈V заменим на долю 

αi из t не смежных между собой вершин. Две вершины u ∈ αi, w ∈ αj смежны тогда и только тогда, когда 
в исходном графе v vi j E, .{ } ∈

Теорема 5. Если граф G принадлежит к классу CPC, то ′G  также является CPC-графом.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим замкнутую ломаную A A A An0

1

1

1 1

0

1( ) ( ) ( ) ( )…  с графом самопересечений G. 
Для каждого i n= 0,  обозначим точку Bi, лежащую на биссектрисе ориентированного угла A A Ai i i-

( ) ( )
+

( )
1

1 1

1

1
, 

так, что длина отрезка A Bi i
1( )



 равна ε > 0.

Зафиксируем достаточно малое значение ε > 0 так, что для каждого i n= 0, , j n= 0,  и любых точек 
P A Bi i1

1∈ 





( )
, Q A Bi i1 1

1
1∈



+

( )
+  и P A Bj j2

1∈ 





( )
, Q A Bj j2 1

1

1
∈ 



+

( )
+  выполнены следующие условия:

(i) каждый из отрезков  PQ1 1[ ], A Ai i
1

1
1( )
+

( )



  пересекает один и  тот  же набор звеньев ломаной 

A A A An0

1

1

1 1

0

1( ) ( ) ( ) ( )… ;

(ii) отрезки  P Q2 2[ ], A Aj j
1

1
1( )
+

( )



 пересекают один и тот же набор звеньев ломаной A A A An0

1

1

1 1

0

1( ) ( ) ( ) ( )… ;

(iii)  PQ1 1[ ] и  P Q2 2[ ] пересекаются тогда и только тогда, когда звенья A Ai i
1

1
1( )
+

( )



  и  A Aj j

1
1

1( )
+

( )



 исходной 

ломаной пересекаются.
Для каждого i n= 0,  на отрезке A Bi i

1( )



 последовательно отметим точки A Ai i

t2( ) ( )…, , .

Далее для краткости для последовательностей A ai i
n= ( ) = 1 и B bi i

m= ( ) = 1 обозначим через A + B после-
довательность (a1, …, an, b1, …, bm ).

Случай нечетного t (рис. 1, а). Рассмотрим замкнутую ломаную на последовательности вершин 
S = S1 + S3 + … + St , которая задана следующим способом: для нечетных i = 1, 3, …, t – 2 подряд идут 
подпоследовательности вида

S A A A A A Ai
t i i i i

n
i

n
i= +( )( ) ( ) ( ) +( )( ) +( )
-
+( )

0

2

1 2 0

1 2 1

1

1/ /
, , , , , , ,, , , A i1

1+( )( )
а последовательность St определена как A A A At t

n
t t

0 1 0

1 2( ) ( ) ( ) +( )( )( ), , , , .
/



Случай четного  t (см. рис. 1, б ). Расположим точки A A A A Bt t t
0

2 1

0

2 2

0 0

1

0

/ /
, , ,

+( ) +( ) ( ) ( )∈ 



  достаточно 

близко к B0 так, что набор точек 

	 A A A B Ot t t
0

2 1

0

2 2

0 0

/ /
, , , , , ,

+( ) +( ) ( ){ } 	 (1)

где O – точка пересечения лучей A An
t1

0

2 1( ) +( )/  и A Bn
t( )

0, лежит внутри окружности ω радиусом δ > 0. От-
метим, что прямые A B A Bn n0

1

0

1( ) ( )
,  не совпадают в  силу того, что они являются биссектрисами углов 

A A An
1

0

1

1

1( ) ( ) ( ) и A A An n-
( ) ( ) ( )
1

1 1

0

1
, которые имеют общую сторону An A0. Значит, точку O можно всегда вы-

брать указанным способом.
Нетрудно заметить, что возможно выбрать достаточно малое значение δ > 0, при котором точки от-

резков, чьи обе крайние точки не принадлежат множеству (1), лежат вне окружности ω.
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Рассмотрим ломаную на последовательности вершин S O S S S Ot= ( ) + + + … + + ( )-1 3 1 , для кото-
рой подпоследовательности Si определены следующим образом: для нечетных i = 1, 3, …, t – 1

S A A A A A A Ai n
i

n
i i i i i

n
i= ( )

-
( ) ( ) +( )( ) +( ) +( )

, , , , , , , ,
/

1 1 0

1 2

1

1

2

1
 

++( ) + +( )( )( )1

0

1 2
, .

/A t i

В полученной ломаной каждому исходному звену A Ai i
1

1

1( )
+

( )



, i n= -0 1, , соответствуют ровно t не 

пересекающихся между собой звеньев. Покажем, что два звена построенной ломаной пересекаются 
только в том случае, если соответствующие им звенья исходной ломаной пересекаются.

Нетрудно видеть, что для нечетного t вышеуказанное утверждение выполнено в силу условия (iii).
В случае четного t данное утверждение справедливо для звеньев новой ломаной, соответствующих 

звеньям A Ai i
1

1

1( )
+

( )



, i n= 0, , исходя из условия (iii). Рассмотрим множество из оставшихся t звеньев, соот-

ветствующих звену A An
1

0

1( ) ( )



 ломаной A A A An0

1

1

1 1

0

1( ) ( ) ( ) ( )
 :

	 A O A A A A An n
t t

n n
t1 2

0

2 2

0

2 2 3 2( ) ( ) +( ) +( ) ( ) -( )















, , , ,

/ /
 AA A A A Ot t

n
t

n
t

0 0

1( ) ( ) -( ) ( )















{ }, , . 	 (2)

Так как окружность ω содержит только точки, принадлежащие звеньям из множества (2), то точки 
пересечения звеньев из множества (2) с другими звеньями построенной ломаной лежат внутри или на 
границе многоугольника A A B Bn n

1

0

1

0

( ) ( )
. Тогда в силу условия (iii) звенья из множества (2) также удовлет-

воряют вышеописанному условию. 
Таким образом, графом самопересечений построенных ломаных на последовательности вершин S 

является  ′G .
Пусть дан граф G V E,( ) и вершина u ∈V, смежная с вершинами v v v1 2, , ,…{ }k  (deg u = k ≥ 1). Заме-

ним u на набор вершин u u uk1 2, , ,…{ } степени 1 так, что пары вершин ui j, v{ } смежны в полученном 
графе  ′′G  тогда и только тогда, когда i = j.

Теорема 6. Пусть граф G принадлежит к классу CPC, тогда ′′G  также является CPC-графом.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим замкнутую ломаную на вершинах A1 A2 … An A1, графом самопере-

сечений которой является граф G V E, .( )  На звене  A A1 2
 , соответствующем вершине u ∈V, последова-

тельно отметим точки Xi для i = 1, 2, …, k – 1 так, что на каждом отрезке A X X X X Ak1 1 1 2 1 2[ ] [ ] …  -, , ,  
лежит ровно одна точка пересечения.

Получим замкнутую ломаную на вершинах A1 X1 X2 … Xk – 1 A2 A3 … An A1. В ее графе самопересече-
ний звеньям A X X X X Ak1 1 1 2 1 2[ ] [ ] …  -, , ,  соответствуют вершины u u uk1 2, , ,…{ } степени 1, с которы-
ми была смежна вершина u.

Рис. 1. Преобразование ломаной
Fig. 1. Polygonal chain transformation
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В графе G V E,( ) заменим вершину u ∈V на состоящую из нечетного количества вершин долю αu tu u u= …{ }+1 2 2 1, , ,

αu tu u u= …{ }+1 2 2 1, , ,  так, что
(i) никакие две вершины в доле αu не являются смежными;
(ii) в полученном графе ′′′G  существует ребро u E Gi , v{ } ∈ ′′′( ) тогда и только тогда, когда u Ei , .v{ } ∈
Теорема 7. Пусть граф G принадлежит к классу CPC, тогда ′′′G  также является CPC-графом.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть G – граф самопересечений замкнутой ломаной на вершинах A1 A2 … An  A1. 

На биссектрисах ориентированных углов  A2 A1 An и  A3 A2 A1 отметим соответственно точки D1 и D2 
так, что D1 и D2 лежат в разных полуплоскостях относительно прямой A1 A2.

Возможно выбрать достаточно маленькое расстояние d A D d A D
1 1 2 2

0( ) = ( ) = >ε  такое, что любой 
отрезок  PQ[ ], P A D∈[ ]1 1 , Q A D∈[ ]2 2 , пересекает набор звеньев, пересекающих  A A1 2[ ], а также само 
звено  A A

1 2[ ].
Последовательно отметим 2t точек (рис. 2):

X X X A D

X X X A D
t

t

2 4 2 1 1

1 3 2 1 2 2

, , , ,

, , , .

… ∈[ ]
… ∈[ ]





 -

Таким образом, звено  A A1 2[ ], соответствующее вершине u, можно заменить на 2t + 1 не пересекаю-
щихся между собой звеньев  A X X X X At1 1 1 2 2 2[ ] [ ] … [ ], , , . Получаем замкнутую ломаную на вершинах 
A1 X1 X2 … X2t + 1 A2 A3 … An A1, графом самопересечений которой является  ′′′G .

Регулярные CPC-графы
Определения. Далее замкнутую n-звенную ломаную L, граф самопересечений которой k-регулярен, 

при этом k ∈ , будем называть n k,( )-ломаной.
Определим F n( ) как множество всех натуральных k ∈  таких, что существует k-регулярный CPC-

граф на n вершинах (т. е. существует n k,( )-ломаная):

F n k n k( ) = ∈ ∃( ){ } , .-ломанаяF n k n k( ) = ∈ ∃( ){ } , .

Общие результаты. Нетрудно заметить, что при n ≤ 4 n k,( )-ломаной не существует, поэтому далее 
будем считать, что количество вершин в рассматриваемых регулярных CPC-графах не меньше пяти.

Рис. 2. Преобразование звена A A
1 2

 
Fig. 2. Transformation of segment A A

1 2
 
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Также если k F n∈ ( ), то количество ребер в графе равно nk
2

∈,  а значит, произведение nk обязано 
быть четным.

Утверждение 2. Если k F n∈ ( ) и k F m∈ ( ), то k F m n∈ +( ).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Данное утверждение следует из теоремы 4.
Утверждение 3. Если k F n∈ ( ), то tk F tn∈ ( ) для любого t ∈ . 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Данное утверждение следует из теоремы 5.
Утверждение 4. Если для t, k ∈  выполнено включение tk F n∈ ( ),  то k F tn∈ ( ).
Д о к а з а т е л ь с т в о. На каждом звене исходной ломаной отметим t – 1 новых вершин, не совпадаю-

щих с точками самопересечений и узлами n tk,( )-ломаной, таким образом, что любой из tn полученных 
отрезков пересекает ровно k других, не имеющих общей крайней точки с ним. Построенная фигура 
является tn k,( )-ломаной.

Теорема 8. Пусть для r ∈ , 1
2

< <r n , выполнено условие gcd , .n r( ) =1  Тогда 2 2r F n- ∈ ( ).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Последовательно расположим точки A1, A2, …, An на окружности. Рассмот

рим ломаную на вершинах A A A A A Ar r r n r1 1 1 2 1 3 1 1 1+ + + + -( )… ,  где индексы считаются по mod n. Так 
как gcd , ,n r( ) =1  полученная последовательность индексов точек представляет собой перестановку 
1 2, , , ,…{ }n  и построенная фигура действительно является замкнутой ломаной.

Поскольку r n<
2
, то для каждого i = 0, 1, …, n – 1 между точками Ai + 1, Ai + 2, …, Ai + r – 1 отсутствуют 

ребра. Следовательно, каждое выходящее из них ребро (всего таких 2r – 2) пересекает ребро  A Ai i r+ . 
Таким образом, данная ломаная является n r, 2 2-( )-ломаной.

Теорема 9. Для любого k ∈  существует бесконечно много n ∈  таких, что существует n k,( )- 
ломаная.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По теореме 8 выполнено включение 2 2 3k F k∈ +( ), откуда по утверждению 4 
получаем, что k F k∈ +( )4 6 . Тогда из утверждения 2 следует, что для любого t ∈  выполнено включе-
ние k F t k∈ +( )( )4 6 .

Теорема 10. Рассмотрим произвольное k ∈ . Если k четное, то включение k F n∈ ( ) выполнено 
для каждого n ≥ k 2 + 5k + 7. Соответственно, при нечетном k включение k F n∈ ( ) верно для нечет-
ного n k k≥ + +( )2 4 10 7

2
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По теореме  8 для любого i  ∈  и  четного k  ∈  выполнено включение 
k F i k∈ +( ) +( )2 1 . Любое число n ≥ k 2 + 5k + 7 представимо в  виде n j k i k= +( ) + +( ) +3 2 1, где 
i k∈ … +{ }1 2 3, , , ,  j ∈ 0. Отсюда из утверждения 2 следует, что k F j k i k F n∈ +( ) + +( ) +( ) = ( )3 2 1 .

Было доказано, что для любого k ∈ , если n ≥ 4k 2 + 10k + 7, то 2k F n∈ ( ). Значит, из утверждения 4 
получаем, что k F n∈ ( )2  для любого n ≥ 4k 2 + 10k + 7.

Исследование F n( ) . Представленные здесь результаты содержат верхние и нижние оценки на F n( ) .

Следствие 2. Для четного n ≥ 14 количество нечетных k F n∈ ( ) не меньше, чем 
2 3 5

8

n - -










.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По теореме 10 для каждого четного n и нечетного k, удовлетворяющих нера-
венству n k k≥ + +( )2 4 10 7

2
, существует n k,( )-ломаная. Откуда вытекает, что для n ≥ 14 все натураль-

ные четные k, удовлетворяющие неравенству, лежат на отрезке 1
2 3 5

4
; .

n - -











Следствие 3. Для любого n количество четных k F n∈ ( ) не меньше, чем 
ϕ n( )

2
, где 

ϕ n( )
2

 – значение 
функции Эйлера для n ∈ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как gcd , gcd , ,n r n n r( ) = -( )  то на отрезках 1
2

1;
n -




 и  n n

2
1 1+ -





;  коли-

чества чисел, взаимно простых с n, одинаковы. Значит, количество натуральных r, удовлетворяющих 

условиям r n<
2

 и gcd , ,n r( ) =1  равно 
ϕ n( )
2
. По теореме 8 для каждого рассматриваемого r выполнено 

включение 2 2r F n- ∈ ( ).
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Следствие 4. Количество различных k F n∈ ( ) для фиксированного n удовлетворяет следующим не-
равенствам.

1. Рассмотрим нечетное n ≥ 5. Так как не существует нечетных k F n∉ ( ) и, исходя из теоремы 3, 
k не превосходит n – 3, то из следствия 3 получаем

ϕ n
F n n( ) ≤ ( ) ≤ -

2

3

2
.

2. Рассмотрим четное n ≥ 14. По теореме 3 для каждого k F n∈ ( ) справедливо k ≤ n – 4. Из след-
ствий 2 и 3 получаем следующую оценку снизу:

ϕ n n
F n n( ) +

- -











≤ ( ) ≤ -
2

2 3 5

8
4.

Алгоритмические аспекты
Задачи о раскраске, доминирующем множестве и наибольшем цикле. В качестве задачи о до-

минирующем множестве рассмотрим вопрос о существовании доминирующего множества мощности 
не более k в заданном графе G. Под задачей о раскраске в фиксированное количество цветов k будем 
понимать проверку того, что вершины графа можно раскрасить в k цветов так, чтобы никакие вершины 
одного цвета не были смежны. Задачу о наибольшем цикле определим как вопрос о существовании 
цикла длины не менее k в графе G.

Круговым графом будем называть SEG-граф, который является графом пересечений множества хорд 
некоторой окружности.

Утверждение 5. Пусть G – круговой граф на n вершинах, тогда G ⊔ O3n принадлежит к классу CPC.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Сразу отметим, что добавление и удаление изолированных вершин не меняет 

принадлежности G к классу круговых графов. Далее докажем исходное утверждение индукцией по n.
Предположение индукции: последовательно обозначим точки A1, A2, …, A2n на окружности ω. Пусть 

круговой граф G является графом самопересечений набора n хорд с вершинами в отмеченных точках. 
Далее отрезок α, не пересекающий другие отрезки и хорды, будем называть изолированным, если он 
удовлетворяет одному из следующих условий:

(i) целиком лежит вне окружности ω, за исключением одной крайней точки;
(ii) является хордой окружности ω и делит ее на две дуги, одна из которых не содержит ни одной 

точки, принадлежащей другим хордам или отрезкам.
Покажем, что некоторые из точек A1, A2, …, A2n возможно соединить не более чем 3n-м изолирован-

ным отрезком так, что полученная фигура является замкнутой ломаной.
База: n = 1. Граф на 1 вершине представлен на окружности ω хордой  A A

1 2[ ]. Касательные к ω в точ-
ках A1 и A2 пересекаются в B. Получим искомый граф самопересечений ломаной A1 A2 BA1.

Шаг: предположим, утверждение верно для любого количества хорд не больше, чем n. Рассмотрим 
фиксированные n + 1 хорды, в частности две хорды  A An i2 1+  и  A An j2 2+   (i ≠ j), а также набор из 

n хорд, где две хорды A An i2 1+ , A An j2 2+  заменены на отрезок  A Ai j .
По предположению индукции мы можем провести не более 3n изолированных отрезков так, что на 

множестве всех отмеченных точек A A A n1 2 2, , ,…{ } будет построена замкнутая ломаная

	 A A A A A A Ak k j i k k kn n1 2 2 1 2 1
… …

-
. 	 (3)

Хорду  A Ai j   не пересекает ни один изолированный отрезок. Значит, единственный изолированный 
отрезок, который может пересечь хорды A Ai n2 1+ , A Aj n2 2+ , – это  A A n1 2[ ] при условии, что он яв
ляется звеном ломаной (3).

Случай 1 (рис. 3, а). В ломаной (3) не было проведено изолированное ребро A A n1 2[ ]. Значит, никакие 
изолированные ребра в ломаной (3) не пересекают отрезки A An i2 1+ , A An j2 2+ .

Поэтому замкнутая ломаная на последовательности вершин
A A A A A A A A Ak k j n n i k k kn n1 2 2 1 2 1

2 2 2 1
 + + -

имеет граф самопересечений G ⊔ O3n + 1, где изолированные вершины O3n + 1 соответствуют проведен-
ным изолированным отрезкам.
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Случай 2 (см. рис. 3, б ). Если в ломаной (3) проведено изолированное ребро A A n1 2[ ], рассмотрим 
замкнутую ломаную
	 BA A A A A A Bj n n i n1 2 2 2 1 2 + + … , 	 (4)

где B – точка пересечения касательных к окружности ω в точках A1, A2n. Заметим, что отрезки BA1[ ],  
BA n2[ ],  A An n2 1 2 2+ +  являются изолированными. Поэтому графом самопересечений ломаной (4) вы-

ступает G ⊔ O n3 1+( ).

Таким образом, в круговой граф G на n вершинах возможно добавить 3n изолированных вершин, 
получив граф H ∈ CPC.

Теорема 11. Задачи о доминирующем множестве, раскраске в k ≥ 4 цветов, а также наибольшем 
цикле в классе CPC являются NP-полными.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Аналогичные задачи в классе круговых графов являются NP-полными, что до-
казано в статьях [10 –12].

Покажем, что задача о доминировании в классе круговых графов полиномиально сводится к та-
кой же задаче в CPC-графах. Действительно, для заданного кругового графа G по утверждению 5 за 
полиномиальное время можно построить граф H = G ⊔ O3n, который будет являться CPC-графом.

Числа доминирования графов G и H отличаются на 3n. Значит, в исходном графе есть доминирую
щее множество размером не более k тогда и только тогда, когда в полученном графе H существует доми-
нирующее множество размером не более k + 3n. Таким образом, имеет место полиномиальная своди-
мость, и задача о доминирующем множестве NP-трудна в классе CPC-графов.

Аналогично, задачи о раскраске и наибольшем цикле в круговых графах, а следовательно, и в CPC-
графах принадлежат к классу NP-полных задач. 

Задача о независимости. Под задачей о независимости будем понимать вопрос о существовании 
независимого множества мощности не менее k в графе G. Данная задача является NP-полной даже 
в классе связных кубических планарных графов [13].

Далее по аналогии с [14] степенью графа будем называть максимальную степень его вершин.
Утверждение 6. Задача о независимости в классе эйлеровых планарных графов степени не более 4 

является NP-полной.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Построим полиномиальное сведение задачи о независимости в классе связных 

кубических планарных графов к задаче, NP-полноту которой необходимо доказать.
Пусть G V E,( ) – связный кубический планарный граф. Нетрудно видеть, что порядок такого графа 

является четным числом. Разобьем множество вершин G на неупорядоченные пары произвольным об-
разом и далее для каждой пары u, v{ } применим операцию, представленную на рис. 4.

Полученный граф обозначим H. Заметим, что граф H является связным планарным, степени его 
вершин равны 2 или 4, т.  е. он эйлеров. Также нетрудно видеть, что α αH G V( ) = ( ) + . Значит, в G 
существует независимое множество мощности не менее k тогда и только тогда, когда в H существует 
независимое множество порядка не менее k V+ , из чего и следует необходимое утверждение.

Как известно, любой планарный граф степени не более 4 может быть уложен на решетку 2 так, что 
его вершинам будут соответствовать узлы решетки, а ребрам – пути, проходящие по звеньям 2 [14], 
причем такая укладка может быть получена за полиномиальное время.

Рис. 3. Переход индукции
Fig. 3. Induction step
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Далее любой планарный граф степени не более 4 будем рассматривать вместе с соответствующей 
ему укладкой, описанной выше.

Рассмотрим некоторый граф G V E, ,( )  для которого выполнены условия утверждения 6. Пусть v ∈ V, 
deg v = 4 и вершины u1, u2, u3, u4 смежны v, причем на укладке они расположены, как показано на рис. 5.

Относительно вершины v все эйлеровы циклы можно разделить на два типа:
	• меняющие направление при прохождении через вершину  v, т.  е. циклы вида Au1vu2 Bu3vu4C, 

Au1vu4 Bu3vu2C и т. д.;
	• не меняющие направление при прохождении через вершину v, т.  е. циклы вида Au1vu3 Bu2vu4C, 

Au3vu1 Bu2vu4C и т. д.
Будем называть эйлеров цикл такого графа G V E,( ) меняющим направление, если он меняет направ-

ление относительно любой вершины v ∈ V, deg v = 4.
Утверждение 7. Для любого эйлерова планарного графа степени не более 4 существует меняющий 

направление эйлеров цикл.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что некоторый эйлеров цикл K графа G V E,( ) не меняет направ-

ление при прохождении через вершину v ∈ V. Пусть, не нарушая общности, K имеет вид u1vu3 Au2vu4 Bu1.
Нетрудно заметить, что цикл L вида u1vu2Cu3vu4 Bu1 (здесь C – это записанная в обратном порядке 

последовательность A) является эйлеровым и меняет либо не меняет направление во всех вершинах, за 
исключением v, так же как и цикл K, при этом в вершине v он меняет направление в отличие от K. По-
вторяя такие преобразования цикла, можно получить необходимый эйлеров цикл графа G.

Утверждение 8. Пусть G V E,( ) – эйлеров планарный граф степени не более 4. Тогда существуют 
l k e Ee, ∈{ } такие, что можно добавить l изолированных вершин к графу G и  ровно ke вершин на каж-
дое его ребро e ∈ E и полученный в результате граф будет CPC-графом. При этом для них выполняются 
следующие условия:

1) ke является четным для любого e ∈ E;
2) значения l и  k e Ee ∈{ } могут быть вычислены за полиномиальное время.

Рис. 4. Преобразование ребра u, v{ }
Fig. 4. Transformation of edge u, v{ }

Рис. 5. Окрестность вершины v
Fig. 5. Neighbourhood of vertex v
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим соответствующую укладку графа G на решетку 2 и некоторый ме-
няющий направление цикл L. Нетрудно видеть, что такие укладка и цикл могут быть найдены за поли
номиальное время.

Далее совершим следующие преобразования укладки. Для вершины степени 2 и участка пути на 2, 
соответствующего ребру G, преобразование укладки осуществляется, как показано на рис. 6. Анало-
гично оно выполняется и для других положений.

Для вершины степени 4 преобразование имеет вид, представленный на рис. 7.

Такое преобразование производится, если в L есть подпоследовательность u1vu2 или u2vu1, в против-
ном случае (т. е. если есть подпоследовательность u1vu4 или u4vu1) осуществляется аналогичное преоб-
разование с точностью до поворота на 90°.

Все преобразования совершаем так, чтобы избежать пересечений отрезков, помимо присутствую-
щих на рисунках.

Заметим, что полученная конструкция является замкнутой ломаной. Действительно, обход послед-
ней может быть получен исходя из ее построения по эйлерову циклу L графа G. Также нетрудно видеть, 
что графом самопересечений ломаной L является граф G после добавления нескольких вершин на ребра 
и некоторого количества изолированных вершин. Вершинам исходного графа в графе самопересечений 
ломаной соответствуют звенья ломаной, выделенные черным цветом.

С помощью преобразования, представленного на рис. 8, можно сделать число новых вершин на каж-
дом ребре четным.

Рис. 6. Преобразование участка пути на 2 и вершины степени 2
Fig. 6. Transformation of part of the path in 2 and vertex with degree 2

Рис. 7. Преобразование вершины степени 4
Fig. 7. Transformation of vertex with degree 4

Рис. 8. Преобразование, добавляющее три вершины на одно из ребер графа самопересечений
Fig. 8. Transformation that adds three vertices on one of the edges of the self-intersections graph
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Заметим, что значения k e Ee ∈{ } и l могут быть вычислены за полиномиальное время для заданного 
графа G.

Теорема 12. Задача о независимости в классе CPC-графов является NP-полной.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Построим полиномиальную сводимость задачи о независимости в классе эйле-

ровых планарных графов степени не более 4 к рассматриваемой задаче.
Пусть G V E,( ) является эйлеровым планарным графом степени не более 4. За полиномиальное время 

можно добавить ke вершин на каждое ребро e и l изолированных вершин, где ke четны. Полученный 
граф H принадлежит к классу CPC по утверждению 8.

Исходя из четности ke , выполнено равенство

α αH G l
ke

e E
( ) = ( ) + +

∈
∑

2
,

из чего следует сводимость, а значит, и NP-полнота рассматриваемой задачи.
Распознавание CPC-графов. Под задачей STRICT INEQ будем понимать вопрос о разрешимости сис

темы строгих полиномиальных неравенств с целыми коэффициентами, ограниченными по модулю неко-
торой константой. STRICT INEQ ∈ PSPACE [4; 15]. В статье [4] было доказано, что задача распознавания 
SEG-графа равносильна задаче STRICT INEQ, из чего следует, что она принадлежит к классу PSPACE.

Замечание 3. Граф G принадлежит к классу CPC тогда и только тогда, когда существует ломаная 
R G∗∈ ( )R  такая, что никакие три ее узла не лежат на одной прямой.

Теорема 13. Задача распознавания CPC-графа принадлежит к классу PSPACE.
Покажем, что данная задача сводится к вопросу о разрешимости совокупности систем полиномиаль-

ных неравенств с целыми коэффициентами, ограниченными по модулю константой.
Утверждение 9. Пусть дан граф G, дополнение которого содержит гамильтонов цикл. Тогда при-

надлежность G к классу CPC равносильна разрешимости совокупности систем полиномиальных не-
равенств с целыми коэффициентами, ограниченными по модулю некоторой константой, причем размер 
записи указанной совокупности полиномиально ограничен размером записи графа G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть дан граф G V E,( ) на множестве вершин V A A An= …{ }1 2, , , .  
Зафиксируем последовательность A A A nσ σ σ1 2( ) ( ) ( )…( ), , ,  (здесь σ – перестановка 1 2, , , ),…{ }n  кото-

рая является последовательностью вершин гамильтонового цикла G.
Согласно замечанию 3 G ∈ CPC тогда и только тогда, когда существует ломаная R G∗∈ ( )R , любые 

три узла которой не коллинеарны. Покажем, что существование такой ломаной R*, в которой после-
довательно идущим звеньям соответствует последовательность вершин A A A nσ σ σ1 2( ) ( ) ( )…( ), , , , равно-
сильно разрешимости системы неравенств Sσ G( ).

Для фиксированной перестановки σ последовательности вершин A A A nσ σ σ1 2( ) ( ) ( )…( ), , , , соответст
вуют последовательно идущие ребра ломаной R*. Каждому узлу R* в системе Sσ G( ) сопоставим две пе-
ременные x iσ( ) и  y iσ( ), задающие координаты данной точки. Таким образом, каждой вершине A Viσ( ) ∈  
соответствует звено ломаной x y x yi i i iσ σ σ σ( ) ( ) +( ) +( )( ) ( )



, , , .

1 1
 Также каждому ребру исходного графа 

A A Ei jσ σ( ) ( ){ }∈,  сопоставлены две переменные aij, bij.

Систему Sσ G( ) задает нижеописанный набор неравенств.
1. Любые два узла ломаной R* не совпадают, а следовательно, для каждой пары точек x yi iσ σ( ) ( )( ),   

и  x yj jσ σ( ) ( )( ), , где i ≠  j, выполнено неравенство

	 x x y yi j i jσ σ σ σ( ) ( ) ( ) ( )-( ) + -( ) >
2 2

0. 	 (5)

2. Любые три узла ломаной не коллинеарны, значит, для любых трех попарно различных узлов ло-
маной R* x y x y x ym m k k t tσ σ σ σ σ σ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ){ }, , , , ,  верно неравенство

	 x x y y y x x xm k m t m k m tσ σ σ σ σ σ σ σ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )-( ) -( ) - -( ) -( )( ) >
2

0.. 	 (6)

Из неравенств (5) и (6) следует, что звенья, соответствующие паре вершин вида A Ai iσ σ( ) +( ){ }, ,
1

 пере-
секаются в единственной точке x yi iσ σ+( ) +( )( )1 1

, , являющейся крайней для данных отрезков.



66

Журнал Белорусского государственного университета. Математика. Информатика. 2021;1:54–68
Journal of the Belarusian State University. Mathematics and Informatics. 2021;1:54–68 

3. Если A A Ei jσ σ( ) ( ){ }∈, , то конечные точки отрезков, соответствующих вершинам A iσ( ) и  A jσ( ),  
попарно различны. При этом точки x yj jσ σ( ) ( )( ),  и  x yj jσ σ+( ) +( )( )1 1

,  лежат в  разных полуплоскостях 
относительно прямой, содержащей отрезок вершины A iσ( ), а  два рассматриваемых звена пересе

каются в не крайней точке. То есть знаки скалярных произведений векторов x y x yi i j jσ σ σ σ( ) ( ) ( ) ( )( )( ), , , 

x y x yi i j jσ σ σ σ( ) ( ) +( ) +( )( )( ), ,
1 1

 с вектором, ортогональным x y x yi i i iσ σ σ σ( ) ( ) +( ) +( )( )( ), , ,
1 1  различны. Это равно

сильно системе неравенств

x y x y x y x yi i j j i i j jσ σ σ σ σ σ σ συ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +( ) +( )( )



 ⋅ ( ), , , , ,

1 11
0( )( )



 <, ,υ

где υ σ σ σ σ= - -( )( )+( ) +( ) ( ) ( )x y x yi i i i1 1
, ,  – вектор, ортогональный x y x yi i i iσ σ σ σ( ) ( ) +( ) +( )( )( ), , .

1 1

4. Если A A Ei jσ σ( ) ( ){ } ∉, , где j ≠ i ± 1 по модулю n, то два соответствующих вершинам A iσ( ) и A jσ( ) 
отрезка не пересекаются тогда и только тогда, когда существует прямая y = aij  x + bij такая, что рассмат
риваемые звенья лежат в разных полуплоскостях относительно этой прямой. Данное условие задает 
система неравенств

a x b y a x b y

a x b y

ij i ij i ij j ij j

ij i ij

σ σ σ σ

σ σ

( ) ( ) ( ) ( )

( )

+ -( ) + -( ) <

+ -

0,

ii ij j ij j

ij i ij i

a x b y

a x b y a

( ) +( ) +( )

+( ) +( )

( ) + -( ) <

+ -( )
σ σ

σ σ

1 1

1 1

0,

iij j ij j

ij i ij i ij j

x b y

a x b y a x

σ σ

σ σ σ

( ) ( )

+( ) +( ) +( )

+ -( ) <

+ -( ) +

0

1 1 1

,

bb yij j-( ) <















+( )σ 1
0.

Таким образом, для каждой пары вершин графа G в системе Sσ G( ) описаны неравенства, задаю-
щие расположение соответствующих звеньев относительно друг друга. Нетрудно заметить, что размер 
записи системы Sσ G( ) полиномиально ограничен размером записи графа G, а все коэффициенты по 
модулю не превосходят константы.

Рассмотрим все перестановки вершин σ, которые соответствуют последовательности вершин га-
мильтонова цикла в графе G. Получаем, что граф G принадлежит к классу CPC тогда и только тогда, 
когда хотя бы одна из систем вида Sσ G( ) разрешима.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы 13. Пусть дан фиксированный граф G в виде списка вершин и списка 
ребер. Тогда нижеприведенный алгоритм позволит узнать, принадлежит ли данный граф G к классу CPC.

Первой рассматриваемой перестановкой будет σ = Id. Далее при рассмотрении каждой перестанов-
ки вершин σ, если последовательность A A A nσ σ σ1 2( ) ( ) ( )…( ), , ,  не является последовательностью вершин 
гамильтонова цикла в G, осуществляется переход к следующей после σ перестановке в лексикографи-
ческом порядке. В случае когда A A A nσ σ σ1 2( ) ( ) ( )…( ), , ,  соответствует вершинам гамильтонова цикла в G, 
проверяется на разрешимость система Sσ G( ). Если она имеет решения, то G ∈ CPC. Иначе рассматри
вается следующая в лексикографическом порядке перестановка. В случае если все n! перестановок 
были рассмотрены и ни одна система Sσ G( ) не имеет решений, то G ∉ CPC.

Так как вопрос о существовании решений совокупности систем Sσ G( ) разрешим с полиномиаль-
ным ограничением пространства, то задача распознавания CPC-графа принадлежит к классу PSPACE.

Построение реализации CPC-графа. Назовем ориентацию треугольника (ABC ) положительной, 
если точка C лежит по правую сторону от ориентированной прямой AB. В противном случае ориента-
ция (ABC ) отрицательная [16].

Два конечных набора точек общего положения P и Q на плоскости имеют одинаковую ориентацию, 
если существует такая биекция f P Q: ,→  что для любых трех точек A, B, C ∈ P треугольники (ABC )  
и  f A f B f C( ) ( ) ( )( ) имеют одинаковую ориентацию. Нетрудно заметить, что одинаковая ориентация на-
боров точек является отношением эквивалентности.
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Для двух конечных наборов точек общего положения P и Q биекцию f P Q: →  назовем сохраняющей 
пересечения, если для любых различных точек A, B, C, D ∈ P справедливо f A f B f C f D( ) ( )  ∩ ( ) ( )  ≠ ∅

f A f B f C f D( ) ( )  ∩ ( ) ( )  ≠ ∅  тогда и только тогда, когда AB CD[ ] ∩ [ ] ≠ ∅. Такие наборы P и Q будем называть кросс-эквива
лентными [16].

Согласно [16], если два набора точек кросс-эквивалентны, то они имеют одинаковую ориентацию. 
Поэтому из [17] следует нижеуказанное утверждение.

Утверждение 10. Для любого набора S из n точек общего положения на плоскости существует набор 
точек ′S  такой, что S и  ′S  кросс-эквивалентны. Причем ′S  удовлетворяет следующим условиям:

(i) любая точка T x y S,( ) ∈ ′ имеет целочисленные координаты;
(ii) существует натуральное N n

cn( ) ≤ 22  для некоторой константы c ∈  такое, что для каждой точки 
T x y S,( ) ∈ ′ выполнено неравенство

- ( ) ≤ ≤ ( )N n x y N n, .

Следствие 5. Из утверждения 10 следует, что любой CPC-граф на n вершинах имеет реализацию 
R G∈ ( )R , в которой узлы ломаной имеют целочисленные координаты x y

cn
, .≤ 22

Значит, перебором графов самопересечений n-звенных замкнутых ломаных с узлами, координаты 
которых x y

cn
, ,≤ 22  x, y ∈ , возможно установить, принадлежит ли фиксированный граф G на n вер-

шинах множеству CPC-графов. Таким образом, задача о построении реализации CPC-графа также алго
ритмически разрешима.
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ОЦЕНКА ТОЛЩИНЫ ХРЯЩЕВОГО ТРАНСПЛАНТАТА  
ДЛЯ ТИМПАНАЛЬНОЙ МЕМБРАНЫ  

ПРИ УДАЛЕНИИ РЕТРАКЦИОННОГО КАРМАНА  
(КОНЕЧНО - ЭЛЕМЕНТНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ)

С. М. БОСЯКОВ1), К. С. ЮРКЕВИЧ 1),  
Г. И. МИХАСЕВ1), Л. Г. ПЕТРОВА2), М. М. МАЙСЮК 3)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь 
2)Белорусская медицинская академия последипломного образования, 

ул. П. Бровки, 3, корп. 3, 220013, г. Минск, Беларусь 
3)Республиканский научно-практический центр оториноларингологии, 

ул. Сухая, 8, 220004, г. Минск, Беларусь

Возникновение ретракционного кармана тимпанальной мембраны (барабанной перепонки) влечет за собой на-
рушение звуковой проводимости среднего уха. Хирургическое удаление фиксированных ретракционных карманов 
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приводит к появлению перфораций, на место которых устанавливается хрящевой трансплантат. Целью работы явля-
лось определение геометрических параметров хрящевого трансплантата, обеспечивающих звуковую проводимость 
колебательной системы среднего уха, соответствующую слуховым функциям среднего уха в норме. Определение 
геометрических параметров трансплантата осуществлялось на основании соответствующей конечно-элементной 
модели. В качестве величин, характеризующих слуховую проводимость колебательной системы среднего уха, 
рассматривались собственные частоты свободных колебаний. На  основании сравнительного анализа спектров 
собственных частот свободных колебаний среднего уха в норме и среднего уха с хрящевыми трансплантатами 
различной толщины установлено, что толщина трансплантата, накладываемого на задневерхний квадрант после 
удаления фиксированного ретракционного кармана, составляет 0,193  ±  0,031  мм. Полученные результаты мо-
гут быть использованы при планировании хирургических операций по восстановлению целостности барабанной 
перепонки и улучшению слуховой проводимости. 

Ключевые слова: среднее ухо; тимпанальная мембрана; конечно-элементное моделирование; хрящевой транс-
плантат; частота свободных колебаний; звуковая проводимость.
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The retraction pocket emergence of the tympanic membrane (eardrum) leads to the sound conduction disorder of the 
middle ear. Surgical removal of fixed retraction pockets leads to perforations. A cartilage grafts in the region of these 
perforations are installed. The aim of the study is to assess the geometric parameters of the cartilage graft, providing 
sound conductivity of the middle ear oscillatory system corresponding the auditory functions of the normal middle ear. 
The evaluation of the geometric parameters of the cartilage graft is carried out on the basis of the middle ear finite-element 
model. The eigenfrequencies are utilised as quantities characterising the auditory conductivity of the middle ear oscillatory 
system. The thickness of the graft attached on the posterosuperior quadrant after removal of the fixed retraction pocket 
is 0.193 ± 0.031 mm. It is evaluated on basis of comparative analysis of the middle ear eigenfrequency spectra in normal 
conditions, the middle ear with attached cartilaginous grafts of different thicknesses. The obtained results can be used 
for planning of surgical operations to restore the integrity of the tympanic membrane and improve auditory conductivity.

Keywords: middle ear; tympanic membrane; finite-element modelling; cartilage graft; eigenfrequency; auditory con-
ductivity.
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Введение
Одним из нарушений звуковой проводимости среднего уха в сочетании с хроническим средним оти

том является возникновение ретракционного кармана области pars tensa тимпанальной мембраны (па-
тологическое выдувание барабанной перепонки в тимпанальной полости) [1]. Самый распространен-
ный участок образования ретракционного кармана – задневерхний квадрант тимпанальной мембраны, 
поскольку средний фиброзный слой задневерхнего квадранта области pars tensa имеет наиболее ослаб
ленную структуру по сравнению с более плотными передним и задненижним квадрантами [2]. Развитие 
такой патологии может привести к повреждению костной ткани молоточка и стремени, а также к воз-
никновению холестеатомы [3]. Ранние или небольшие ретракционные карманы могут быть полностью 
устранены медикаментозным лечением, тогда как фиксированные ретракционные карманы обычно 
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требуют хирургического вмешательства, чтобы предотвратить дальнейшее развитие патологии и скор-
ректировать анатомические или функциональные изменения. После удаления ретракционного кармана 
возникают перфорации тимпанальной мембраны, которые очень редко подвергаются самопроизволь-
ному заживлению. В большинстве случаев на область перфорации устанавливается хрящевой транс-
плантат из козелка или ушной раковины [4; 5]. Использование такого трансплантата в реконструкции 
барабанной перепонки имеет ряд преимуществ перед применением мембранных трансплантатов, но 
может изменять акустические характеристики колебательной системы среднего уха.

Влияние геометрических параметров хрящевого трансплантата на звуковую проводимость колеба-
тельной системы среднего уха анализировалось в экспериментальных и теоретических работах [6 –14].

В исследовании [6] определены амплитуды колебаний хрящевых трансплантатов различного типа 
(хрящевых пластин, хрящевых палисадов и островковых трансплантатов), возникающих при действии 
звукового давления. Для этого использована сканирующая лазерная доплеровская установка, позво
ляющая определить амплитуды вынужденных колебаний трансплантата в модели ушной канал – бара-
банная перепонка. На основании частотных характеристик и величин перемещений точек барабанной 
перепонки и трансплантатов сделан вывод, что предпочтительной с позиций акустики является уста-
новка сплошной хрящевой пластины толщиной менее 0,5 мм по сравнению с применением островко-
вых трансплантатов и хрящевых палисадов.

В работе [7] на базе электроакустической модели проведен анализ влияния локализации протеза, 
устанавливаемого на реконструированной тимпанальной мембране, на усилие в сочленении протез – 
стремя, а также на смещение и поворот основания стременной косточки. Математические модели для 
расчета состояния барабанной перепонки, определения напряжений и собственных частот колебаний 
барабанной перепонки в норме и при патологии при различных значениях отрицательного звукового 
давления представлены в работе [8]. Здесь также приведены результаты анализа влияния на механи-
ческие характеристики барабанной перепонки изменения жесткости обеих внутрибарабанных мышц 
и фенестрации перепонки.

Разработке метода биомеханического моделирования структур среднего уха в пакетах прикладных 
программ в норме, при патологических изменениях, коррекции и реконструкции посвящено исследо-
вание [9]. Апробация метода выполнена на конкретных примерах с использованием конечно-элемент-
ных пакетов прикладных программ SolidWorks и COSMOSWorks. В работах [12–14] с применением 
конечно-элементного моделирования определены акустические характеристики хрящевого трансплан-
тата (хрящевой пластины), используемого при различных формах и расположениях областей перфо-
рации тимпанальной мембраны. Установлено, что хрящевая пластина размером от 0,1 до 0,2 мм пред-
ставляется оптимальной с точки зрения вибрации барабанной перепонки. Толщина трансплантата, 
равная 0,2 и 0,1 мм, является предпочтительной исходя из критерия механической жесткости и потерь 
при передаче звука на более низких и высоких частотах соответственно. Настоящая работа развивает 
это направление исследований, она посвящена определению геометрических параметров хрящевого 
трансплантата, устанавливаемого на область задневерхнего квадранта барабанной перепонки после 
удаления ретракционного кармана.

Материалы и методы исследования
Разработка твердотельных моделей тимпанальной мембраны, молоточка, наковальни и стремени на 

основании томографических данных описана в работах [15; 16] с учетом того, что тимпанальная мем-
брана имеет слоистую структуру [17]. Наиболее тонкая часть, соответствующая области pars flaccida, 
имеет толщину 30 мкм, толщина задневерхнего квадранта области pars tensa составляет 60 мкм, осталь-
ная часть области pars tensa равна 90 мкм. Тимпанальная мембрана закреплена в тимпанальном кольце, 
которое жестко заделано по контуру. Закрепление отсутствует в передней части тимпанальной мембра-
ны, где тимпанальное кольцо разделяет ее на две области – pars tensa и pars flaccida [18]. Кроме того, 
в модели к костям среднего уха в соответствующих точках прикреплены тензорное сухожилие тимпа-
нальной мембраны и стремени, латеральная, передняя и верхняя молоточковые связки, задняя и перед-
няя наковальневые связки, кольцевая стапедиальная связка, а также тензорная тимпанальная и стапе-
диальная мышцы. Согласно [19] связки и сухожилия моделируются с использованием цилиндрических 
форм. Длина и радиус каждой из связок среднего уха составляют 0,8 и 0,5 мм соответственно. Длина 
тензорной мышцы барабанной перепонки равна 3,0 мм, радиус ее поперечного сечения – 0,5 мм, длина 
и радиус поперечного сечения стапедиальной мышцы – 2,0 и 0,43 мм соответственно [12; 13]. Моде-
лирование жесткости кольцевой стапедиальной связки в плоскости основания (подножной пластинки) 
стремени выполнено с использованием равномерно распределенных по внешнему контуру 25 линей-
ных пружинных элементов. Жесткость каждой пружины составляет 40 Н/м [20]. Твердотельная модель 
среднего уха представлена на рис. 1.
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Геометрические параметры элементов твердотельной модели среднего уха приведены в табл. 1. Они 
с высокой точностью соответствуют данным, принимаемым в работах [20 –23] для аналогичных моделей.

Т а б л и ц а  1
Характерные геометрические размеры  

твердотельной модели среднего уха
Ta b l e  1

Typical geometric parameters  
of the biomechanical model of the middle ear

Параметр Значение

Диаметр тимпанальной мембраны вдоль рукоятки молоточка, мм 10,0
Диаметр тимпанальной мембраны, перпендикулярный  
рукоятке молоточка, мм 9,0

Высота конуса тимпанальной мембраны, мм 1,5
Площадь поверхности тимпанальной мембраны, мм2 74,09

Рис. 1. Твердотельная модель среднего уха (а) и область наковально-стременного сустава (б ):  
1 – область pars tensa тимпанальной мембраны; 2 – задневерхний квадрант тимпанальной мембраны;  

3 – область pars flaccida тимпанальной мембраны; 4 – рукоятка молоточка;  
5 – шейка молоточка; 6 – головка молоточка; 7 – тело наковальни;  

8 – короткий отросток наковальни; 9 – длинный отросток наковальни; 10 – стремя;  
11 – основание (подножная пластинка) стремени; 12 – тимпанальное кольцо; 

13 – tensor tympani (сухожилие, натягивающее барабанную перепонку); 14 – передняя молоточковая связка;  
15 – задняя (латеральная) молоточковая связка; 16 – верхняя молоточковая связка;  

17 – передняя связка наковальни; 18 – задняя связка наковальни; 19 – сухожилие стремени;  
20 – кольцевая связка стремени; 21 – наковально-молоточковый сустав; 22 – наковально-стременной сустав

Fig. 1. Biomechanical model of the middle ear (a) and the incudostapedial joint region (b):  
1 – pars tensa; 2 – posterosuperior quadrant of the tympanic membrane; 3 – pars flaccida; 4 – manubrium; 5 – malleus neck;  

6 – malleus head; 7 – incus body; 8 – short process of the incus; 9 – long process of the incus; 10 – stapes;  
11 – stapes footplate; 12 – tympanic annulus; 13 – tensor tympani; 14 – anterior mallear ligament;  

15 – posterior (lateral) mallear ligament; 16 – superior mallear ligament; 17 – anterior incudal ligament;  
18 – posterior incudal ligament; 19 – stapedial tendon; 20 – stapedial annular ligament;  

21 – incudomalleolar joint; 22 – incudostapedial joint
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Параметр Значение

Диапазон толщин области pars tensa, мм 0,06 – 0,09
Длина рукоятки молоточка до конца бокового отростка, мм 4,36
Длина от бокового отростка до конца головки молоточка, мм 4,50
Длина длинного отростка наковальни, мм 7,54
Длина короткого отростка наковальни, мм 4,87
Высота стремени, мм 2,69
Длина основания стремени, мм 2,64
Ширина основания стремени, мм 1,30
Толщина основания стремени, мм 0,48

Модуль упругости и плотность биологических тканей приведены в табл. 2.

Т а б л и ц а  2
Физико-механические характеристики материалов элементов среднего уха

Ta b l e  2
Mechanical properties for components of the middle ear

Элемент модели Модуль упругости, МПа Плотность, кг/м3

Область pars tensa тимпанальной мембраны 33,4 1200
Область pars flaccida тимпанальной мембраны 11,1 1200
Задневерхний квадрант тимпанальной мембраны 33,4 1200
Головка молоточка 14 100 2550
Шейка молоточка 14 100 4530
Рукоятка молоточка 14 100 3700
Тело наковальни 14 100 2360
Короткий отросток наковальни 14 100 2260
Длинный отросток наковальни 14 100 5080
Стремя 14 100 2200
Тимпанальное кольцо 0,6 2500
Наковально-молоточковое соединение 14 100 3200
Наковально-стременное соединение 0,6 1200
Тензорное тимпанальное сухожилие 2,6 2500
Задняя (латеральная) молоточковая связка 0,067 2500
Передняя молоточковая связка 21,0 2500
Верхняя молоточковая связка 0,049 2500
Задняя связка наковальни 0,65 2500
Передняя связка наковальни 0,049 2500
Сухожилие стремени 0,52 2500
Кольцевая связка стремени 0,02 2500

И с т о ч н и к и: [20 –24].

Коэффициент Пуассона для всех элементов модели принимался равным 0,3. Модуль упругости хря-
щевого трансплантата составляет 2,8 МПа [25]. Тимпанальное кольцо упруго закреплено по боковому 
контуру, торцы связок зафиксированы. Также жестко заделаны узлы, расположенные на внешней по-
верхности кольцевой связки стремени.

О ко н ч а н и е  т а б л .  1
E n d i n g  t a b l e  1
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Конечно-элементное разбиение модели выполнено в  полуавтоматическом режиме. Дискретная 
модель среднего уха в основном состоит из тетраэдрических конечных элементов типа SOLID187 
(244 748 узлов и 148 871 элемент). Размер ребра конечного элемента для тимпанальной мембраны 
составляет 0,1 мм, а для остальных элементов модели равен 0,3 мм. Отметим, что размеры конечно-
элементной сетки выбраны на основании исследования сеточной сходимости модели.

Проведение операции по восстановлению целостности тимпанальной мембраны моделируется уда-
лением задневерхнего квадранта с последующим наложением хрящевого трансплантата различной 
толщины. Установка трансплантата осуществляется в соответствии с протоколом, применяемым в ходе 
проведения хирургической операции по устранению ретракционных карманов различной стадии. 
Участки трансплантата, содержащие прямолинейные грани, располагаются на ножке молоточка и на 
неповрежденной части тимпанальной мембраны (части области pars flaccida). Участок трансплантата, 
содержащий криволинейную грань, располагается на тимпанальном кольце. Толщина трансплантата 
принимает значения 150; 250; 500 и 750 мкм. На рис. 2 приведены модели среднего уха с удаленным 
задневерхним квадрантом и установленным на тимпанальную мембрану хрящевым трансплантатом, 
имеющим толщину 750 мкм.

Трансплантаты толщиной 150; 250 и 500 мкм располагаются аналогично тому, как установлен хря-
щевой трансплантат на рис. 2, б.

Размер ребра конечного элемента для хрящевых трансплантатов различной толщины составляет 
0,3 мм. При установке трансплантата на тимпанальное кольцо, тимпанальную мембрану и ножку моло-
точка использовано контактное соединение типа Bonded.

Результаты и их обсуждение
На рис.  3 представлены значения собственных частот свободных колебаний среднего уха в  норме 

и среднего уха с установленным трансплантатом толщиной 150; 250; 500 и 750 мкм в области задне-
верхнего квадранта. Заметим, что при модальном анализе спектра собственных частот свободных ко-
лебаний учитываются те частоты, для которых выполняется условие 

w
W

p

max

,> 0 05 (wp – амплитуда ко-

лебаний центра основания стремени; Wmax – максимальная амплитуда колебаний пупка тимпанальной 
мембраны). Согласно [26] собственные частоты свободных колебаний, для которых не выполняется это 
условие, отвечают режимам плоских колебаний или изгибным колебаниям с неподвижным стременем. 
Главные формы для различных мод свободных колебаний приведены на рис. 3.

Рис. 2. Модели среднего уха с удаленным ретракционным карманом (а) 
и установленным хрящевым трансплантатом толщиной 750 мкм (б )

Fig. 2. Middle ear biomechanical models with removed retraction pocket (a) 
and attached cartilaginous graft with thickness of 750 µm (b)
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Рис. 3. Значения собственных частот свободных колебаний:  
1 – среднее ухо в норме; 2, 3, 4, 5 и 6 – среднее ухо с установленным  

хрящевым трансплантатом толщиной 100; 150; 250; 500 и 750 мкм соответственно
Fig. 3. Eigenfrequency spectra: 1 – normal middle ear; 2, 3, 4, 5 and 6 – middle ear with attached  

cartilaginous graft of 100; 150; 250; 500 and 750 µm thick, respectively

Рис. 4. Диаграмма, связывающая толщину хрящевого трансплантата с главной формой колебаний: 
1 – ломаная, построенная на основании значений толщины хрящевого трансплантата,  

который необходимо установить на тимпанальную мембрану для приближенного 
совпадения спектра собственных частот среднего уха в норме и среднего уха с трансплантатом;  

2 – линия, соответствующая среднему значению толщины хрящевого трансплантата;  
3, 4 – линии, ограничивающие значения хрящевого трансплантата с учетом среднеквадратичного отклонения

Fig. 4. Diagram linking the cartilaginous graft thickness with the main mode of vibration:  
1 – dot line plotted on the basis of thickness values of the cartilaginous graft must be attached  

on the tympanic membrane for approximate coincidence of the eigenfrequency spectra  
for normal middle ear and middle ear with the cartilaginous graft;  

2 – line corresponding to the average value of the cartilage graft thickness;  
3, 4 – lines limiting the values of the average cartilage graft thickness with account of standard deviation
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Из рис. 3 видно, что нижние частоты для среднего уха в норме и среднего уха с установленным 
хрящевым трансплантатом различной толщины практически совпадают. Это соответствует результа-
там работы [15], согласно которым наблюдается совпадение собственных частот свободных колебаний 
среднего уха с  патологическими изменениями тимпанальной мембраны, а  также среднего уха с  па-
тологическими изменениями в области задневерхнего квадранта и установленным хрящевым транс-
плантатом. Для определения толщины трансплантата используем условия равенства частот свободных 
колебаний для соответствующих главных форм колебаний среднего уха в норме и среднего уха с уста-
новленным на задневерхний квадрант хрящевым трансплантатом, сформулированные на основании 
функций регрессии. В качестве аргумента функции регрессии для каждой моды выступали толщи-
ны хрящевых трансплантатов, значениями функции являлись значения частот свободных колебаний 
среднего уха с хрящевым трансплантатом соответствующей толщины. Регрессия осуществлялась на 
основании степенной функции, среднеквадратичная погрешность при этом не превышала 4 %. 

В результате получено, что среднее значение толщины трансплантата составляет 0,193 мм, средне-
квадратичное отклонение – 0,031 мм. Диаграмма, связывающая толщину хрящевого трансплантата, 
который следует установить на тимпанальную мембрану для приближенного совпадения спектра соб-
ственных частот среднего уха в норме и среднего уха с трансплантатом, с номером главной формы, 
визуализирована на рис. 4.

Из рис. 4 видно, что наиболее эффективно использование трансплантата указанной толщины ска-
зывается на высоких частотах слухового диапазона, в частности на частотах, превышающих 2,5 кГц.

Заключение
На основании полученных результатов можно сделать вывод, что при удалении фиксированных ре-

тракционных карманов и последующем проведении хирургической операции по восстановлению целост-
ности тимпанальной мембраны наиболее эффективно использовать хрящевой трансплантат толщиной 
около 0,2 мм. Такая толщина трансплантата обеспечивает практически полное совпадение спектров соб-
ственных частот свободных колебаний среднего уха в норме и среднего уха после трансплантации. Ис-
ключение составляют низшие частоты свободных колебаний среднего уха (до 1,0 кГц), поскольку для 
этого диапазона частот соответствия между двумя указанными моделями среднего уха можно добиться 
установкой хрящевого трансплантата увеличенной толщины (около 0,25 мм). В то же время следует 
отметить, что использование хрящевого трансплантата толщиной 0,2 мм не приведет к существенному 
увеличению жесткости тимпанальной мембраны и не повлияет на изменение перемещений точек сред-
него уха, в частности рукоятки молоточка и основания стремени. Это подтверждается результатами 
экспериментальных работ [6; 24], посвященных определению частотно-амплитудной характеристики 
тимпанальной мембраны после установки различных трансплантатов (хрящевых пластин, хрящевых 
палисадов и островковых трансплантатов). Эти результаты показывают, что истонченные хрящевые 
пластины (в  диапазоне толщин от  270 до  500  мкм) наиболее эффективны для улучшения слуховой 
проводимости реконструированной барабанной перепонки. Полученный в настоящей работе результат 
также соответствует выводам исследования [12], основанным на конечно-элементном моделировании 
вынужденных колебаний среднего уха с хрящевым трансплантатом различной конфигурации, уста-
новленным для устранения перфорации тимпанальной мембраны. Согласно  [12] хрящевая пластина 
должна быть как можно более тонкой – в пределах от 0,1 до 0,2 мм. В то же время следует отметить, 
что результаты модального анализа моделей среднего уха в норме и  среднего уха с  установленным 
хрящевым трансплантатом толщиной 100 мкм, представленные на рис. 4 (ломаные 1, 2), показывают, 
что такая толщина хрящевого трансплантата не позволяет добиться совпадения спектров собственных 
частот свободных колебаний, причем отличия собственных частот для соответствующих главных форм 
достаточно существенные.
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УДК 004.942

ПРИМЕНЕНИЕ ФОРМАЛЬНЫХ МЕТОДОВ  
ПРИ ПРОЕКТИРОВАНИИ СИСТЕМЫ ОДНОГО ОКНА

Р. Е. ШАРЫКИН1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Предлагается подход, демонстрирующий разработку систем документооборота по принципу одного окна на 
раннем этапе их проектирования, основанный на применении формальных методов в части спецификации систе-
мы и метрик ее анализа, а также оценки значений метрик. Пример системы одного окна моделируется формально 
в рамках модели распределенных объектно ориентированных стохастических гибридных систем (РООСГС) с по-
мощью языка спецификации SHYMaude. Предлагаются несколько метрик, позволяющих оценить систему. Дан-
ные метрики специфицируются формально посредством языка QuaTEx. Система одного окна, представленная 
как спецификация переписывающей логики Maude, полученная трансляцией спецификации SHYMaude, анали-
зируется статистически с помощью инструмента MultiVeStA. В процессе статистического анализа определяется 
количество сотрудников, необходимое для эффективного функционирования системы. Полученное значение ис-
пользуется как стартовое значение в расширенной системе, в которой присутствует управление количеством со-
трудников в целях поддержания длины очереди пакетов документов в желаемом диапазоне. При статистическом 
исследовании расширенной системы обнаруживается недостаток, который устраняется доработкой системы, что 
показывает, как данный подход может быть использован для изучения и доработки систем подобного типа на 
раннем этапе построения самой модели системы.

Ключевые слова: математическое моделирование; стохастические системы; статистический анализ; специфи-
кация моделей; документооборот; системы одного окна.
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APPLICATION OF FORMAL METHODS  
IN THE DESIGN OF A SINGLE WINDOW SYSTEM

R. E. SHARYKIN a

aBelarusian State University, 4 Niezaliežnasci Avenue, Minsk 220030, Belarus

This paper proposes an approach that demonstrates the development of single window document circulation systems 
at the early stage of their design, based on the use of formal methods in the specification of a system, the specification 
of metrics for its analysis and the estimation of metrics values. An example of a single window document circulation 
system is modelled formally within the framework of the distributed object-based stochastic hybrid systems (DOBSHS) 
model using the SHYMaude specification language. Several metrics are proposed to evaluate the system. These metrics 
are specified formally using the QuaTEx language. The system is analysed statistically using the MultiVeStA tool, which 
analyses a single window document circulation system, represented as a rewriting logic Maude specification obtained by 
the translation of the SHYMaude system specification. In the process of the statistical analysis, the number of employees 
required for the effective system functioning is determined. The resulting value is used as a starting value in an extended 
system, in which there is an officer number management maintaining the length of the application queue in the desired range. 
A statistical study of the extended system reveals a drawback that is eliminated by adjusting the system, showing how this 
approach can be used to study and refine systems of this type at the early stage of designing the system model itself.

Keywords: mathematical modelling; stochastic systems; statistical analysis; model specification; document circula-
tion; single window systems.

Введение
В настоящее время в организациях распространена система одного окна. При таком подходе клиент 

обращается с запросом в офис организации, его запрос классифицируется как одна из предоставляемых 
услуг и обрабатывается в соответствии с правилами оказания данной услуги. В процессе исполнения 
заказа сотрудниками организации осуществляются проверка документов, в случае необходимости зап
рос дополнительных документов у клиента и создание на основе полного и проверенного пакетов до-
кументов нового документа, являющегося результатом оказания услуги. В качестве простого примера 
может служить получение разрешения на перепланировку квартиры. В этом случае у клиента могут 
быть запрошены два дополнительных документа из других организаций. После получения этих доку-
ментов производится экспертная оценка и выдается либо разрешение, либо отказ.

На данный момент имеется широкий спектр математических моделей для моделирования систем 
документооборота. Подробный обзор существующих моделей можно найти в [1]. Также в [1] авторы 
предлагают свою модель, учитывающую специфику рассматриваемой в статье области. В настоящей 
работе представлена модель, основанная на модели, предложенной в [1], но учитывающая специфику 
системы одного окна и предназначенная для спецификации на языке SHYMaude [2] в рамках модели 
распределенных объектно ориентированных стохастических гибридных систем (РООСГС) [3].

Модель системы одного окна исследуется статистически на заданном временном интервале симуля-
ции в отношении четырех метрик, выбранных для оценки эффективности предложенного алгоритма: 
максимальной длины очереди, времени стабилизации максимальной длины очереди, среднего времени 
обработки пакета документов и загруженности сотрудника (времени, в течение которого сотрудник занят 
обработкой пакета документов). На основании полученных оценок определяется достаточное количество 
сотрудников, необходимое для достижения желаемых значений метрик. Далее строится расширенная мо-
дель с управлением количеством сотрудников, осуществляемым менеджером подразделения. Начальное 
значение количества сотрудников берется из предыдущего исследования, и задается желаемый диапазон 
для одной из метрик – максимальной длины очереди. При исследовании модели обнаруживается сущест
венный недостаток в представленном алгоритме управления количеством сотрудников, который устра
няется доработкой алгоритма, что показывает возможности предложенной методики.

Пример документооборота по принципу одного окна
В качестве примера рассмотрим обработку запросов одного типа в организации, использующей сис

тему одного окна. При подобном подходе клиент подает заявку на получение некоторого результирую-
щего документа от обслуживающей организации на основе предоставляемого им пакета документов. 
После подачи заявки может выясниться, что необходимы дополнительные документы, которые клиент 
также должен предоставить. Когда пакет оказывается полным, по нему выносится решение и возвра-
щается клиенту как результирующий документ.
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Для придания реалистичности данной модели используются случайные времена обработки на всех 
этапах прохождения заявки: время приема заявки, время обработки заявки, время уведомления клиента 
о необходимости дополнительных документов.

Принятые заявки ставятся в очередь, организованную по принципу «первый пришел – первый вы-
шел». Работники организации извлекают документы из этой очереди, обрабатывают и выполняют не-
обходимые действия: извещают клиента о недостающих документах, создают результирующие доку-
менты на основании предоставленного пакета документов.

Спецификация модели документооборота  
с помощью переписывающей логики

Далее будет представлена спецификация модели документооборота на языке SHYMaude [2] в рам-
ках модели РООСГС [3]. Спецификация SHYMaude может быть легко транслирована в спецификацию 
переписывающей логики системы Maude и прямо симулирована в Maude [4]. 

Распределенная конфигурация транслированной системы моделируется в Maude как множество 
объектов и сообщений, действующих параллельно в соответствии со множеством правил перезаписи, 
описывающих поведение отдельных объектов. В любой конкретно взятый момент времени состояние 
системы содержит объекты, запланированные сообщения и, возможно, одно активное сообщение [3]. 
Состояние системы можно рассматривать как «суп» из вышеперечисленных элементов, являющийся 
коммутативным, ассоциативным и имеющий единичный элемент (отвечающий за пустое множество).

Динамику реализованной системы применительно к рассматриваемому случаю можно описать сле-
дующим образом: начальное состояние системы выбирается в соответствии с заданным распределением 
на всех возможных состояниях системы, не содержащих активного сообщения. Так как в системе нет 
стохастических дифференциальных уравнений, то можно считать, что она переходит к запланирован-
ному сообщению с ближайшим временем активации и делает его активным либо переходит на следую
щую временную точку, отстоящую от текущей на заданный максимальный шаг, если расстояние до 
следующей активации сообщения больше заданного максимального шага. Активное сообщение при-
водит к последовательному применению переписывающих правил по модулю уравнений специфика-
ции. Когда ни одно из правил перезаписи более неприменимо либо активное сообщение отсутствует, 
система совершает временной переход к следующему запланированному сообщению или на заданный 
максимальный шаг.

Графическое представление алгоритма системы, на основе которого была разработана специфика-
ция SHYMaude, приведено на рис. 1–3. На этих рисунках объект обозначен кругом с указанием внутри 
класса объекта, его id и при необходимости значений отдельных атрибутов, для которых применяется 
данный алгоритм. При спецификации переписывающих правил для объектов с указанными значениями 
атрибутов используются условные переписывающие правила, задающие значение атрибута. Объекты 
одного класса следуют одинаковому алгоритму. В начале работы системы выполняются действия, на 
которые указывает стрелка из входа «Старт». Стрелки, выходящие из объекта, подписаны активными 
сообщениями. Когда в процессе прогрессирования времени одно из запланированных сообщений ста-
новится активным, выполняется последовательность алгоритмических действий, которая указывается 
стрелкой, подписанной соответствующим сообщением.

Спецификация системы на языке SHYMaude и ее трансляция в язык Maude представлены в [5].

Метрики оценки примера системы документооборота
Для анализа системы и  ее доводки можно выделить следующие метрики оценки: длину очереди 

пакетов документов, время стабилизации очереди после начала работы, ожидаемое время обработки 
пакета документов, степень загруженности сотрудников. Необходимо отметить, что длина очереди на 
заданный момент времени является стохастической колеблющейся величиной. По этой причине более 
подходящей метрикой выступает максимальное количество пакетов документов в очереди с начала ра-
боты и по заданный момент времени, являющееся стохастической неубывающей величиной. Запишем 
эти метрики по пунктам.

Метрика 1. Максимальная длина очереди с начала работы и по заданный момент времени.
Метрика 2. Время стабилизации максимальной длины очереди, измеренное как момент времени, 

после которого данная метрика больше не увеличивается до окончания симуляции.
Метрика 3. Среднее время обработки пакета документов, измеренное как среднее время на симу-

ляциях между первоначальной подачей пакета и получением окончательного ответа от организации.
Метрика 4. Загруженность сотрудника, измеренная как сумма периодов, на протяжении которых со-

трудник находится в состоянии обработки пакетов (атрибут state содержит значение busy).
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Рис. 1. Алгоритм клиента
Fig. 1. Client’s algorithm

Рис. 2. Алгоритм сотрудника: инициализация, прием и обработка пакетов документов
Fig. 2. Officer’s algorithm: initialisation, accepting and processing of document packages
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Статистический анализ
Спецификация SHYMaude транслируется в  спецификацию Maude  [2], выполняемую в  системе 

Maude [4]. Метрики специфицируются с помощью языка QuaTEx [6]. Для проведения статистического 
анализа применяется инструмент MultiVeStA [7], принимающий спецификацию Maude системы и спе
цификацию MultiQuaTEx, являющуюся обобщением QuaTEx [7], и выполняющий симуляции Монте-
Карло до достижения предустановленной точности результата. Инструмент реализует клиент-сервер-
ную архитектуру, позволяющую более полно использовать возможности параллельных вычислений.

Для задания точности результатов применялись параметр α, равный 0,01, и параметр δ, равный 0,05. 
Выбор параметра α гарантирует, что повторные вычисления значения будут лежать в доверительном 
интервале с вероятностью 99 %. Доверительный интервал рассчитывается по формуле

v v
1

1
-( )

-








δ

δ
, .  

Параметры системы документооборота включают в себя количество задействованных сотрудников, 
время подачи заявки, интервал, необходимый сотруднику для того, чтобы приступить к обработке сле-
дующей заявки, время обработки заявки сотрудником, время доставки сообщений клиенту, период си-
муляции и шаг симуляции. Значения параметров представлены в табл. 1.

Т а б л и ц а  1
Параметры модели

Ta b l e  1
Model parameters

Параметр Описание Значение

N Количество сотрудников 1–20
submitTime Время подачи заявки [0,1; 0,2]
processTime Интервал между обработками заявок [0,05; 0,10]

processingTime Время обработки заявки [0,5; 1,5]
deliveryTime Время доставки сообщения [0,1; 0,2]

T Период симуляции 40
dt Временной шаг 0,1

Если принять одну условную единицу времени за 1 ч, то симуляция охватывает одну рабочую не-
делю, максимальный шаг симуляции равен 6 мин.

Далее изучим четыре метрики, описанные в предыдущем разделе, для количества сотрудников N 
от 1 до 20 и построим графики зависимости метрик от N. Выражения MultiQuaTEx для этих четырех 
метрик можно найти в [5].

Максимальная длина очереди. Результаты экспериментов для количества сотрудников N от 1 до 20 
представлены на рис. 4. Данный график показывает монотонное уменьшение максимальной наблюдае-
мой длины очереди с увеличением количества задействованных сотрудников.

Рис. 3. Алгоритм сотрудника: ответ клиенту и планирование обработки следующего пакета документов
Fig. 3. Officer’s algorithm: responding to the client and scheduling of the processing of the next document package
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Время стабилизации максимальной длины очереди. Результаты экспериментов для количества 
сотрудников  N от  1 до  20 представлены на рис.  5. Данный график также показывает монотонное 
уменьшение максимальной наблюдаемой длины очереди с увеличением количества задействованных 
сотрудников.

Как видно из графика, при количестве сотрудников N < 6 значение времени стабилизации находится 
в районе предельного времени симуляции, из чего следует, что для N < 6 необходимо увеличить пре-
дельное время симуляции для получения оценки данной метрики. При количестве сотрудников с N = 6 
по N = 8 резко падает время стабилизации максимальной длины очереди. Из этого можно сделать вы-
вод, что N = 6 может рассматриваться как достаточное количество сотрудников, необходимое для того, 
чтобы стабилизировать максимальную длину очереди за рассматриваемый период.

Среднее время обработки пакета документов. Результаты экспериментов для количества со-
трудников N от 1 до 20 представлены на рис. 6. Данный график показывает монотонное, без особен-
ностей, уменьшение среднего времени обработки пакета с увеличением количества задействованных 
сотрудников.

Загруженность сотрудника. Результаты экспериментов для количества сотрудников N от 1 до 20 
представлены на рис. 7.

Как видно из графика, при количестве сотрудников N > 6 отмечается падение времени, на протяже-
нии которого сотрудник занят обработкой документов. При N = 6 мы имеем последнюю точку, в кото-
рой сотрудник занят обработкой документов максимальное время. 

Анализ результатов статистического  
анализа и введение управления

На рис. 4 и 6 наблюдается монотонное уменьшение показателей, из чего можно сделать вывод, что 
большее количество сотрудников лишь улучшает значение метрик 1 и 3. Из рис. 5 видно, что при N > 6 
начинается резкое уменьшение метрики 2. Однако при N = 6 расчет верхней границы доверительного 
интервала для данной метрики дает значение 40, исходя из этого, можно заключить, что время стабили-
зации может превышать 40 временных единиц при N = 6. Из рис. 7 видно, что при N = 7 время простоя 
сотрудников (40, метрика 4) невелико, но начинает быстро расти при N > 7.

На данном этапе необходимо рассмотрение дополнительных требований к системе, таких как тре-
бование на максимальную длину очереди, максимальное среднее время обработки документов, мак-
симально возможное количество сотрудников. Ограничение на максимально возможное количество 

Рис. 4. Метрика 1. Максимальная длина очереди
Fig. 4. Metrics 1. Maximum queue length
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Рис. 5. Метрика 2. Время стабилизации максимальной длины очереди
Fig. 5. Metrics 2. Maximum queue length stabilisation time

Рис. 6. Метрика 3. Среднее время обработки пакета документов
Fig. 6. Metrics 3. Average application processing time
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сотрудников приводит к необходимости расширенного по времени симуляции исследования, так как 
время стабилизации при N < 7 может выходить за рамки 40 временных единиц. Для рассматриваемого 
примера положим, что мы не ограничены в количестве сотрудников, нас устраивает длина очереди, 
при которой среднее время обработки документов будет менее 8 временных единиц (один рабочий 
день). Также предположим, что мы стремимся к минимизации простоя сотрудников. С такими целевы-
ми установками N = 7 видится оптимальным значением количества сотрудников ввиду наблюдений, 
сделанных в предыдущем разделе. В практической задаче на этом этапе может быть произведен до-
полнительный статистический анализ и применены более формальные методы для нахождения опти-
мального значения.

Для дальнейшего развития системы и приближения ее к реальной ситуации был принят во внима-
ние тот факт, что в организации, как правило, существует менеджер, который может корректировать 
количество занятых сотрудников в зависимости от значения некоторого параметра. Допустим для рас-
сматриваемого примера, что мы хотим держать длину очереди в определенном интервале. При N = 7 
из рис. 4 мы имеем значение максимальной длины очереди, равное 65. Предположим, нашей целью 
является поддержание длины очереди в интервале [50; 80].

Можно предложить алгоритм, аналогичный алгоритму термостата: менеджер проверяет длину 
очереди через каждые 4 временные единицы (дважды в день) и добавляет одного сотрудника, если 
длина очереди превышает 80 пакетов документов, и переводит одного сотрудника на другой участок 
работы, если длина очереди составляет менее 50 пакетов. Начальное количество сотрудников поло-
жим равным 7.

Данный алгоритм менеджера представлен графически на рис. 8. Для реализации алгоритма управле-
ния, описанного в предыдущем разделе, необходима доработка алгоритма сотрудника. В нашей реали-
зации алгоритма менеджер отправляет сообщение сотруднику, когда он должен прекратить работу. По-
лучив данное сообщение, сотрудник заканчивает обработку текущего пакета документов и прекращает 
работу. В спецификации для упрощения в этом случае объект клиента удаляется из состояния системы. 
Часть алгоритма сотрудника, представленная на рис. 9, замещает часть алгоритма, представленного на 
рис. 3.

Спецификация системы с управлением на языке SHYMaude и ее трансляция в язык Maude содер-
жатся в [5].

Рис. 7. Метрика 4. Время, в течение которого сотрудник  
занят обработкой пакетов документов

Fig. 7. Metrics 4. Officer busy time
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Рис. 8. Алгоритм менеджера
Fig. 8. Manager’s algorithm

Рис. 9. Алгоритм сотрудника при наличии менеджера
Fig. 9. Client’s algorithm with a manager present
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Статистический анализ системы и коррекция управления
В табл. 2 приведены результаты статистического анализа системы одного окна с управлением коли-

чеством задействованных сотрудников.
Т а б л и ц а  2

Результаты статистического анализа системы  
с управлением количеством задействованных сотрудников

Ta b l e  2
The results of the statistical analysis  

of the system with the officer number management

Метрика Полученное  
значение

Доверительный  
интервал

Метрика 1. Максимальная длина очереди 158,9 [151,0; 167,3]
Метрика 2. Время стабилизации максимальной длины очереди 39,9 [37,9; 42,0]
Метрика 3. Среднее время обработки пакета документов 8,9 [8,4; 9,3]
Метрика 4. Загруженность сотрудника 36,8 [35,0; 38,8]

Как видно из табл. 2, значение максимальной длины очереди выходит за интервал [50; 80]. Анализ 
симуляции показал, что в начальный период времени длина очереди мала и менеджер, руководствуясь 
описанным алгоритмом, отстраняет сотрудников от работы, впоследствии добавляя их снова при пре-
вышении верхнего предела очереди. Так как добавление сотрудников происходит по одному и осущест-
вляется раз в 4 временных интервала, получается наблюдаемое превышение максимального значения 
длины очереди. Это упущение исправлено путем введения правила, что менеджер начинает управлять 
количеством сотрудников только после того, как длина очереди достигла нижней границы – 50. Дора-
ботанный алгоритм менеджера представлен на рис. 10. Спецификация системы с доработанным управ-
лением на языке SHYMaude и ее трансляция в язык Maude приведены в [5].

Рис. 10. Доработанный алгоритм менеджера
Fig. 10. Adjusted manager’s algorithm
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Реализовав это дополнение, мы получили результаты для доработанной системы управления, пред-
ставленные в табл. 3.

Т а б л и ц а  3
Результаты статистического анализа системы  

с доработанным управлением количеством задействованных сотрудников
Ta b l e  3

The results of the statistical analysis of the system  
with the adjusted officer number management

Метрика Полученное  
значение

Доверительный  
интервал

Метрика 1. Максимальная длина очереди 65,8 [62,5; 69,3]
Метрика 2. Время стабилизации максимальной длины очереди 27,4 [26,1; 28,9]
Метрика 3. Среднее время обработки пакета документов 6,1 [5,8; 6,5]
Метрика 4. Загруженность сотрудника 36,0 [34,2; 37,9]

Как видно из результатов анализа, значения метрик улучшились, и максимальная длина очереди 
теперь попадает в желаемый интервал [50; 80]. Данный факт демонстрирует, как исследование модели 
на этапе ее конструирования помогает обнаружить неявные недоработки и устранить их до фиксации 
модели и проведения более тщательного анализа на последующих этапах разработки.

Заключение
В статье проиллюстрирована методика разработки систем одного окна на конкретном примере. Опи-

санная система была специфицирована с помощью языка SHYMaude [2], разработанного для специ
фикации систем РООСГС [3]. Также сформулированы четыре метрики, позволяющие оценить эффек-
тивность предложенной системы. Для проведения статистического анализа данных метрик использован 
инструмент MultiVeStA [7], а сами метрики специфицированы с помощью языка MultiQuaTEx [7], яв
ляющегося обобщением языка QuaTEx [8].

Таким образом, применялся формальный подход в трех аспектах: для задания модели использова-
лась формальная математическая модель РООСГС, основанная на переписывающей логике, для за-
дания метрик – язык MultiQuaTEx, являющийся минимальным обобщением языка QuaTEx, чья фор-
мальная семантика была представлена в [8] (для формальной спецификации интересующих нас метрик 
системы), и статистический метод, реализованный в инструменте MultiVeStA (для получения значимых 
оценок метрик).

Определено оптимальное значение количества сотрудников, задействованных в системе. При най-
денном количестве сотрудников сохраняется баланс в виде приемлемых максимальной наблюдаемой 
длины очереди, времени обработки документов и загруженности сотрудников.

Для того чтобы сделать систему более приближенной к практике, было введено управление коли
чеством сотрудников, осуществляемое менеджером. В ходе этого обнаружено, что очевидная доработка 
имеет недостаток, заключающийся в том, что на раннем этапе работы системы предложенный алгоритм 
неудачно управляет количеством сотрудников, что приводит к  значительному росту значения одной 
из целевых метрик, выводя ее из желаемого интервала. Предложено исправление, которое позволяет 
устранить найденную проблему. Этот опыт показывает, что методика, испытанная на этом примере, 
дает возможность своевременно исправлять грубые ошибки в проектировании систем одного окна.
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АЛГОРИТМ ОБНАРУЖЕНИЯ ДЫМА  
ЛЕСНОГО ПОЖАРА НА ВИДЕОИЗОБРАЖЕНИИ 

Р. П. БОГУШ 1), С. В. АБЛАМЕЙКО 2), 3)

1)Полоцкий государственный университет, ул. Блохина, 29, 211440, г. Новополоцк, Беларусь 
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3)Объединенный институт проблем информатики НАН Беларуси,  
ул. Сурганова, 6, 220012, г. Минск, Беларусь

Предлагается алгоритм обнаружения дыма лесного пожара на видеопоследовательностях, формируемых ста-
ционарными камерами наблюдения. На первом этапе улучшается контраст кадров. Затем на основе анализа ди-
намических и статических признаков выполняется обнаружение областей с медленной скоростью движения на 
видео. Для этого используются адаптивное вычитание фона и цветовая сегментация. На третьем шаге осущест-
вляется пространственно-временной анализ блоков малых размеров, которые формируются для сегментирован-
ных на предыдущем шаге областей. Для этого создаются наборы признаков на основе дескрипторов ковариации, 
а для дальнейшей классификации используется метод опорных векторов с радиальной базисной функцией ядра. 
Представлены результаты экспериментов на реальных видеопоследовательностях, подтверждающие эффектив-
ность применения алгоритма для раннего обнаружения возгораний в лесу.

Ключевые слова: лесной пожар; анализ изображений; фоновый кадр; ковариационные дескрипторы; метод 
опорных векторов. 
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In this paper, an efficient forest smoke detection algorithm in video sequences obtained from a stationary camera is 
proposed. The algorithm composed of three basic steps. At the first step, the frame contrast is improved. After that 
detection of slowly moving areas is performed based on dynamic and static features. For this we use adaptive background 
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subtraction and color segmentation. The detected areas are divided into small blocks. Spatio-temporal analysis is applied 
to them. Blocks are classified based on covariance descriptors and support vector machine with a radial basis kernel func-
tion. Experimental results for processing real video show effectiveness of our algorithm for early forest smoke detection.

Keywords: forest fire; image analysis; background; covariance descriptors; support vector machine. 

Введение
Ключевой задачей современной интеллектуальной системы мониторинга леса является надежное 

обнаружение пожара на ранней стадии его возникновения. В сухом лесу пожар распространяется за 
минуты, поэтому чем раньше будет обнаружено возгорание, тем существеннее окажется снижение на-
носимого им урона. Однако детектирование признаков пожара в реальных условиях является нетри
виальной задачей ввиду разнообразия характеристик дыма в зависимости от широкого спектра факто-
ров окружающей среды (погодные условия, освещение, наличие сходных объектов в кадре).

Есть несколько способов обнаружения лесных пожаров: использование наземных наблюдательных 
пунктов, наземное патрулирование, воздушное и космическое наблюдение, применение систем мони-
торинга с интеллектуальными мобильными или стационарными специальными датчиками, которые 
фиксируют значения заданных параметров [1; 2].

Первый подход предполагает установку стационарных либо передвижных наблюдательных вышек 
в засушливые периоды пожароопасного сезона. Они располагаются на возвышенностях и оснащаются 
средствами визуального наблюдения, связи и спутниковой навигации. Очевидно, что данный метод тре-
бует постоянного присутствия наблюдателя. Ему необходимо непрерывно осуществлять визуальный 
контроль состояния лесных зон, что приводит к утомлению и, как следствие, снижает результативность 
данного метода именно в отношении раннего обнаружения пожара. Воздушный способ обнаружения 
лесных пожаров предполагает контроль с использованием вертолетов или беспилотных летательных 
аппаратов. Но в силу ряда экономических и организационных причин в настоящее время данный метод 
мониторинга леса требует еще слишком много затрат. В последние годы резко возросли оперативность 
использования спутниковой информации и разрешающая способность аппаратуры дистанционного 
зондирования Земли. Стало возможным получать снимки больших территорий с довольно высоким 
разрешением. Значительно увеличилось число действующих космических аппаратов, появились отно
сительно недорогие станции приема данных со спутников. Однако, несмотря на все преимущества, 
данный подход имеет серьезный недостаток: он не позволяет осуществлять раннее обнаружение лес-
ного пожара. Системы мониторинга с интеллектуальными мобильными или стационарными датчика-
ми возможно применять в удаленных и труднодоступных районах с учетом наиболее опасных мест, 
но реализация таких систем предполагает большие затраты на их разработку и внедрение. Высокая 
актуальность задачи раннего обнаружения лесных пожаров требует развития и применения всех пере-
численных методов мониторинга лесных массивов. 

Одним из перспективных средств является видеонаблюдение с использованием видеокамер, характе-
ристики которых непрерывно улучшаются, а стоимость снижается. Данный подход имеет свои преиму-
щества по сравнению с рассмотренными выше методами, такие как возможность установки оборудова-
ния систем видеонаблюдения на уже существующие наблюдательные пункты, относительно невысокая 
стоимость оборудования, автоматическое обнаружение пожара и формирование сигнала тревоги, де-
тектирование возгорания в начальной стадии и возможность определения местоположения очага по-
жара. Однако этот подход требует эффективного алгоритмического обеспечения [3], которое должно 
базироваться на современных методах искусственного интеллекта и машинного зрения. 

В настоящее время разработаны и реализуются на рынке различные коммерческие системы по ав-
томатическому обнаружению основных признаков лесного пожара, которые можно зафиксировать 
с помощью видеокамеры, – дыма и открытого пламени. Существуют системы (например, «Forest fire 
detection»1 компании «Ксорекс-Сервис» и «Лесной дозор»2 компании «ДиСиКон»), которые частич-
но автоматизированы в целях снижения влияния человеческого фактора на эффективность работы 
системы.

Раннее обнаружение лесного пожара и низкая вероятность ложной тревоги, а также точное опреде-
ление координат возгорания с использованием систем видеонаблюдения достигаются как аппаратной 
частью (в большей степени характеристиками видеокамер), так и алгоритмическим обеспечением. При 
этом основным признаком на начальной стадии пожара является дым, который может быть зафиксиро-
ван с помощью видеонаблюдения, если он поднимается выше кроны деревьев.

1См.: http://forestfiredetection.com/.
2См.: http://lesdozor.ru.
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К настоящему времени разработано значительное количество алгоритмов обнаружения дыма на ви-
део. Но лесной пожар может возникнуть на значительном удалении от места наблюдения, в этом слу-
чае область дыма в кадре будет характеризоваться небольшими размерами. А при наличии ветра на на-
чальной стадии отмечается достаточно высокая прозрачность из-за низкой оптической плотности дыма. 
Все это существенно затрудняет его обнаружение. Кроме того, в кадре, как правило, присутствуют ме-
шающие факторы в виде тумана, облаков, световых бликов от солнца и др., поэтому существующие 
алгоритмы предполагают выделение нескольких признаков. В  работе  [4] предложено использовать 
анализ движения методом оптического потока, пространственных изменений границ с применением 
вейвлет-преобразования без дальнейшей классификации, что будет приводить к высокой вероятности 
ложного обнаружения. Оценка скорости движения пикселов серого цвета, фрактальный анализ, объе
динение движущихся областей и их кластеризация, применяемые в  [5], позволяют отделять дым от 
облаков и деревьев. В [6] представлен алгоритм, который на первом шаге выделяет медленно движу-
щиеся объекты путем сравнения пикселов яркостного канала пространства YUV двух фоновых кад
ров, полученных с разной частотой их обновления. Это позволяет обнаружить объекты на большом 
расстоянии от камеры, для них движение на видеопоследовательности будет более медленным. Далее 
выполняются сегментация серых регионов путем сравнения с пороговыми уровнями цветовых компо-
нент в пространстве YUV, анализ роста обнаруженных регионов, выявление и удаление теней. Каждый 
этап формирует свои выходные числовые результаты. Они объединяются с использованием модифи-
цированного метода наименьших квадратов (LMS), в котором оценивание математического ожидания 
выполняется на основе медианы, что позволяет повысить устойчивость к грубым ошибкам. В [7] от-
мечено, что частотный анализ для случая, когда дым лесных пожаров будет на значительном расстоя-
нии от видеокамеры, недостаточно эффективен, вместо него предлагается использовать обнаружение 
движения методом сопоставления с фоном, цветовую сегментацию и дальнейший анализ областей по 
наличию резких краев, их разрастания и движения вверх. Алгоритм, выделяющий блоки размером 
10 × 10 пк после оценки движения и цветовой сегментации в пространстве YUV и применяющий для 
их анализа дескрипторы ковариации, представлен в [8]. В [9] предложен подход, также использующий 
блочную обработку с учетом пространственных и временных изменений в видеопоследовательности. 
Для оценки пространственных характеристик применяются гистограммы ориентированных градиен-
тов (HOG), а для временного анализа – гистограммы оптического потока (HOF). Для сформированных 
на их основе дескрипторов используется классификатор случайного леса (random forest). Данный под-
ход позволил уменьшить количество ложных срабатываний, вызванных движением облаков дымчатого 
цвета. В работе [10] предлагается применение алгоритма Оцу и многопороговых оценок для выделения 
области мониторинга дыма на сцене за счет исключения неба и тумана. Для обнаружения движения 
используется модифицированный алгоритм на основе межкадровой разности, в качестве признаков вы-
деляются HOG и LBP, классификация которых выполняется методом опорных векторов. В последнее 
время также ведутся исследования по применению сверточных нейронных сетей (СНС) для решения 
данной задачи. Так, в работе [11] представлены результаты исследований эффективности применения 
двух типов СНС – SSD и Faster R-CNN. Показано, что SSD работает более чем в два раза быстрее, но 
при этом точность намного хуже и количество ошибок в два раза больше. Специальная двухвходовая 
структура, включающая две СНС VGGNet-16 для выделения признаков и корреляционный фильтр для 
объединения выходов двух каналов, предложена в [12]. На практике работа в реальном времени с при-
менением обработки видео на основе СНС без высокопроизводительного графического процессора 
практически невозможна.

В настоящей статье рассматривается алгоритм раннего обнаружения лесного пожара, который по-
зволяет детектировать области дыма малых размеров при значительной его прозрачности на видео-
последовательностях, полученных со стационарных камер, и обладает удовлетворительными вычисли-
тельными затратами.

Этапы алгоритма раннего обнаружения лесных пожаров
Обеспечение раннего обнаружения дыма на последовательностях изображений с низкой вероятностью 

ложной тревоги возможно только лишь при анализе их статических и  динамических свойств. С  уче-
том этого разработанный алгоритм включает предварительную обработку входных кадров, выделение 
медленно движущихся пикселов и областей, цветовую сегментацию, формирование пространственно-
временных блоков и последующую их классификацию (рис. 1). Последовательные кадры It – 1, It и It + 1, 
полученные со стационарной камеры видеонаблюдения, подаются на вход блока предварительной об-
работки. Предобработка используется для повышения контраста. Далее применяется адаптивное вы-
читание фона для извлечения медленно движущихся областей и пикселов – так называемого переднего 
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плана. Такой подход учитывает, что дым постепенно смешивается с фоном, и позволяет эффективно 
выделять области, в которых присутствует движение. Затем выполняется цветовая сегментация в про-
странстве HSV. После данных этапов выявляются области, которые могут относиться к дыму. Эти 
области делятся на пространственно-временные блоки, далее для них определяются параметры ко-
вариации. Наборы свойств, представляющие собой пространственные и временные характеристики 
областей дыма, используются для формирования ковариационных дескрипторов. Затем производится 
классификация пространственно-временных блоков методом опорных векторов. На заключительном 
этапе алгоритма блок классификации обрабатывает поступившую информацию и выдает сигнал тревоги 
в случае обнаружения дыма.

Обнаружение движущихся  
областей на основе вычитания фона

Методы вычитания фонового кадра для детектирования движущихся объектов основаны на определе-
нии сходства между элементами изображения входного кадра видеопотока и шаблонным (опорным) изо-
бражением, на котором отсутствуют движущиеся объекты, в общем случае путем сравнения с ним всех 
соответствующих пикселов кадра. Такой подход может быть использован для систем видеонаблюдения со 
стационарными камерами, движение которых не предусмотрено. Для простых динамических сцен с редким 
движением в качестве шаблонного может применяться первый кадр. При этом предполагается, что он не 
содержит движущихся объектов. При длительном видеомониторинге леса освещение снимаемой сцены из-
меняется, в ней присутствуют, появляются и исчезают динамические объекты, причем с разной скоростью, 
которая может меняться. Соответственно, чтобы уменьшить количество ошибок при обработке, фоновый 
кадр в таких системах должен адаптироваться к изменениям в видео за счет добавления новых пикселов 
и объектов и удаления предыдущих. Таким образом, формируется модель фонового кадра (фоновый кадр), 
которая не содержит движущихся объектов, на основе анализа нескольких входных кадров видеоряда. Оче-
видно, что качество модели фона во многом определяет результативность обнаружения движущихся объек
тов. Модель фона формируется с учетом того, что изменения значений яркости пиксела фона от кадра к кад
ру описываются нормальным законом распределения или смесью нормальных распределений (mixture of 
Gaussians, MOG), а для объектов переднего плана данное утверждение не выполняется. 

Алгоритм, использующий нормальное распределение, моделирует каждый пиксел заднего плана 
с помощью одномерной нормально распределенной случайной величины. В реальных видеопоследова-
тельностях, получаемых с камер систем видеонаблюдения за лесным массивом, существуют различные 

Рис.1. Общая схема алгоритма
Fig. 1. The flow chart of the algorithm
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возмущающие воздействия на каждый пиксел, поэтому наиболее эффективным будет моделирование 
фона на основе смеси нормальных распределений. Для обнаружения медленно движущихся объектов 
наиболее оптимален улучшенный метод формирования модели фона на основе адаптивной смеси гаус-
совых распределений [13]. При этом принимаются допущения: для каждого пиксела текущего изобра-
жения функция плотности вероятности может быть представлена смесью распределений из нескольких 
процессов; каждый из процессов описывается нормальным распределением с некоторыми параметра-
ми математического ожидания, дисперсии и весовым коэффициентом; сумма весовых коэффициентов 
процессов, которыми описывается пиксел, равна единице. Таким образом, алгоритм построения кадра 
фона на основе смеси нормальных распределений формирует пиксельную модель сцены, используя 
смесь нормальных распределений. Распределение с наименьшей дисперсией и максимальным весом 
отвечает пикселу фона, т. е. при соответствии пиксела одному из распределений он относится к группе 
фоновых, в противном случае классифицируется как принадлежащий движущемуся объекту. С поступ
лением каждого нового кадра модель обновляется и классифицирует каждый пиксел как принадлежа-
щий к заднему или к переднему плану. Достоинством данного метода является его улучшенная устой-
чивость к резким изменениям освещения сцены, что достигается автоматическим выбором количества 
компонент смеси, описывающих пиксел изображения. Если новый объект попадает в кадр и остается 
неизменным в течение некоторого времени, он может считаться частью фона. На рис. 2, б, представлен 
результат работы метода вычитания фона на основе смеси гауссовых распределений для обнаружения 
движения при мониторинге лесных пожаров. Анализ рис. 2 показывает, что из-за резкого изменения 
освещения и теней бинарная маска движения (см. рис. 2, б ), на которой белые пикселы отвечают дви-
жущимся областям для текущего кадра (см. рис. 2, а), а черные пикселы определяют фон, будет содер-
жать некоторое число областей, соответствующих различным движущимся объектам (например, дым 
и автомобили на рис. 2, а). Поэтому необходим следующий этап, позволяющий уменьшить количество 
областей – кандидатов для классификации. 

Цветовая сегментация
На этапе цветовой сегментации обнаруженных областей движения, в отличие от алгоритма, рас-

смотренного в [9], используются преобразование и сегментация в цветовом пространстве HSV, так как 
в данном цветовом пространстве классификация областей дымчатого цвета происходит с меньшим 
количеством ложных срабатываний, чем в цветовом пространстве YUV, что приводит к уменьшению 
ложных областей и, соответственно, позволяет увеличить скорость работы алгоритма за счет уменьше-
ния количества пикселов, которые необходимо классифицировать.

Область может содержать дым, если выполняется условие

if and if

and if

100 210 0 008 0 5

127

<( ) <( )( ) <( ) <( )( )
<( )
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&& , && ,

&&& .V <( )( )255

В случае выполнения условия пиксел относится к области дыма. Пороговые значения для классифи-
кации в цветовом пространстве HSV подбирались на основе многопараметрических эксперименталь-
ных исследований с использованием видеопоследовательностей, полученных в реальных условиях при 
лесных пожарах.

Рис. 2. Примеры обнаружения движения:  
а – кадры с дымом; б – маска движения

Fig. 2. Examples of motion detection:  
a – frames with smoke; b – motion mask
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Вычисление дескрипторов блоков
Для обнаружения объектов на видеоизображении применяются предложенные в [8] распределенные 

во времени и нормализованные дескрипторы ковариации для блоков, принадлежащих областям-кан-
дидатам, полученным после детектирования движения и цветовой сегментации. Используются прост
ранственно-временные блоки размером 5 × 5 ×  f, где  f – частота кадров видеопоследовательности.

Ковариационная матрица определяется по формуле

C
N

F F F Fij
ji

ij=
-

-( ) -( )∑∑1

1

T

,

где F
N

Fij
ji

= ∑∑1 ; N – количество пикселов; Fij – вектор признаков (дескриптор) пиксела.

Набор цветовых признаков F Y U V1= ( ), ,  вычисляется в цветовом пространстве YUV. Так как кова-
риационная матрица является симметричной, то для дальнейших вычислений используются величины, 
расположенные в нижней треугольной части, включая главную диагональ. Из ковариационной матри-
цы C a b, ,( )  построенной из F 1, извлекаются 6 значений, выделенных цветом, для дальнейшего анали-
за (рис. 3). 

Набор признаков, характеризующих изменение пиксела в пространстве и времени, формируется как

F Y Y Y Y Y Y Yx y xx yy t tt
2 = ( ), , , , , , ,

где Yx, Yy – результаты вычисления первой производной путем наложения одномерной маски -[ ]1 0 1; ;  
по горизонтали и вертикали соответственно; Yxx, Yyy – результаты вычисления второй производной пу-
тем наложения одномерной маски 1 1 1; ;-[ ] по горизонтали и вертикали соответственно; Yt, Ytt – резуль-

таты вычисления первой и второй производных по време-
ни, т. е. с учетом значений на соседних кадрах.

Из ковариационной матрицы, построенной на основе 
F 2, извлекаются 28 значений, следовательно, в дальней-
шем используются 34 параметра ковариации. 

Затем формируются исходные данные для обучения 
классификатора. При этом для обучения используются 
пространственно-временные блоки размером 5 × 5 ×   f.  
Во временной области применяется перекрытие блоков, 
которое равно половине частоты кадров, а в пространст
венной области перекрытие отсутствует. Использование 
блоков малого размера в пространственной области по-
зволит обнаруживать области дыма небольших размеров, 
что очень важно для раннего детектирования лесных по-
жаров. 

Если число пикселов блока, относящихся к дыму, со-
ставляет 30 % и более от количества всех пикселов блока, 
то считаем, что он может быть отнесен к дыму, в таком 
случае этот блок передается в  классификатор. Пример 
пространственно-временного блока размером 5  ×  5  ×  f, 
где  f = 3, представлен на рис. 4.

Классификация блоков
Классификация выполняется только для кадров на границах и перекрывающихся во времени блоков, 

а для промежуточных кадров используется полученный результат, что позволяет уменьшить вычисли-
тельные затраты. Для классификации применяется метод опорных векторов. Задача этого метода состоит  

Рис. 3. Выбор значений из ковариационной матрицы
Fig. 3. Value choice from the covariance matrix

Рис. 4. Пример пространственно-временного блока
Fig. 4. An example of a spatio-temporal block
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в разделении двух классов (дым и объекты, схожие с дымом по характеристикам), в которых объекты 
описываются вещественными векторами, извлекаемыми из пространственно-временных блоков.

Правило классификации блоков может быть записано в следующем виде [14]:

a F y K F F wi i i
i

n

( ) = ( ) -










=
∑sign λ , ,0

0

где a F( ) – решающее правило, принимающее одно из значений меток класса (+ 1 и – 1 для блоков с дымом 
и без дыма соответственно); λ λ λ λ0 1, , ,…( )n  – вектор двойственных переменных; y y y yn0 1, , ,…( ) – век-
тор меток классов опорных векторов; Fi i n{ } = 1,  – множество опорных векторов признаковых векторов; 
w0 – пороговое значение; F – обрабатываемый вектор признаков. Эффективность работы классифика-
тора в значительной степени определяется применяемой функцией ядра. Для классификации блоков 
с дымом лесного пожара выбрана радиальная базисная функция ядра:

K F F F Frbf a b a b, exp ,( ) = - ⋅ -( )γ 2

где γ – параметр ядра; Fa, Fb – признаковые векторы.
Известно, что метод SVM сдвигает центры гауссианов ближе к границе классов, в результате форма 

разделяющей поверхности описывается более четко, поэтому такая функция лучше подходит для опи-
сания классов с границами сложной формы.

Результаты и их обсуждение
Для проведения экспериментов использовались видеопоследовательности3, представленные на рис. 5.
Таким образом, предложенный алгоритм протестирован на значительном количестве реальных 

видеопоследовательностей с дальним дымом, который характерен для лесного пожара. Видеопосле-
довательности отличаются сложным фоном, содержат объекты, цвет и яркостные характеристики кото-
рых близки к характеристикам дыма. Кроме этого, исследовались видеопоследовательности, на которых 
присутствовал дым с достаточно резким изменением направления и структуры, происходившим из-за 
сильных порывов ветра, а также видеопоследовательности, полученные в зимний период при наличии 
снежного покрова. Результаты экспериментов представлены в таблице.

Тестирование и анализ результатов работы алгоритма проводились с помощью ноутбука Dell In-
spiron N5110N со следующими основными параметрами: центральный процессор  – Intel Core i5-
2410М с тактовой частотой 2,3 ГГц, объем ОЗУ – 8,0 Гб, графический ускоритель – Nvidia GeForce GT 
525M.

Параметры алгоритма подобраны таким образом, чтобы обеспечить минимальное ложное обнару-
жение дыма. При этом выделение всей области задымления считается необязательным, основным кри-
терием является правильное обнаружение хотя бы одного блока с дымом, который свидетельствует 
о возникновении пожара. Анализ таблицы показывает, что обнаружение дыма на тестируемых видео-
последовательностях происходит с минимальными временными задержками – от 0 до 10 с, учитывая 
частоту кадров видео – 25–30 кадров в секунду. Наличие дыма с первого кадра видеопоследователь-
ности увеличивает время обнаружения, так как в этом случае усложняется и требует больше времени 
построение модели фона. Из таблицы видно, что не обеспечивается хорошая устойчивость к движению 
видеокамеры, так как на тестовом видео с движущейся камерой большое число кадров классифициро-
ваны с ошибками (см. пример кадра с ложным обнаружением блоков на рис. 6, а). 

При наличии схожих двигающихся объектов возможно ложное срабатывание. На видео, кадр ко-
торого показан на рис. 6, б, в сцену входит человек в куртке, по цветовым характеристикам схожей 
с дымом. Поэтому при движении человека на некоторых кадрах (см., например, рис. 6, б ) происходит 
ложное обнаружение, однако, когда он статичен, ложное обнаружение отсутствует. На кадре, представ-
ленном на рис. 6, в, ложное обнаружение обусловлено движущейся машиной на дальней сцене с цвето-
выми характеристиками, идентичными дыму.

Предложенный алгоритм, в сравнении с традиционными подходами (см., например, [8]), позволяет 
обнаруживать области дыма меньшего размера, в частности 5 × 5 пк. Также разработанный алгоритм 
дает возможность обнаружить дым с высокой степенью прозрачности, в то время как существующие 
подходы требуют более четкого цветового отличия дыма от фона.

3Размещены на сайтах http://signal.ee.bilkent.edu.tr/VisiFire/Demo/ForestSmoke/; http://wildfire.fesb.hr/; http://cvpr.kmu.ac.kr; 
http://staff.ustc.edu.cn/~yfn/vsd.html или получены авторами.

http://signal.ee.bilkent.edu.tr/VisiFire/Demo/ForestSmoke/
http://wildfire.fesb.hr/
http://cvpr.kmu.ac.kr
http://staff.ustc.edu.cn/~yfn/vsd.html
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Рис. 5. Кадры используемых видеопоследовательностей  
c результатами обнаружения блоков дыма размером 5 × 5 пк

Fig. 5. Results of detecting smoke blocks with size of 5 × 5 pixels
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Результаты экспериментов по обнаружению дыма лесного пожара на видео
Experimental results forest fire smoke detection in video

Видео* Описание

Номер кадра,  
с которого дым  

присутствовал / был  
обнаружен

Число кадров,  
на которых дым был 

найден / присутствовал

Число кадров с ложным 
обнаружением / общее  

число кадров

а Горящий лес, туман,  
летающие птицы 137/153 366/388 0/600

б Горящий лес,  
движущиеся автомобили 172/277 1148/1265 0/1725

в Горящий лес, туман 296/374 753/1104 0/1400

г Поселение, горящие деревья 179/270 3116/3656 0/3835

д Поселение, горящие деревья 946/1596 4933/5133 0/6079

е Открытая местность, задымление  
в траве, ветер 47/117 406/453 20/1125

ж Открытая местность, задымление  
в траве, движущийся человек 27/27 600/600 3/629

з Открытая местность, задымление 
в траве 270/309 519/585 0/1725

и Задымление в лесу, дрожание 
камеры 1/140 10/150 75/150

к Задымление в лесу 1/141 299/500 0/500

л Задымление в лесу 1/129 322/500 0/500

м Съемка с близкого расстояния  
на фоне зеленого кустарника 100/231 970/1101 0/1200

н Открытая местность,  
движущийся человек 1/49 2810/2875 75/2875

о Съемка в зимний период,  
движущиеся машины 1/205 824/1050 12/1050

п Съемка в зимний период,  
движущиеся машины 1/109 741/870 75/870

*Данные видеопоследовательности представлены на рис. 5.

В противоположность методам на основе СНС [10] предложенный алгоритм не требует использова-
ния больших вычислительных мощностей, т. е. графических процессоров, что позволяет применять его 
в небольших аппаратно-программных комплексах.

Рис. 6. Примеры кадров видеопоследовательностей с ложным обнаружением:  
а – при движении видеокамеры; б – при наличии движущегося человека;  

в – при наличии движущейся машины
Fig. 6. Examples of frames with false detection:  

a – for moving video camera; b – for moving person; c – for moving car
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Заключение
В статье рассмотрена актуальная задача раннего обнаружения дыма лесного пожара, которая ре-

шается путем разработки алгоритма детектирования дыма на видеопоследовательностях, полученных 
со стационарных камер. Алгоритм включает следующие основные шаги: улучшение контраста кадров 
видеопоследовательности; получение областей-кандидатов, в которых может быть дым, путем опре-
деления движущихся пикселов методом адаптивного вычитания фонового кадра и цветовой сегмента-
ции в пространстве HSV; формирование и классификацию пространственно-временных блоков. При 
классификации применяется метод опорных векторов с радиальной базисной функцией ядра. Малый 
пространственный размер блока (5 × 5 пк) позволяет обнаруживать области дыма небольшого размера, 
что важно при мониторинге леса на значительных расстояниях. Выполненные эксперименты на реаль-
ных видеопоследовательностях подтвердили эффективность алгоритма.
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УДК 004.942

МОДЕЛЬ ДЕФОРМИРУЕМОЙ  
ДИАГРАММЫ ВОРОНОГО ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ ПЛОСКОГО 

НАПРЯЖЕННО -ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ

В. В. ЧАЙКО1), О. Л. КОНОВАЛОВ1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Рассматривается подход к моделированию процессов геомеханики на основе метода внутренних сил. В част-
ности, исследуется проблема неинвариантности метода к поворотам. Предложена оригинальная модификация ме-
тода на основе дополнительных центральных сил, определяемых деформациями сопряженных ячеек Вороного. 
Получено аналитическое соотношение между параметрами микроструктурной модели и упругими свойствами 
моделируемого материала. Представлены результаты численных экспериментов по верификации данного соот-
ношения и точности моделирования напряженно-деформированного состояния.

Ключевые слова: численный эксперимент; дискретно-элементное моделирование; микроструктурные пара-
метры; напряженно-деформированное состояние; деформируемая диаграмма Вороного. 

DEFORMABLE VORONOI MODEL  
FOR THE RESEARCH OF THE PLANE STRESS-STRAIN STATE

V. V. CHAIKO a, O. L. KONOVALOV  a

aBelarusian State University, 4 Niezaliežnasci Avenue, Minsk 220030, Belarus
Corresponding author: V. V. Chaiko (chviktor0@gmail.com)

The paper considers an approach to modelling geomechanical processes based on the internal forces method. In par-
ticular, the problem of non-invariance of the method to rotations is investigated. An original modification of the me
thod based on additional central forces determined by deformations of adjacent Voronoi cells is proposed. An analytical 
relationship between the parameters of the microstructural model and the elastic properties of the simulated material is 
obtained. The results of numerical experiments to verify this relationship and the accuracy of modelling the stress-strain 
state are presented.

Keywords: numerical experiment; discrete element modelling; microstructural parameters; stress-strain state; deformable 
Voronoi.
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Введение
Дискретно-элементное  (ДЭ) моделирование является перспективным подходом для исследования 

процессов трещинообразования в задачах геомеханики [1; 2]. Существует множество модификаций 
ДЭ-моделей, в которых деформируемое твердое тело представляется набором частиц и соединяющих 
их связей (пружин), отличающихся способом построения сетки и методом расчета сил, прикладывае-
мых к частицам (см., например, [3; 4]). В модели RMIB (real multidimensional internal bonds) [5] генери-
руется упаковка частиц, заполняющих пространство моделируемого объекта. Связи устанавливаются 
между центрами касающихся частиц. Связь включает нормальную и касательную пружины, которые 
учитываются в расчете силы, возникающей при их деформации. На рис. 1 показано, что невозможно 
полноценно определить деформацию связи через перемещение двух соседних частиц без потери инва-
риантности схемы к поворотам. Чтобы преодолеть это ограничение, для вычисления локальной дефор-
мации в окрестности каждой частицы в RMIB используется процедура, анализирующая перемещения 
самой частицы и соседних с ней частиц.

В работе [6] получена модель деформируемой диаграммы Вороного (deformable Voronoi, DV), инва
риантная к поворотам. Помимо этого, в ней нет дополнительного вычисления матрицы локальных де-
формаций. Для генерации решетки пружин и расчета сил используется тетраэдризация Делоне и двойст
венная диаграмма Вороного. Также авторами работы [6] получено приемлемое упругое поведение модели 
для материалов с коэффициентом Пуассона ν в диапазоне от 0,1 до 0,3 и отмечена возможность моде-
лирования ауксетиков с коэффициентом ν в пределах от – 0,1 до – 0,5. Соотношения микроструктурных 
параметров DV-модели kn и νm и свойств упругой сплошной среды E и ν подобраны экспериментально. 
В предлагаемой статье рассматриваются модификации модели DV для решения задач исследования на-
пряженно-деформированного состояния твердых тел в двумерном случае, а также определяется соот
ношение микроструктурных параметров kn и νm и свойств сплошной среды E и ν.

Материалы и методы исследования
Модель деформируемой диаграммы Вороного. В пространстве моделируемого тела генерируется 

триангуляция Делоне. Ребра триангуляции соответствуют связям, узлы – частицам. На рис. 2 показана 
схема деформирования сетки в окрестности связи между частицами O и A (конфигурация связь – сторо-
на ячейки Вороного). При этом сторона ячейки Вороного не перестраивается, а деформируется тем же 
способом, что и треугольники в окрестности конфигурации. 

Введем обозначения:
	• ui и uj – перемещение частиц;
	• uij = ui – uj – перемещение связи OA;
	• l – исходная длина связи OA;
	• n = ( ) = ( )sin , cos ,ϕ ϕ x x1 2  – направление связи OA;

Рис. 1. Неинвариантность деформации связи к поворотам 
при ее тривиальном вычислении: 

а – поворот сетки; б – сжатие и поворот сетки
Fig. 1. Non-invariance of bond deformation to rotations at trivial calculation:  

a – mesh rotate; b – mesh compression and rotate
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	• ′ ′( ) = - +( )x x x α x α x α x α1 2 1 2 1 2, cos sin , sin cos  – направление связи OB;

	• ′′ ′′( ) = - +( )x x x b x b x b x b1 2 1 2 1 2, cos sin , sin cos  – направление связи OC;

	• u u n nn
ij= ( )⋅  – нормальная компонента деформации связи;

	• r – исходная длина стороны ячейки Вороного;
	• ′r1  и  ′r2  – длины частей деформированной стороны ячейки Вороного;
	• ′ = ′ + ′r r r

1 2
 – длина деформированной стороны ячейки Вороного;

	• a, b, c, α, β – исходные длины связей OA, OB, OC и углы между ними;
	• ′ ′ ′ ′ ′a b c, , , ,α b  – длины связей OA, OB, OC и углы между ними после деформации.

В модели DV, как и в VIB [3], у связи отсутствует касательная пружина, что само по себе ограни-
чивает поведение материала фиксированным коэффициентом Пуассона. Вариативность коэффициента 
Пуассона обеспечивается за счет увеличения исходной длины связи на величину ∆ l, зависящую от из-
менения длины соответствующей стороны ячейки Вороного:
	 D l r rm= - ′( )ν .	 (1)

Сила Fij, возникающая при деформации связи, рассчитывается с использованием только ее нормаль-
ной компоненты, но с учетом изменения исходной длины связи (1):

	 F k u lnij n ij
n= -( )D . 	 (2)

Вычисление ′r1  и  ′r2  на практике удобно осуществлять следующим способом. Сначала рассчиты-
ваются барицентрические координаты центров описанных окружностей треугольников OAB и OAC. 
Затем по полученным барицентрическим координатам определяются точки ′H1  и  ′H2 для деформиро-
ванных треугольников OA B′ ′ и OA C′ ′.

На рис. 3 изображена модификация модели, где при деформации сетки диаграмма Вороного пере-
страивается (модель перестраиваемой диаграммы Вороного (remeshing Voronoi, RV)). 

В этой модификации ′r1  и  ′r2  находятся с помощью вычисления ′H1  и  ′H2 – центров окружностей, 
описанных около треугольников OA B′ ′ и OA C′ ′. В остальном модель RV аналогична модели DV.

Вывод соотношений параметров модели DV. Подход к определению микроструктурных парамет
ров kn и νm аналогичен [5]. Рассматривается репрезентативный элементарный объем (representative ele
ment volume, REV) сплошной среды в виде квадрата со стороной длиной L, к которому применена де-
формация с матрицей εij. В DV-модели REV содержит множество конфигураций связь – сторона ячейки 
Вороного. Потенциальная энергия деформированного непрерывного элемента равна суммарной энергии, 
накопленной во всех конфигурациях. 

Определим энергию деформации некоторой конфигурации с заданными параметрами l, r и ϕ. Раз-
делим пружину с переменной исходной длиной на две части: L-пружину – нормальную пружину без 
учета деформации стороны ячейки Вороного (аналогично RMIB) и R-пружину – пружину, которая ока-
зывает силу, возникающую при изменении исходной длины связи на ∆l. Используя соотношение 

u ln i
i j

ij j= ∑x ε x
,

,

Рис. 2. Схема деформирования связи модели DV
Fig. 2. Deformation of the bond of the DV model

Рис. 3. Схема деформирования связи модели RV
Fig. 3. Deformation of the bond of the RV model
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получим энергию L-пружины без учета деформации стороны ячейки Вороного:

	 U k u k lL n n n i
i j

ij j= =








∑1

2

1

2

2 2

2

x ε x
,

. 	 (3)

Принимая во внимание перпендикулярность H1H2 и OA и применяя линеаризацию относительно εij, 
имеем

	 ′ = -( ) + -( ) ≈ - +( )r r rx ε x ε x ε x ε x ε x x ε ε2 11 1 12

2

2 21 1 22

2

2

2

11 1 2 12 21

0 5,

(( ) +( )x ε1
2

22 . 	 (4)

Из (1), (2) следует, что при изменении длины R-пружины в интервале s l l un∈ +[ ],  возникающая 
сила изменяется в интервале F k r rm n∈ - ′ -( ) 0, .ν  Используя это, определим механическую работу 
при ее деформации:

A k r r
u s l ds k r u C r C u CR m

s l

l u

n
n

m n n n

n

= - ′ - -( ) = - ′ + ′ + +
=

+

∫ ν ν1
2

1 2 3
.

Так как в дальнейшем нам понадобятся только слагаемые второй степени от εij, определим энергию 
R-пружины:

U k u r k lrR m n n m n
n mi j

i j n m ij nm
nm= - ′ ≈ - -( )∑∑ - -

1

2

1

2
1 3 3ν ν x x x x ε εδ

,,

.

Суммарная энергия, накопленная при деформации REV,

Φ =
+∑ ∑U U
L

L R
2

.

Тензор модуля упругости можно определить через энергию REV [5]:

	 C
k l k lr

ijnm
ij nm

n i j n m n m i j n m i
nm

= ∂
∂ ∂

=
+ -( ) - -

2 2

3 3
1Φ

ε ε
x x x x ν x x x x εδ

jj nm

L
ε

2∑ . 	 (5)

Тензор модуля упругости удобно представить в матричной форме:

	 Ω =
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При этом выполняется соотношение 
σ = Ωε,

где σ σ σ σ=  11 22 122, ,
T

 – вектор, составленный из компонент тензора напряжений, ε ε ε ε=  11 22 122, ,
T

 – 
вектор, составленный из компонент тензора деформаций.

Если количество конфигураций в рассматриваемом квадратном элементе достаточно велико, урав-
нение (5) можно переписать в интегральной форме:
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где D l r d drdl, , ϕ ϕ( )   – количество конфигураций в  REV с  параметрами в  интервале l l dl r r dr d, , , .+[ ] × +[ ] × +[ ]ϕ ϕ ϕ
l l dl r r dr d, , , .+[ ] × +[ ] × +[ ]ϕ ϕ ϕ

Для изотропного материала связи распределены равномерно по всем направлениям, поэтому можно 
провести замену 

D l r
N l r

, ,
,
,ϕ

π
( ) = ( )

2
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где N l r drdl,( )  – количество конфигураций в REV с параметрами в интервале l l dl r r dr, , .+[ ] × +[ ]  
Разделив интегралы, после сокращения имеем следующую матрицу модулей упругости:
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+ +
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При этом α2
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Данные интегралы могут быть оценены для дискретной геометрической структуры:
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2
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D
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= ∑
,
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2 2

8
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= ∑
.

В случае плоского напряженного состояния (plane stress) матрица (6) имеет вид

	 Ω =
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Приравняв (7) и (8) и решив полученные уравнения, найдем микроструктурные коэффициенты мо-
дели DV:
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, 	 (9)
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Вывод соотношений параметров модели RV. Для модели перестраиваемой диаграммы Вороного 
проводятся аналогичные рассуждения. Из геометрических свойств конфигурации RV получаем

′ = ′ + ′ = ′ - ′ ′
′
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Используя линеаризацию по εij, для преобразованных в ходе деформации параметров a, b, c, α, β 
конфигурации RV имеем
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Определим накопленную энергию в конфигурации RV. Аналогично DV разделим связь модели RV 
на L-пружину и R-пружину. Энергия UL определяется, как в (3). Найдем энергию R-пружины, используя 
линеаризацию (11) – (17):

U a b c k u r ER n m n ijnm
n mi j

ij nm, , , , ,

,,

α b ν ε ε( ) = ′ ≈ ∑∑1

2

где
E G G G1111 1 11

4

2 11

2

22

2

3 11

2= + +x x x x ,

E G G G1122 1 11

2

22

2

2 11

4

3 11

2= + +x x x x ,

G
b a c a

1

2 2
1

2

2 1 3 2 1 3
=

+( ) +
+

+( ) +











cos cos

sin

cos cos

sin

α α

α

b b

b
,,

G b c2

1

2
2 2= +( )sin sin ,α b

G b a c a
3

1

2
= - - + - -





cos

sin

cos

sin
.

α
α

b
b

Проводя аналогичные модели DV рассуждения, определим модули упругости для модели RV:
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где D a b c d d d dcdbda, , , , ,α b ϕ ϕ b α( )  – количество конфигураций в REV с параметрами в интервале 
a a da b b db c c dc d d d, , , , , , .+[ ] × +[ ] × +[ ] × +[ ] × +[ ] × +[ ]α α α b b b ϕ ϕ ϕ

Как и в модели DV, пользуясь изотропностью материала, можно провести замену
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После сокращения получаем матрицу модулей упругости
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Приравняв  (18) и  (8) и  решив полученные уравнения, найдем микроструктурные коэффициенты 
модели RV:
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Интегралы M1 и M2 могут быть оценены для дискретной геометрической структуры:
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Результаты и их обсуждение
Численные эксперименты. Для подтверждения полученных соотношений микроструктурных па-

раметров и параметров сплошной среды (9), (10) для модели DV и (19), (20) для модели RV, а также 
исследования применимости методов проводились описанные ниже численные эксперименты. 

Эксперимент 1: восстановление матрицы упругости (6). Эксперимент проводится для верифика-
ции поведения модели с полученными микроструктурными параметрами. Генерируется триангуляция 
из 105 вершин квадратного элемента размером 1 × 1. Параметры сплошной среды E = 107, ν = 0,2, если 
не указано иное. Особенностью эксперимента является то, что одинаковая деформация задается для 
всех элементов сетки. Так как модули упругости считаются неизвестными, тензор напряжений получен 
численно. Тензор напряжений σij

h x y,( ) в достаточно малом квадрате с центром в  x y,( ) и стороной h 
вычисляется путем непосредственного учета всех сил от пружин, пересекающих стороны рассматривае-
мого квадрата. Так как сетка обладает нерегулярной структурой, тензор напряжений будет различаться 
в пространстве моделируемого объекта. Определяется усредненный по всей сетке с шагом h тензор 
напряжений σ σ0

2= ( )∑h x yij
h
, . Модули упругости восстанавливаются с использованием σ0 и соот-

ношения  (10). На рис. 4 видна погрешность восстановленного модуля упругости при значительных 
величинах деформации, что можно объяснить применением линеаризации (4) и (11) – (17). Можно за-
метить, что модель RV быстрее теряет точность при увеличении деформации.

Рис. 4. Восстановление модуля упругости C1111 
при различных величинах деформации

Fig. 4. Recovery of the elastic modulus C1111 

 at various values of deformation
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На рис. 5 и 6 показаны восстановленные модули упругости C1111 и C1122 при малой деформации 
и различных коэффициентах Пуассона. Как видно из представленных результатов, дискретная модель 
в заданных условиях достаточно точно описывает поведение упругой сплошной среды.

Эксперимент 2: моделирование изгиба балки под действием собственного веса с жестким закреп
лением с двух сторон (рис. 7). Размеры балки 1 × 4, E = 105, ν = 0,2, объемная сила гравитации F = –1.

Рис. 5. Восстановление модуля упругости C1111 
при различных коэффициентах Пуассона

Fig. 5. Recovery of modulus of elasticity C1111 at various Poisson’s ratios

Рис. 6. Восстановление модуля упругости C1122 
при различных коэффициентах Пуассона

Fig. 6. Recovery of modulus of elasticity C1122 at various Poisson’s ratios

Рис. 7. Изгиб балки под действием собственного веса
Fig. 7. Beam bending under its own weight
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Решение для DV и  RV получено аналогичным RMIB итерационным методом, описанным в  [4]. 
На рис. 8 и 9 показано распределение перемещений ux, uy по длине балки, полученное конечно-элемент-
ным методом и с помощью моделей DV и RV. Из результатов этого эксперимента можно сделать вывод, 
что метод позволяет решать достаточно сложные задачи, получая правдоподобное поведение модели.

Эксперимент 3: одноосное сжатие квадратного элемента размером 1 × 1 со свойствами материала 
из эксперимента 2 (напряжение σxx = 1). При этом исследуется отклонение решения моделей DV и RV 
от аналитического решения на сетках с различным распределением длин ребер. На рис. 9 показано из-

менение ошибки при различных величинах σ
σ

L
avrL

= 0 ,  где σ0 – среднеквадратичное отклонение длин 

ребер; Lavr – средняя длина ребра. Сетка со свойством ′σL получается случайной модификацией (каждая 
вершина перемещается на небольшую случайную величину) имеющейся сетки c  σ σL L< ′ . Результат 
эксперимента показывает значительное влияние величины среднеквадратичного отклонения длины 
связи на точность вычислений.

Рис. 8. Эксперимент 2. Визуализация решения модели DV
Fig. 8. Test 2. Visualisation of the DV model solution

Рис. 9. Результаты эксперимента 2. Сравнение решений
Fig. 9. Test 2. Comparison of solutions
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Заключение
В работе были рассмотрены двумерные модификации моделей деформируемой и перестраиваемой 

диаграмм Вороного. Получено соотношение микроструктурных параметров и свойств сплошной сре-
ды (макропараметров). 

Как и в RMIB [5], при выводе соотношений микро- и макропараметров мы предположили, что при 
использовании определенной деформации, примененной к REV, к связям, заполняющим элемент, будет 
применена схожая деформация и их отличие не повлияет на оценку энергии. На практике это выполнимо 
только при условии, что длины связей не различаются значительно. Это можно легко организовать при 
генерации упаковки RMIB, используя близкие по размеру частицы, в то же время алгоритмы триангу-
ляции не обладают такой возможностью. Эксперимент 1 построен так, что деформация устанавливается 
фиксированной во всей сетке, и при достаточно малых величинах ε11 поведение полученных моделей 
практически совпадает с теоретическим. При достижении равновесного состояния системы (что ис-
пользовалось в  последующих экспериментах) локальная деформация существенно варьировалась 
в разных областях сетки. В эксперименте 2 также получены решения с достаточно близким к теории 
поведением. В то же время в эксперименте 3 для материала с такими же свойствами обнаружены зна-
чительные погрешности и подтвержден факт существенного влияния разброса длин связей на качество 
получаемого решения.

В дальнейшем планируется расширить исследуемые модели с учетом разброса длин связей, свойст
венного получаемым триангуляциям, а также обобщить для трехмерного случая.
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8 декабря 2020 г. исполнилось 100 лет со дня 
рождения доктора физико-математических наук, 
профессора Юрия Станиславовича Богданова.

Ю. С. Богданов родился 8 декабря 1920 г. в г. Ве-
ликие Луки Псковской области. В 1938 г., окончив 
с отличием среднюю школу в г. Сычевке, он посту-
пил на математико-механический факультет Ленин-
градского государственного университета. В  июне 
1940  г. Ю.  С.  Богданов становится сталинским 
стипендиатом и начинает активно заниматься науч-
ной работой. Однако судьба распорядилась так, что 
окончить университет ему довелось лишь в 1956 г. 

В самом начале Великой Отечественной вой
ны Ю. С. Богданов добровольно вступил в студен-
ческий партизанский отряд, в  составе которого 
принимал участие в операциях в тылу врага в Во-
лосовском районе Ленинградской области. Из-за 
тяжелого ранения Юрий Станиславович вынуж-
ден был остаться на оккупированной территории, 
а в марте 1942 г. его вывезли в Германию. Хорошо 
владея немецким языком, Ю. С. Богданов актив-
но сотрудничал с  антифашистами, а  окончание 
войны встретил в рядах взвода разведки 9-й аме-
риканской армии. Осенью 1945  г. Юрий Стани
славович вернулся на родину и был восстановлен 
в Ленинградском государственном университете  

студентом 4-го курса. Уже первая его научная ра-
бота «О нормальных системах Ляпунова», выпол-
ненная на 4-м курсе и опубликованная в журнале 
«Доклады АН СССР» в 1947 г., привлекла внима-
ние специалистов. Но в  том же 1947  г. обучение 
прервалось: Юрий Станиславович был арестован. 
Однако и во время пребывания в мордовских ла-
герях на ст. Потьма Юрий Станиславович не пере-
ставал заниматься математикой. До  наших дней 
сохранилась написанная Ю. С. Богдановым в этих 
тяжелейших условиях рукописная книга «Правиль-
ные системы». С 1949 г. его статьи начинают пере-
сылаться на рецензирование ведущим специалистам 
по дифференциальным уравнениям, в частности 
академику АН СССР В. И. Смирнову и профессо-
ру В. В. Немыцкому, которые высоко оценили эти 
работы. В  апреле 1955  г. Военная коллегия Вер-
ховного суда СССР отменила приговор и отправи-
ла дело на новое расследование с первоначальной 
стадии, но в декабре этого же года следствие было 
прекращено, и Ю. С. Богданов вышел на свобо-
ду. Реабилитирован же Юрий Станиславович был 
лишь посмертно 6 февраля 1989 г.

В 1956 г. Ю. С. Богданов с отличием окончил Ле-
нинградский государственный университет. С 1956 
по 1958 г. он работал в Ленинградском отделении 

Юрий  Станиславович 
БОГДАНОВ
(1920 –1987)

Yurii  Stanislavovich 
BOGDANOV
(1920 –1987)
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Математического института имени В. А. Стеклова 
АН  СССР, а  начиная с  1958  г., когда Юрий Ста-
ниславович вслед за своим учителем академиком 
АН БССР Н. П. Еругиным переезжает в Минск, 
вся его трудовая деятельность неразрывно свя-
зана с Белорусским государственным универси-
тетом. Ю. С. Богданов работал на кафедре диф
ференциальных уравнений, заведовал кафедрами 
общей математики (1964 –1968), высшей матема
тики и математической физики (1968–1973), выс
шей математики (1971–1981). Он читал лекции по 
фундаментальным математическим дисциплинам 
на всех естественных факультетах БГУ. Юрий 
Станиславович был уникальным лектором. Про-
стота и  естественность его лекций, удивительно 
сочетающиеся с  глубоким научным содержанием, 
всегда привлекали множество студентов, а образ-
ный язык и эмоциональность изложения никого не 
оставляли равнодушным. Студенты университета 
тех лет и сейчас помнят педагогический экспери-
мент Юрия Станиславовича, когда он читал лекции 
по всем основным математическим дисциплинам 
на младших курсах математического факульте-
та. Преподаванию математических дисциплин, их 
методическому обеспечению Ю. С. Богданов прида-
вал большое значение. В разное время он руководил 
работой различных методических семинаров для 
преподавателей, являлся руководителем Республи-
канского методического объединения математиков, 
был членом президиума и членом секции универ-
ситетов и  пединститутов научно-методического 
совета по математике при Учебно-методическом 
управлении Министерства высшего и среднего спе-
циального образования СССР, заместителем пред-
седателя секции математики Научно-технического 
совета Министерства высшего и среднего специаль
ного образования БССР. Взгляды Ю. С. Богданова 
на математику и ее преподавание нашли отражение 
в  серии написанных им замечательных учебных 
пособий по математическому анализу и дифферен-
циальным уравнениям. 

Ю. С. Богданова часто приглашали для чтения 
лекций в  университетах и  пединститутах Мол-
давии, стран Прибалтики, Узбекистана и,  конеч-
но  же, Беларуси. В  результате у  него появилось 
множество учеников, с  которыми он щедро де-
лился идеями и  задачами. Юрий Станиславович, 

несомненно, является одним из основателей все-
мирно признанной белорусской школы по диф-
ференциальным уравнениям. Более 40 его учени-
ков стали кандидатами наук, 5 – докторами наук, 
среди них академик НАН Беларуси Н. А. Изобов. 
Сейчас в республике нет университета, где бы ни 
работали ученики Юрия Станиславовича. 

Для научной деятельности Ю. С. Богданова ха-
рактерны глубокое проникновение в сущность рас-
сматриваемых проблем и  разнообразие научных 
интересов. Им получен ряд основополагающих ре-
зультатов в современной асимптотической теории 
обыкновенных дифференциальных уравнений, од-
ним из создателей которой он по праву считается. 
Ю. С. Богдановым построена абстрактная теория 
норм Ляпунова; получен критерий Басова – Гроб-
мана – Богданова правильности линейных систем; 
решена задача о существовании аппроксимирую-
щей последовательности для правильных систем; 
доказана асимптотическая эквивалентность линей-
ных нестационарных систем и  систем с  кусочно-
постоянными коэффициентами, принимающими 
лишь два значения; введены аналоги преобразо-
ваний Ляпунова и характеристических показате
лей для нелинейных систем (vd-преобразования 
и  vd-числа). Им  также указаны признаки отсут-
ствия замкнутых траекторий у двумерных систем 
в заданной области плоскости; изучено множество 
периодов семейства циклов, охватывающих друг 
друга; обоснован метод нахождения периодических 
решений систем дифференциальных уравнений; по-
строено множество всех решений дифференциаль-
ного уравнения, содержащего лишь производную 
искомой функции.

В общей сложности Ю. С. Богдановым опубли-
ковано около 100 научных статей и 7 учебных по-
собий.

Мы, его ученики и коллеги, благодарны судьбе, 
подарившей нам счастье общения с  доброжела-
тельным человеком, талантливым ученым, выдаю
щимся педагогом, пронесшим через всю свою 
нелегкую жизнь идеалы служения истине, добру 
и справедливости.

Сотрудники кафедры высшей математики  
факультета прикладной  

математики и информатики
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INDICATIVE  ABSTRACTS  OF  THE  PAPERS  DEPOSITED  IN  BSU

УДК 517(075.8)
Математический анализ. Дифференциальное и интегральное исчисление функций одной пере-
менной [Электронный ресурс] : электрон. учеб.-метод. комплекс для спец.: 1-31 04 02 «Радиофизика», 
1-31 04 03 «Физическая электроника», 1-31 04 04 «Аэрокосмические радиоэлектронные и информацион
ные системы и технологии», 1-31 03 07 «Прикладная информатика (по направлениям)», 1-31 03 07-02 
«Прикладная информатика (информационные технологии телекоммуникационных систем)», 1-98 01 01 
«Компьютерная безопасность (по направлениям)», 1-98 01 01-02 «Компьютерная безопасность (радио-
физические методы и программно-технические средства)» / В. К. Ахраменко [и др.] ; БГУ. Электрон. 
текстовые дан. Минск : БГУ, 2020. 180 с. : ил. Библиогр.: с. 177–178. Режим доступа: https://elib.bsu.by/
handle/123456789/250914. Загл. с экрана. Деп. в БГУ 12.11.2020, № 014112112020.

В электронном учебно-методическом комплексе (ЭУМК) по учебной дисциплине «Математический 
анализ. Дифференциальное и интегральное исчисление функций одной переменной» изложены теория 
пределов, основные понятия дифференциального и интегрального исчисления функций одной пере-
менной, которые сопровождаются большим количеством примеров и задачами. ЭУМК предназначен 
для студентов и преподавателей учреждений высшего образования.

УДК 517(075.8)
Мазаник С. А. Математический анализ [Электронный ресурс] : электрон. учеб.-метод. комплекс для 
спец. 1-31 03 04 «Информатика» : в 3 ч. Ч. 2 / С. А. Мазаник, О. А. Кастрица ; БГУ. Электрон. тексто-
вые дан. Минск : БГУ, 2020. 76 с. : ил. Библиогр.: с. 67– 69. Режим доступа: https://elib.bsu.by/handle/ 
123456789/252752. Загл. с экрана. Деп. в БГУ 14.12.2020, № 014614122020.

Электронный учебно-методический комплекс  (ЭУМК) по учебной дисциплине «Математический 
анализ» (часть 2) предназначен для студентов специальности 1-31 03 04 «Информатика». В ЭУМК со-
держится материал, изучаемый студентами первого курса в весеннем семестре. Содержание учебного 
материала включает разделы «Функции нескольких переменных», «Кратные интегралы», «Криволи-
нейные и поверхностные интегралы», «Числовые ряды». Изложение соответствует программе учебной 
дисциплины.

УДК 512.664(075.8)
Глецевич М. А. Системы линейных уравнений [Электронный ресурс] : учеб.-метод. разработка для 
студентов физ. фак. и фак. радиофизики и компьютер. технологий / М. А. Глецевич, А. А. Егоров, 
Т. А. Чехменок ; БГУ. Электрон. текстовые дан. Минск : БГУ, 2020. 42 с. Библиогр.: с. 42. Режим доступа: 
https://elib.bsu.by/handle/123456789/254050. Загл. с экрана. Деп. в БГУ 14.01.2021, № 0004142021.

В данной разработке приведены основные теоретические сведения по теме «Системы линейных урав-
нений», являющейся одной из базовых в дисциплине «Аналитическая геометрия и линейная алгебра». 
В каждом из разделов даны примеры решения типовых задач, рассматриваемых на практических заня-
тиях по данной дисциплине. Предложены задачи для самостоятельного решения, которые могут быть 
использованы в качестве индивидуальных заданий по соответствующим темам. Учебно-методическая 
разработка предназначена для студентов, обучающихся на физическом факультете и факультете радио-
физики и компьютерных технологий БГУ.
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