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УДК 517.9

Асимптотика  собственных  значений  операторов,  
аппроксимирующих  дифференциальные  уравнения  

с  δ-образными  коэффициентами

М. Г. КОТ 1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Республика Беларусь

Описано поведение собственных значений аппроксимирующих операторов и  установлено, каким образом 
в  пределе из них получается одно собственное значение. Ранее построены аппроксимации выражения L u u a u f0 = − + ( ) =D e δ

L u u a u f0 = − + ( ) =D e δ  операторами конечного ранга; найден явный вид резольвенты аппроксимирующего семейства; 
определен предел резольвенты и выделены случаи резонанса. Продолжено решение поставленной задачи и из-
ложен этап, связанный с описанием спектра построенных предельных операторов и исследованием поведения 
собственных значений аппроксимирующих операторов, с использованием метода диаграмм Ньютона. В резуль-
тате были найдены собственные значения оператора.

Ключевые слова: обобщенная функция; собственные значения; метод Ньютона; асимптотическое поведение.
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ASYMPTOTICS  OF  THE  EIGENVALUES  
OF  APPROXIMATING  DIFFERENTIAL  EQUATIONS  

WITH  δ-DIFFERENT  COEFFICIENTS

M. G. KOT a
aBelarusian State University, Nezavisimosti avenue, 4, 220030, Minsk, Republic of Belarus

The overall objective is to  describe the behavior of the eigenvalues of approximating operators and figuring out 
how to  limit one turns oneʼs own importance. Earlier we have done the following: built approximation expression 
L u u a u f0 = − + ( ) =D e δ  operators of finite rank; explicit form approximating the resolvent family; resolutions and found 
the limit cases of resonance highlighted. In this article, we will continue to address this problem and set out a step as
sociated with the description of the spectrum constructed limit operators and study the behavior of the eigenvalues of 
approximating operators, using Newtonʼs diagram method. As a result of eigenvalues of the operator were found.

Key words: generalized function; eigenvalues; Newtonʼs method; asymptotic behavior.

Введение
Уравнения, которые символически записываются в виде 

	 L u u a u f0 = − + ( ) =D e δ , 	 (1)
где d – d-функция Дирака, рассматриваются в разных приложениях [1; 2] и интенсивно изучаются [1–3]. 
Эта запись уравнения символическая потому, что произведение du не определено в классической теории 
обобщенных функций.

Один из основных подходов к  определению понятия «решение уравнения» и  построению таких 
решений основан на аппроксимации выражения в левой части (1) семейством корректно заданных опе-
раторов  Le и нахождении предела резольвент

lim : .
e e l l

→

−−( ) = ( )
0

1L R

Если такой предел существует, то операторно-значная функция  R l( ) оказывается резольвентой 
некоторого оператора, соответствующего рассматриваемой аппроксимации формального выражения. 
В случае операторов в пространстве L R2

3( ) скалярных функций было обнаружено, что в типичных слу-
чаях R l( )  есть резольвента невозмущенного оператора R I0

1l l( ) = − −( )−D , но возможны случаи ре-
зонанса, когда R l( ) есть резольвента некоторого оператора, отличного от – D [1– 4]. Резольвента R0 l( ) 
действует по формуле

R f E f0 l l( ) = * ,
где * – свертка функций; E xl( ) – фундаментальное решение для оператора  – D u – l u, заданное формулой

E x
x
e x

l
m

π
( ) = −1

4
,

где m2 = – l, Rem > 0. Отметим, что E L Rl ∈ ( )2
3 .

Спектр оператора – D есть положительная полупрямая, причем спектр не содержит собственных 
значений. А у предельных операторов, отличных от – D, имеется одно собственное значение. У аппрок-
симирующего оператора Le спектр может содержать в зависимости от выбранного способа аппроксима-
ции конечный или даже бесконечный набор собственных значений. Поэтому общая задача заключается 
в описании поведения собственных значений аппроксимирующих операторов и выяснении того, как 
в  пределе из них получается одно собственное значение. В  настоящей работе найдена асимптотика 
собственных значений для аппроксимаций, построенных в работе [4].

Аппроксимирующее семейство для одной системы уравнений
В [4] рассмотрена система уравнений (1)

− + ( ) =Du a u f1 1 2 1e δ ,

− + ( ) =Du a u f2 2 1 2e δ ,
где u u u= ( )1 2,  – матрица коэффициентов вида
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a
a

a
e

e
e

( ) =
( )

( )






0
0
1

2

.

Этот специальный вид соответствует тому, что в рассматриваемой системе вторая компонента воздей-
ствует на первую, а первая – на вторую. 

Для построения операторов Le в [4] использовались аппроксимации оператора умножения на d-функ
цию операторами ранга  2, построенные с  помощью финитной функции  j из пространства Шварца 
D R3( ) такой, что j x dx( ) =∫ 1. Эти аппроксимации действуют по формуле

u u y y dy x→ ( ) ( ) ( )∫ j je e ,

где

j
e

j ee x x( ) = 





1
3 .

Аппроксимирующее семейство Le действует на вектор-функцию u u u= ( )1 2,  по формуле

L u u a u y y dy x

L u u a u y

e e e

e

e j j

e

( ) = − + ( ) ( ) ( ) ( )

( ) = − + ( ) ( )
∫1 1 1 2

2 2 2 1

D

D

,

jj je ey dy x( ) ( )∫ .

Резольвента оператора Le задается формулой 

L R f S f R xe el l e l l j−( ) = ( ) − ( ) ⋅ ⋅ ( )( )( )−1
0 0, ,

где

R f
R f
R f

f
f

f0
0 1

0 2

1

2

l
l
l( ) =

( )
( )









 =













; ,





 f R f y y dy f R f y y dy1 0 2 2 0 1= ( )( )( ) ( ) = ( )( )( ) ( )∫ ∫l j l je e, ;

S e l,( )  – матрица вида

S
a a b

a a a b
a a

e l
e e e l

e e e e l
e e

,
,

,( ) =
− ( ) ( ) ( )

( ) − ( ) ( ) ( )
− ( )

1
1 1 2

2
1 1 2

1 2(( ) ( ) ( )








b ae l e,
,

2

b R y y dye l l j je e, .( ) = ( )( )( ) ( )∫ 0

Резольвента определена, если l ∉ +R  и 1 01 2
2− ( ) ( ) ( ) ≠a a be e e l, .

Функция b e l,( )  является аналитической при e ≠ 0 и для нее имеет место разложение [3]

b M Mk
k k

k
e l e

m
π

m e, ,( ) = − +− +

=

∞

∑1 1

14

где M y x y dy x dxk
k= ( ) −( )( )∫∫

1
4π

j j .

Далее, считаем, что 

	 1 1 1 1 1 1

1
2
1

2 1
1

0
1

2
2
2

2 1
2

0
2

a
k k k

a
k k k

e e e e e e( ) = + + ( ) = + +− − − −, , 	 (2)

так как в этой тематике содержательные результаты получаются именно для таких коэффициентов.
Если предел

	 lim , :
e

e l l
→

( ) = ( )
0
S D 	 (3)
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есть нуль, то предел резольвент есть резольвента невозмущенного оператора – D . В [4] показано, что 
для коэффициентов a1 e( )  и  a2 e( )  вида (2) предел (3) может быть ненулевым только в трех случаях, 
которые называются случаями резонанса:

1) если k k− −= =2
1

1
10 0,  и  k k M0

1
2
2

1
2 0− −− ≠ ,  т. е. если 

1 1 1 1

1
0
1

1
1

2
1 2

2
2
2

2 1
2

0
2

a
k k k o

a
k k k o

e
e e e

e e e e( ) = + + + ( ) ( ) = + + + ( )− −, ,

тогда D
k

k k Ml( ) = −
















−

− −

2
2

0
1

2
2

1
2 0

0 0
.

В случае когда k k M0
1

2
2

1
2

− −= ,  предел (3) равен бесконечности;
2) если k k− −= =2

1
2
20 0,  и при этом k k M− − −=1

1
1
2

1
2 ,

1 1 1 1

1
1
1

0
1

1
1

2
1
2

0
2

1
2

a
k k k o

a
k k k o

e e e e
e e e e( ) = + + + ( ) ( ) = + + + ( )− −, ,

тогда D
k k k k M

k M
M k

l m
π

( ) =
+ +

−
−











− −
−

− −

− −

1

21
1

0
2

0
1

1
2 1

1
2

1

1 1
1 ;

3) если k k− −= =2
2

1
20 0,  и  k k M0

2
2
1

1
2 0− −− ≠ ,

1 1 1 1

1
2
1

2 1
1

0
1

2
0
2

1
2

2
2 2

a
k k k o

a
k k k o

e e e e
e

e e e( ) = + + + ( ) ( ) = + + + ( )− − , ,

следовательно, D k
k k M

l( ) =
−

















−

− −

0 0

0 2
1

0
2

2
1

1
2

.

В случае когда k k M0
2

2
1

1
2

− −= ,  предел (3) равен бесконечности.
Из построения резольвенты видно, что при фиксированном e собственные значения для Le опреде-

ляются из равенства

	 f
a a

be l
e e

e l, : , ,( ) = ( ) ( ) − ( ) =1 0
1 2

2 	 (4)

где b e l,( )  зависит от способа аппроксимации. Таким образом, данное равенство устанавливает связь 
между способом аппроксимации и поведением коэффициентов и задает зависимость собственных зна-
чений от e. Здесь левая часть, f e l, ,( )  есть аналитическая функция от e, m при e ≠ 0. У таких уравне-
ний, как правило, имеется несколько гладких ветвей решений. Задача заключается в описании поведе-
ния этих ветвей в зависимости от выбранных коэффициентов и выбранной функции j.

В настоящей работе исследуется поведение собственных значений аппроксимирующих операторов, 
показано, что для этого применим метод диаграмм Ньютона, причем разным случаям резонанса соот-
ветствуют разные диаграммы.

Метод диаграмм Ньютона
Пусть переменные x и y связаны уравнением

f x y, ,( ) = 0
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где f x y c x ykj
k j,( ) = ∑  – аналитическая функция. Задача заключается в построении неявных функций, 

заданных этим уравнением, представимых в виде рядов по дробным степеням независимой переменной:

	
y x xk

k

k( ) =
=

∞

∑ a n

0

. 	 (5)

В этой записи предполагается, что показатели степени x – числа nk – возрастают n nk k+ >( )1  и коэф-
фициенты a k ненулевые. Если f является полиномом, сформулированная задача решается с помощью 
метода диаграмм Ньютона [5–8].

Основной шаг заключается в нахождении главного члена разложения, т. е. чисел n0 и a0. Для крат
кости обозначим эти коэффициенты через n и a; будем искать решения вида

	 y x x o x( ) = + ( ) ≠a an n , .0 	 (6)
Подставив y x( )  вида (6) в уравнение (5) и преобразовав его, получаем выражение вида

	 c x x c x o xkj
k j

k j
j k j k j∑ ∑∑( ) = + ( )( )+ +a an n n . 	 (7)

Далее, рассматриваются только те k, j, при которых показатель k + nj имеет наименьшее значение q, 
так как главный член разложения зависит только от этих слагаемых. Легко видеть, что если такая 
пара k, j только одна, то решения требуемого вида не существует. Таким образом, искомое n может 
существовать только тогда, когда таких пар несколько.

В случае многочлена для выбора тех значений n, которые дают решение, Ньютон предложил сле
дующий геометрический прием. На плоскости x y рассматривается множество точек  k j, ,( )  соответ
ствующих ненулевым коэффициентам ck j. Выпуклая оболочка множества таких точек называется много
гранником Ньютона для полинома f x y, .( )  Тогда искомые числа n могут быть только тангенсами угла 
наклона сторон полученного многогранника, данных чисел может быть только конечное число и при та-
ких n уравнение для нахождения коэффициента a содержит конечное число слагаемых, т. е. a находится 
как корень некоторого многочлена.

Асимптотика собственных значений
При рассмотрении аналитических функций часть из приведенных выше рассуждений сохраняются. 

Пусть теперь   f  есть функция из левой части  (4). Аналогично случаю полинома рассмотрим множе-
ство Mf , состоящее из точек  k j, ,( )  соответствующих ненулевым коэффициентам ck j. Функция  f  имеет 
разложение

	

1 1 1

1 2

2
2
1

2
2

4 2
1

1
2

1
1

2
2

3a a
b k k k k k k

k

e e
e l

e e( ) ( ) − ( ) = + +( ) +

+

− − − − − −

−

,

22
1

0
2

1
1

1
2

0
1

2
2

1
2

2 2
1

1
1

0
2

0
1

1
2

1
11k k k k k M k k k k k k+ + −( ) + + + +− − − − − − −e
kk M

k k k k k k k k k k

−
−

− − − −

+





+

+ + + + +

2
2 1

2
1

2
2

1
1

1
2

1
1

1
2

0
1
0
2

2
1

2
1m

π e

22
2

2

2
2

116
−







+ +

=

∞

∑m
π

m eCk
k k

k
,

	 (8)

где коэффициенты Ck выражаются через Mk.
В общем случае диаграмма Ньютона Mf  имеет вид, представленный на рис. 1, а. Здесь первое сла-

гаемое в сумме (8) растет быстрее остальных, откуда следует, что при малых ε оператор Le не имеет 
собственных значений. Геометрически это проявляется в  следующем. Граница выпуклой оболочки 
множества Mf  содержит полупрямую y = x + 3, x ≥ – 3, а на этой полупрямой есть только одна точка из 
множества Mf . Поэтому уравнение для нахождения первого члена асимптотики содержит только одно 
слагаемое и не имеет решения.

Первому случаю резонанса соответствует диаграмма Ньютона на рис. 1, б. Диаграммы на рис. 1, а, 
и 1, б, отличаются только отрезком  − −[ ]3 2; . Но диаграмма на рис. 1, б, содержит часть прямой m = 2 + e, 
лежащую на границе выпуклой оболочки. Поэтому могут быть решения, у которых главный член 
асимптотики имеет вид m e ae a( ) = ≠−1 0, .
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Запишем сумму членов разложения функции f  из (4), соответствующих прямой m = 2 + e. Получаем, 
что эта сумма имеет вид 

k k M M Ck
k k

k
0
1

2
2

1
2

2
1

2

2
2

1

1
2

1
16− −

− +

=

−( ) + 





+ −






+
e

m
π e

m
π

m e
∞∞

∑ = ( )m y em2 ,

где y e
e π e π

e( ) = −( ) + 





+ −





+− −
−

=

∞

k k M M Ck
k

k
0
1

2
2

1
2

2
1

2
1

1
2

1 1
16 ∑∑ .

При подстановке m e ae a( ) = ≠−1 0, ,  получаем равенство m y a2 0( ) = . Таким образом, если y a( ) = 0, 
то m e ae e a( ) = + ( ) ≠−1 0o , , является главным членом асимптотики собственного значения. Функция y 
определяется способом аппроксимации, каждый корень уравнения y a( ) = 0 порождает собственное 
значение, стремящееся к бесконечности, e → 0. При этом не существует других решений, имеющих 
степенную асимптотику. Это согласовано с тем, что предельный оператор в этом случае резонанса не 
имеет собственных значений.

Наиболее интересным является второй случай резонанса, когда k k M− − −=1
1

1
2

1
2 .

Теорема. В случае выполнения условий второго резонанса существует одна ветвь решения уравне-
ния (4), которое имеет конечный предел при e → 0, а остальные ветви уходят на бесконечность со 

скоростью  1e .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Для этого случая диаграмма Нью-

тона выглядит следующим образом (рис. 2).
Различие в виде диаграмм приводит к разному поведе-

нию собственных значений – корней уравнения (4).
На полученной диаграмме Ньютона имеется верти-

кальный отрезок, которому соответствуют, как и в случае 
многочленов, ветви решений, имеющие конечный пре-
дел при e → 0.  Асимптотическое поведение этих ветвей 
определяется из уравнения, соответствующего этому вер-
тикальному отрезку:

k k k k M
− −

−+ +





=1
1

0
2

0
1

1
2 1

2
1 0

m
π e .

У этого уравнения имеется решение

	m
π

0
1
1

0
2

0
1

1
2

1

2
= −

+( )− −

−

k k k k
M

.

Заметим, что это число есть единственное собственное значение предельного оператора, соответ
ствующего этому случаю резонанса. Таким образом, у  аппроксимирующих операторов существуют 
собственные значения, стремящиеся к собственному значению предельного оператора.

Рис. 1. Диаграмма Ньютона: а – для уравнения (8); б – для уравнения (8) в случае первого резонанса
Fig. 1. Newtonʼs diagram: a – for the equation (8); b – for the equation (8) in the case of the first resonance

Рис. 2. Диаграмма Ньютона  
для уравнения (8) 

 в случае второго резонанса
Fig. 2. Diagram of Newtonʼs equation (8)  

for the second resonance
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Одной из граней выпуклой оболочки, как и в случае первого 
резонанса, является бесконечная полупрямая. Уравнение, соот-
ветствующее этой грани, имеет вид

−






+ = ( )+

=

∞

∑m
π

m e m y em
2

2
2

1

2
116

Ck
k k

k
.

Аналогично получаем, что решения, соответствующие этой 

грани, есть функции вида m a
e= ,  где a  – корень уравнения 

y a1 0( ) = .  Все такие решения уходят на бесконечность при 
e → 0.

Как и в классическом случае многочлена, может быть найден 
второй и последующие члены разложения. Для нахождения второго члена разложения будем искать 
решение в виде m e m g e( ) = + ( )0 ,  где главный член m e1( )  разложения g e m e e( ) = + ( )1 o  определяется 
из диаграммы Ньютона (рис. 3).

Таким образом, в данной работе описано поведение собственных значений аппроксимирующих опе-
раторов в различных случаях резонанса.
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Рис. 3. Диаграмма Ньютона  
для нахождения m e1( )

Fig. 3. Newtonʼs diagram to find m e1( )
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СОПРИКАСАЮЩАЯСЯ  КВАДРИКА  
ПРОСТРАНСТВЕННОЙ  КРИВОЙ

В. В. ЛЫСЕНКО 1), В. Л. ТИМОХОВИЧ 1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Республика Беларусь

Отмечено, что при исследовании локальных свойств пространственной кривой часто используются сопутст
вующие объекты, имеющие достаточно высокие аппроксимационные свойства. Важнейшие из них – соприкасаю
щаяся плоскость и соприкасающаяся сфера. Известно, что соприкасающаяся плоскость имеет с кривой касание 
порядка не ниже второго, а соприкасающаяся сфера – не ниже третьего. Решается задача нахождения поверхности 
второго порядка (соприкасающейся квадрики), имеющей с кривой касание порядка не ниже шестого. Доказано, 
что соприкасающаяся квадрика существует, и описана методика ее построения. Указано, что возможно получение 
соприкасающейся квадрики любого из основных типов поверхностей второго порядка.

Ключевые слова: пространственная кривая; соприкасающаяся сфера; соприкасающаяся квадрика.

OSCULATING  QUADRIC  OF  the  SPATIAL  CURVE

V. V. LYSENKO a, V. L. TIMOKHOVICH a

aBelarusian State University, Nezavisimosti avenue, 4, 220030, Minsk, Republic of Belarus
Corresponding author: valery.sholomitskaya@gmail.com

In the investigation of local properties of a space curve assotiated objects which have good approximation characteris
tics are often used. The main ones – the osculating plane and the osculating sphere. As known, the osculating plane has 
tangency of at least 2nd degree with the curve, while the osculating sphere – at least 3rd degree. In the paper a problem of 
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finding of 2nd degree surface (the osculating quadric) which has tangency of at least 6th degree is considered. It is proved 
the osculating quadric exists and a method of its construction is described. Also existence of osculating quadric of any 
basic type of 2nd degree surface is pointed out.

Key words: space curve; osculating sphere; osculating quadric.

Рассмотрим гладкую кривую g в трехмерном евклидовом пространстве E 3, заданную натуральной 
параметризацией r e es s( ) ∈ −( ), ; .  Будем считать, что r rs s1 2( ) ≠ ( )  при s1 ≠ s2, а в точке r r0 0= ( )  кри-
визна k и кручение ù отличны от нуля и репер Френе r t n b; , ,{ }  совпадает с фиксированным репером 

0; , ,i j k{ }  (здесь и далее r s( )  – точка с радиус-вектором r s( )).
Пусть L – некоторая фигура в E 3 (кривая или поверхность), содержащая точку r0. Скажем, что L 

имеет с кривой g в точке r0 соприкосновение порядка не ниже n-го, если 
δ s
sn

( )
+ 1  ограничено при s → 0 , 

где δ s( )  – расстояние от точки  r s( )  до L. 
В любом, достаточно подробном курсе классической дифференциальной геометрии [1; 2] доказы

вается, что порядок соприкосновения касательной прямой с g в  точке r0 не ниже первого, соприка-
сающихся плоскости и окружности – не ниже второго, соприкасающейся сферы – не ниже третьего 
порядка. В настоящей работе доказывается существование поверхности второго порядка (квадрики), 
имеющей с g в точке r0 соприкосновение не ниже шестого порядка. Начнем с предварительных рас-
смотрений. 

Пусть L  – квадрика, содержащая точку r0 , заданная (в репере 0; , , )i j k{ }  уравнением F x y z, , ,( ) = 0  где

F x y z Ax By Cz Dxy Exz Fyz Gx Hy Iz, ,( ) = + + + + + + + +2 2 2 2 2 2 2 2 2  и G H I2 2 2 0+ + ≠ .

Фиксируем вектор n G H I= ( ), , .  Отметим, что n  ортогонален  L  в точке r0 , поскольку n = ∇ ( )1
2

0 0 0F , , ,  

где ∇ ( )F 0 0 0, ,  – вектор-градиент для F в точке r0. Через точку r s( ) на кривой g проведем прямую D s( ) 
с направляющим вектором  n. При достаточно малом s D s( )  пересекает L в некоторой точке p s( )  и

p s s s n( ) = ( ) + ( )r l ,

где l s( )  – некоторый переменный коэффициент и  l s( ) → 0  при s → 0.  Очевидно, что δ s( )  (расстоя-
ние от r s( )  до L) и  l s( )  – бесконечно малые (при s → 0)  одного и того же порядка.

Пусть r s u s s w s( ) = ( ) ( ) ( )( ), , .v  Тогда p s u s s G s s H w s s I( ) = ( ) + ( ) ( ) + ( ) ( ) + ( )( )l l l, , .v  Подставляя 

координаты p s( )  в уравнение F x y z, ,( ) = 0  и преобразуя полученное тождество, приходим к следую-
щему соотношению, имеющему вид квадратного уравнения относительно l:

	

l

l

2 2 2 2 2 2 2

2

AG BH CI DGH EGI FHI

AG DH EI u BH DG FI

+ + + + +( ) +

+ + +( ) + + +( ) +v CCI EG FH w G H I

Au B Cw Du Euw F w Gu

+ +( ) + + +  +

+ + + + + + + +

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2v v v 22 2 0H Iwv + =

	

(1)

(здесь и далее при возможности опускаем аргумент s).
Положим 

F Ψx y z x y z L x y z, , , , , , ,( ) = ( ) + ( )
где Ψ x y z Ax By Cz Dxy Exz Fyz, ,( ) = + + + + +2 2 2 2 2 2  – квадратичная часть; L x y z Gx Hy Iz, ,( ) = + +2 2 2  – 
линейная часть; l x y z AG DH EI x BH DG FI y CI EG FH z, , .( ) = + +( ) + + +( ) + + +( )  Тогда  (1) полу-
чает более простой вид: 

	 Ψ Fn n l u w u w( ) + + ( )  + ( ) =l l2 22 0, , , , .v v 	 (2)

При s = 0 (при этом u = v = w = 0) уравнение (2) принимает вид
	 Ψ n n( ) + =l l2 22 0. 	 (3)
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Если Ψ n( ) = 0,  то (2) имеет единственное решение

l = − ( )
+ ( ) 

F u w
n l u w

, ,
, ,

v
v2 2

(прямая D s( )  пересекает L в одной точке) и порядок малости l тот же, что и у  F u w, , .v( )
Если же Ψ n( ) ≠ 0, то корни (3) есть l1 = 0 и  l2

22 0= − ( ) ≠n
nΨ

.  Но  тогда, поскольку корни l1 s( )   

и l2 s( )  квадратного уравнения (2) обращаются при s = 0 в корни l1 и l2 уравнения (3), порядок малости 

l1 s( )  (очевидно, именно его следует выбрать) тот же, что и у произведения l l1 2s s
u w
n

( ) ( ) = ( )
( )

F
Ψ
, ,

,
v

 

которое, в свою очередь, того же порядка малости, что и  F u w, , .v( )
Итак, в обоих случаях приходим к задаче отыскания коэффициентов A, B, C, D, E, F, G, H, I, при ко-

торых функция F u w, ,v( )  является бесконечно малой (при s → 0)  наивысшего возможного порядка.
Разложим r s( )  по формуле Тейлора. Учитывая, что r 0 0( ) = ,

	 r rs s
n

s g s
n

n

m
n m( ) = ( ) + ( )

=

( ) +∑ !1

10 	 (4)

(m достаточно велико, g s g s g s g s( ) = ( ) ( ) ( )( )1 2 3, , ,  и функция g s( )  ограничена при s → 0).
Пусть

	 r t n bn
n n na b c( ) = + + 	 (5)

(an , bn , cn – функции параметра s). Применяя формулы Френе ( , , ), 

t kn n kt b b n= = − + = −ù ù  находим









r t

r kn

r k t kn k b

=

=

= − + +









,

,

,2 ù

откуда

	
a
b
c

a
b
c

a
b
c

1

1

1

2

2

2

3
2

3

3

1
0
0

0

0

=
=
=









=
=
=









= −
=
=

,
,
,

,
,
,

,
,k
k

k
k


ù..









	 (6)

Далее, r t n b k t k n bn
n n n n n n n n n na b c a b b a c c b+( ) = + +( )⋅ = −( ) + − −( ) + −( )1





ù ù  и таким образом полу-

чаем рекуррентные формулы:

	

a a b

b b a c

c c b

n n n

n n n n

n n n

+

+

+

= −

= + −

= +









1

1

1







k

k

,

,

.

ù

ù

	 (7)

Учитывая (5), (6) и совпадение при s = 0 репера Френе с репером 0; , , ,i j k{ }  перепишем (4) покоор-
динатно:

	

u s s
a
n
s g s s

s k s
b
n
s g s s

n n m

n

m

n n m

n

( ) = + + ( )

( ) = + + ( )

+

=

+

=

∑ !
,

!
,

1
1

3

2
2

1

2
v

33

3
1

3

m

n n m

n

m

w s
c
n
s g s s

∑

∑( ) = + ( )
















+

= !

	 (8)
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(здесь и далее an , bn , cn при s = 0). Подставим выражения (8) в  F u w, , .v( )  При этом положим G = 0 
(иначе F u w, ,v( )  – бесконечно малая того же порядка, что и  s). Преобразуя полученное, приходим 
к представлению вида 

F u w m A m D m E m F m C m B m I m H s

m A

, ,v( ) = + + + + + + +( ) +

+
11 12 13 14 15 16 17 18

2

21 ++ + + + + + +( ) + …

… + + +

m D m E m F m C m B m I m H s

m A m D m E
22 23 24 25 26 27 28

3

51 52 53 ++ + + + +( ) + …m F m C m B m I m H s54 55 56 57 58
6 ,

где величины mi j выражаются через an , bn , cn (считаем, в (4) m ≥ 6). Приравнивая к нулю коэффициенты 
при степенях s со второй по шестую, получаем систему линейных уравнений, которая дает возмож-
ность выразить A, D, E, F, С через B, H, I и имеет вид (векторно-матричный)

	 M

A
D
E
F
C

m H
m I m H

m B m I m H
m B m





















=

−
− −

− − −
− −

18

27 28

36 37 38

46 447 48

56 57 58

I m H
m B m I m H

−
− − −





















, 	 (9)

где

M =

 m
m m
m m m
m m m m
m m m m m

11

21 22

31 32 33

41 42 43 44

51 52 53 54 55

0 0 0 0
0 0 0

0 0
0



















 и det M ≠ 0.

Действительно, (6) и (7) позволяют вычислить все величины mi j, в частности

m m m m b m m

m
c

m m

11 12 17 22 2 23 26

33
3

34 35

1 0 0

3 3

= = … = = = = = … = =

= = =

, ; , ;

,

k

kù == = = = = = ( )0
6 6

0
36 3644

2 3
2

45 55
3
2 2

; , ; ,m
b c

m m
ck kù ù

и, следовательно,

det .M = = ≠m m m m m11 22 33 44 55

6 4

648
0k ù

Отметим, что, поскольку m18 = b2 = k и m
c

27
3

3 3
= = kù ,  правый столбец в (9) ненулевой и, следова-

тельно, в силу невырожденности матрицы M левый столбец тоже ненулевой, т. е. F x y z, ,( )  имеет не-

тривиальные (ненулевые) квадратичную Ψ x y z, ,( )  и линейную L x y z, ,( ) части.
Все вышерассмотренное позволяет сформулировать следующее.
Теорема. Существует содержащая точку r0 квадрика, имеющая с кривой g в точке r0 соприкосно-

вение порядка не ниже шестого.
Замечание. Описанная здесь квадрика достаточно вариативна. Уже для винтовой линии с k = ù = 1, 

осуществляя на компьютере различные наборы констант B, I, H, можно получить эллипсоид, эллип-
тический и  гиперболический параболоиды, однополостный и двуполостный гиперболоиды, а  также 
конус. Отметим также, что если попытаться повысить порядок соприкосновения, формируя систему, 
аналогичную (9), но состоящую уже из шести уравнений (полагая в  (4) m ≥ 7), то условие det M ≠ 0 
определит некоторую взаимосвязь между значениями кривизны k, кручения ϰ и их производных при 
s = 0 (т. е. k и ù перестанут быть независимыми). 
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СТАТИСТИЧЕСКАЯ  ПРОВЕРКА  ГИПОТЕЗ  О  ЗНАЧЕНИЯХ  ПАРАМЕТРОВ 
БИНОМИАЛЬНОЙ  УСЛОВНО  АВТОРЕГРЕССИОННОЙ  МОДЕЛИ  

ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННЫХ  ДАННЫХ

М. К. ЖУРАК 1), Ю. С. ХАРИН 1)

1)Учреждение БГУ «Научно-исследовательский институт прикладных  
проблем математики и информатики», пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Республика Беларусь

Построена новая, биномиальная условно авторегрессионная модель пространственно-временных данных, 
которая является многомерной неоднородной марковской цепью с конечным пространством состояний. Исполь-
зован метод максимального правдоподобия для статистического оценивания параметров модели. Доказано, что 
построенные оценки являются состоятельными и асимптотически нормально распределенными. Вычислена ин-
формационная матрица Фишера, которая имеет блочно-диагональный вид и является невырожденной. Результаты 
анализа асимптотических свойств оценок максимального правдоподобия использованы при построении статис
тики для статистической проверки гипотез о значениях параметров биномиальной условно авторегрессионной 
модели. Построено решающее правило для статистической проверки гипотез и получено асимптотическое вы-
ражение мощности теста для семейства контигуальных альтернатив. Проведены компьютерные эксперименты 
на модельных данных для анализа эффективности построенного решающего правила. Представлены графики 
зависимостей экспериментальных и теоретических оценок вероятности ошибки первого рода и мощности теста 
от длительности наблюдений, иллюстрирующие согласие теоретических и экспериментальных результатов.

Ключевые слова: пространственно-временные данные; векторная цепь Маркова; оценки максимального правдо
подобия; проверка гипотез.
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STATISTICAL  HYPOTHESES  TESTING  FOR  PARAMETERS  
OF  BINOMIAL  CONDITIONALLY  AUTOREGRESSIVE  MODEL  

OF  SPATIO-TEMPORAL  DATA 

M. K. ZHURAK  a, Y. S. KHARIN  a

aResearch Institute for Applied Problems of  Mathematics and Informatics, Belarusian State University,  
Nezavisimosti avenue, 4, 220030, Minsk, Republic of  Belarus

Corresponding author: kharin@bsu.by

This paper is devoted to new binomial conditional autoregressive model of spatio-temporal data. This model is multi-
dimensional non-homogeneous Markov chain with a finite state space. We use the maximum likelihood method for sta
tistical estimation of the model parameters. We show that these estimators are consistent and asymptotically normally 
distributed. Fisher information matrix is calculated; it takes block-diagonal form and is nonsingular. The results of the 
analysis of the asymptotic properties of the maximum likelihood estimators are used to construct a statistic for statistical 
testing of hypotheses about the values of the parameters of the binomial conditional autoregressive model. Decision rule 
for statistical hypotheses testing is built and an asymptotic expression of the power of the test is obtained for a family of 
contiguous alternatives. Experiments have been conducted on simulated data to evaluate performance of the constructed 
decision rule. Plots of experimental and theoretical estimates of the first type error probability and power of the test in 
dependence on the length of the observation period are presented, they illustrate adequacy of theoretical and experimental 
results.

Key words: spatio-temporal data; vector Markov chain; maximum likelihood estimator; statistical hypotheses testing.

Введение
Моделирование и анализ пространственно-временных данных являются актуальной теоретической 

и прикладной задачей [1– 6]. Байесовская пространственно-временная модель применялась для анализа 
случаев заболевания раком [1]. Байесовская пространственно-временная геостатическая модель [2] ис-
пользовалась для решения задач при большом объеме данных. В [3] решается задача предсказания ско-
рости ветра на основе пространственно-временных данных. Пуассоновская авторегрессионная модель, 
которая была применена для анализа финансовых данных фондовых операций, изучена в [4].

В [5] разработана биномиальная условно авторегрессионная модель пространственно-временных дан-
ных и предложен алгоритм вычисления оценок максимального правдоподобия (ОМП). Результаты тео-
ретического анализа свойств построенных ОМП представлены в  [6]. В настоящей статье развиваются 
исследования [5; 6] и решается задача статистической проверки гипотез о параметрах биномиальной ус-
ловно авторегрессионной модели на основе наблюдаемых пространственно-временных данных.

Биномиальная условно авторегрессионная модель 
Введем обозначения: Ω, , P( ) – основное вероятностное пространство; N – множество натуральных 

чисел; Z – множество целых чисел; R – множество действительных чисел; s S n∈ = …{ }1 2, , ,  – ин
дексная переменная, кодирующая пространственные координаты географических регионов (далее бу
дем называть их сайтами), на которые разбита изучаемая пространственная облаcть; n – число сайтов; 
t ∈ Z  –  дискретное время; x A Ns t, , , ,∈ = …{ }0 1  – дискретная случайная величина наблюдения в момент 
времени t в сайте s, принимающая значения из множества A; F x u S t Ft u< = ∈ ≤ −{ } ⊂s tt, : , 1  – s-ал

гебра, порожденная указанными в скобках случайными величинами; z j mj t, , , , ,∈ = …R1 1  – наблюдае
мый (известный) набор значений m внешних факторов в момент времени t; L x{ } – закон распределения 
вероятностей случайной величины x; E D cov⋅{ } ⋅{ } ⋅{ }, ,  – символы математического ожидания, диспер-
сии, ковариации случайных величин соответственно; Bi ⋅( ); ,N p  – биномиальный закон распределения 
вероятностей с параметрами N ∈ N, 0 ≤ p ≤ 1 для случайной величины x:

	 P x x={ } = ( ) = −( ) ∈ { } = ⋅( )−l l N p C p p l A L N pN
l l N lBi Bi; , :: , , ; , ,1 	 (1)

где C N N l lN
l = −( )( )! ! !/ .
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Определим биномиальную условно авторегрессионную модель пространственно-временных дан
ных, следуя  [5]. Предполагается, что при фиксированной предыстории F x s S tt s< = ∈ ≤ −{ }, : ,t t 1  
случайные величины x1, t , x2, t , …, xn, t  условно независимы и имеют биномиальный закон распределе
ния вероятностей (1):
	 L x F N ps t t s t, ,; , ,<{ } = ⋅( )Bi 	 (2)

причем параметр ps, t  удовлетворяет соотношению

	 ln , , ,,

,
, , , ,

p
p

a x b z s S ts t

s t
s i i t

i

n

j

m

s j j t1 1
1 1−

= + ∈ ∈−
= =
∑ ∑ Z 	 (3)

где a a as s s n
n= …( )′ ∈, ,, , ;1 R  b b bs s s m

m= …( )′ ∈, ,, , ;1 R  qs s s
n ma b= ′ ′( )′ ∈ +, ;R  s ∈ S; q q q= ′ … ′( )′ ∈ +( )

1, , n
n n mR 

q q q= ′ … ′( )′ ∈ +( )
1, , n

n n mR  – составной вектор-столбец параметров модели; штрих обозначает транспонирование. 
Справедливо следующее выражение для вычисления вероятности ps, t , вытекающее из (3):

	 p p X Z Y Y s S ts t s t t s t s t, , :: exp exp , , ,= ( ) = ′( ) + ′( )( ) ∈ ∈−
−

1
1

1q q Z 	 (4)

где Z z z z Rt t t m t
m= …( )′ ∈1 2, , ,, , ,  – вектор-столбец, задающий значения m внешних факторов в момент 

времени t; X x x At t n t
n= …( )′ ∈1, ,, ,  – вектор-столбец, задающий временной срез исследуемого явления 

по всем n сайтам в момент времени t ∈ Z; Y X Zt t t
n m= ′ ′( )′ ∈−

+
1, R  – составной вектор-столбец «предоп

ределенных» переменных в (4). Обозначим: L l l l A jj j n j
n n= = …( )′ ∈ = …








1 1 2, ,, , : , , , n  – лексикогра-

фически упорядоченное множество n = +( )N n1  всевозможных значений, которые принимает вектор 
X Lt : .= n

Теорема 1  [5]. Если имеет место модель  (2), (3), то наблюдаемый векторный временной ряд Xt 
является конечной неоднородной n-мерной векторной цепью Маркова с  конечным пространством 
состояний  L и  матрицей вероятностей одношаговых переходов Q Q t q tI J= ( ) = ( )( ) ∈[ ] ×q q n n, , ,, 0 1 ,  
I I J J Ls s= ( ) = ( ) ∈, :

	 q q t C a I b Z a I b ZI J I J N
J

s s t

J

s s t
s

s

, , , :: exp exp= ( ) = ′ +( )( ) + ′ + ′− −q 1 11 (( )( ) ∈
−

=
∏

N

s

n

t
1

, Z. 	 (5)

В условиях теоремы 1, если вектор внешних факторов не зависит от t, матрица вероятностей одно-
шаговых переходов (5) также не зависит от t и цепь Маркова является однородной.

Оценки максимального правдоподобия параметров модели  
и их асимптотические свойства

Примем обозначения: q q q= ′ … ′( )′ ∈ +( )
1, , n

n n mR  – составной вектор n n m+( ) параметров, подлежа-
щих оцениванию; Om

m∈ R  –  m-нулевой вектор-столбец.
В рамках модели (2), (3) логарифмическая функция правдоподобия для n × T пространственно-

временных наблюдений x s S t Ts t, : , , , , ,∈ = …{ }1 2  где T – длительность наблюдения, имеет аддитив-
ный по q1, …, qn вид [5]

l l l x Y N Y Cs s
s

n

s s s t s t s t N
xsq q q q q( ) = ( ) ( ) = ′ − + ′( )( ) +

=
∑
1

1, ln exp ln,
,, .t

t

T

( )
=
∑
1

ОМП ^q∈ +( )Rn n m  составного вектора параметров определяется как решение следующей экстремальной 
задачи [5]:
	 l q

q
( ) →max. 	 (6)
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Теорема 2 [6]. Если имеет место модель (2), (3), m = 1, внешний параметр z1t = z ≠ 0 не зависит 
от времени t и векторная цепь Маркова Xt ∈ L является стационарной, то при любых ограниченных 
значениях коэффициентов qs{ }  и ограниченном z ∈ R1 информационная матрица Фишера является 
невырожденной и имеет следующий блочно-диагональный вид:

	 G N Y Y p X z p X z Y X z it t i t i t t t= ′ ( ) − ( )( ){ }{ } = ′( )′ =− − −diag E 1 1 11, , , , , 11, , .… n 	 (7)

Теорема 3 [6]. Если m = 1, z1t = z ≠ 0 не зависит от t и цепь Маркова Xt ∈ L стационарна, то при 
любых ограниченных значениях коэффициентов qs{ }  и ограниченном z ∈ R1 построенные согласно (6) 
оценки максимального правдоподобия ^qs{ }^qs{ } при T → +∞  являются состоятельными и асимптотически 
нормально распределенными:

	 L T N Gn n
^q q−( ){ }  → ( )+( )

−0
1

10, ,L T N Gn n
^q q−( ){ }  → ( )+( )

−0
1

10, , 	 (8)

где информационная матрица Фишера G вычисляется по формуле (7).

Статистическая проверка гипотез
По наблюдаемым пространственно-временным данным x s S t Ts t, : , , , ,∈ = …{ }1 2  необходимо про-

верить простую гипотезу H0 : q
0 = q* о том, что вектор параметров q0 совпадает с наперед заданным 

вектором q* +( )∈ Rn n 1  против сложной альтернативы H H1 0
0= ≠ *: .q q  

Построим статистику
	 g g X X T GT T= …( ) = −( )′ −( ) ≥* *

1 0, , :: ,^ ^q q q qg g X X T GT T= …( ) = −( )′ −( ) ≥* *
1 0, , :: ,^ ^q q q qg g X X T GT T= …( ) = −( )′ −( ) ≥* *

1 0, , :: ,^ ^q q q q 	 (9)

где ^q  – оценка максимального правдоподобия параметров модели, определяемая (6), а матрица G най-
дена в теореме 2.

Теорема 4. Если верна гипотеза H0 , то при T → ∞  имеет место сходимость статистики gT по 
распределению вероятностей к центральному c2-распределению с  n n +( )1  степенью свободы

	 L gH T n n0 1
2{ } → +( )c .	 (10)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся асимптотическим свойством (8) из теоремы 3. Рассмотрим по-
следовательность случайных векторов

	 x x q qT Tk
n nTG R= ( ) = −( ) ∈* +( )1 2 1/ .^x x q qT Tk

n nTG R= ( ) = −( ) ∈* +( )1 2 1/ .^ 	 (11)

Если верна гипотеза H0 , то в силу (8), (11) имеем сходимость

L N IH T n n n n0 1 10x{ } → ( )+( ) +( ), ,
т. е.

	 x η η ηT
D

k
n n

n n n nR L N I → = ( ) ∈ { } = ( )+( )
+( ) +( )

1
1 10, , , 	 (12)

где Im – единичная m m×( ) -матрица. Согласно (9), (11) статистика gT представима в виде

g T GT T T= −( )′ −( ) = ′* *^ ^q q q q x x ,g T GT T T= −( )′ −( ) = ′* *^ ^q q q q x x ,g T GT T T= −( )′ −( ) = ′* *^ ^q q q q x x ,

откуда согласно (12) имеем при T → ∞

gT
D

k
k

n n

 → ′ =
=

+( )

∑η η η2
1

1

.

Поэтому в силу определения центрального c2-распределения получаем утверждение (10) теоремы. ■
Построим решающее правило для статистической проверки гипотез H0, H1:

	 d d X X
g
gT
T

T

= …( ) =
<
≥





1

0
1

, ,
, ,
, .

D
D

	 (13)
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Следствие. Если пороговое значение D в решающем правиле (13) имеет вид

D = −( )
+( )

−F
n nc a

1
2
1 1 ,

где F
n nc +( )

⋅( )
1

2  – функция распределения c2-распределения вероятностей с  n n +( )1  степенями свободы, 

то при T → ∞  асимптотический размер теста (13) равен заданному уровню значимости a ∈( )0 1, .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что при пороговом значении D = −( )

+( )

−F
n nc a

1
2
1 1  вероятность ошибки 

первого рода сходится к заданному уровню значимости a:

P H H P g F F FH T
n n n n n n

1 0
11 1 1 1

0 1
2

1
2

1
2{ } = − <{ } → − ( ) = −

+( ) +( ) +( )

−D Dc c c −−( )( ) =a a.■

Теорема 5. Если рассматривается семейство контигуальных простых альтернатив H
T
aT1

0 1: *q q= + ,

H
T
aT1

0 1: *q q= + ,  где a – некоторый ненулевой вектор из Rn n +( )1 , то при T → ∞  имеет место сходимость 

распределения вероятностей статистики gT к нецентральному c2-распределению с  n n +( )1  степеня-
ми свободы и параметром нецентральности D2 = ′a Ga

	 L gH T n nT1
2 1
2{ } → +( )cD , . 	 (14)

При этом справедливо следующее асимптотическое выражение мощности теста (13):

	 w P d w F FT H T
n n n n

= =( ) → = − −( )( )* −

+( ) +( )1 2 1
2

1
21 1 11

c c a
D ,

. 	 (15)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из (8), если верна гипотеза H1T , при T → ∞,

	 L T
T
a L T a N GH n nT1

1 01
1^ ^q q q q− −













= −( ) −{ } → ( )* *
+( )

−, .L T
T
a L T a N GH n nT1

1 01
1^ ^q q q q− −













= −( ) −{ } → ( )* *
+( )

−, .L T
T
a L T a N GH n nT1

1 01
1^ ^q q q q− −













= −( ) −{ } → ( )* *
+( )

−, . 	 (16)

Рассмотрим случайный вектор xT , определенный (11). В силу (16) имеем

L N G a IH T n n n nT1 1
1 2

1x{ } → ( )+( ) +( )
/ , ,

т. е.

	 x x η η ηT Tk
D

k
n n

n n n nR L N G a I= ( )  → = ( ) ∈ { } = ( )+( )
+( ) +( )

1
1

1 2
1, , ./ 	 (17)

Тогда статистика gT теста (13) представима в виде суммы квадратов:

	 g T GT T T k
k

n n

= −( )′ −( ) = ′ → ′ =* *

=

+( )

∑^ ^q q q q x x η η η2
1

1

,g T GT T T k
k

n n

= −( )′ −( ) = ′ → ′ =* *

=

+( )

∑^ ^q q q q x x η η η2
1

1

,g T GT T T k
k

n n

= −( )′ −( ) = ′ → ′ =* *

=

+( )

∑^ ^q q q q x x η η η2
1

1

, 	 (18)

причем ηTk{ }  асимптотически нормально распределены согласно  (17). В  силу определения нецент
рального c2-распределения (см., например, [7]) получаем первое утверждение теоремы (14). 

Вычислим теперь асимптотическую мощность теста, используя (18) и (14):

w P H H P g

P g F

T T T H T

H T

T

T
n n

:

,

= { } = ≥{ } =

= − <{ } → − ( ) =
+( )

1 1 1

1 2 1
21 1 1

D

D D
D

c −− −( )( )
+( ) +( )

−F F
n n n nc c a

D2 1
2

1
2
1 1

,

.■

Результаты компьютерного моделирования
Компьютерные эксперименты проводились на модельных данных. Рассматривалась модель (2), (3) 

при следующих числовых значениях параметров: m = 1, z = 2, N = 4, A = { }0 1 2 3 4, , , , , n = 3, 

S = { }1 2 3, , ,  q q q q0
1
0

2
0

3
0= ( ), , ,  q1

0 0 20 0 18 0 15 0 20= − −( )′, ; , ; , ; , ,  q2
0 0 18 0 24 0 05 0 10= − − −( )′, ; , ; , ; , ,  q3

0 0 13 0 13 0 29 0 30= − −( )′, ; , ; , ; , ,

q3
0 0 13 0 13 0 29 0 30= − −( )′, ; , ; , ; , ,  n = +( ) =N n1 125.  
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Проверим гипотезу о равенстве вектора параметров нулевому вектору ( ):*q = = ∈0 012
12R

H

H H
0

0

1 0
0

: ,

: .

q

q

=

= ≠

0

0

Согласно (3) в этом случае гипотеза H0 означает, что xs t,{ } – «чисто случайная» последовательность, т. е. 
последовательность независимых, одинаково распределенных случайных величин с законом распределе-

ния вероятностей Bi ⋅





; , ,N 1
2

 не зависящим ни от прошлого состояния, ни от внешних факторов.

Зададим уровень значимости a = 0,05 и найдем пороговое значение в (13) D = −( ) =−Fc12
2
1 1 0 05 21 03, , .  

Тогда в силу (15)
w FT → − ( )

D

1 21 03
2 12
2c
,

, ,

где параметр нецентральности D = ′2 0 0T Gq q .  Тогда решающее правило (13) примет вид

d d X X
T G
T GT= …( ) =

′ <

′ ≥






1

0 21 03
1 21 03

, ,
, , ,
, , .

^ ^

^ ^

q q

q q

На рис.  1 и  2 представлены графики зависимостей экспериментальных и  теоретических оценок 
вероятности ошибки первого рода и мощности теста в  зависимости от длительности наблюдений T 
( , ).T ∈[ ]20 300  Экспериментальные (выборочные) оценки вероятности ошибки первого рода и мощ-
ности теста вычислялись по методу Монте-Карло по M реализациям:

^ ^ ^a q q q= ′ ≥ ={ }( ) ( )

=
∑1 21 03
1M
I T Gk k

k

M

, ,0^ ^ ^a q q q= ′ ≥ ={ }( ) ( )

=
∑1 21 03
1M
I T Gk k

k

M

, ,0

^ ^ ^w
M

I T GT
k k

k

M

= ′ ≥ ={ }( ) ( )

=
∑1 21 03 0

1

q q q q, ,^ ^ ^w
M

I T GT
k k

k

M

= ′ ≥ ={ }( ) ( )

=
∑1 21 03 0

1

q q q q, ,

где I ⋅{ }  – индикаторная функция; ^q k( )  – оценка максимального правдоподобия вектора 12 параметров 
по k-й реализации пространственно-временных данных; q – истинное значение вектора параметров; 
M = 1000 – количество реализаций Монте-Карло.

Рис. 1. Зависимость вероятности ошибки первого рода от длительности наблюдений:  
  заданный уровень значимости;    экспериментальная вероятность ошибки первого рода 
Fig. 1. Dependence of the first type error probability on the length of the observation period: 

  defined significance level;    experimental first type error probability



22

Журнал Белорусского государственного университета. Математика. Информатика
Journal of the Belarusian State University. Mathematics and Informatics

Из рис. 1 и 2 видно согласие теоретических и экспериментальных результатов.

Заключение
Таким образом, в работе построен статистический тест для проверки гипотез о значениях параме-

тров биномиальной условно авторегрессионной модели пространственно-временных данных. Найдено 
асимптотическое выражение мощности построенного теста. Проведены компьютерные эксперименты 
на модельных данных, показавшие согласие теоретических и экспериментальных результатов.
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Рис. 2. Зависимость мощности теста от длительности наблюдений: 
  теоретическая мощность;    экспериментальная мощность 

Fig. 2. Dependence of the power of the test on the length of the observation period: 
  theoretical power of the test;    experimental power of the test
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УДК 517.2

НЕКОТОРЫЕ  СВОЙСТВА  
ФРАКТАЛЬНОГО  БРОУНОВСКОГО  ДВИЖЕНИЯ

Е. А. ГАЙТЮКЕВИЧ 1), Н. Н. ТРУШ 1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Республика Беларусь

Изучены характеристики случайных процессов, обладающих свойствами фрактальности и самоподобия. В ос
нове исследования лежит рассмотрение численных характеристик процессов, таких как математическое ожидание, 
дисперсия, ковариация, асимметрия и эксцесс, а также моментов и семиинвариантов высших порядков, которые 
в дальнейшем могут быть использованы при оценке качества, выборе наилучшего алгоритма моделирования и изу
чении реальных данных. Исследование проведено для широко используемого на практике случайного процесса 
фрактального броуновского движения. Отмечено, что данный процесс обладает свойством стационарности при-
ращений, однако в общем случае его приращения зависимы, что значительным образом усложняет алгоритмы, ис-
пользуемые при моделировании процесса.

Ключевые слова: фрактальное броуновское движение; характеристики случайных процессов; зависимость и не
зависимость приращений процессов.

SOME  PROPERTIES  
OF  FRACTIONAL  BROWNIAN  MOTION
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aBelarusian State University, Nezavisimosti avenue, 4, 220030, Minsk, Republic of Belarus
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This article is dedicated to the study of the characteristics of random processes, with properties of self-similarity 
and fractality. The study is based on the consideration of numerical characteristics of processes such as mean, variance, 
covariance, skewness and kurtosis, and the moments and cumulants of higher order, which can then be used to assess 
the quality and selection of the best simulation algorithm and reseach real-world data. The study was conducted for the 
random process of fractional Brownian motion, which is widely used. The article also noted that this process has the 
property of stationary increments, but in general, it increments dependent, which significantly complicates the algorithms 
used in the modeling process of fractional Brownian motion.

Key words: fractional Brownian motion; characteristics of random processes; dependence and independence of pro
cess increments.
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В последнее время исследование фрактальных случайных процессов становится все более актуаль-
ным. Это связано с тем, что они находят широкое применение на практике. Так, например, в работе [1] 
большое внимание уделяется случайным процессам фрактальности и самоподобия, сформулированы 
основные теоретические результаты. В свою очередь, случайные процессы, обладающие этими свойст
вами, положены в основу многих практических моделей, среди которых выделяют фрактальное броу-
новское движение и фрактальный гауссовский шум. Изучение фрактальных процессов тесно связано 
со стохастическим исчислением [2]. В [3] содержатся как теоретические основы, так и практические 
результаты для свойств фрактальности на примере фрактального броуновского движения, с помощью 
которого осуществляются оценка и прогнозирование уровня воды в реках. В настоящее время этот про-
цесс используют для оценки динамики некоторых финансовых индексов, а также качества передачи 
и возможных потерь для сетевого трафика [4].

Введем определение процесса фрактального броуновского движения (ФБД) [5]. 
Определение. Фрактальным броуновским движением B B t tH H= ( ) ≥{ }: 0  c  параметром Харста 

0 < H < 1 называют случайный процесс, обладающий следующими свойствами: 
1) BH 0( )  =п. н. 0 и  B t s B sH H+( ) − ( ){ } = 0  для t, s ≥ 0;

2) B tH ( ) имеет стационарные приращения;

3) B t s B s B B Bt t tH H H H H
H+( ) − ( ) = ( ) − ( ) = ( ) ( )0 0 2 2∼ � , s  имеет гауссовское распределение для 

t, s ≥ 0, s 2 – положительная константа, называемая коэффициентом диффузии.
Обозначим + = ∞[ )0, .
Теорема 1. Для процесса фрактального броуновского движения ковариация имеет следующий вид:

	 R t t t t tt t tH H H
1 2

2
2
2

1
2

2 1
2

1 2
1
2

, ,( ) = + − ∈−( ) +s ,   и 0 < H < 1.	 (1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть t1 < t2  и  t t1 2, .∈ +  По определению ковариации и процесса фракталь
ного броуновского движения

R t t B t B t B t B t B t B tH H H H H H1 2 1 2 1 2 1 2,( ) = ( ) ( ){ } − ( ){ } ( ){ } = ( ) ⋅ ( )   {{ } =

= ( ) ( ) ( ) − ( )( )







+ − ( ) = + 1
2

1
22 2

2
1
2

1
2 2

2
2B t B t B t B t tH H H H
Hs tt t tH H

1
2

2 1
2− ( )( )− .

Если t1 > t2, то, проводя аналогичные рассуждения, получим

R t t t tt tH H H
1 2

2
2
2

1
2

2 1
21

2
, .( ) = + − ( )( )−s

Объединяя результаты, имеем требуемое.
Следствие 1. Коэффициент корреляции процесса фрактального броуновского движения имеет вид

	 r t t t t t tt t t tH H H H
1 2 1 2 1

2
2
2

2 1
2

1 2
1
2

, ,( ) ⋅ + − ∈= ( ) −( )−
+,   и  0 < H < 1.	 (2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя определение коэффициента корреляции и равенство (1), имеем (2).
Теорема 2. Приращения случайного процесса фрактального броуновского движения с параметром 

Харста H, где 0 < H < 1, являются зависимыми, за исключением случая H = 1
2
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть t1 < t2 < t3 и  t tt1 2 3, , .∈ +  Будем использовать метод от противного. 
Применяя определение ковариации и ФБД, получим

cov ,B t B t B t B t B t B t B t BH H H H H H H H3 2 2 1 3 2 2( ) − ( ) ( ) − ( )( ) = ( ) − ( ) ( ) −( ) tt

B t B t B t B t B t B tH H H H H H

1

3 2 2 1 3 1

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) =

= ( ) + ( ) − (   )) − ( )( ) ( ) B t B tH H2 2 .

Учитывая (1), имеем
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cov ,B t B t B t B t

t t t t

H H H H

H H H

3 2 2 1

2
3
2 2

3 2
2

2
1
2

( ) − ( ) ( ) − ( )( ) =

+ − ( ) += −s tt t t t t t t

t

t t

t

H H H H H H H
2 1 2 1 3 1 1 2
2 2 2 2 2

3
2 2

2
3

2

1
2

+ − ( ) − − + ( ) −( ) =

=

− −

−s 11 2 1
2

3 2
2 2( ) − ( ) − ( )( )− −H H Ht tt t .

Отсюда нетрудно видеть, что рассматриваемая ковариация равна нулю только для случая H = 1
2
,  т. е. 

приращения будут независимыми, в то время как для остальных H приращения зависимы. Теорема до-
казана.

Теорема 3. Для процесса фрактального броуновского движения имеют место нижеперечисленные 
характеристики:

1) начальные и центральные моменты n-го порядка, n = 1, 2, …, совпадают и имеют вид

m t B t B t B t
nn H H

n

H
n

n( ) = ( ) − ( ) ( )





= ( )( )



 =

−( )  
0

1
,

!!s tt nH,




 если n четно;

2) семиинварианты n-го порядка, n = 1, 2, …, выражаются следующим равенством:

c t
t

n

H

( ) =




s2 2

0
,

,
если n = 2,

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку BH 0( )   =п. н. 0 и n нечетно, то

 B t
t

x x
t

dxH
n

H
n

H( )( )



 = − 













 =

−∞

+∞

∫
1

2
1
2

0
2

πs s
exp

в силу нечетности подынтегральной функции.
Для четных n, применив метод математической индукции, можно показать, что 

 B t
t

x x
t

dxH
n

H
n

H( )( )



 = − 















+∞

∫
2 1

22

2

0πs s
exp .

При замене переменной интегрирования s x
tH

=
2πs

 правая часть последнего равенства будет равна

2
2

2
2

0

1 2

0

πs

π

πs

π

t
s s

t
s sds d

H n

n
H n

n( ) ( ) ( ) ( )− = −( )
+∞

−
+∞

∫ ∫exp exp .

Интегрируя по частям, получаем

 B t n B t nt tH
n H

H
n n nH( )( )



 = −( )( ) ( )( )



 = −( )−

1 12 2
2 2

s s!! ,

что и требовалось доказать.
Характеристическая функция B tH ( )  имеет вид

j
s

B t

t x

H

H

x e( )
−( ) =
1
2

2 2 2

.

А это означает, что семиинварианты выражаются равенствами:

c t
x

x
t

n

n
B t
n

x

H
H( ) =

∂ ( )
∂

=




( )

=

lnj s

0

2 2

0
,

,
если n = 2,

если n нечетно,

для остальных n.

для остальных n.
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Следствие 2. Асимметрия для процесса ФБД 

skew B tH ( )  = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Исходя из теоремы 3, можем записать

skew B t
B t

B t
H

H

H

( )
( )( )





( )( )



( )

  = =




3

2
3
2

0.

Следствие 3. Эксцесс для процесса ФБД 

kur B tH ( )  = 0.
Д о к а з а т е л ь с т в о.

kur B t
B t

B t

t

t
H

H

H

H

H
( )

( )( )





( )( )



( )

  = − =




4

2

4

2

4

2 2
3 3!!s

s(( )
− =2 3 0.

Фрактальное броуновское движение является частным случаем фрактального движения Леви. Дан-
ные процессы используются для моделирования сетевого трафика. В [6] модель, построенная с исполь-
зованием в качестве шума фрактального броуновского движения, имеет вид 

^A t mt amB tH( ) = + ( ),
где m > 0, a > 0 – константы; B tH ( )  – процесс фрактального броуновского движения; ^A t t( ) ∈ ∞( ), , ,0  – 
непрерывный интегральный процесс поступления трафика в сети.

Однако в приведенной выше модели процесс ФБД может быть заменен фрактальным процессом 
Леви, тогда полученная модель будет обладать большей гибкостью, в частности когда интенсивность 
трафика или скорость его передачи имеют большие разбросы. Тем не менее стоит отметить, что ус-
ложнение модели приводит к  снижению производительности и  является более трудозатратным для 
практического применения. 

При прогнозировании доходности фондового рынка также может применяться фрактальное броу-
новское движение, которое является обобщением броуновского движения и используется для построе-
ния моделей флуктуационных процессов. Поскольку фрактальное броуновское движение обладает тем 
свойством, что его приращения скоррелированны, то модели, построенные на его основании, могут 
учитывать ситуации, когда серии событий влияют на итоговый результат, что невозможно при модели-
ровании с помощью броуновского движения, которое является марковским процессом. Однако при ука-
занном подходе появляются арбитражные возможности, но условия, приводящие к арбитражу, носят 
теоретический характер и не могут быть достигнуты на практике, как показано в работе [7]. Поэтому 
в настоящее время многие биржевые индексы можно оценивать при помощи данного процесса [8].
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УДК 519.2

СВОЙСТВА  ВНУТРЕННЕ  СТАЦИОНАРНЫХ  
СЛУЧАЙНЫХ  ПРОЦЕССОВ

Т. В. ЦЕХОВАЯ 1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Республика Беларусь

Исследованы внутренне стационарные случайные процессы с непрерывным временем. Изучена их связь со ста-
ционарными в широком смысле процессами и процессами со стационарными в широком смысле приращениями. 
Рассмотрены свойства семивариограмм стационарных случайных процессов. Найдены необходимые и достаточные 
условия непрерывности, дифференцируемости и интегрируемости в  среднем квадратическом смысле внутренне 
стационарных случайных процессов в терминах их семивариограмм. При этом показано, что производная в среднем 
квадратическом смысле внутренне стационарного случайного процесса с конечным моментом второго порядка яв-
ляется стационарным в широком смысле случайным процессом.

Ключевые слова: случайный процесс; внутренняя стационарность; вариограмма; стохастический анализ.

PROPERTIES  OF  THE  INTRINSICALLY  
STATIONARY  STOCHASTIC  PROCESSES

T. V. TSEKHAVAYAa

aBelarusian State University, Nezavisimosti avenue, 4, 220030, Minsk, Republic of Belarus

Intrinsically stationary random processes with continuous time are investigated. Their connections with second-order 
stationary processes and processes with the second-order stationary increments are studied. The properties of semivariogram 
of the stationary random processes are investigated. Necessary and sufficient conditions for continuity, differentiability and 
integrability in the mean square sense of the intrinsically stationary stochastic processes in terms of their semivariogram 
are found. It is shown that the derivative in the mean square sense of the intrinsically stationary random process, for which 
the second-order moment is exists, is a second-order stationary random process. 

Key words: stochastic process; intrinsic stationarity; variogram; stochastic analysis.

Для современной теории случайных процессов характерно, что ее модели, методы и  результаты 
представляют не только самостоятельный математический интерес, но и находят многочисленные при-
ложения. При этом, как правило, особое внимание уделяется стационарным случайным процессам 
и случайным процессам со стационарными приращениями.

Определения стационарного в  узком смысле случайного процесса, случайного процесса со ста
ционарными в узком смысле приращениями можно найти, например, в работах [1–3]. Отметим, что 
условие стационарности в узком смысле является очень строгим, поэтому на практике используются 
более мягкие условия иных типов стационарности: стационарности в широком смысле, внутренней 
стационарности. 
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Цель настоящей статьи – исследование связи внутренне стационарных случайных процессов со ста-
ционарными в широком смысле случайными процессами и процессами со стационарными в широком 
смысле приращениями, а  также определение необходимых и  достаточных условий непрерывности, 
дифференцируемости и интегрируемости в среднем квадратическом внутренне стационарных случай-
ных процессов.

Некоторые виды стационарности  
случайных процессов и связь между ними

Рассмотрим действительный случайный процесс Y t( ),  t ∈ = −∞ +∞( ) , .
Определение 1 [1; 4]. Случайный процесс Y t( ),  t ∈,  с математическим ожиданием m t E Y t( ) = ( ){ },  

ковариационной функцией 

R t s Y t Y s E Y t m t Y s m s, cov ,( ) = ( ) ( ){ } = ( ) − ( )( ) ( ) − ( )( ){ }
называется стационарным в широком смысле, если момент второго порядка E Y t2( ){ } < ∞  при любом 
t ∈  и выполняются следующие условия: 

m t m R t s R t s t s( ) = = ( ) = −( ) ∈const, , , , .

Определение 2 [4]. Вариограммой случайного процесса Y t( ),  t ∈,  называется функция вида

	 2g t s D Y t Y s, ,( ) = ( ) − ( ){ } 	 (1)

где t s, ;∈  D – символ дисперсии. Функция g t s,( )  называется семивариограммой. 
Основоположником вариограммного анализа временных рядов является Ж. Матерон (G. Mathe

ron) [5]. Однако функцию вида (1) можно найти в научной литературе более раннего периода [2; 6].
Из определения вариограммы случайного процесса Y t( )  нетрудно заметить, что 

	
g g

g

t s t t

t s D t R t s D s

, , , ,

, , ,

( ) ≥ ( ) =

( ) = ( ) − ( ) + ( )
0 0

2 2
	

(2)

где R t s,( )  – ковариационная функция; D t( )  – дисперсия случайного процесса Y t( ),  t s, .∈
Нередко на практике оказывается, что процесс не обладает конечной дисперсией, но конечную дис-

персию имеют его приращения. В таких ситуациях часто делается предположение о внутренней ста-
ционарности исследуемого процесса и применяются методы вариограммного анализа, что позволяет 
существенно расширить круг решаемых проблем.

Определение 3 [4]. Случайный процесс Y t( ),  t ∈,  называется внутренне стационарным, если 

	 E Y t Y s( ) − ( ){ } = 0, 	 (3)

	 D Y t Y s t s( ) − ( ){ } = −( )2g , 	 (4)

где функция 2g t( )  – вариограмма случайного процесса Y t( ),  t s, .∈
Если случайный процесс является стационарным в широком смысле, то он будет и внутренне ста

ционарным. Из (4) легко получить, что ковариационная функция R t( )  и семивариограмма g t( )  стацио
нарного в широком смысле случайного процесса Y t( )  связаны соотношением

g t R R t t( ) = ( ) − ( ) ∈0 , .
Внутренне стационарный случайный процесс не является стационарным в широком смысле, по-

скольку для него могут не существовать моменты второго порядка. Однако внутренне стационарный 
случайный процесс Y t( ),  t ∈,  для которого имеет место условие

E Y t2( ){ } = < +∞const  при всех t ∈,

является также и стационарным в широком смысле. 
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Для действительного гауссовского случайного процесса стационарность в узком смысле, стацио-
нарность в широком смысле и внутренняя стационарность эквивалентны, так как гауссовские распре-
деления однозначно определяются своими первыми и вторыми моментами.

Определение 4 [4; 5]. Действительная функция g t s t s, , , ,( ) ∈  называется условно отрицательно 
определенной, если для любого n  ≥ 1, произвольных моментов времени t tn1, ,… ∈ и любого ненулевого 

действительного вектора z zn1, ,…( )  такого, что zi
i

n

=
=
∑ 0
1

,  справедливо неравенство z z t ti j i j
i j

n

g , .
,

( ) ≤
=

∑
1

0

Теорема 1. Пусть имеются произвольная действительная функция m t m( ) =  и симметричная услов-
но отрицательно определенная действительная функция g t s,( ), где t s, .∈  Тогда найдутся вероят
ностное пространство Ω, , P( )  и заданный на нем действительный гауссовский случайный процесс 

Y t( ),  t ∈,  такие, что E Y t m( ){ } =  и D Y t Y s t s( ) − ( ){ } = ( )2g ,  при всех t s, .∈
Д о к а з а т е л ь с т в о. Используем свойства семивариограммы внутренне стационарного случайного 

процесса [7] и рассуждаем аналогично [1, с. 52].
Следствие. Класс симметричных условно отрицательно определенных действительных функций 

совпадает с классом семивариограмм действительных гауссовских случайных процессов.
Определение 5 [2; 3]. Непрерывный в среднем квадратическом случайный процесс Y t( ),  t ∈,  на-

зывается процессом со стационарными в широком смысле приращениями, если функции

	 E Y t h Y t ch+( ) − ( ){ } = , 	 (5)

	 cov , , , ,Y t h Y t Y t s h Y t s K s h h+( ) − ( ) + +( ) − +( ){ } = ( )1 2 1 2 	 (6)

где c = const, определены при любых t, h, s, h1, h2 ∈  и не зависят от t.
Теорема 2. Непрерывный в среднем квадратическом внутренне стационарный случайный процесс 

Y t( ),  t ∈,  является процессом со стационарными в широком смысле приращениями. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Проверим выполнение условий (5), (6) определения процесса со стационар-

ными в широком смысле приращениями. Равенство (5) получается очевидным образом из (3) при c = 0. 
Используя представление ковариации приращений внутренне стационарного случайного процесса 

Y t( )  [8] и свойства семивариограммы g t( ),  запишем равенство

cov ,Y t h Y t Y t s h Y t s s h s h s s+( ) − ( ) + +( ) − +( ){ } = +( ) + −( ) − ( ) −1 2 2 1g g g g ++ −( )h h2 1 .

Отсюда видно, что правая часть последнего равенства существует и не зависит от t. Теорема доказана.
Теорема 3. Непрерывный в среднем квадратическом случайный процесс Y t( ),  t ∈,  с постоянным 

математическим ожиданием и стационарными в широком смысле приращениями является внутренне 
стационарным. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Учитывая, что Y t( )  – случайный процесс с постоянным математическим ожи-
данием, имеем (3).

Далее, покажем, что дисперсия приращений Y t h Y t+( ) − ( ), t h, ,∈  процесса Y t( ) является функ-
цией от одной переменной  h. Выражение для дисперсии приращений нетрудно получить из равен-
ства (6), если положить s = 0, h1 = h2 = h. Тогда

cov , , , ,Y t h Y t Y t h Y t D Y t h Y t K h h+( ) − ( ) +( ) − ( ){ } = +( ) − ( ){ } = ( )0

что и требовалось доказать.

Элементы стохастического анализа
Рассмотрим действительный внутренне стационарный случайный процесс Y t( ),  t ∈,  с конечным 

моментом второго порядка и семивариограммой g t( ),  t ∈.
Из (3) вытекает, что E Y t( ){ } = < ∞const .  Поэтому в дальнейшем будем считать, что m t E Y t( ) = ( ){ } = 0,

m t E Y t( ) = ( ){ } = 0, t ∈. В противном случае можно рассмотреть процесс Y t m t( ) − ( ).
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Теорема 4. Внутренне стационарный случайный процесс Y t( ),  t ∈,  непрерывен в среднем квадра-
тическом на   тогда и только тогда, когда его семивариограмма g t( ),  t ∈,  удовлетворяет условию

	 lim .
t

t
→

( ) =
0

0g 	 (7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Пусть случайный процесс Y t( )  непрерывен в среднем квад
ратическом на . Тогда из определения непрерывности в среднем квадратическом в произвольной точке 
s ∈, учитывая представление (4) вариограммы действительного внутренне стационарного случайного 
процесса, запишем

lim lim ,
t t
E Y s t Y s t

→ →
+( ) − ( )( ){ } = ( ) =

0

2

0
2 0g

откуда вытекает (7).
Достаточность. Пусть семивариограмма g t( )  действительного внутренне стационарного случай-

ного процесса Y t( )  удовлетворяет условию (7). C учетом (4) получим

lim lim , lim ,
t t t

t D Y s t Y s E Y s t Y s
→ → →

( ) = +( ) − ( ){ } = +( ) − ( )( )
0 0 0

0 5 0 5g
22

0{ } = .

В силу определения непрерывности в среднем квадратическом заключаем, что случайный процесс 
Y t( ) непрерывен в среднем квадратическом в точке s ∈.  Следовательно, это утверждение справед
ливо и для любой точки множества .  Теорема доказана.

Теорема 5. Для того чтобы внутренне стационарный случайный процесс Y t( ),  t ∈,  был диффе-
ренцируем в среднем квадратическом на  , необходимо и достаточно, чтобы его семивариограмма 
g t( ),  t ∈,  удовлетворяла условию 
	 ′′( ) < +∞g 0 , 	 (8)
где ′′( )g 0  – вторая производная семивариограммы в точке t = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Пусть внутренне стационарный случайный процесс Y t( )  
с конечным моментом второго порядка является дифференцируемым в среднем квадратическом на .  
Тогда из критерия дифференцируемости в среднем квадратическом и [9, с. 493, следствие 1] заключаем, 
что ковариационная функция R t s,( )  процесса Y t( ) имеет конечную производную второго порядка 
∂ ( )

∂ ∂

2R t s
t s
,

 в точках t = s. Таким образом, учитывая соотношение (2), запишем

2 2g t s R t t R t s R s s, , , , ,( ) = ( ) − ( ) + ( )

	
∂ ( )

∂ ∂
= −

∂ ( )
∂ ∂

2 2g t s
t s

R t s
t s

, ,
, 	 (9)

т. е. функция  − ( )g t s,  также имеет конечную производную второго порядка в точках t = s.
Далее, в силу определения семивариограммы внутренне стационарного случайного процесса получаем 

	 −
∂ ( )

∂ ∂
=

∂ −( )
∂ ∂

= ′′( ) < +∞
= =

2 2

0
g g

g
t s
t s

t s
t s

t s t s

,
, 	 (10)

что и требовалось показать.
Достаточность. Пусть семивариограмма действительного внутренне стационарного случайного 

процесса Y t( ) с конечным моментом второго порядка удовлетворяет условию (8). Принимая во внима-
ние (9), (10) и (2), имеем

∂ ( )
∂ ∂

= ′′( ) < +∞ ∈
=

2

0
R t s
t s

t s
t s

,
, , .g 
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Это и есть достаточное условие дифференцируемости в среднем квадратическом случайного процесса 
Y t( )  на множестве   [1; 9; 10]. Теорема доказана.

Теорема 6. Пусть Y t( ),  t ∈,  – дифференцируемый в среднем квадратическом внутренне стацио-
нарный случайный процесс с конечным вторым моментом. Тогда его производная в среднем квадрати-
ческом смысле ′ ( )Y t , t ∈,  является стационарным в широком смысле случайным процессом.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Проверим условия определения 1. Из [10] и определения внутренне стацио-
нарного случайного процесса запишем

E Y t E Y t′( ){ } = ( ){ }( )′ = 0.

Вычислим ковариационную функцию процесса ′( )Y t .  Для этого воспользуемся [10], равенством (2) 
и определением внутренне стационарного случайного процесса. Тогда

R t s
R t s
t s

t s
t s

t s
t s

R t sY Y′ ′( ) =
∂ ( )

∂ ∂
= −

∂ ( )
∂ ∂

=
∂ −( )

∂ ∂
= −( ),

, ,
.

2 2 2g g

Очевидно, что момент второго порядка процесса ′( )Y t  конечен, т. е.

D Y t R t tY′( ){ } = ( ) = ′′( ) < +∞′ , .g 0

Таким образом, все условия определения стационарного в широком смысле случайного процесса 
выполнены. Теорема доказана.

Перейдем к интегрированию в среднем квадратическом смысле внутренне стационарных случай-
ных процессов с конечным моментом второго порядка.

Теорема 7. Интеграл в среднем квадратическом I Y t dt
a

b

= ( )∫  существует тогда и только тогда, 
когда 

b a D t dt b a t t dt
a

b b a

−( ) ( ) − − −( ) ( ) < ∞∫ ∫
−

2
0

g ,

где −∞ ≤ < ≤ ∞a b ;  D t( )  – дисперсия; g t( )  – семивариограмма внутренне стационарного случайного 
процесса Y t( ),  t ∈.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из  [1] следует, что существование интеграла Римана R t s dtds
a

b

a

b

,( )∫∫  является 

необходимым и  достаточным условием существования интеграла в  среднем квадратическом смысле 

I Y t dt
a

b

= ( )∫ .  Из соотношения (2), определения семивариограммы внутренне стационарного процесса (4) 

запишем 

R t s dtds D t dtds D s dtds t s d
a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

, ,( ) = ( ) + ( ) − ( )∫ ∫∫∫ ∫∫
1
2

1
2

g ttds

b a D t dt t s dtds

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

∫∫

∫ ∫∫

=

= −( ) ( ) − −( )g .

Во втором интеграле сделаем замену переменных интегрирования: t = t, t – s = u. Тогда, учитывая 
свойства семивариограммы [7], имеем

R t s dtds b a D t dt u du dt u
a

b

a

b

a

b

b a a

u b

,( ) = −( ) ( ) − ( ) − ( )∫∫ ∫ ∫ ∫
− −( )

+

g g
0

ddu dt

b a D t dt b a u u du b

b a

u a

b

a

b

b a

b a

0

−

+

− −( )

−

∫ ∫

∫ ∫

=

= −( ) ( ) − − −( ) ( ) = −g aa D t dt b a u u du
a

b b a

( ) ( ) − − −( ) ( )∫ ∫
−

2
0

g ,

что и требовалось доказать.
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Исследование непрерывности, дифференцируемости и интегрируемости случайных процессов в сред-
нем квадратическом смысле сводится, как правило, к изучению соответствующих свойств их математи-
ческих ожиданий и  ковариационных функций. В  настоящей статье сформулированы критерии непре-
рывности, дифференцируемости и интегрируемости в среднем квадратическом внутренне стационарного 
случайного процесса в  терминах его семивариограммы. Полученные результаты будут использованы 
в дальнейшем для поиска спектральных представлений внутренне стационарных случайных процессов 
и их семивариограмм.
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УДК 519.8

К  НАХОЖДЕНИЮ  РАДИУСА  УСТОЙЧИВОСТИ  
МИНИМАЛЬНОГО  ОСТОВНОГО  ДЕРЕВА

Е. Д. ЖИВИЦА1), К. Г. КУЗЬМИН  1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Республика Беларусь

Рассмотрена задача о нахождении минимального остовного дерева при условии, что вес ребер подвержен не-
зависимым изменениям. Изучена одна из количественных характеристик устойчивости оптимальных решений 
этой задачи, известная как радиус устойчивости и определяемая как предельный уровень изменений веса ребер, 
при котором выбранное наперед оптимальное решение все еще сохраняет свою оптимальность. Выведена точная 
формула радиуса устойчивости минимального остовного дерева, позволяющая вычислять этот радиус за время, 
близкое к линейному относительно числа ребер графа. Этот результат значительно улучшает формулу радиуса 
устойчивости оптимального решения линейной комбинаторной задачи в общей постановке, поскольку последняя 
формула требует полного перебора по множеству допустимых решений, мощность которого может расти экспо-
ненциально.

Ключевые слова: задача о минимальном остовном дереве; второй оптимальный остов; анализ чувствитель-
ности решений; радиус устойчивости.
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ON  CALCULATION  OF  THE  STABILITY  RADIUS  
FOR  A  MINIMUM  SPANNING  TREE

Ya. D. ZHYVITSAa, K. G. KUZMIN  a

aBelarusian State University, Nezavisimosti avenue, 4, 220030, Minsk, Republic of Belarus
Corresponding author: j.zhivitsa@gmail.com

We consider a minimum spanning tree problem in the situation where weights of edges are exposed to independent 
perturbations. We study a quantitative characteristic of stability for a given optimal solutions of the problem. The cha
racteristic is called the stability radius and defined as the limit level of edges weights perturbations which preserve op
timality of a particular solution. We present an exact formula for the stability radius that allows calculating the radius in 
time which is extremely close to linear with respect to number of graph edges. This improves upon a well-known formula 
of an optimal solution for a linear combinatorial problem which requires complete enumeration of feasible solutions set 
whose cardinality may grow exponentially.

Key words: minimum spanning tree problem; second-best spanning tree; sensitivity analysis of  solutions; stability radius.

Рассмотрим хорошо известную задачу нахождения минимального остовного дерева в неориентиро-
ванном связном взвешенном графе G G V E= ( ),  с множеством вершин V и множеством ребер E. Пусть 
V n=  и  E m= , причем m ≥ n. Множество всевозможных остовов графа G обозначим через T, а сами 
остовы – t. Таким образом, каждый остов t ∈ T представляет собой подмножество множества E, состоя
щее из n – 1 ребер.

Будем полагать, что все ребра e ∈ E пронумерованы и каждому ребру с номером  i приписан вес 
a a ei i= ( ) ∈R.  Тем самым образуется весовой вектор a a a am

m= …( ) ∈1 2, , , ,R  и каждый остов t ∈ T 
получает вес

f t a ai
e ti

, .( ) =
∈

∑
Множество остовов с минимальным весом будем называть множеством оптимальных решений и обо-
значать Opt a( ),  а саму задачу – Z a( ).

Исследуем количественную меру устойчивости оптимальных решений t Opt a∈ ( )  к возмущениям 
вектора  a, которые традиционно  [1–5] моделируются прибавлением к  нему возмущающего вектора 

′ ∈a mR .  В качестве количественной характеристики устойчивости оптимального решения t Opt a∈ ( )  
выберем радиус его устойчивости (в чебышевской метрике), определяемый [2–5] по формуле

r t a,( ) =




sup ,
,

X
0

если X ≠ ∅,

где 
X Ω= > :∀ ′∈ ( ) ∈ + ′( )( ){ },e e0 a t Opt a a

Ω e e( ) = ′ ∈ : ′ <{ }∞a amR ,

′ =∞ =
a a

i

m

imax .
1

Известно [2; 3], что радиус устойчивости может быть найден по формуле 

	 r t a
f t a f t a

t tt T t
, min

, ,
,

,
\

( ) =
′( ) − ( )

′( )′∈ { } D
	 (1)

где D t t, ′( )   – число ребер в  симметрической разности остовов  t и  ′t , иными словами, D t t t t t t, .′( ) = ∪ ′ − ∩ ′

D t t t t t t, .′( ) = ∪ ′ − ∩ ′

если X = ∅,
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Эта формула имеет существенный недостаток: она требует полного перебора по всему множеству 
решений, что фактически делает ее неприменимой на практике. Докажем, что на самом деле для задачи 
о нахождении минимального остовного дерева такого перебора не требуется. 

Пусть t Opt aI ∈ ( ). Обозначим через t II второй по величине минимальный остов задачи Z a( ). Таким 
образом, остов t II удовлетворяет условию

f t a f t a
t T t

II
I

, min , .
\

( ) = ( )
∈ { }

Заметим, что t II вполне может как принадлежать множеству Opt a( )  при Opt a( ) ≥ 2,  так и не при-
надлежать ему при Opt a( ) =1.

Кроме того, будем использовать символы + (–) для обозначения операций добавления ребра к под-
графу или его удаления из подграфа. Тем самым для любых e ∈ E и  ′ ⊆G G

′ + = ′ ∪ { } ′ − = ′ { }G e G e G e G e, \ .

Лемма. Пусть t Opt aI ∈ ( ). Тогда существует второй по величине минимальный остов t*
II, отличаю

щийся от t I ровно одной парой ребер ′e  и  ′′e ,  т. е.
	 t e t eI II− ′ = − ′′* ,	 (2)
где ′ ∈e t I;  ′′ ∈e t* .

II

Д о к а з а т е л ь с т в о. Среди множества всех вторых по величине остовов  t II выберем такой остов 
t0
II, который отличается от t I наименьшим числом ребер. Поскольку остовы t I и  t0

II  различны, то можно 
выбрать ребро e t t1 0∈ I II\ . Добавив это ребро к остову  t0

II, получим единственный цикл C, на котором 
обязательно найдется ребро e t t2 0∈ II I\ , так как в противном случае C t⊆ I, что невозможно. 

Далее, убедимся, что вес a1 ребра e1 меньше веса a2 ребра e2. Действительно, случай a1 > a2 невоз-
можен, поскольку иначе мы предъявим остов t I – e1 + e2 с меньшим весом, чем остов t I. Случай a1 = a2 
также невозможен, поскольку иначе мы бы получили остов t e e0 1 2

II + − ,  который содержит больше об-
щих ребер с t I, чем остов  t0

II.
Таким образом, a1 < a2. Тогда верны соотношения

f t e e a f t a a a f t a0 1 2 0 1 2 0
II II II+ −( ) = ( ) + − < ( ), , , ,

свидетельствующие о том, что остов t e e0 1 2
II + −  и есть остов  t I. Следовательно, выполняется равен-

ство (2), где ′ =e e1  и  ′′ =e e2.  Лемма доказана.
Теорема. Пусть t I – оптимальное решение задачи Z a( )  о нахождении минимального остовного 

дерева. Тогда радиус устойчивости r t aI,( )  решения t I определяется формулой

	 r t a
f t a f t a

I
II I

,
, ,

.( ) =
( ) − ( )

2
	 (3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для краткости дальнейшего изложения правую часть формулы (3) обозначим 
через j. Сначала покажем справедливость неравенства r jt aI, .( ) ≤  Для этого достаточно доказать, что 

для всякого числа e > j существует такой возмущающий вектор a0∈ ( )Ω e ,  при котором выполняется 
неравенство
	 f t a a f t a aII I, , .+( ) < +( )0 0 	 (4)

Поскольку t II ≠ t I, то множества t I \ t II и t II \ t I непусты и можно выбрать ребра eI ∈ t I \ t II и eII ∈ t II \ t I. 
Поэтому возмущающий вектор a0 ∈ ( )Ω e  можно задать следующим образом:

a0

0
= −







δ
δ
,
,
,

если ei = eII,
если ei = eI,

в остальных случаях,
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где число d подчинено условиям e > d > j. Тогда верны соотношения

f t a a f t a a f t a f t a f t a f t aII I II I II I, , , , , ,+( ) − +( ) = ( ) − − ( ) − < ( ) −0 0 δ δ (( ) − =2 0j ,

которые убеждают нас в справедливости неравенства (4). Следовательно, r jt aI, .( ) ≤

Для завершения доказательства формулы (3) нужно показать, что r jt aI, .( ) ≥  Поскольку каждый 

из остовов t ∈ T содержит ровно n – 1 ребер, то на основании  (1) найдется такой остов ′∈ { }t T t\ ,I  что 
выполняется равенство

r
k

t a
f t a f t a

t t
I

I

I
,

, ,

,
,( ) =

′( ) − ( )
′( )2

где k k= ′( )t t, I  – число пар ребер, отличающих остовы ′t  и t I. Для доказательства нужного нам нера-

венства r jt aI,( ) ≥  остается убедиться, что

f t a f t a t t′( ) − ( ) ≥ ′( ), , , .I I2jk

Остовы ′t  и  t I отличаются 2k ребрами. Выберем некоторое ребро ′ ∈ ′e t t1 \ I  и добавим его к остову t I. 
При этом образуется единственный цикл, который обязательно содержит некоторое ребро e t t1

I I∈ ′\ ,  
поскольку в противном случае остов t I содержал бы этот цикл, что невозможно. Удалив ребро  e1

I,  по-
лучим остов t e eI I+ ′ −1 1,  после чего очередное ребро ′ ∈ ′e t t2 \ I  добавим к остову  t1

I.  Вновь образуется 
единственный цикл, из которого удалим ребро e t t2

I I∈ ′\  и получим новый остов. Проделав эту про-
цедуру k  раз, мы разобьем ребра ′ ′ … ′ ∈ ′e e e t t1 2, , , \k

I  и  e e e t t1 2
I I I I, , , \… ∈ ′k  на пары так, что ′ej  и  ej

I,  
j ∈ …{ }1 2, , , ,k  лежат на одном цикле. Далее, оценим вес этих ребер.

На основании леммы найдется второй по величине остов t*
II,  отличающийся от остова t I двумя реб

рами. Поэтому для всякого j ∈ …{ }1 2, , , k  выводим

a e a e f t e e a f t a f t aj j j j′( ) − ( ) = + ′ −( ) − ( ) − ( )*
I I I II I, , , .

Итак, имеет место формула

∀ ∈ …{ } ′( ) − ( ) ≥ ( ) − ( )( )*j a e a e f t a f t aj j1 2, , , , , , ,k I II I

откуда окончательно находим

f t a f t a a e a e f t a f t aj
j

j
j

′( ) − ( ) = ′( ) − ( ) ≥ ( ) − ( )( )
=

*
=

∑, , , ,I I II I

1 1

k

k
kk

jk∑ = ′( )2 t t, .I

Теорема доказана.
Оптимальное решение t I называется [2; 3; 5] устойчивым, если r t aI, .( ) > 0

Следствие 1. Оптимальное решение t I задачи Z a( )  устойчиво тогда и только тогда, когда оно 
единственно.

Следствие 2. Если все ребра графа G имеют разный вес, то оптимальное решение t I задачи Z a( )  
устойчиво.

Следствие 3. Если Opt a t( ) = { }I ,  то все вторые по величине остовы отличаются от t I ровно одной 
парой ребер.

Известно [6;  7], что два лучших решения задачи о  минимальном остове могут быть найдены за 
O m m nlog , ,b( )( )  где 

b m n j n m
n

j, : log ,( ) = ∈ ≤







( )N
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а log j n( )  обозначает взятый  j раз логарифм от числа n. Таким образом, функция log ,b m n( ) очень близка 
к константе.

Следствие 4. Радиус устойчивости r t aI,( )  оптимального решения t I задачи Z a( )  может быть 
найден за время O m m nlog , .b( )( )

Отметим, что количественная мера устойчивости оптимальных решений в ряде исследований опре-
деляется не как радиус устойчивости, а как допуск ребер (дуг), т. е. для каждого ребра (дуги) находится 
наибольший уровень возмущений, сохраняющих оптимальность выбранного решения задачи. Наилуч-
ший результат в этом направлении получен в работе [8], где доказано, что допуски ребер для задачи 
о минимальном остове могут быть вычислены за время O m m nlog , ,a( )( )  где a m n,( )  – обратная функ-
ция Аккермана.
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ВЯЗКОУПРУГИЙ  ИЗГИБ  СТЕРЖНЕЙ  
ПЕРЕМЕННЫХ  РАДИУСА  КРИВИЗНЫ  И  ЖЕСТКОСТИ

В. А. ТОМИЛО 1), Е. В. КОЧИК 2), И. А. ТАРАСЮК 3), А. С. КРАВЧУК 3)

1)Физико-технический институт НАН Беларуси,  
ул. Купревича, 10, 220141, г. Минск, Республика Беларусь 
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пр. Независимости, 65, 220013, г. Минск, Республика Беларусь 
3)Белорусский государственный университет,  

пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Республика Беларусь

На примере плоских пружин симметричного профиля переменной толщины предложено обобщение метода 
Е. П. Попова, обеспечивающего расчет плоского изгиба упругих стержней при больших перемещениях, для случая 
вязкоупругих стержней переменных радиуса кривизны и жесткости. Посредством разбиения исходного стержня 



40

Журнал Белорусского государственного университета. Математика. Информатика
Journal of the Belarusian State University. Mathematics and Informatics

на участки с постоянными радиусами кривизны и жесткостями производится редукция поставленной задачи 
к решению ряда краевых задач ползучести с условиями связей на стыках участков. Решения строятся на точ-
ном нелинеаризованном уравнении перемещений криволинейных участков (уравнение колебаний нелинейного 
маятника) с учетом изменения величины изгибающего момента при ползучести стержня. Определены значения 
радиуса кривизны и величины хода стержней, подверженных деформации ползучести. В качестве примера ана-
литически решена задача вязкоупругого изгиба плоской полимерной пружины переменных радиуса кривизны 
и жесткости.

Ключевые слова: вязкоупругий изгиб; большие перемещения; полимерный материал.

VISCOELASTIC  BENDING  OF  BEAMS  
OF  VARIABLE  CURVATURE  RADIUS  AND  STIFFNESS

V. A. TAMILAa, Y. V. KOCHYK b, I. A. TARASYUK c, A. S. KRAVCHUK c

aPhysical-Engineering Institute of the National Academy of Sciences of Belarus,  
Kuprevicha street, 10, 220141, Minsk, Republic of Belarus 

bBelarusian National Technical University, Nezavisimosti avenue, 65, 220013, Minsk, Republic of Belarus 
cBelarusian State University, Nezavisimosti avenue, 4, 220030, Minsk, Republic of Belarus

Corresponding author: ivan.a.tarasyuk@gmail.com

E. P. Popov method of analysis of elastic beams flat bending with large displacements was generalized to the case 
of viscoelastic beams of variable curvature radius and stiffness using an example of bending of flat springs of variable 
thickness symmetrical profile. The problem is reduced to the solution of a number of boundary creep problems with link 
conditions on section joints by means of partitioning the original beam into sections with a constant curvature radius 
and stiffness. The solutions are based on exact non-linearized equation of curved sections motion (so-called nonlinear 
pendulum vibration equation) taking into account the changes in the magnitude of the bending moment under creep. 
Values of curvature radius and displacement of beams subjected to creep deformation were determined. Viscoelastic 
bending problem of flat polymeric spring of variable curvature radius and stiffness was solved analytically as an example.

Key words: viscoelastic bending; large displacements; polymeric material.

Введение
В настоящее время активно используются конструкционные композиционные материалы, создан-

ные на основе полимеров. Они имеют ряд достоинств: не подвержены коррозии, обладают химической 
стойкостью и, несмотря на свою легкость, прочны и эластичны. Однако такие конструкционные ма-
териалы достаточно активно проявляют реологические свойства даже при относительно низких тем-
пературах, что влечет за собой необходимость оценки изменения геометрии образца, подверженного 
длительной нагрузке. Особенность использования полимерных и композиционных материалов на их 
основе в различных отраслях техники в качестве упругих элементов заключается в том, что их длитель-
ное нагружение приводит к изменению радиуса кривизны и, следовательно, изменению их энергоем
кости и жесткостных характеристик.

В настоящей работе на примере плоских пружин симметричного профиля переменной толщины 
предложено обобщение метода Е. П. Попова  [1], обеспечивающего расчет плоского изгиба упругих 
стержней при больших перемещениях, для случая вязкоупругих стержней переменных радиуса кривиз-
ны и жесткости, что позволяет определять значения радиуса кривизны и величины хода стержней, под-
верженных деформации ползучести. В качестве примера аналитически решена задача вязкоупругого 
изгиба плоской полимерной пружины переменных радиуса кривизны и жесткости.

Постановка задачи изгиба плоской вязкоупругой пружины
Плоская вязкоупругая пружина подвергается сжатию постоянной нагрузкой P0. Левый край рессо-

ры имеет неподвижное шарнирное закрепление, правый край рессоры может свободно перемещаться 
вдоль оси 0x и под нагрузкой смещается на расстояние ux за время t0 такое, что влияние ползучести на 
деформирование пренебрежимо мало. В момент времени  t с рессоры мгновенно снимается нагрузка 
и определяется изменение радиуса кривизны.
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Симметричный относительно середины профиль плоской 

пружины имеет переменную толщину h s f s L s L( ) = −





∈[ ]
2

0, , ,

h s f s L s L( ) = −





∈[ ]
2

0, , , которая определяется по нормали к  нижней 
грани. Нижняя грань профиля представляет собой дугу 
окружности радиусом r0 (рис. 1). Здесь f z( )  – некоторая  
четная функция; L  =  r0j0  – длина нижней грани профи-

ля; j0
0

0
2=







arcsin
L
r   – центральный угол профиля; L0  –  

полудлина проекции изогнутой нижней грани профиля; 

R s r
h s

0 0 2
( ) = + ( )  – радиус кривизны срединной линии профиля; b – ширина пружины; hdef – прогиб 

центральной части нижней грани профиля. В связи с симметричностью профиля для решения задачи 
достаточно рассмотреть лишь половину рессоры.

Определение изгибающих моментов  
плоской вязкоупругой пружины

Нелинеаризованное уравнение перемещений плоской пружины имеет вид [1, с. 14]

	 1 1 0
0R R

M
H

d
ds

d
ds

s l− = = − ∈[ ]J q , , , 	 (1)

где q – угол наклона касательной в текущей точке начальной кривой; J – угол наклона касательной 

в текущей точке срединной линии; 1

0R
 – кривизна в текущей точке начальной кривой; 1

R
 – кривизна 

в текущей точке срединной линии; M – изгибающий момент; H – изгибная жесткость поперечного се-
чения; s – длина дуги срединной линии; l – длина срединной линии.

Поскольку аналитическое решение уравнения  (1) в  слу-
чае переменных радиуса кривизны и жесткости получить не 
представляется возможным, следует разбить всю длину сре-

динной линии половины рессоры на  N   участков с равными 

центральными углами j
j

= 0

2N
 (рис.  2). Внутри каждого из 

участков радиус кривизны и  жесткость считаются постоян-

ными, но различными для разных участков ( , ):i N=1

R r
h

H
E h b

h h i
N

L l Ri
i

i
i

i i i, ,, , , .0 0

3

02 12
1
1 2

= + = = −
−







= j 	 (2)

В этом случае дифференциальное уравнение перемещений срединной линии записывается отдельно 
для каждого участка, а на стыках участков записываются условия связей.

Дифференцируя уравнение (1) по s для i-го участка, учитывая постоянство Hi и  1

0Ri ,
  (2) и вводя 

обозначение zi = Ji + d, где d = 0 – угол между направлением силы P и осью 0x, перейдем к уравнению 
равновесия срединной линии i-го участка в безразмерном виде ( , )i N=1

	
d
ds

P
H

i

i
i

2

2

z
z= − sin . 	 (3)

Первым интегралом выражения (3) является уравнение ( , )i N=1

Рис. 1. Профиль рессоры  
переменной толщины

Fig. 1. Profile of flat spring  
of variable thickness

Рис. 2. Разбиение профиля рессоры  
переменной толщины

Fig. 2. Partition of profile of flat spring  
of variable thickness
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d
ds

P
H

Ci

i
i

iz z



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= −





2
24
2

sin , 	 (4)

где Ci – произвольная постоянная, определяемая начальными условиями. 
С помощью уравнения (4) находится значение кривизны в произвольной точке срединной линии. 

Учитывая, что в данной схеме изгиба кривизна начальной кривой i-го участка 1 0
0Ri ,

≠  и в начальном 

состоянии внешний изгибающий момент Mi = 0, в начале процесса изгиба 1 0
Ri

≠  и срединная линия 

примет форму бесперегибного рода. Вводя обозначения C
ki
i

= 1
2 ,  sin sin ,

z
yi

i2






=  для форм срединной 

линии бесперегибного рода уравнение (4) можно записать в виде ( , )i N=1

	
d
ds k

P
H

ki

i i
i i

y
y= −1 1 2 2sin . 	 (5)

Величина изгибающего момента в произвольной точке i-го участка, как следует из (1) и (4), будет 
равна ( , )i N=1

	 M
k

PH k
H
R

s li
i

i i i
i

i
i= − − ∈[ ]2 1 02 2

0

sin , , .
,

y 	 (6)

Решением уравнения (5) является ( , )i N=1

	 s P
H

k F k k F k s l
i

i i i i i i i= ( ) − ( ) ∈[ ]y y, , , , ,, 0 0 	 (7)

где y y yi i F k, ; ,0 0= ( ) ( )  – эллиптический интеграл Лежандра первого рода.

Координаты конца i-го участка определяются уравнениями ( , ):i N=1
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где y y yi i i i i il h h h x y h E k, , ,; ; ; ,1 1 0 1 0 1 0 0= ( ) = − = = = ( )+D  – эллиптический интеграл Лежандра второго 
рода.

На основании (6) и (8) граничные условия примут вид

	 M P
h

x L
u

N
x

N1 0
0

1 0 1 0 12
2

2
0, , , ,cos , , ,= = − =

D
y y 	 (9)

а условия связей на стыках участков ( , )i N= −1 1

	 J J yi i i
i

i iM P
h

M, , , , ,, cos .1 1 0 1 1 0 1 02
2= + =+ + +

D
	 (10)

Таким образом, срединная линия изогнутой пружины определяется уравнениями (7), (10):



43

Механика деформируемого твердого тела
Mechanics of Deformable Solids

	

y y y

y y

N i i

i

i
i i i i i i

i N

Pl
H

k F k k F k

, , ,

, ,

, , , ,

, ,

1 1 1 0

2

1 0

0 1 1= = = −

= ( ) − (

+

)) =

− − + =

=

+

+

, , ,

sin cos,
,

,

i N

k
PH k

H
R

P
h

k

i
i i i

i

i

i
i

i

1

2 1
2

2

2

2 2
1

0
1 0

1

y y
D

PPH k
H
R

i Ni i i
i

i
+ + +

+

+

− − = −




















1 1
2 2

1 0
1

1 0

1 1 1sin , , ,,
,

y

	 (11)

с граничными условиями (9):
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При решении системы (11) с граничными условиями (12) относительно P, ki , yi ( , )i N=1  опреде
ляется величина нагрузки P0, а из (6) – изгибающие моменты  ′Mi  в расчетных точках.

Определение радиуса  
кривизны плоской вязкоупругой пружины

Согласно [2, с. 49] радиус кривизны плоской вязкоупругой пружины под действием постоянного из-
гибающего момента M от нагрузки P определяется уравнением

	 1 1 1
0 0R t R

M
H

K t d
t

( ) − = + ( )




∫ , ,t t 	 (13)

где K t, t( )  – ядро ползучести материала; t – время измерения.
Поскольку время изгиба рессоры  t0 до достижения радиуса кривизны R t0( )  таково, что влияние 

ползучести на ее деформирование пренебрежимо мало, т. е.

	 K t d
t

, ,t t( ) ≈∫ 0
0

0

	 (14)

не нарушая общности, будем считать, что t0 = 0 и  R 0( )  – мгновенная величина.
Таким образом, радиус кривизны ненагруженной плоской пружины после мгновенного снятия на-

грузки P0 в момент времени t с учетом формулы (14) равен

	 ′ ( ) = ′ ( ) +








∫

−

R t M
H

K t d
R

t

0
0 0

1
1, .t t 	 (15)

Очевидно, что радиус кривизны ′ ( )R t0  рессоры будет уменьшаться во времени в  соответствии 
с ядром ползучести K t, .t( )

Исходя из соотношения  (13), для определения геометрии ненагруженной плоской пружины, под-
верженной деформации ползучести, после мгновенного снятия нагрузки P0 необходимо решить сис
тему (11) относительно P, ki , yi ( , )i N=1  со следующими граничными условиями:
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Координаты ′xi  и  ′yi  срединной линии ненагруженной рессоры, подверженной деформации ползу-
чести, находятся по формулам (8).

Для определения перемещения  ′ux  правого края плоской пружины, подверженной деформации 
ползучести и находящейся под нагрузкой P0 , необходимо решить систему (11) относительно P, ki , yi 
( , ),i N=1  где вместо исходных радиусов кривизны Ri , 0  следует использовать радиусы ′ ( )R ti , ,0  полу-
ченные из (15), со следующими граничными условиями:
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Координаты ′′xi  и  ′′yi  срединной линии рессоры, подверженной деформации ползучести, под на-
грузкой P0 находятся по формулам (8). Тогда величина перемещения  ′ux  правого края рессоры, подвер-
женной деформации ползучести, под нагрузкой P0

	 ′ = ′ − ′′( )u x xx N N2 1 1, , , 	 (18)

где ′xN, 1  и  ′′xN, 1  – координаты середины профиля ненагруженной и нагруженной плоских пружин соот-
ветственно, подверженных деформации ползучести.

Плоская пружина из стеклопластика контактного формования
В качестве примера рассмотрим задачу об изгибе симметричной плоской пружины переменной тол-

щины из стеклопластика контактного формования. Предположим, что деформация рессоры происходит 
линейно вязкоупруго без проявления вязкопластического поведения вне зависимости от величины нап
ряжений. В качестве ядра ползучести стеклопластика контактного формования используется дробно-
экспоненциальная функция Работнова [3, с. 29]
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a1 1

0 1 1Γ
, 	 (19)

где Γ z[ ]  – гамма-функция; a, b, l – параметры ядра, определяемые экспериментально. Тогда

K t d
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n

t n n

n
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+( ) +( ) + 

∫ ∑
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1 1

0 1 1 1Γ
,

где a = – 0,573; b = 0,087 65 ч– 0,427; l = 0,16 ч0,427 [4, с. 188].
Профиль плоской пружины шириной b = 5 ⋅ 10–2 м имеет переменную толщину h s h e s

L
( ) = − − 
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max sin ,1 π  s L∈[ ]0,  (см. рис. 1). Максимальная толщина профиля рессоры h h L

max = 



2

 = 

= 1,2 ⋅ 10–2 м, эксцентриситет прокатного валка e = 0,5 ⋅ 10–2 м, полудлина проекции изогнутой нижней 
грани профиля L0 = 40 ⋅ 10–2 м, прогиб центральной части нижней грани профиля hdef = 4 ⋅ 10–2 м, радиус 

кривизны нижней грани профиля r
h L
h0

2
0
2

2
=

+( )def

def

,  ход рессоры ux = 5 ⋅ 10–2 м под нагрузкой P0, модуль 

упругости стеклопластика E = 4 ⋅ 109 Па.
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Величина нагрузки определяется из (11) с граничными условиями (12) – P0 = 227,2 Н, а из (6) – из-
гибающий момент  ′M  (рис. 3).

Радиус кривизны ненагруженной плоской пружины после мгновенного снятия нагрузки в момент 
времени t в соответствии с ядром ползучести (19), согласно (15), равен (рис. 4)

′ ( ) = ′ −( )
+( ) +( ) + 

+

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n R

n n
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1 1

0 01 1 1
1l

b
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Γ 

−1

.

Определяя по формулам (8) координаты ′xi  и  ′yi  срединной линии ненагруженной рессоры, под-
верженной деформации ползучести (из системы (11) с граничными условиями (16)), и координаты  ′′xi  
и  ′′yi  срединной линии рессоры, подверженной деформации ползучести и находящейся под нагрузкой 
P0 = 227,2 Н (из системы (11) с граничными условиями (17)), из (18) получим величину перемещения  ′ux  
правого края рессоры, подверженной деформации ползучести, под нагрузкой силой P0 = 227,2 Н. При 
t = 2 ч величина хода составляет 8,304 ⋅ 10–2 м, при t = 12 ч – 11,389 ⋅ 10–2 м, при t = 24 ч – 12,995 ⋅ 10–2 м.

Заключение
Предложена методика анализа больших перемещений стержней переменных радиуса кривизны 

и жесткости при плоском вязкоупругом изгибе, основанная на точном решении дифференциального 

Рис. 3. Величина изгибающего момента ′M   
в сечении s срединной линии плоской пружины

Fig. 3. Magnitude of the bending moment ′M   
in the section s of the middle line of flat spring

Рис. 4. Величина радиуса кривизны ′ ( )R t0  в сечении s 
срединной линии плоской пружины при t, ч: 

1 – 0; 2 – 2; 3 – 12; 4 – 24

Fig. 4. Magnitude of the curvature radius ′ ( )R t0   
in the section s of the middle line of flat spring t, h: 

1 – 0; 2 – 2; 3 – 12; 4 – 24
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уравнения перемещений срединной линии и являющаяся обобщением теории Е. П. Попова [1], обеспе-
чивающей расчет гибких стержней. Данная методика позволяет учитывать влияние деформации пол-
зучести на величины радиуса кривизны и хода реологически активных стержней. Методика применена 
для решения задачи вязкоупругого изгиба плоской рессоры из стеклопластика.
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РЕШЕНИЕ  ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ  ПЛОСКОЙ  ЗАДАЧИ  
ТЕРМОУПРУГОСТИ  ДЛЯ  ВРАЩАЮЩЕГОСЯ  В  ТЕПЛОВОМ  ПОЛЕ 
ПОЛЯРНО-ОРТОТРОПНОГО  ДИСКА  ПЕРЕМЕННОЙ  ТОЛЩИНЫ 

МЕТОДОМ  ИНТЕГРАЛЬНОГО  УРАВНЕНИЯ  
ВОЛЬТЕРРЫ  ВТОРОГО  РОДА

В. В. КОРОЛЕВИЧ 1), Д. Г. МЕДВЕДЕВ 2)

1)Филиал Национального педагогического университета им. М. Драгоманова,  
ул. Язельская, 266/10, 16000, г. Прага, Чешская Республика 

2)Белорусский государственный университет,  
пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Республика Беларусь

С помощью линейного интегрального уравнения Вольтерры второго рода приводится в общем виде решение 
осесимметричной плоской задачи термоупругости для вращающегося в  тепловом поле полярно-ортотропного 
диска переменной толщины. Предполагается, что температурное поле в диске известно и оно осесимметричное. 
Упругие постоянные – модули Юнга и модуль сдвига – линейно зависят от температуры, а коэффициенты Пуассо-
на считаются постоянными величинами. С применением функции напряжений осесимметричная плоская задача 
термоупругости сводится к решению дифференциального уравнения второго порядка с переменными коэффи-
циентами. На контурах диска задаются постоянные усилия. Полученное дифференциальное уравнение сводится 
к линейному интегральному уравнению Вольтерры второго рода. Общее решение интегрального уравнения за-
писывается с помощью резольвенты. Указаны условия, при которых интегральное уравнение имеет единственное 
непрерывное решение. Для расчета сплошных дисков рассматривается диск с малым центральным отверстием, 

радиус которого менее  1
20

 радиуса внешнего контура, и выполнением условия равенства радиального и танген-

циального напряжений на внутреннем контуре. Приводятся расчетные формулы для компонент радиального, 
тангенциального напряжений и радиального перемещения.

Ключевые слова: полярно-ортотропный диск; неоднородное тепловое поле; температура; соотношения термо-
упругости; дифференциальные и интегральные уравнения; резольвента; радиальная и тангенциальная компонен-
ты напряжений; радиальное перемещение.
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DISC  OF  VARIABLE  THICKNESS  IN  THE  ROTATING  THERMAL  FIELD  
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With the help of linear Volterra integral equation of the second kind the solution of the axisymmetric plane thermo
elasticity problem for a polar-orthotropic disk of variable thickness in the rotating thermal field is generally given. It is 
assumed that the temperature field in the disk is known and it is axisymmetric. The elastic constants – Youngʼs modulus 
and shear modulus – are linearly temperature dependent, and Poissonʼs coefficient are considered to be constant. With 
the stress function axisymmetric plane thermoelasticity problem is reduced to solving the differential equation of the 
second kind with variable coefficients. Constant efforts are set on the disc contours. The resulting differential equation is 
reduced to a linear integral Volterra equation of the second kind. The general solution of the integral equation is written 
down the resolvent is used. The conditions under which the integral equation has a unique continuous solution are given. 
To calculate the solid drives the disk with a small central hole the radius of which is less than 1

20
 of the radius of the 

outer contour and the implementation of the condition that the radial and tangential stresses in the domestic circuit is 
implemented. Calculation formulas are given for the component of the radial, tangential stress and radial displacement.

Key words: polar-orthotropic disc; inhomogeneous thermal field; temperature; ratio thermoelasticity; differential and 
integral equations; resolvent; radial and tangential stress components; radial displacement. 

С  помощью линейного интегрального уравнения Вольтерры второго рода приводится общее ре-
шение осесимметричной плоской задачи термоупругости для полярно-ортотропного кольцевого диска 
переменной толщины h r( ),  вращающегося вокруг нормальной оси с постоянной угловой скоростью w0 
в неоднородном тепловом поле. Диск при этом одновременно будет испытывать механическую дефор-
мацию от действия центробежных сил и температурную деформацию – от теплового поля [1]. Пред-
полагается, что температурное поле в диске известно и оно осесимметричное, т. е. зависит только от 
радиуса r. Упругие постоянные – модули Юнга Er , Eq, модуль сдвига Gr q – линейно зависят от темпе-
ратуры T r( )  [2]:

E T E T r E T E T r

G T G

r r

r r

( ) = − ( )  ( ) = − ( ) 

( ) =

( ) ( )

(

0 0

0

1 1g gq q

q q

, ,

)) − ( ) 1 gT r ,

где E E Gr r
0 0 0( ) ( ) ( ), ,q q  – значения упругих постоянных при начальной температуре T0; g – параметр. Коэф-

фициенты Пуассона nr q , nq r будем считать постоянными величинами.
Диск изготовлен из материала, обладающего цилиндрической анизотропией, причем ось анизотро-

пии совпадает с геометрической осью диска, и в каждой точке тела имеются три взаимно ортогональ-
ные плоскости упругой симметрии. Внутренний радиус кольцевого диска обозначим r0 , а внешний – R. 
Толщина диска  h r( )  меняется вдоль радиуса r по заданному закону и на внутреннем контуре равна h0.

Введем цилиндрическую систему координат r, q, z, поместив начало в точке пересечения оси анизо-
тропии со срединной плоскостью диска. Ось вращения диска совпадает с осью анизотропии. 

Выделим из диска двумя меридиональными плоскостями, образующими с  координатной плос
костью rz углы q и q + dq, и двумя цилиндрическими поверхностями радиусами r и r + dr, нормаль-
ными к срединной плоскости, бесконечно малый элемент диска. Запишем уравнение равновесия этого 
элемента в случае осесимметричной деформации [3]:

	
d r
dr

h r
h r

r
r r
r rr

r
rs

s
s s

rwq( ) +
′( )
( ) ⋅ ( ) +

( ) − ( )  + =0
2 0, 	 (1)
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где s sqr r r( ) ( ),   – радиальная и тангенциальная компоненты напряжений соответственно; r  – плот-
ность композитного материала диска. Касательные tr q = tq r напряжения в диске в этом случае отсут-
ствуют.

Для первой основной задачи теории упругости граничные условия имеют вид

s sr rr p R p0 0 1( ) = − ( ) =, ,

где p0 , p1 – постоянные краевые нагрузки.
Радиальная sr r( )  и тангенциальная sq r( )  компоненты напряжений связаны с функцией напряже-

ний yT r( )  соотношениями [4]:

	 s
y

s
y

rwqr
T Tr
r

rh r
r

h r
d
dr

r( ) = ( )
( ) ( ) = ( ) +, .1

0
2 2 	 (2)

Подстановка выражений (2) в уравнение равновесия (1) обращает его тождественно в нуль.
Соотношения термоупругости в  полярных координатах для цилиндрически ортотропного тела 

в случае осесимметричного плоского напряженного состояния есть [1]
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T
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	 (3)

где k T
E T
E Tr

2 ( ) = ( )
( )

q ; Θ Dr r rr T T r T T T r( ) = ( ) ( ) −( ) = ( ) ⋅ ( )a a0  – радиальная температурная деформация; 

Θ Dq q qa ar T T r T T T r( ) = ( ) ( ) −( ) = ( ) ⋅ ( )0  – тангенциальная температурная деформация; a aqr T T( ) ( ),  – 
радиальный и тангенциальный коэффициенты линейного температурного расширения материала соот-
ветственно, зависящие в общем случае от температуры T r( );  DT r T r T( ) = ( ) −( )0  – перепад температур, 
T0 – начальная температура (обычно T0 = 273 К (0 °C) или T0 = 293 К (20 °C)).

Для полярно-ортотропного тела справедливо соотношение 
n nq q

q

r

r

r

E T E T( ) = ( ) .

Уравнение совместности деформаций имеет вид

	
d r
dr

r r
r

re e eq q( ) +
( ) − ( )  = 0. 	 (4)

Подставляя выражения  (2) в  соотношения  (3), а  затем деформации, выраженные через функцию 
напряжений, в уравнение (4), получим дифференциальное уравнение второго порядка с переменными 
коэффициентами для функции напряжений yT r( ),  описывающей осесимметричное термоупругое на-
пряженное состояние полярно-ортотропного диска переменной толщины, вращающегося в неодно-
родном тепловом поле:
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(5)

где g g q
* ( )= E 0 .

Приведем дифференциальное уравнение (5) к соответствующему линейному интегральному урав-
нению Вольтерры второго рода [5].
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Полагаем 

	
d
dr

rT
T

2

2

y
j= ( ). 	 (6)

Последовательно интегрируя выражение (6), получим
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(7)

Здесь использовались соотношения (2) и формула Дирихле:

dr dr r dr
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Подставляя в уравнение (5) вместо функции напряжений  yT r( )  и ее производных правые части вы-
ражений (6), (7), получим искомое линейное интегральное уравнение Вольтерры второго рода:
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где числовой параметр l = –1; K r s r
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 – свободный член интегрального уравнения. Значения напряжений sr r0( ),  sq r0( )  

на внутреннем контуре диска определяются из граничных условий.
Общее решение линейного интегрального уравнения Вольтерры второго рода (8) записывается с по

мощью резольвенты R r sT( ) ( ), ; l  в виде [5]

	 j l lT
T

r

r

T Tr R r s f s ds f r( ) = ( ) ( ) + ( )( )∫ , ; .
0

	 (9)

Здесь функция R r sT( ) ( ), ; l  определяется функциональным рядом

R r s K r sT m

m
m
T( )

=

∞

+
( )( ) = ( )∑, ; , ,l l

0
1

который для непрерывных ядер K r sm
T( ) ( ),  сходится абсолютно и равномерно.

Повторяющиеся, или итерированные, ядра K r sm
T( ) ( ),  определяются по следующим рекуррентным 

формулам: 
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Если свободный член f rT ( )  непрерывен в  r R0, ,[ ]  а  ядро K r sT( ) ( ),  непрерывно при r0 ≤ r ≤ R, 
r0 ≤ s ≤ r, то линейное интегральное уравнение Вольтерры второго рода (8) имеет при любом параметре 
l l ≠( )0 единственное непрерывное решение, определяемое формулой (9).

Отметим, что интегральные уравнения Вольтерры второго рода можно решать и другими аналити-
ческими и численными методами, указанными, например, в работе [6].

При расчете сплошного полярно-ортотропного диска переменной толщины рассматривают диск 

с малым центральным отверстием r R0
1
20

≅  и принимают на его внутреннем контуре s sqr r r0 0( ) = ( ) [7].

Радиальная sr r( )  и  тангенциальная sq r( )  компоненты напряжений и  радиальное перемещение 
u r( )  во вращающемся в неоднородном тепловом поле полярно-ортотропном диске переменной толщи-
ны рассчитываются по следующим формулам:
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(12)

В этих формулах уже используется первое граничное условие sr r p0 0( ) = − .  Неизвестная постоянная 
sq r0( )  находится из второго граничного условия sr R p( ) = 1.

Приведенные формулы (10) – (12) полностью определяют напряженно-деформированное состояние 
вращающегося в неоднородном тепловом поле профилированного анизотропного кольцевого диска.
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ПРИМЕНЕНИЕ  МЕТОДИКИ  ГИСТОГРАММ  
НАПРАВЛЕННЫХ  ГРАДИЕНТОВ  ДЛЯ  КЛАССИФИКАЦИИ 

ДАКТИЛОСКОПИЧЕСКИХ  ИЗОБРАЖЕНИЙ

В. А. КУЛИНКОВИЧ 1)

1)Белорусский государственный университет,  
пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Республика Беларусь

Предложен метод классификации дактилоскопических изображений, который может найти применение 
в различных задачах идентификации и биометрического анализа. Выведены закономерности зависимости типа 
папиллярного узора от распределения локальных направлений. Рассмотрены два подхода к  анализу эффек-
тивности предложенного метода: непосредственно реализация и искусственная нейронная сеть. Теоретически 
и экспериментально доказано, что гистограмма распределения направлений имеет различные характеристики 
для дактилоскопических изображений с различными типами узоров. Приводятся результаты численных экс-
периментов, подтверждающие теоретические выводы и  доказывающие эффективность предложенного алго-
ритма. 

Ключевые слова: дактилоскопическое изображение; классификация; локальное направление; поле направле-
ний; гистограмма; нейронная сеть.
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USING  HISTOGRAM  OF  ORIENTED  GRADIENTS  
FOR  FINGERPRINT  CLASSIFICATION

V. A. KULINKOVICH  a

aBelarusian State University,  
Nezavisimosti avenue, 4, 220030, Minsk, Republic of Belarus

This article proposes method for classifying fingerprints. The proposed method can be used for fingerprint iden
tification and biometric analysis. Article describes correlations between fingertip patterns and local area gradient orien
tation distribution. Method effectiveness is analyzed using two approaches: with simple implementation and with artificial 
neural network. Theoretical and experimental research proves that the orientation histogram has different characteristics 
for fingerprints containing different types of patterns. The results of numerical experiments confirm the theoretical conc
lusions and prove the efficiency of the proposed algorithm.

Key words: fingerprint; classification; local orientation; orientation field; histogram; neural network.

Введение
Классификация дактилоскопических изображений является неотъемлемой составляющей в задачах 

идентификации по отпечаткам пальцев. Определение типа узора на первоначальном этапе идентифи-
кации позволяет сузить область поиска, что значительно снижает вычислительные и  временные за-
траты. Для биометрического анализа классификация дактилоскопических изображений также играет 
немаловажную роль – определение типа узора позволяет провести дальнейшую оценку и получить не-
обходимую биометрическую информацию. В целом рассматриваемая задача классификации является 
достаточно сложной и трудоемкой, во-первых, в связи с достаточно большим разнообразием структур 
папиллярных линий, а во-вторых, из-за наличия всевозможных дефектов и искажений на дактилоско-
пическом изображении, получаемых при сканировании.

Цель работы – исследование базовой классификации папиллярных узоров – арки, треугольной арки, 
петли (правая, левая), завитка [1; 2]. Предлагаемый метод классификации основан на построении и ана-
лизе гистограммы распределения направлений папиллярных линий на дактилоскопическом изображе-
нии. Результаты численных экспериментов подтверждают надежность данной методики.

Гистограмма направленных градиентов
Гистограмма направленных градиентов (англ. Histogram of Oriented Gradients, HOG) – это методика, 

используемая в компьютерном зрении и обработке изображений в целях распознавания объектов [3; 4]. 
Данный подход основан на подсчете направлений градиента яркости (интенсивности) в локальных об-
ластях изображения и базируется на том факте, что распределение градиентов яркости на каком-либо 
участке изображения дает представление о внешнем виде и форме объекта, расположенного на этом 
участке (даже без учета точного расположения этих направлений). Суть метода состоит в том, что изоб
ражение плотной равномерной сеткой разбивается на области, для каждой из которых строится локаль-
ная гистограмма направлений градиентов яркости. Для обеспечения инвариантности по отношению 
к освещению гистограммы подвергаются нормализации по контрасту с мерой яркости, вычисленной 
по большему фрагменту. Совокупность построенных нормализованных гистограмм будет являться де-
скриптором объекта. Такие дескрипторы инвариантны к освещению, геометрическим и фотометриче-
ским преобразованиям (за исключением ориентации самого объекта). Последним этапом в распознава-
нии является классификация дескрипторов при помощи обучения с учителем.

Применение методики HOG  
к классификации дактилоскопических изображений

Рассматриваемый подход к классификации дактилоскопических изображений основан на анализе 
гистограммы распределения направлений на поле направлений, которое является одной из основных 
характеристик дактилоскопического изображения и представляет собой локальную ориентацию папил-
лярных линий. Существует большое количество алгоритмов для построения поля направлений [5; 6], 
среди которых одним из наиболее популярных является метод, основанный на вычислении градиент-
ных характеристик изображения. В данном случае используется метод построения сглаженного поля 
направлений из [7].
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Используемые обозначения
Для классифицируемого дактилоскопического изображения рассматривается блочное дискретное 

поле направлений ^ ^D d m ns s s s m n M Ns s s s

= ( ){ }( ) ∈ ⋅
, ,

,

^ ^D d m ns s s s m n M Ns s s s

= ( ){ }( ) ∈ ⋅
, ,

,
 где ^d m ns s s, , ,( ) ∈ …{ }1 8  – одно из восьми дискретных 

направлений в блоке с центром в точке m ns s, ,( )  которое соответствует преобладающей в данном блоке 

ориентации папиллярных линий. Направление ds = 1 соответствует диапазону π π
16
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 направление 

ds = 2 – диапазону 3
16

5
16
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 и т. д. (угол отсчитывается от отрицательного направления оси Ox). В точ-

ках фона и точках, где направление оказывается неопределенным (модуль градиента равен либо близок 
к нулю), полагаем, что дискретное направление равно нулю [7].

Гистограмма распределения направлений строится по формуле

H d m n ds
m n

s( ) = ( ) =∑x , , , ,
,

1 8

где x m n,( )   – двузначный признак, принимающий единичное значение, если направление в  точке 

m n,( )  совпадает с ds.

Анализ гистограммы распределения направлений  
для различных типов папиллярных узоров

Если имеет место арочный тип узора, папиллярные линии пересекают пальцевую подушечку в го-
ризонтальном направлении от одного края к другому, слегка изгибаясь в центре. В случае такой струк-
туры узора на гистограмме распределения направлений преобладают направления, близкие к горизон-
тальному. При этом вертикальное направление и близкие к нему (ds = 3; 4; 5) либо отсутствуют, либо 
будут представлены весьма несущественными значениями (рис. 1). 

Для треугольной арки характерна схожая конфигурация. Отличие состоит в том, что при прежнем 
горизонтальном преобладании папиллярные линии в центре имеют восходящую направленность, что 
обеспечивает наличие одной особой точки – дельты. На гистограмме при таком типе узора будут в не-
значительной степени присутствовать направления, близкие к вертикальному (ds = 3; 4; 5) (рис. 2).

Петля представляет собой полузамкнутый узор, папиллярные линии в котором, начинаясь от одного 
края пальцевой подушечки, изгибаются в сторону центра, огибают его и возвращаются к тому краю, 
с которого начались. Такая структура характеризуется наличием ярко выраженного направления, что 
делает гистограмму распределения направлений унимодальной, причем положение пика дает представ-
ление о подтипе петли (правая или левая). Все восемь дискретных направлений с большой вероятностью 
будут присутствовать на гистограмме, при этом чаще всего существует второй локальный максимум, 
соответствующий направлению, ортогональному преимущественному либо соседнему с ним (рис. 3).

Рис. 1. Гистограмма распределения направлений для папиллярного узора арочного типа: 
a – схематичное изображение узора; б – дактилоскопическое изображение с папиллярным узором арочного типа;  

в – сглаженное поле направлений; г – гистограмма распределения направлений
Fig. 1. Orientation histogram for fingerprint with «arch» pattern:  

a – schematic image of pattern; b – fingerprint with «arch» pattern;  
c – fingerprint orientation field; d – orientation histogram
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Рис. 2. Гистограмма распределения направлений для папиллярного узора типа «треугольная арка»:  
a – схематичное изображение узора; б – дактилоскопическое изображение  

с папиллярным узором типа «треугольная арка»;  
в – сглаженное поле направлений; г – гистограмма распределения направлений

Fig. 2. Orientation histogram for fingerprint with «tented arch» pattern:  
a – schematic image of pattern; b – fingerprint with «tented arch» pattern;  

c – fingerprint orientation field; d – orientation histogram

Рис. 3. Гистограмма распределения направлений для папиллярного узора типа «петля»: 
a – схематичное изображение узора типа «правая петля»;  
а ′ – схематичное изображение узора типа «левая петля»; 

б – дактилоскопическое изображение с папиллярным узором типа «правая петля»;  
б′ – дактилоскопическое изображение с папиллярным узором типа «левая петля»; 

в, в ′ – сглаженное поле направлений; г, г ′ – гистограмма распределения направлений
Fig. 3. Orientation histogram for fingerprint with «loop» pattern:  

a – schematic image of pattern with «right loop»; a ′ – schematic image of pattern with «left loop»; 
b – fingerprint with «right loop» pattern; b′ – fingerprint with «left loop» pattern; 

c, c ′ – fingerprint orientation field; d, d ′ – orientation histogram
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При типе узора «завиток» папиллярные линии в центральной части образуют замкнутый контур. 
Такой тип узора имеет две дельты и одно либо два ядра. Объем и форма могут сильно варьироваться. 
При различных формах узора (кольцевая, эллипсоидная, спиральная) возможны следующие характе-
ристики гистограмм: гистограмма имеет унимодальный характер, однако в отличие от петлевого типа 
пик преимущественно попадает на центральную часть гистограммы (на направления ds = 3; 4; 5 соот-
ветственно), при этом локальные максимумы отсутствуют; на гистограмме равномерно представлены 
все восемь дискретных направлений; гистограмма является бимодальной (рис. 4).

Следует отметить, что все вышеперечисленные закономерности справедливы для случая идеаль
ного геометрического расположения отпечатка, т. е. даже небольшие повороты могут привести к значи-

тельному искажению результата (допустимы повороты менее чем на угол, равный π
16
,  что составляет 

половину дискрета при разбиении на восемь направлений). Поэтому при использовании данной мето-
дики делаются следующие допущения:

•• изображение горизонтально ориентированное, т. е. предполагается, что при сканировании пальце-
вой подушечки не допускались отклонения от вертикального положения пальца;

•• информативная часть папиллярного узора (т. е. содержащая особые точки – дельты и ядра) зани-
мает большую часть сканируемого изображения.

Численные эксперименты
На основании выведенных закономерностей была разработана программа-классификатор, получаю

щая на вход дактилоскопическое изображение и возвращающая вероятности принадлежности данного 
изображения к одному из пяти стандартных типов. Схема работы программы-классификатора следую
щая: для входного изображения строится усредненное поле направлений по блокам размером 13 × 13 точек 
по методу [7], после чего формируется гистограмма распределения направлений. Затем по полученным 
значениям гистограммы формируется вектор признаков, компоненты которого соответствуют ключевым 
характеристикам гистограммы, обозначенным выше (количество пиков, значения локальных максимумов 
и минимумов, их взаимное расположение и т. д.). В соответствии со значением каждой из компонент век-
тора признаков меняется вероятность принадлежности гистограммы к одному из определяемых типов. 
Результатом работы классификатора является вектор из пяти значений в диапазоне от 0 до 1, определяю
щий итоговые вероятности принадлежности гистограммы к одному из типов узора (1 – арка, 2 – треу-
гольная арка, 3 – левая петля, 4 – правая петля, 5 – завиток). Все формируемые признаки, а также соот-
ветствующие им изменения вероятностей были определены эмпирически на основании многочисленных 
наблюдений.

Примеры работы классификатора представлены на рис. 5: вероятность принадлежности к одному из 
типов равна единице (см. рис. 5, а); вероятность принадлежности к одному из типов меньше единицы 
(см. рис. 5, б); неверное определение типа узора (см. рис. 5, в).

Рис. 4. Гистограмма распределенных направлений для папиллярного узора типа «завиток»:  
a – схематичное изображение узора; б – дактилоскопическое изображение с папиллярным узором типа «завиток»;  

в – сглаженное поле направлений; г – гистограмма распределения направлений
Fig. 4. Orientation histogram for fingerprint with «whorl» pattern:  

a – schematic image of pattern; b – fingerprint with «whorl» pattern;  
c – fingerprint orientation field; d – orientation histogram
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Для исследования точности работы классификатора была сформирована тестовая выборка из баз 
FVC2000, FVC2002, FVC2004 [8]. Из этой выборки на основании визуального анализа отброшены за-
ведомо неподходящие изображения, не удовлетворяющие вышеуказанным требованиям. Из тестовой 
выборки 81 % изображений были успешно классифицированы.

Использование нейросетевого аппроксиматора  
для классификации дактилоскопических изображений

Исследована также возможность применения нейросетевых методов для аппроксимации зависимо-
стей между значениями гистограммы распределения направлений и типом узора на соответствующем 
дактилоскопическом изображении. В результате многочисленных экспериментов в качестве нейросете-
вого аппроксиматора была выбрана трехслойная однонаправленная нейронная сеть, обучаемая с приме-
нением алгоритма обратного распространения. Данная модель имеет восемь входов, соответствующих 
значениям гистограммы распределения направлений, и пять выходов, которые определяют вероятность 
принадлежности входной гистограммы к одному из вышеперечисленных классов. Количество нейро-
нов скрытого слоя варьируется в зависимости от размера обучающей выборки таким образом, чтобы 
число весовых коэффициентов не превышало количества примеров для обучения; в качестве актива
ционных функций выбраны гиперболический тангенс для входного слоя и линейные функции акти
вации для скрытого и выходного слоев. Перед созданием и обучением сети выполняется нормирование 
входных данных. Схема работы нейронной сети представлена на рис. 6.

Обучающая и  тестовая выборки формируются из дактилоскопических изображений FVC2000, 
FVC2002, FVC2004 [8]. Пользователям в свободном доступе предоставлены по четыре множества во 
всех базах, содержащих изображения, полученные с  помощью разного типа датчиков. В  каждом из 
этих множеств содержатся 80 изображений – десять пальцевых подушечек, отсканированных в восьми 
вариациях.

Рис. 5. Результаты классификации:  
а – точная; б – частично точная; в – ошибочная

Fig. 5. Classification results:  
a – accurate; b – partially accurate; c – inaccurate
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Наблюдения из обучающей выборки были классифицированы без ошибок. Результаты классифика-
ции при различных обучающих и тестовых множествах представлены в таблице.

Точность классификации  
для различных обучающих и тестовых множеств

Наименование  
показателя

База данных дактилоскопических изображений

FVC2000/DB1 FVC2000/DB1* FVC2000/DB2 FVC2000/DB1 +  
+ FVC2000/DB2

FVC2000/DB1 +  
+ FVC2000/DB2**

FVC2000 +  
+ FVC2002 +  
+ FVC2004***

Размерность обу
чающей выборки/
тестовой выборки 
изображений

70/10 56/3 70/10 140/20 70/10 769/31

Точность классифи-
кации (усредненное 
значение), %

98,5 94 88 91,25 79 66

* В тестовом множестве отсутствуют вариации отпечатков из обучающего множества.
** Обучающая выборка сформирована из DB1, тестовая выборка – из DB2.

***  Низкая точность обусловлена большим разбросом значений входных данных.

С одной стороны, обучающая выборка должна быть репрезентативной и содержать достаточное для 
качественного обучения количество примеров. С другой стороны, объем обучающей выборки должен 
быть минимально возможным в целях сокращения временных и вычислительных затрат. При наличии 
в обучающих и тестовых множествах вариаций одного и того же отпечатка точность классификации 
приближается к 100 % и такой результат не является показательным. В случае использования в качестве 
примеров изображений разных размеров и разрешений, полученных с помощью различных датчиков, 
точность значительно уменьшается. 

Заключение
Предложенный метод позволяет достаточно точно классифицировать папиллярные узоры, однако 

его недостатком являются ограничения, накладываемые на классифицируемое изображение. Данную 
методику можно использовать в совокупности с другими алгоритмами для повышения точности клас-
сификации в задачах идентификации и биометрического анализа. 
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Эдмунд  Иванович  
зверович

Edmund  Ivanovich  
zverovich

Исполнилось 80 лет видному белорусскому ма-
тематику, доктору физико-математических наук, 
профессору, заслуженному работнику БГУ Эдмун-
ду Ивановичу Зверовичу.

Э. И. Зверович родился 30 декабря 1936 г. в ста
нице Нововладимирской Краснодарского края. 
По окончании Ростовского государственного уни-
верситета и аспирантуры в г. Москве работал в уч-
реждениях высшего образования городов Ростова 
и Одессы.

В 1975 г. доктор физико-математических наук 
Э. И. Зверович переезжает в г. Минск и приступает 
к работе на механико-математическом факультете 
БГУ в должности заведующего кафедрой теории 
функций. Эдмунд Иванович заведовал кафедрой 
на протяжении 27 лет, а с 2002 г. и по настоящее 
время он профессор этой кафедры.

Э. И. Зверович – известный специалист по ма-
тематическому анализу, имеющий большой авто-
ритет среди математиков многих стран мира. Эд-
мундом Ивановичем получены фундаментальные 
результаты по теории краевых задач для анали-
тических функций. В  первую очередь это отно-
сится к построенной им теории краевых задач на 
римановых поверхностях. Попытки разработать 
эту теорию в 1960 –70-х гг. предпринимались в ра-

ботах ряда видных математиков, однако приво-
дили лишь к установлению частных результатов. 
До появления трудов Эдмунда Ивановича не было 
принципиального понимания подходов к решению 
таких задач. Он разработал также метод локально-
конформного склеивания, позволяющий решать 
все известные двухэлементные краевые задачи 
в наиболее общей постановке, исследовал многие 
особые интегральные уравнения, вопросы теории 
римановых поверхностей, конструктивно решил 
ряд сложных задач теории упругости и электроди-
намики. К важнейшим результатам, полученным 
Эдмундом Ивановичем в последнее время, отно-
сится решение проблемы особого случая в крае-
вых задачах на римановых поверхностях. Список 
научных публикаций Э. И. Зверовича насчитывает 
около 200 работ.

Профессор Э. И. Зверович подготовил 23 кан-
дидата наук, четверо его учеников стали доктора
ми наук. Всем руководимым им аспирантам он 
передал свою увлеченность и любовь к математи-
ческой науке, а также честность и точность в по-
лучении научных результатов.

В настоящее время ученики Эдмунда Иванови-
ча работают в Беларуси, России, Украине, Молдо-
ве, Таджикистане, Польше, Германии, Эквадоре, 
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Канаде и  добросовестно служат математической 
науке и  математическому образованию, следуя 
принципам своего учителя.

За многие годы работы в БГУ Эдмунд Ивано-
вич прочитал десятки курсов лекций по разным 
разделам математики. И  каждая лекция  – это 
доступность и одновременно глубина изложения 
материала, строгость изложения и  неизменный 
интерес слушателя. Итогом плодотворной много-
летней преподавательской работы стало издание 
Эдмундом Ивановичем в 2006 –2008 гг. учебного 
пособия «Вещественный и комплексный анализ» 
(в  4  книгах). Пособие содержит современные, 
во многом новые методические подходы к  изу
чению классического базового раздела высшей 
математики. Кроме того, на основе спецкурсов, 
преподаваемых Э. И. Зверовичем, написаны и из-
даны пособия «Элементы тэорыi iмавернасцей» 
(2013) (в соавторстве с А. Я. Радыно) и «Линей-
ные краевые задачи теории аналитических функ-
ций» (2015).

Талант математика и педагога притягивает к Эд-
мунду Ивановичу студентов, сотрудников универ-
ситета и  всех, кому приходится с  ним общаться. 
К Эдмунду Ивановичу можно обратиться и за оцен-
кой математического результата, и  за жизненным 
советом. Преданность науке, мудрость учителя 
счастливо сочетаются в  нем с  неизменным опти-
мизмом и остроумием. Все это особенно хорошо из-
вестно тем, кто посещает научный семинар кафед
ры теории функций имени академика Ф. Д. Гахова, 
которым Эдмунд Иванович руководит уже несколь-
ко десятилетий. Кстати, и сам руководитель ежегод-
но выступает на этом семинаре со своими новыми 
научными результатами и регулярно публикует их 
в авторитетных математических журналах.

Коллектив кафедры теории функций, ученики, 
а  также сотрудники, аспиранты и  студенты меха
нико-математического факультета сердечно позд
равляют Эдмунда Ивановича с  юбилеем, желают 
ему крепкого здоровья, семейного благополучия 
и новых творческих успехов.
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Исполнилось 75 лет известному белорусскому 
ученому – доктору физико-математических наук, 
профессору Анатолию Борисовичу Антоневичу.

А. Б. Антоневич родился 9 января 1942 г. в с. Ме
ловатка Волгоградской области. В  1963 г. окончил 
математический факультет БГУ. Работает в  БГУ 
с 1967 г., с 1990 г.  – профессор кафедры функцио-
нального анализа. Докторскую диссертацию защи-
тил в 1989 г. в Московском государственном уни-
верситете имени М. В. Ломоносова.

Основные научные интересы А. Б. Антоневи-
ча связаны с теорией функциональных операторов 
и порожденных ими операторных алгебр. Функ-
циональные операторы являются существенно 
нелокальными операторами, включение которых 
в  различные классы уравнений принципиально 
усложняет исследование, так как стандартные 
методы, разработанные для анализа локальных 
операторов, неприменимы в такой ситуации. 

Первые научные работы А. Б. Антоневича, при
несшие ему известность среди ученых-математи-
ков, были связаны с проблемой индекса нелокаль-
ных операторов. В 1969 г. Анатолием Борисовичем  
получена формула, которая выражает индекс псевдо
дифференциального оператора с конечной груп
пой сдвигов через топологические инварианты, 
называемые числами Лефшеца эквивариантного 
оператора. Это была одна из первых работ в СССР, 
в которых использовалась К-теория, незадолго до 
этого построенная известным английским мате-
матиком М. Атьи, имевшая широкий международ-
ный резонанс. 

Для исследования функциональных операто-
ров и  соответствующих нелокальных уравнений 
в  общей ситуации А. Б. Антоневич разработал 
подход, базирующийся на исследовании специ
фики операторных алгебр, порожденных функ
циональными операторами. Основополагающи
ми результатами, полученными профессором 
А. Б. Антоневичем в этом направлении, являются 

теоремы об изоморфизме С*-алгебр, порожден-
ных динамическими системами, теорема о ги-
перболичности линейного расширения, ассоции
рованного с  операторами взвешенного сдвига, 
конструкция символа функционально-дифферен-
циального оператора, аналог условия Лопатин-
ского для нелокальных краевых задач. Данные 
результаты были опубликованы в  научных жур
налах с высоким рейтингом, а  также системати
зированы в монографиях, изданных в Беларуси  
и ведущих зарубежных издательствах: А. Б. Ан
тоневич. Линейные функциональные уравнения. 
Операторный подход (1988) (переведена на ан-
глийский язык: A. B. Antonevich. Linear Functional 
Equations. Operator Approach (Birkhauser, 1996); 
A. Antonevich, A. Lebedev. Functional differential 
equations: I. C*-theory (Longman, 1994); A. Anto
nevich, M. Belousov, A.  Lebedev. Functional dif
ferential equations: II. C*-applications. Part 1. Equa
tions with continuous coefficients (Longman, 1998);  
A. Antonevich, M. Belousov, A. Lebedev. Functio
nal differential equations: II. C*-applications. Part 2. 
Equations with discontinuous coefficients and bounda
ry value problems (Longman, 1998); A. B. Antonevich, 
C. B. Dolicanin. Dynamical systems generated by  li
near maps (2012, второе издание – 2014, Springer).

В последние годы профессором А.  Б.  Антоне
вичем впервые получены условия односторонней 
обратимости и  описаны существенные спектры 
функциональных операторов, обнаружено новое 
свойство нечеткой дихотомии, связанное с сущест
вованием корректных краевых задач для функцио-
нальных и дифференциальных уравнений, описа
ны квазипериодические обобщенные функции 
и их приложения к теории квазикристаллов, новые 
формулы (вариационные принципы) для подсчета 
спектрального радиуса операторов взвешенного 
сдвига (аналогами или частными случаями этих 
формул являются известные в термодинамике и ста-
тистической физике вариационные принципы).

Анатолий  Борисович  
антоневич

Anatolii  Borisovich  
antonevich
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С 1990 г. круг научных интересов Анатолия Бо-
рисовича расширился за счет тематики, связанной 
с  проблемой умножения обобщенных функций, 
современные подходы к  решению которой бази
руются на введении вместо обобщенных функций 
новых объектов, называемых мнемофункциями, 
допускающих корректное задание произведения 
и при этом сохраняющих основные свойства обоб-
щенных. Совместно с Я. В. Радыно разработан об-
щий подход к построению алгебр мнемофункций, 
сконструирован ряд новых алгебр. Даны приложе-
ния к исследованию уравнения Шрёдингера с син-
гулярным потенциалом и  сингулярных решений 
(типа бесконечно узкого солитона и типа ударной 
волны) для некоторых нелинейных уравнений 
с  частными производными. Составлена таблица 
умножения (в  смысле теории мнемофункций) ба-
зовых обобщенных функций. Часть результатов 
разработки этого направления представлены в мо-
нографии А. Б. Антоневича, Т. А. Романчук «Урав-
нения с  дельта-образными коэффициентами: ме-
тод конечномерных аппроксимаций» (LAMBERT 
Academic Publishing, 2012). 

А. Б. Антоневич опубликовал свыше 200 науч-
ных работ, среди его соавторов более 50 специа
листов из разных стран. Он подготовил 22  кан-
дидата наук и  продолжает активно работать 
с аспирантами (готовы к защите еще три кандидат-
ские диссертации). Среди его учеников – гражда-
не Беларуси, России, Вьетнама, Польши, Сенега-
ла, Сербии, трое из них (А. В. Лебедев, Данг Суан 
Тхань, Данг Хань Хой) стали докторами наук. 

Анатолий Борисович является не только вы
дающимся ученым, но и  замечательным педаго-
гом. Совместно с Я. В. Радыно и П. Н. Князевым 
им еще в 1978 г. был написан первый в СССР задач-
ник по функциональному анализу, переизданный 
четыре раза и  переведенный на испанский язык. 

Неослабевающей популярностью как в Беларуси, 
так и на постсоветском пространстве пользуется 
написанный совместно с Я. В. Радыно учебник по 
функциональному анализу, издававшийся трижды 
(1984, 2003, 2006), а  также ряд других учебных 
пособий по функциональному анализу, теории ме
ры и интегральным уравнениям, в  совокупности 
составляющих учебно-методический комплекс по 
функциональному анализу. 

Профессор А. Б. Антоневич  –  лауреат премии 
имени А. Н. Севченко (1995), он удостоен званий 
«Заслуженный работник БГУ», «Отличник народ-
ного образования», «Соросовский профессор», на-
граждался почетными грамотами Министерства 
образования Республики Беларусь, Президиума 
НАН Беларуси, Белорусского государственного 
университета.

Математика – не единственное увлечение Ана-
толия Борисовича. Он мастер спорта СССР по 
классической (греко-римской) борьбе, был чем-
пионом Белоруссии и  победителем молодежно-
го чемпионата СССР. Ему покорялись не только  
научные высоты, но и труднопроходимые крутые 
маршруты в  горах Кавказа, Памира, Тянь-Шаня, 
Алтая, Саян, Камчатки, Урала, Хибин и  хребта 
Черского, за что было присвоено также звание 
мастера спорта СССР по горному туризму.

Сердечно поздравляем Анатолия Борисовича 
Антоневича с  75-летием и  желаем ему крепкого 
здоровья, большого счастья и  новых творческих 
успехов. 

В. И. Бахтин, В. И. Берник, И. В. Гайшун,  
Е. А. Горин, В. В. Гороховик, Ч. Доличанин,  

В. А. Еровенко, П. П. Забрейко, Н. Д. Копачевский, 
В. И. Корзюк, В. Г. Кротов, Н. В. Лазакович,  

А. В. Лебедев, М. Х. Мазель, В. Е. Назайкинский,  
А. Одзиевич, А. М. Степин, Данг Суан Тхань,  
А. И. Шафаревич, Н. И. Юрчук, Л. А. Янович
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9 декабря 2016 г. ушел из жизни известный бе-
лорусский математик, член-корреспондент НАН 
Беларуси, доктор физико-математических наук, 
профессор заведующий кафедрой функциональ-
ного анализа механико-математического факуль-
тета БГУ Яков Валентинович Радыно.

Я. В. Радыно родился 1 декабря 1946 г. в дерев-
не Брильки Воложинского района в крестьянской 
семье. С детства он был приучен к нелегкому сель-
скому труду. Именно тогда и были заложены осно-
вы исключительного трудолюбия Якова Валенти-
новича. Математические способности проявились 
у него рано, талантливый школьник успешно уча-
ствовал в математических олимпиадах различно-
го уровня. В выпускном году он стал победителем 
республиканской олимпиады, после чего принял 
решение поступать на математический факуль-
тет Белорусского государственного университета,  
с  которым в  дальнейшем и  связал свою судьбу. 
По  окончании университета Я. В. Радыно начал 
трудовую деятельность в БГУ в качестве стажера-
исследователя, в  1972  г. защитил кандидатскую 
диссертацию. Большое влияние на формирование 
его как ученого оказала стажировка в Швейцарии 
в 1973–1974 гг. 

В 1975 г. 28-летнему доценту Я. В. Радыно было 
доверено руководство вновь созданной кафедрой 
функционального анализа, бессменным заведую-

щим которой он был в течение 41 года. Я. В. Рады-
но стал одним из основателей белорусской школы 
функционального анализа, организатором ряда все-
союзных и международных научных конференций,  
инициатором приглашения в БГУ для чтения лек-
ций известных специалистов Советского Союза. 
За время существования кафедры функциональ-
ного анализа в  рамках этой школы защищено 
14  докторских и  более 70  кандидатских диссер-
таций, в том числе 18 из них – под руководством 
Я. В. Радыно. 

Большая организаторская и педагогическая ра-
бота не прерывала интенсивной научной деятель
ности Я. В. Радыно. В 1987 г. он защитил доктор-
скую диссертацию в Математическом институте 
имени В. А. Стеклова АН СССР. Введенное в этой 
работе понятие экспоненциального вектора впо-
следствии с  успехом применялось многими ма-
тематиками. Получил признание специалистов 
опубликованный в 1990-х гг. цикл совместных 
работ А. Б. Антоневича и Я. В. Радыно по воп
росам умножения обобщенных функций. Затем 
в сферу научных интересов Якова Валентиновича 
вошло новое научное направление – неархимедов 
функциональный анализ. Благодаря интенсивной 
и плодотворной работе возглавляемая им группа 
исследователей за короткий срок стала одним из 
видных участников международного сообщества  

Яков  Валентинович  
радыно

yakov  valentinovich  
radyno
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математиков, занимающихся этим направлением, 
перспективным в  прикладном и  теоретическом 
аспектах.

Яков Валентинович пользовался большим ав-
торитетом в научном мире. В 2004 г. был избран 
член-корреспондентом Национальной академии 
наук Беларуси. Он входил в  состав редколлегий 
ряда белорусских и иностранных научных журна-
лов, регулярно участвовал в работе оргкомитетов 
отечественных и зарубежных научных конферен-
ций. Его приглашали для чтения лекций и исследо-
вательской работы университеты Австрии, Алжи-
ра, Болгарии, Израиля, Канады, Польши, Сербии, 
Словакии, Франции, Швейцарии, Швеции.

Я. В. Радыно вел большую педагогическую 
и  методическую работу. Лекции Якова Валенти-
новича при неизменно строгом изложении содер-
жали живые, часто неформальные и  остроумные 
пояснения. Широкую известность получили на-
писанные им совместно с сотрудниками кафедры 
первый в СССР задачник (1978) и учебник (1984) 
по функциональному анализу, изданные с  грифа-
ми Министерства высшего и  среднего специаль-
ного образования СССР и неоднократно переизда-
вавшиеся. В  последние годы Яков Валентинович 
в соавторстве со своими учениками написал серию 
учебных пособий по алгебре и  топологии, при-
званных познакомить студентов-аналитиков с  от-
дельными тонкостями из смежных математических 
дисциплин. В этих книгах найдены неожиданные 
подходы к вопросам, излагавшимся традиционно. 
Новая трактовка при этом получалась более глубо-
кой и в то же время более ясной как для начинаю-
щего студента, так и для опытного исследователя. 

Научные и педагогические достижения Я. В. Ра
дыно получили высокую оценку со стороны госу-
дарства. В  1978  г. за цикл работ «Линейные диф-
ференциальные уравнения в  локально-выпуклых 
пространствах» ему была присуждена премия Ле-
нинского комсомола БССР. Цикл работ «Оператор-
ные методы в дифференциальных уравнениях» (со-
вместно с В. И. Корзюком и Н. И. Юрчуком) был 
удостоен Государственной премии Республики Бе-
ларусь в области науки за 1996 г. Яков Валентинович 
был награжден медалью «За  працоўныя заслугі», 

почетными грамотами ЦК  ВЛКСМ, ЦК  ЛКСМБ, 
Министерства высшего и  среднего специального 
образования СССР, Министерства высшего и сред-
него специального образования БССР, Министер-
ства просвещения БССР, знаком «Отличник народ-
ного просвещения БССР», грамотами Белорусского 
государственного университета. Ему были присвое-
ны звания заслуженного работника БГУ, почетного 
профессора Брестского государственного универси-
тета имени А. С. Пушкина и Гродненского государ-
ственного университета имени Янки Купалы.

Я. В. Радыно глубоко чтил историю и  культу-
ру своего народа, его язык. Он являлся соавтором 
и научным редактором «Русско-белорусского мате-
матического словаря» (1993), «Беларуска-польска-
га і польска-беларускага матэматычнага слоўніка» 
(2010)  – первых в  Республике Беларусь изданий 
такого рода, а  также соавтором и  научным кон-
сультантом первой в  Беларуси «Матэматычнай 
энцыклапедыi». При его деятельном участии на 
механико-математическом факультете БГУ было 
организовано чтение лекций по математическим 
дисциплинам на белорусском языке. 

Широкая эрудиция Я.  В.  Радыно в  смежных 
областях знаний и  умение взаимодействовать со 
специалистами других профилей позволяли ему 
находить интересные приложения математическо
го аппарата. Яков Валентинович владел француз-
ским и  польским языками, был очень начитан, 
и его суждения по вопросам, далеким от научных 
интересов, всегда были оригинальны и глубоки.

Яков Валентинович был выдающимся мате-
матиком, высококвалифицированным лектором, 
пользовался большим авторитетом у студентов 
и преподавателей. Его отличали трудолюбие и вни-
мательное отношение к  коллегам. Мы потеряли 
уважаемого коллегу и доброжелательного челове-
ка. Коллектив механико-математического факуль-
тета, кафедры функционального анализа, друзья, 
коллеги и  ученики выражают искренние соболез-
нования родным и близким Я. В. Радыно. Светлая 
память о  нем навсегда сохранится в  сердцах тех, 
кто его знал и с ним работал.

Коллектив кафедры функционального анализа  
механико-математического факультета БГУ



67

Аннотации  депонированных  в  БГУ  работ

Indicative  abstracts  of  the  paper  deposited  at  BSU

УДК 514.742(075.8)+514.743(075.8)+517.51(075.8)
Основы векторного и тензорного анализа [Электронный ресурс] : учеб.-метод. комплекс для студен-
тов, обучающихся по спец.: 1-31 04 01-02 «Физика (производственная деятельность)» ; 1-31 04 01-03  
«Физика (научно-педагогическая деятельность)» ; 1-31 04 01-04 «Физика (управленческая деятель-
ность)» / сост.: Н. Г. Абрашина-Жадаева, И. А. Тимощенко ; БГУ. Электрон. текстовые дан. Минск, 
2016. 139 с. : ил. Библиогр.: с. 6–7. Режим доступа: http://elib.bsu.by/handle/123456789/157996. Загл. 
с экрана. Деп. 23.09.2016, № 006823092016.

Электронный учебно-методический комплекс (ЭУМК) подготовлен в  соответствии с  базовой 
учебной программой УД-208 от 18.12.2013 г. в целях учебно-методического обеспечения студентов 
первого курса физического факультета. Задачей настоящего ЭУМК является систематизация изуче-
ния студентами курса «Основы векторного и тензорного анализа», а также помощь в организации 
практических занятий начинающим преподавателям.

УДК 517.926.4(075.8)
Кононова О. А. Нахождение частного решения неоднородного линейного уравнения методом не-
определенных коэффициентов [Электронный ресурс] : учеб.-метод. разработка / О. А. Кононова, 
Н. И. Ильинкова, Н. К. Филиппова ; БГУ. Электрон. текстовые дан. Минск, 2016. 13 с. Библиогр.: 
с. 13. Режим доступа: http://elib.bsu.by/handle/123456789/161632. Загл. с  экрана. Деп. 24.11.2016, 
№ 008124112016.

В учебно-методической разработке рассматриваются случаи нахождения частного решения ли-
нейного неоднородного уравнения с постоянными коэффициентами, когда правая часть этого урав-
нения представляет собой произведение полинома и показательной функции. В этом случае частное 
решение можно найти методом неопределенных коэффициентов, что существенно облегчает нахож-
дение частного в отличие от универсального метода вариации произвольных постоянных.

Адресуется студентам, обучающимся по физико-математическим специальностям.

УДК 004.439:004.55:004.738.5HTML(075.8)
Мигачева М. Е. Практикум по HTML и CSS. Базовые составляющие [Электронный ресурс]  : 
учеб. пособие для практ. занятий по курсу «Web-дизайн и  компьютерная графика», «Верстка 
web-страниц»  / М. Е. Мигачева  ; БГУ. Электрон. текстовые дан. Минск, 2016. 162 с. Библиогр.: 
с. 162. Режим доступа: http://elib.bsu.by/handle/123456789/162156. Загл. с экрана. Деп. 05.12.2016, 
№ 008705122016.
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В учебном пособии рассмотрены базовые задачи по основам верстки web-страниц, ориентирован-
ные на практические примеры.

Предназначено для слушателей факультетов бизнеса, повышения квалификации и переподготовки 
кадров, а также студентов очной и заочной форм обучения, изучающих основы front-end-разработки.

УДК 004(075.8)
Белецкая Л. В. Компьютерные информационные технологии: файловые системы [Электронный 
ресурс] : учеб. пособие для студентов, обучающихся по спец. 1-26 02 02 «Менеджмент (по направле
ниям)» / Л. В. Белецкая, Н. Н. Поснов ; БГУ. Электрон. текстовые дан. Минск, 2016. 39 с. : ил. Биб
лиогр.: с. 39. Режим доступа: http://elib.bsu.by/handle/123456789/163410. Загл. с экрана. Деп. 20.12.2016, 
№ 009720122016.

Представлены наиболее востребованные виды накопителей, их характеристики и основные пра-
вила эксплуатации, а также приведен краткий обзор файловых систем, поддерживаемых Windows, 
описаны основные типы файловых систем и принципы их работы.

Для студентов первой ступени получения высшего образования, обучающихся по специальности 
«Менеджмент», Государственного института управления и социальных технологий БГУ.

УДК 004.92(075.8)
Лукьянович И. Р. Программная адаптация систем компьютерной графики [Электронный ресурс] : 
учеб.-метод. комплекс для студентов, обучающихся по спец. 1-31 03 07 «Прикладная информатика  
(по направлениям)», направление спец. 1-31 03 07-03 «Прикладная информатика (веб-программирова
ние и компьютерный дизайн)», специализация 1-31 03 07-03 01 «Веб-программирование и компьютер-
ная графика» / И. Р. Лукьянович ; БГУ. Электрон. текстовые дан. Минск, 2016. 54 с. : ил. Библиогр.: 
с. 49 –54. Режим доступа: http://elib.bsu.by/handle/123456789/163821. Загл. с  экрана. Деп. 26.12.2016, 
№ 009826122016.

Учебно-методический комплекс содержит учебный материал по инструментам адаптации и API-
систем графического дизайна Adobe Photoshop, Illustrator, Flash. Включает также программу дисцип
лины, контрольные вопросы и задания.

Адресуется студентам факультета социокультурных коммуникаций БГУ. Может быть использо-
ван студентами других специальностей при изучении инструментов непрограммной и программной 
адаптации систем графического дизайна.

УДК 082(06)
Сборник работ 73-й научной конференции студентов и  аспирантов Белорусского государ-
ственного университета (Минск, 16 –25 мая 2016 г.) : в 3 ч. [Электронный ресурс] / отв. за выпуск 
С. Г. Берлинская ; БГУ. Электрон. текстовые дан. Минск, 2016. 1542 с. : ил., табл. Библиогр. в кон-
це ст. Режим доступа: http://elib.bsu.by/handle/123456789/166929. Загл. с экрана. Деп. 01.02.2017, 
№ 000901022017.

Сборник составлен по результатам докладов студентов и аспирантов на ежегодной научной кон-
ференции, проходившей в БГУ с 16 по 25 мая 2016 г. Представлены статьи по актуальным проблемам 
в области естественных и социально-гуманитарных наук, имеющие как прикладной, так и теорети-
ческий характер. Ряд статей приведены на иностранных языках. Подготовка и издание сборника осу-
ществлялись в соответствии с Положением о ежегодной конференции студентов и аспирантов БГУ, 
утвержденным приказом ректора БГУ от 13.09.2011 г. № 366-ОД.

УДК 517.91(075.8)(076)+517.962.22(075.8)(076)
Егоров А. В. Обыкновенные дифференциальные уравнения. Линейные разностные уравнения 
[Электронный ресурс] : практикум для студентов, обучающихся по спец.: 1-26 02 02 «Менеджмент 



(по направлениям)» ; 1-26 02 03 «Маркетинг» / А. В. Егоров, Л. Г. Третьякова ; под общ. ред. М. Л. Зе-
ленкевич ; БГУ. Электрон. текстовые дан. Минск, 2016. 41 с. : табл. Библиогр.: с. 40 – 41. Режим дос
тупа: http://elib.bsu.by/handle/123456789/167750. Загл. с экрана. Деп. 10.02.2017, № 001010022017.

Практикум содержит теоретический материал, задачи для проведения практических занятий, за-
дания для рейтинговых контрольных работ и управляемой самостоятельной работы. Приведены при-
меры решения базовых задач. Большое внимание уделено подбору задач, связанных с изучением дис-
циплин финансово-экономического блока. Задания для рейтинговых контрольных работ рассчитаны 
на составление 34 вариантов.

Для студентов высших учебных заведений, обучающихся по специальностям «Менеджмент» и «Мар-
кетинг», преподавателей и лиц, занимающихся самообразованием.



70

Содержание

Вещественный, комплексный и функциональный анализ
Кот М. Г. Асимптотика собственных значений операторов, аппроксимирующих дифференциаль-

ные уравнения с d-образными коэффициентами............................................................................................ 4

Геометрия и топология
Лысенко В. В., Тимохович В. Л. Соприкасающаяся квадрика пространственной кривой..................... 11

Теория вероятностей и математическая статистика
Журак М. К., Харин Ю. С. Статистическая проверка гипотез о значениях параметров биномиаль-

ной условно авторегрессионной модели пространственно-временных данных......................................... 16
Гайтюкевич Е. А., Труш Н. Н. Некоторые свойства фрактального броуновского движения................ 23
Цеховая Т. В. Свойства внутренне стационарных случайных процессов............................................... 28

Дискретная математика и математическая кибернетика
Живица Е. Д., Кузьмин К. Г. К нахождению радиуса устойчивости минимального остовного дерева..... 34

Механика деформируемого твердого тела
Томило В. А., Кочик Е. В., Тарасюк И. А., Кравчук А. С. Вязкоупругий изгиб стержней переменных 

радиуса кривизны и жесткости......................................................................................................................... 39
Королевич В. В., Медведев Д. Г. Решение осесимметричной плоской задачи термоупругости для 

вращающегося в тепловом поле полярно-ортотропного диска переменной толщины методом интег
рального уравнения Вольтерры второго рода................................................................................................. 47

Теоретические основы информатики
Кулинкович В. А. Применение методики гистограмм направленных градиентов для классификации 

дактилоскопических изображений................................................................................................................... 53

НАШИ ЮБИЛЯРЫ
Эдмунд Иванович Зверович........................................................................................................................ 61
Анатолий Борисович Антоневич................................................................................................................ 63

ПАМЯТИ УЧЕНОГО
Яков Валентинович Радыно........................................................................................................................ 65

Аннотации депонированных в БГУ работ................................................................................................. 67



71

CONTENTS

Real, Complex and Functional Analysis
Kot M. G. Asymptotics of the eigenvalues of approximating differential equations with d-different coef

ficients.................................................................................................................................................................. 4

Geometry and Topology
Lysenko V. V., Timokhovich V. L. Osculating quadric of the spatial curve...................................................... 11

Theory of Probability and Mathematical Statistics
Zhurak M. K., Kharin Y. S. Statistical hypotheses testing for parameters of binomial conditionally auto

regressive model of spatio-temporal data............................................................................................................ 16
Haitsiukevich K. A., Troush M. M. Some properties of fractional Brownian motion.................................... 23
Tsekhavaya T. V. Properties of the intrinsically stationary stochastic processes............................................ 28

Discrete Mathematics and Mathematical Cybernetics
Zhyvitsa Ya. D., Kuzmin K. G. On calculation of the stability radius for a minimum spanning tree............. 34

Mechanics of Deformable Solids
Tamila V. A., Kochyk Y. V., Tarasyuk I. A., Kravchuk A. S. Viscoelastic bending of beams of variable 

curvature radius and stiffness............................................................................................................................... 39
Karalevich U. V., Medvedev D. G. Solution of the axismmetric plane thermoelasticity problem for a polar-

orthotropic disc of variable thickness in the rotating thermal field by Volterra integral equation of the second 
kind...................................................................................................................................................................... 47

Theoretical Foundations of Computer Science
Kulinkovich V. A. Using histogram of oriented gradients for fingerprint classification................................. 53

Our jubilee
Edmund Ivanovich Zverovich........................................................................................................................ 61
Anatolii Borisovich Antonevich..................................................................................................................... 63

TO THE MEMORY OF SCIENTIST
Yakov Valentinovich Radyno ........................................................................................................................ 65

Indicative abstracts of the paper deposited at BSU........................................................................................ 67



Журнал Белорусского  
государственного университета.  

Математика. Информатика. 
№ 1. 2017

Учредитель:
Белорусский государственный университет

Юридический адрес: пр. Независимости, 4,  
220030, Минск. 

Почтовый адрес: ул. Кальварийская, 9, каб. 636, 637, 
220004, Минск.

Тел. 259-70-74, 259-70-75.
E-mail: vestnikbsu@mail.ru

vestnikbsu@bsu.by

«Журнал Белорусского государственного  
университета. Математика. Информатика»  

издается с января 1969 г. 
До 2017 г. выходил под названием «Вестник БГУ.

Серия 1, Физика. Математика. Информатика»  
(ISSN 1561-834X).

Редактор Е. В. Павлова
Технический редактор В. В. Кильдишева 

Корректор Л. А. Меркуль

Подписано в печать 22.03.2017.   
Тираж 155 экз. Заказ 110.

Республиканское унитарное предприятие
«Издательский центр Белорусского  

государственного университета».
ЛП № 02330/117 от 14.04.2014.

Ул. Красноармейская, 6, 220030, Минск. 

© БГУ, 2017

Journal  
of the Belarusian State University.  
Mathematics and Informatics. 
No. 1. 2017 

Founder:
Belarusian State University

Registered address: Nezavisimosti ave., 4, 220030, Minsk. 
Correspondence address: Kalʼvariiskaya str., 9, office 636, 637, 
220004, Minsk.
Tel. 259-70-74, 259-70-75.
E-mail: vestnikbsu@mail.ru

vestnikbsu@bsu.by

«Journal of the Belarusian State University.  
Mathematics and Informatics»  
published since January, 1969.
Until 2017 named «Vestnik BGU.
Seriya 1, Fizika. Matematika. Informatika» 
(ISSN 1561-834X).

Editor E. V. Pavlova
Technical editor V. V. Kilʼdisheva
Proofreader L. A. Merkulʼ

Signed print 22.03.2017. 
Edition 155 copies. Order number 110.

Publishing Center of BSU.
License for publishing No. 02330/117, 14 April, 2014.
Krasnoarmeiskaya str., 6, 220030, Minsk.

© BSU, 2017

Журнал включен Высшей аттестационной комиссией Республики Беларусь в Перечень научных 
изданий для опубликования результатов диссертационных исследований по физико-математическим 
наукам (в области математики и информатики).

Журнал включен в библиографическую базу данных научных публикаций «Российский индекс 
научного цитирования» (РИНЦ).


