
2гі?' . - У 1 Р 1 5 ^ 2  • М? г , - У  г І -4 < ій і  ’<і{ =  0,5/?(1 — і(1^+т(1+^ц^)], 4  =  0 ,5 Л І1 + (> і+ т (1 — (>у)1 /=1,2.3.Соотношения (15) получены путем обращения формулы (6).З а м е ч а н и е .  Чтобы получить искомое решение при О < .0 ,  надо учесть зависимость между коэффициентами полиномов функции / (̂Й, а также некоторые другие зависимости, приведенные в [4].
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УД К  517.518.84
С. А . ЧУП РИ ГИ НЛ А К У Н А Р Н О Е  Т Р И Г О Н О М Е Т Р И Ч Е С К О Е  И Н Т Е Р П О Л И Р О В А Н И Е  Т И П А  (0, 1, р, д, г)1. Пусть заданы п узлов^ с * „ = - ^ ( *  =  0. л - 1). ( 1)натуральные числа 0 <  р <  </ <  г и произвольные действительные числа а*/ (/г =  о, 71— 1; / =  0, р, р, г). Требуется исследовать проблему сущест­вования, единственности и дать представление тригонометрического (О, 

1, . . .  ,р ,  р, г) - интерполяционного полинома по узлам ( 1), т. е. полино­ма Т (х) порядка не выше - ^ ( р  +  3), удовлетворяющего условиямГ " ’ (л,„) =  а „  (А =  о, л — 1; «• =  0. р, д, г). (2)При этом, если число / =  - ^  (р 3) является целым, то будем искать по­лином Т(х)  в виде /-ІГ (д:) =  Оо +  2 (3)
Г  (х) =  Оо +  2  (^к соз кх -|- Ьц 5ІП кх)-\-Ь^ $іп /лг. (4 >Если же / =  ~  (р 4- 3) не является целым числом, то Т (х) ищем в виде

Г  (х) =  До +  2 (5)При р = р + 1, г=р-+-2, т. е. в случае интерполирования Эрмита, ука­занные проблемы рещаются положительно [1—3]. Если же р—р > 1  или г—р > 1, т. е. в случае лакунарного тригонометрического интерполирова­ния, проблема существования и единственности полинома Т (х) не всегда решается положительно.
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Известен ряд результатов, получающихся из (О, 1 , . . .  , <7, г)-интер­полирования при определенном выборе параметров р, р, г. Так, случай рассмотрен в (4, 5], случай р = 0 , р =1  изучен Э. М. Зеелем [6, 7]. Другие частные случаи можно найти в обзорной статье [8].
2. Условия (2) можно записать в виде системы линейных уравнений относительно неизвестных коэффициентов полинома Т{х). Эти коэффи­циенты, а следовательно, н единственный интерполяционный полином, можно найти при любых ам тогда и только тогда, когда главный опре­делитель системы (2) отличен от нуля. В этом случае однородная си­стема

= 0  (Л =0, п—1; і = 0, р, р, г) (6)имеет только нулевое решение. Если же однородная система (6) имеет ненулевое решенйе, то (0, 1, . . .  , р, р, г)-интерполяционный полином, вообще говоря, не существует.Теорема 1. Если п =  2т и г—д четно, то при любом р тригонометри­ческий (0, 1, . . .  , р, р, г)-интерполяционный полином по узлам (1), вообще говоря, не существует.Д о к а з а т е л ь с т в о .  Легко проверить, что если г и р одинаковой четности, то нетривиальным решением однородной системы (6) является тригонометрический полином зіпр+‘ тх, если р одинаковой четности с р и г, и полином зіпР+2 гпх, если р различной четности с р и г.Теорема 2. Пусть п — 2т-^\, тогда тригонометрический (0, 1, . . .  , р, р, г) — йнтерполяцйон^іый полином, вообще говоря, не существует в сле­дующих случаях: 1) при любом р и нечетных р, г; 2) при четных р, р, г.Д о к а з а т е л ь с т в о .  В первом случае нетривиальным решениемоднородной системы (6) является полином при р нечетном ипри четном р. Во втором случае будем искать ненулевое реше­ние системы (6) в виде ^  (х) =  $іп пх Аі $іп 2пх - } - . . . +  Ар/2 зіп (р/2 -|- -|г 1)лд:. Очевидно, что полином ^{x)  и его четные производные обраща- ются в нуль в узлах ( 1) при любом выборе коэффициентов /4, (V =  1, р/2). Выберем А̂  так, чтобы обращались в нуль в узлах (1) нечетные произ­водные полинома ^ (x ). Для этого А̂  должны удовлетворять условиям +  (2/1)2»-> А,  +  (Зп)2*-‘ Ла +  ... -И(р/2-[-1) л12*-> Лр/2=0, (5= I, р/2). Полученная система разрешима относительно так как определитель ее отличен от нуля, ибо, как легко заметить, он равен (р/2 1 )ПУ^(2*, 3*, 4 * , . . .  , (р/2 -V 1)*), где — определитель Вандермонда.3. Теорема 3. Если п четно, а г — д нечетно, то при любом р сущест­вует единственный тригонометрический (0, 1, . . . ,  р, р, г)-интерполяцион­ный полином по узлам (I) вида (3) при четном р и вида (4) при р не­четном.Теорема 4. Пусть п нечетно, тогда1. Если д и г — числа различной четности, то при любом р сущест­вует единственный тригонометрический (0, 1, . . . ,  р, р, г)-интерполяцион­ный полином по узлам (1) вида (4) при нечетном р и вида (5) при 
р четном.2. Если р нечетно, а д к г четны, существует единственный тригоно­метрический (0, 1, . . .  , р, р, г)-интерполяционный полином по узлам (1) вида (3).Д о к а з а т е л ь с т в о  теорем 3, 4 во всех случаях проводится по единой схеме, поэтому мы ограничимся лишь одним случаем, например, нечетного л, четного р и р и г различной четности.Заметим, что если нам удалось доказать существование тригономет­рического полинома вида (5), удовлетворяющего условиям (2) при любых аи, то отсюда следует единственность такого полинома.Введем, как обычно, фундаментальные полиномы (0, 1, . . .  , р, р, г)- иитерполирования Ууііх) =(Уу<(0, 1, . . .  , р, р, г; х), т. е. полиномы вида (5), которые в узлах (1) удовлетворяют условиям 45



_  /1. если («• -  и)' +  (й _  V)» =  О й = о Г ^ 1 : И. <■=0. Л ?. г).если (/ — ц)* +  (Л — V)* >  О Тогда интерполяционный полином можно представить в виде
Т ( х ) = \  2  а», и  и (X) +  2  «», Уій, (^) +  2  ■“ *'А=0 Й оИ, следовательно, исследование проблемы существования и единствен­ности и представления интерполяционного полинома сводится к построе­нию фундаментальных полиномов 0уі{х).  В свою очередь, задача по­строения фундаментальных полиномов (0, 1, . . .  . Р* г)-интерполирова­ния сводится к построению полиномов ІІі(х) 1і • • • » Р» ^вида (5), удовлетворяющих условиямм («..) - 1;- .  о. т[0, если (/ — ц)2 +  ^̂2 >  о ______  ___ибо, как легко заметить, (х) =  І/, (х — х*„) (Л =  0, л — 1; і =  0, р, р, г)* Построением полиномов (х) =  (0, 1, . . .  , р, Р » х) мы и займемся.Построение 1!^(х) =  І/Д0, 1, . . . ,  р, р, г; х) ведется по схеме, предложен­ной в (6, 7]. Будем искать Уг(х) в виде я—1 

2г/Л^) =  (-1 Г '^ 2 0 + І5 Іп Р + > -ід ; 2  6 .5 іп (-^  +  V ;̂с
П-А

2

ДЛЯ четного г и в виде п—1 
2{/,(«) =  (-1 Г '^ 2 < н-і 5Іпо+ ' - ^ д: 2  6.с о $ ( -^  +  у|л:

( 8)

(8')

Я — I
2ДЛЯ г нечетного.Из (7) следует, что полином (х) должен удовлетворять следующим ус­ловиям:

Благодаря наличию множителя 5І п ^ ‘ - ^ х  для всех Л =  0, п — \ н
=  о, р условия (9) выполняются при любом выборе коэффициентов 6,. Осталось показать, что можно так подобрать коэ(^ициенты чтобы выполнялись оставшиеся условия

(х,п)=0 {к =  б П Г ^ ) .  і/ '̂' (х,„) =  IДля четного г, исходя из (8), представив 5Іп̂ +> - ^ х  в виде 5Іпр+ ‘ - ^ х 
1 / р +  1 \=  "2"^  Р 2 — 5 ) X, путем

I , если к =  0
( 10)если к — \, л — 1.

п
о...несложных выкладокможно получить:

Я— 12̂  I р/2 / р  4 .  1 \+  2 Д * ' 2 ( - 0 * ( р ^ 2 _ 5 )  [('’ - » ^ ) '■ - ( V + ( 5 +  1)Л)М +46



С05VД^ „̂, (11)/ Р +  1 \+  6_ .  2  ( - ' ) ' (  ;,/2 _  5
Л— I

г +  д + \  2 ( р/2 {  п  Л -  \ \=  Ч р /2 - * )^  ! р + \  \— ( V + ( ^ +  1)п)«1— 6_ . 2 (̂ (— 1)*(^^^2 _ 5  ] [— (V+5Л)* —
—  ( ( 5  +  Л )  Л  —  V ) » ] !  5 ІП  V ДС*„.Для выполнения условий (10), учитывая, что полином ( 12)

Л— 1 
2

1(д:) =  . - І + І 2 созгдс (13)
достаточно вы-( 1, если /г =  оудовлетворяет условиям 1(дс*„) =брать коэффициенты при $іпгд:*„ в (12) равными нулю, а коэффициенты при со5Vx^„ в (11) равными соответствующим коэффициентам полинома (13). Тогда получим для определения Ьо уравнение^  / /» + 1  \ I(^ /2 - а ) ' < * + =  Ч -а для определения коэффициентов 6„  6_ ,  ^ V = 1, ” ~  | следующуюсистему

где
Ь А  (V. г) 4 - Ь - А  ( — V, г) =
Ь А  (V, д) — Ь - А  ( — V, (?) =  о

р/2^  / Р + 1  ^
^  (У* =  2  ( -  1 V  (  ^ / 2  -  5  у  +  1 )  '* ) ' ! •

(14)
(15)Легко проверить, что при V =  0 первое уравнение системы (14) совпа­дает с уравнением для определения 6о* а второе тривиальное, поэтому мыможем в системе (14) считать V меняющимся от 0 до --у ---Заметим, что для нечетного г, исходя из представления (8') , мы по­лучим такую же систему, как и (14), только д н г нужно поменять местами.Простыми, но довольно громоздкими выкладками можно показать, что коэффициент при Ьо и определитель системы (14)

А (V, г) А (— V, г) I Л (V, д) — Л (— V, д) Iотличны от нуля; более того, здп Л =  (— 1)^/^  ̂ и, следовательно, систе­ма (14) разрешима. Найдя Ьо, &V, 6-у и подставив их в (8), получим представление для Уг{0, р, д, г, х). Фундаментальные же поли­номы і/аг(0, 1, . . .  , р, г; л:), как было указано выше, равны соответ­ственно І / г ( 0 ,  , р ,д ,  г; х —хпп)-Теперь легко проверить, что полиномы У і (0, 1, . . .  , р, д, п  дг)(1= 0, р, д) могут быть представлены в следующей форме:
4 7

Л =



Уі (О, 1. . . . .  р, <7, г; х) =  (// (О, 1, . . .  , р,  д\ х) —
п - І—  2  1............. р, Я ,  Г ,  х),
/-0

( 16)где і//(0, 1, . . . .  р, д\ х) — фундаментальные полиномы (О, 1, . . . ,  
р, 7) - интерполирования, построенные нами в (4, 5], а =  1,. . . .  р, д; x^п). В самом деле, выполнение условий (7) при \і =  0, р, д следует из представления (16) и свойств фундаментальных полиномов (О, 1, . . . .  р, ^)- и (О, 1, р, <7, г)-интерполирования, выполне­ние же условий (7) при р =  г, т. е. равенство нулю производных порядка г в узлах ( 1), обеспечивается специальным выбором коэффициентов в (16).Итак, для нечетного п имеет местоТеорема 5. В случае четных р, г и нечетного д для фундаментальных полиномов (/л{(0, 1, . . .  , р, р, г; ;с) =(У<(0, 1, . . .  , р, р, г; х —хап) (Л= = 0, л— 1) тригонометрического (0, 1, . . .  , р, р, г)-интерполирования по узлам ( 1) справедливо представление:1/,(0. 1............. Р. 9. г, д:) =  ( - 1 ) ' « 2 о+2 4 5 'П '’+ ' 4 - * Х

X  2 >4(—у, д)п—1 
2

і4(у, г)і4(—V, р)-|-і4(у, р)і4(—V, г) ■ ( - Г + ') '-где А (у, г) определяется по формуле (15),(//(0, 1.............р. 9, г; х) =  1/((0, 1................р, д; х) —Л—I— 2 1............. Р’ <?: *л.)(/г(0. 1. р, д, г, х — х,„  ((= оГ р , д).
/=0З а м е ч а н и е .  Как видно из предыдущего, существование и пред­ставление интерполяционного полинома зависит от четности чисел р, р, л Во всех случаях, указанных в теоремах 3, 4, построение фундаменталь­ных полиномов проводится аналогично разобранному случаю четных р, г и нечетного р. Однако при реализации предложенной схемы могут воз­никнуть особенности. Например, при нечетных р, р и четном г предло­женную схему построения фундаментальных полиномов следует изме­нить, так как в.ходящие в (16) полиномы (/<(&, 1, . . . .  р, р; х),  как дока­зано в [5], вообще говоря, не существуют. Поэтому сначала строятся по­линомы Од{0, 1, . . . .  р, р, г; х) рассмотренным выще методом, а затем остальные фундаментальные полиномы С/<(0, 1, . . .  , р, р, г; х) ( і = 0,р,г), причем они представляются по формуле, аналогичной (16), содержащей полиномы ІІііОг 1, . . . .  р, г; д:), которые уже существуют, единственны и определены в [5].
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