
при некотором 6 >  О, и функция а(т), ^определенная равенством (1), удовлетворяет условию I 2  < Л 'і-тш»іТеорема 8. Для спектральных плотностей /„(о)і, (о„) стационар­ного процесса х̂ , /е 2 1 /е  /?| справедлива оценка  ̂ |/„ (о)і, . . . ,  | <2С ^<  а  Кг, где Сі  выбирается из условия С" >  ~ ^1 1*(2 я ) к < п рпри некотором р '^ 2 ,  и функция Р(т), определяемая равенством (2),~ 1 I___ 1_удовлетворяет условию 1 +  2 ^т=1Теорема 9. Если стационарный процесс | Х/1 <  С  удовлетворяет условию (9), то функция /„ (соі, , <о„) аналитична в полосе и удовлетворяет в этой полосе оценке |/„((0і (0 „)|< л 1 С ", где по­стоянная Са зависит только от Ь, /С, С.Приведенные результаты допускают распространение на случайные поля, которые усиленно изучаются в последнее время ввиду их крайней важности в различных приложениях. Вся данная область приобрела в последнее время интерес в статистике стационарных процессов и полей ввиду ее разнообразных применений и возможности постановки даль­нейших задач.
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3. М. АЛЕЙНИКОВА, Л. Е. ЗАБЕЛЛОК И С С Л Е Д О В А Н И Ю  ВТОРОЙ В А РИ А Ц И И  Ф У Н К Ц И О Н А Л О В  В Д О Л Ь  Т РА ЕК Т О РИ И  Д И С К Р Е Т Н Ы Х  СИ СТЕ МРассмотрим системух ( / - Н ) = Л ( 0 ^(/)+Д (/)«(/), х(/о)=;^о. /е[/о, /,], (1)вдоль траекторий определим функционал3 Зак. 1210 33



/(“ ( • ) ) =  И(0 . о  +  9 (^ (<.)). (2)І-/,где X — л-вектор состояния; и — г-вектор управления; А (/), В(і) — мат­рицы соответствующих размеров; ^ — скалярная функция, имеющая вторые непрерывные производные по х и по и.В данной статье для невырожденного случая исследуется вторая вариация функционала (2), играющая важную роль при изучении усло­вий оптимальности высокого порядка [1,2]. Получены достаточные усло­вия положительности и неотрицательности второй вариации,1. Вывод уравнения Риккати. На рещениях системы (1) рассмотрим задачу минимизации функционала '/і-іЛ 1“ (*)1 =  2  ['4 " +  4 "где /?(/)>0 — симметричные матрицы. Обратное уравнениеВеллмана [3] и соответствующее граничное условие в данном случае имеют вид:
В  (т, у) =  т\п ^у'^ (т) у + 2 V 'С (т) у-\-V'В (т)

+В (т + \,А (т )у+В (x)V )^  (3)
В ( і й у ) ^ К ( і і ) .  (4)Функцию В{х, у) будем искать в форме

В { х . у ) = у ' Ц х ) у  (5)с неизвестной матрицей 1(т).Из граничного условия (4) получим у'1{іі)у=у'К(іі)у\  так как у — произвольный вектор, то ^(/^) =/С(/і). Подставив функцию (5) в урав­нение (3), получим:
у Ч  (т) у  =  шіп [у'^  (т) у -I- 2 ^ X  (т) у  +  о'/? (т) у +

-\-[А(х)у-^ В(x)V]'^{x■ \■  1 )( Л ( т ) у + В (т )у ]  =  т іп ф (у ,т ) . (6)
VМинимум в правой части выражения (6) достигается при V =  для ко торого =  0. Имеем

С (x)у+В (x)V Ч у ,  т)^-В'(т)^(т+1)В(т)у0((/, т) +
+ В '( х ) Ц х + \ ) А { х ) у = 0 .  (7)Подставляя в (6) у =  Уо и объединяя (6), (7), получаем систему урав­нений, которую назовем матричным уравнением типа Риккати в дискрет­ной форме. Случай, когда /?і(т) = / ?(т )-|-Б '(т )1 (т + 1 )В (т )> 0  для т=/о,/о4-1. • • • . 1. назовем невырожденным. В противном случае,будем говорить о вырожденной задаче. В данной работе рассматривается только невырожденная задача.2. Достаточные условия положительности и неотрицательности вто­рой вариации.

Определение. Функционал /і(ц(-)] называется положительным, если Л [«(*)1>0 для каждого ц (-)е С / , и (-) Ф 0 .Вторая вариация функционала (2) вдоль траекторий системы (1) имеет вид
=  2  [ - Г (') х(1) +  а'  (0 С  (0 х Ц )  +  - ^ „' (/) Л (0 « (о] +х ' (/і) дг (/і), (8)34



где V (О — произвольная кусочно-непрерывная функция, а (̂  (/) =  -^ [^ 4-
. ^ ___!^  аі.(деО. ш, о р т  _  1  Г Р  4_  ом р -  а>. О+  ^  1. ^  ~  дх дх . А  (О  — 2 ^  Ь А  ^  ^где через х®(0 обозначена исследуемая оптимальная траектория.Теорема 1. Если матричная функция ^(•) удовлетворяет уравнению (6), (7), то функционал Ци{>)]  положительно определен.Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим /)і(/) = В '(/ )1 (/ + 1 )Л (/ )+ С (/ ), тогда уравнение Риккати перепишется в виде
 ̂(О =  ^ (0 -2  (О О ,  (О у с  ( І ) + [/?г* (О (01'/? (о;і/?г' (о О і  (оі++  [А (О -  в (О (О о,  (І)УІ ( і + \ ) [ А ( і ) - В  (О (О ОД01. (9)/ • -IТождество-!- (Д('(<о) Ь (<о) (<о) -  (<,) I  (/,) л (/,) -  2  --л ^ '( < ^ -1 ) ^ (< + 1 ) д :(/ + 1 )]  =  0. где I, (/,) =  К  (М  в * силу (8). (9) И (1) можно записать следующим образом:

— 4 -  2  (О << (О < ( О — 2^('(о (л г ‘ (О (0) 'С  {/) л (О ++  С̂'(0 [Лг' {0 О і(0 1 'Л (0 [« Г ‘ ++ ;:' (О (-4 ( О - В  (/) /?г' (О В>. (01'В (<+1) [-4 (О -  В (О ВГ' (0В>,(01 ;« ( 0 -  -  л' (О А'(і) і (і + \ ) А  (О *  (О -  2д' (О В' (О В (/ +  1) -4 (О л (О -- и ' ( 0 В ' { 0 В { < +  1 ) В ( 0 « ( 0 }  =  0. (10)Присоединив ко второй вариации (7) выражение (10), получим
4 2   ̂  ̂  ̂  ̂  ̂ (')++2д:'(0[ЙГ'(0 />.(01'С(0 л(0-;г'(01В7'(0 Ві(01'Л(0(В~1 (О 0,(01 - л '  ( 0 1-4( О -В ( О Л Г ‘ ( О О .( О Г В (/+1) [-4( О - В ( О ВГ' ( О О ,(0) л (0 +  +  дг' (О -4' (/) В ( Н - 1) -4 (О Аг (О -I- 2и' (О В ' (О В (< +  1) Л (О X (О -Ь<1-1+  и' (I) В'  (О В (< +  I) В (/) « ( 0 = 4 - 2  1“ '(0 В ,(0« (0+2«'(0О .(0х(0 -(-<=<•<1-1+ х '( о в > . ' ( о в г ' ( о о ,( 0 х ( 0 1 =  4 -2  1 « ч о й ,( о + д с '( о о ;( 0 1 В г '( о х< = <.X  (/>1 (О X (О +  /?1 (О (01- Следовательно,<1-1

/, 1« (• )1 = 4- 21“' (О (О + «) (01 (О ю, (О * (О +-Н л ,  (Оде (01- (11)Из выражений (11) и (8) следует, что /2 Ім (-)1 > 9  и ^2І“ (*)1 принимает свое минимальное значение, равное нулю, при «(/) =  — /?і ( 0 ^ і( 0 ^ ( 0 »  / е Г  =  {/о, / о + 1 . . . . .  / і— 1}. Но это возможно, в силу задания на­чальных данных и линейности системы (1), тогда и только тогда, когда ц( ) =  0. Следовательно, /гІм(-)1 определенно положительна.Пример 1. Пусть вдоль некоторой оптимальной траектории системы (1) с параметрами ^ = ^ 2  вариация функцио-/1 0\нала (2) содержит следующие коэффициенты: (̂  =  іБ =  I  ̂  ̂ I,С = ( 1 ,  1), /? =  2. В этом случае решением уравнений Риккати, в чем 3* 35



нетрудно убедиться прямой подстановкой, будет следующая последова­тельность матриц:/ 1/2 -1 / 2  \ /4/3 2/3 \ /6,3 0,9 \^ < 2 ) = ( _ 1 / 2  1/2 ) ’ ^ ^ '^ “ ( 2/3 4/3)’ 1,5/'Соответственно, Л |( 2 ) = 2 > 0 , Л ,(1 )= 3 / 2 > 0 , Л,(0) =  10/3>0. Согласно теореме 1, исследуемая вторая вариация положительна.
Определение 2. Функционал /г(ц(*)] называется неотрицательным, если для каждого ц( -)е (У  его значения неотрицательны.Теорема 2. Если существует симметричная матричная функция Р(/), / =  /о, /о+1. • • •, такая, что

( ^ ^ ^ Р А  — А•Р С — Р В \  
0 ( 0  =  {‘ (̂/(0 ) =  (̂ С ^ - В ' Р  р  ] > 0 ( 12)для всех < =  0 . <0 +  •............. О — О то /і(й ( )І неотрицательна.Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим величину,тождественно равную нулю

2  { X '  (О р  (О 1-4 (О  X  (О +  в  (О н  (О  -  X  (< +  1)1)./в/*Добавим эту тождественно равную нулю величину к /2 іі^ (-)і , получим 0 1 “ ( )1 =  2  x'^x +  и'Сх +  и'Ри-\- Р [Ах Ви — х(1 +  1)]|.
Используя, что 2  4 - ^  ----------^ 2  *  (') +

-\-В(1)и(1)У Р {і)х(і) ,  получим/2[«()1  =  2  и Х х  -\г и' Ни X' РАх - ^ х ' Р В и - -/.-I р-----^  ( х М '+  =  -\-и'Ри-\--^х'РАх-{-
 ̂ і=й^-

1 г - \

+  ^ х ' Р В и  -  - ^ х ' А ' Р х - - ^  и 'В 'Рх  =  2  *  +
+  и '( С  +  В'Р) Х  +  Х '  (С' +  ЯВ) и +  и'Ри} =

^  +  Р А - А ' Р  С ' — Я В ] Г х ]
с  +  в'р р ] [ « ] ■-^[:П (13)Из (13) и (12) следует, что 1^и{‘ )]'^0. Теорема доказана.Пример 2. Пусть система (1) имеет те же параметры, что и в при­мере 1, а вторая вариация задается теми же коэффициентами, за исклю­чением /?(/) : Р { і )  ^ 1 -  Положим Р { і )  ^ Е .  Левая часть в выражении (12) для любого І после замены Р ( і ) ^ Е  принимает вид: с?ц(/) = ^ 2г(0  =  =  ^2з(/)=^з2(/)=^м(0 =  1. ^ 1 2 (0 = -2 , (̂ 2і (/ )= 2, й ?,з(/)=^зі(0^0. Не­трудно убедиться, что все восемь главных миноров матрицы неотрица­тельны. Согласно критерию Сильвестра и теореме 2, рассматриваемая вторая вариация 1Ли{*)] неотрицательна.
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