
где ЛІ„= тах І/і''» (в) |, /И„+,= тах |р + п  (0) |, уИ=тах (Л1„,/М„+,).Оеі-«. г.] Сеі-«. «I
(о„=̂  тах Ф == тах |Фп(0)|»ое[-іг.«іІ л » - 0> I* ое[-«.«1Ф» (0) = -2Г I “»-КОбратимся теперь к остаточному члену приближенной формулы (13). Для его оценки воспользуемся неравенством (7). Из неравенств (7), (18)и известного (б) неравенстванайдем, что остаточный член Е , {[; г) интерполяционной квадратурной фор­мулы (13) оценивается по формуле

-м.
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И. Г. ЖУРБЕНКО, Н. М. ЗУЕВ П Е Р Е М Е Ш И В А Н И Е  С Л У Ч А Й Н Ы Х  П Р О Ц Е С С О ВИзучение различных асимптотических законов теории вероятностей для слабозависимых случайных величин представляет интерес как для самой теории вероятностей, так и для ее различных приложений. Первые идеи перенесения методов независимых случайных величин на случай слабых зависимостей принадлежат С . Н. Бернштейну [1]. Условие пере­мешивания, получившее впоследствии название перемешивание «по Ро- зенблатту», введено в работе [2]. Более сильное условие перемешивания предложено И. А. Ибрагимовым в работе [3].Будем рассматривать случайный процесс / е / ? . Обозначим — а-алгебру, порожденную случайными величинами 1 ^ [ а ,  Ь\, Р\ — а-алгебру, порожденную случайной величиной
Определение /. Случайный процесс Хі называется удовлетворяющим условию перемешивания «по Розенблатту», еслиа ( т ) =  зир \ Р ( А В ) - Р ( А ) Р { В ) \ - ^ 0 .  

I, ■'-о®
В^Р7+-.

( 1)

Определение 2. Случайный процесс Хі называется удовлетворяющим условию перемешивания «по Ибрагимову», еслиР (Т ) =  $ир \ Р ( В / А ) - Р ( В ) \  — 0. 
І, Ле/^—  ■'-‘ О®
В̂ РТ+:

(2)
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Определение 3. Случайная величина называется удовлетвовяю- щей условию Крамера К  {а , с ) ,  если при некоторых а > 0 ,  д > 1  
М  е х р { а І Х і І ) ^ С .Исходя из условий перемешивания процесса <по Розенблатту» или «по Ибрагимову>, получаем следующие оценки ковариаций случайных величин [4, 5].Теорема 1. Пусть случайные величины  ̂ и т) измеримы относительно а-алгебр Р 1 ^, Р  соответственно. Тогда справедливы оценки|соу(^, т)) I < 4С іС2а (т), (3)если й і ^ С і ,  Іл І^ С г ;|соу (5. л) К  10 а (4)если Л41  ̂ <  С і, Л41 лI соу (I. л) I <  о (■') (1п а (т) — 1п с)*. (5)если случайные величины  ̂ и л удовлетворяют условию /С(а, С ) . Функ­ция а(т) определяется равенством (1). Оценки (3), (4), (5) в сущест­венном неулучшаемы, так как справедливаТеорема 2. Пусть а е [^ 0 , Тогда на множестве случайных вели­чин л» удовлетворяющих условию зир \Р (АВ) — Р (А) Р (В)\ — о,

А ^ Р і ,  В<=Рг\
1) существуют случайные величины  ̂ и л такие, что |^ |= С і, |л|=С| и |соу(^, л)| =  4 С іС 2а;
2) существуют случайные величины  ̂ и л такие, что Л4|^р+^Сі,

М I л ^2 и соу ( ,̂ л) I > 0 ,5  (С1С 2) 2 + « а 2+ * »3) существуют случайные величины л* удовлетворяющие условию
К(а, С) и |соу(^, л)| д (іп а  — 1п ^ 7  ^  С > 3 .Теорема 3. Пусть случайные величины  ̂ и л измеримы относительно а-алгебр Рі^̂ ., соответственно. Пусть, кроме того, Л4 | | р < о о ,
Л4|л1^ <  «>. Р. <7 >  1. “^  +  “^ = 1 *  Тогда | соу (^, л) | ^  2М X1 1
^  М  ̂ 1л|‘̂ Р(т)  ̂ . где функция р (т) определяется равенством (2).Условия перемешивания процесса «по Розенблатту> или «по Ибра­гимову» позволяют получить центральную предельную теорему как для случайных процессов [4], так и для случайных полей [6], а также, исполь­зуя условия на моменты случайных величин, оценить сходимости в цент­ральной предельной теореме [7].Условия перемешивания процесса Хі « п о  Розенблатту» или «по Ибра­гимову» позволяют также получить оценки смешанных семиинвариантов, зависящих от максимального расстояния между соседними координатами семиинварианта [8].

Определение 4. Семиинварианты (/і, . . .  , /„) процесса опреде­ляются как коэффициенты формального разложения1п/Ме < . = 2 “  2  .............-где (̂ 1, . . . ,  /„) предполагаются симметричными функциями аргументов 
1̂. • • • > л̂* суммирование производится по всем упорядоченным наборам целых чисел / і , . . . ,  Смешанные семиинварианты можно непосред­ственно определить через смешанные моменты М  [х/, . . .  х/̂ ) (см. (8|).Теорема 4. Для смешанных семиинвариантов 5п(/і, . . .  , іп) случай­ного процесса Хг справедливы оценки30



если | ;с / |^ С ;
|5п(/і........... / п )|< 4 С "л "а (г ) ,* >. . . .  / „ ) | <  10С 2+ ‘*л«[а(г)І2+в,

I*  ̂ 0»

(6)

|5 „(/і............/ п ) К 2С і /  лМРСг)]*
если т а х  Лі | <  С^, р >  2;Л<рл, /

•••» +  л ) - ^ а ( г )  [1па(г)І".если случайный процесс Хі удовлетворяет условию /С(а, С ) , функции а(т), Р(т) определяются равенствами (I) и (2) соответственно, г =  = тах(и+1—/<), считая / і^  . . .  ^ /п .IДоказательство этих оценок в основном повторяет доказательство теорем, приведенных в работах (5, 8]. Оценка (6) в существенном неулуч- шаема, так как справедливаТеорема б. Для любых г ^ п  — 2к и а^|^0, существует случай­ный процесс Хі, / е  IX/ К  С . с функцией перемешивания а (т) -  0 при т оо, причем а (г) =  а, и существует семиинвариант (/і, . . .  /„) этого процесса, для которого выполняется неравенство . . . .  / „) |>>  4 п" а (г), где г =  тах (̂ /+і — /̂ ), считаяПриведем доказательство этой теоремы. Пусть а е [ о , Р а с с м о т ­рим случайные величины 5 и т], имеющие распределение Р(5 =  С, іі==С) =  =  4  +  а, Р ( |  =  - С ,  т1 =  С) =  -|— а. Я ( |  =  С . п =  - С )  =  - ^ - а .  Р (̂  =  — С, т] =  — С) =  “  -г а. Для этих случайных величин  ̂ и т] выполняется условие зир \Р (АВ) — Р ( А ) Р  {В) | =  а. Пусть 
А ^ Р ь  Д е Р ,| у ,| < С , случайный процесс, независимый от случайных величин |  и т]» с функцией перемешивания (т), удовлетворяющей условию (г) =  а. Рассмотрим случайный процесс

2......... л - 1 .
Т|, / =  л — 1 + г  
Уі при остальных і.Функция перемешивания а (т) случайного процесса Х/ удовлетворяет условию =  I " Г ’ — 2.

х > п  — 2.Рассмотрим смешанный семиинвариант процесса х̂ , заданный в точках 
ку Л = 1 ,  . . . .  л — 1,=  1

а (т ) =

л —  1 -Ь г, к =  п .

Из определения смешанных семиинвариантов следует

^п)— іп дХі.. .дХ„
 ̂ 2

- 1п М е  * -* Х.-0 . . . , х - о  = 31



а"ах, д\п

х ,-о .... I" ах, . . .  ах„В работе [9] показано, что при четном п ̂ 1П С05 2  К

/ л—1 я—11п[^со5С 2^ікС05СХ,„—• 4 а 5 Іп С 2л1п С08 2  к=  4а С" 1 а« х .-о ,.
ах. д\„ =0. ...

(7 )

( 8)Из (7), (8) следует доказательство теоремы.В работе [10] приводится пример, показывающий невозможность по­лучения в условиях перемешивания «по Розенблатту» или «по Ибраги­мову» оценки смешанных семиинвариантов случайных процессов, зави­сящих от максимальной длины этого семиинварианта. Такие оценки ока­зываются возможными в условиях перемешивания почти марковского типа, которые изучаются в работах [10— 12] и приведены ниже.
Определение 5. Случайный процесс Х( называется удовлетворяющим условию перемешивания почти марковского типа, еслиI ^  ^  ^  I ‘̂т-1 =  .............Хі =  Уі) — Р ( Х ,^ ^ В \  X,^_^ =

=  Ут^\.............■*<. =  У ,) |< / С е х р {— — <,)} (9)ДЛЯ любого борелевского множества В, любых ^і, . . .  , ут-и ^ < -  • < /т .Теорема 6 [12]. Если процесс Хі удовлетворяет условию (9) и 1х/| ^ С ,  то справедливо неравенство•5„ (<1............. <„) I <  С7 ехр {— 6 т а х  I — I,  |},
IIгде постоянная Сі зависит только от 6, /С, С .В условиях перемешивания' почти марковского типа возможны пред­ставление характеристической функции суммы случайных величин, по своей структуре близкое к случаю независимых случайных величин [10], а также вывод теоремы о максимальном уклонении от предельного нор­мального закона, теоремы о больших уклонениях, асимптотическое раз­ложение предельных законов [11].Описанные условия перемешивания оказываются полезными в спек­тральной теории стационарных процессов [5] и полей [13], где с их по­мощью удается доказать ограниченность всех старших спектральных плотностей и их производных.Спектральные плотности /п(а)і, . . .  , (Оп) стационарного процесса Х(, / е 2 |/ е /?| определяются равенствами

1ч ............. “ ») =  2  •5п (<1............../„) ехр (_ ,•  2  <*«)»|.' ' I »=1 )т(п 
I ‘■ ’ “ (2л)—‘ И • • .... */, •. <п)ехр|—»2 <*“» 1 *=1 (ІІтіп /.вО 1 ‘Используя приведенные оценки смешанных семиинвариантов, полу­чаем следующие оценки старших спектральных плотностей и их произ­водных [5, 14, 15].Теорема 7. Для спектральных плотностей ((0і, . . .  , (о„) стационар­ного процесса / е  2 1 / е  /? 1 справедлива оценка | /„ (ш,, . . .  , а)„) | <1

ЮС * *<СЗл *"/С ,, где Сз выбирается из условия С э >  С і =  тах  Л4| х, |*(2л)" *<(2-Н)п32



при некотором 6 >  О, и функция а(т), ^определенная равенством (1), удовлетворяет условию I 2  < Л 'і-тш»іТеорема 8. Для спектральных плотностей /„(о)і, (о„) стационар­ного процесса х̂ , /е 2 1 /е  /?| справедлива оценка  ̂ |/„ (о)і, . . . ,  | <2С ^<  а  Кг, где Сі  выбирается из условия С" >  ~ ^1 1*(2 я ) к < п рпри некотором р '^ 2 ,  и функция Р(т), определяемая равенством (2),~ 1 I___ 1_удовлетворяет условию 1 +  2 ^т=1Теорема 9. Если стационарный процесс | Х/1 <  С  удовлетворяет условию (9), то функция /„ (соі, , <о„) аналитична в полосе и удовлетворяет в этой полосе оценке |/„((0і (0 „)|< л 1 С ", где по­стоянная Са зависит только от Ь, /С, С.Приведенные результаты допускают распространение на случайные поля, которые усиленно изучаются в последнее время ввиду их крайней важности в различных приложениях. Вся данная область приобрела в последнее время интерес в статистике стационарных процессов и полей ввиду ее разнообразных применений и возможности постановки даль­нейших задач.
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