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ир" Физика

УДК 535.37

и. М. ГУЛИС, А. И. КОМЯК

ВЛИЯНИЕ НЕОДНОРОДНОГО УШИРЕНИЯ УРОВНЕЙ
НА ВРЕМЕННЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ЛЮМИНЕСЦЕНЦИИ 

СЛОЖНЫХ МОЛЕКУЛ ПРИ ПЕРЕНОСЕ ЭНЕРГИИ

Ранее [1, 2] нами обнаружено, что при переносе энергии (ПЭ) между 
сложными молекулами, электронные уровни которых неоднородно уши­
рены за счет флуктуации межмолекулярных взаимодействий, имеет 
место ряд эффектов: длинноволновый сдвиг спектра люминесценции с 
повышением концентрации; рост степени поляризации при переходе к 
возбуждению на длинноволновом краю спектра поглощения; рост степе­
ни поляризации и уменьшение времени затухания на коротковолновом 
краю спектра люминесценции при возбуждении частотами полосы погло­
щения в области максимума и выше. Общей причиной наблюдаемых за­
висимостей является превышение вероятности ПЭ с молекул, обладаю­
щих более высокими частотами О — 0-перехода, над вероятностью об­
ратного ПЭ, обусловленное различием в интегралах перекрытия «инди­
видуальных» спектров люминесценции и поглощения [1, 2].

Нами высказано предположение [1], что при ПЭ в условиях неодно­
родного ущирения электронных уровней (НУЭУ) кинетика затухания 
должна иметь неэкспоненциальный характер. Целью настоящей работы 
является экспериментальное и теоретическое исследование спектральных 
зависимостей кинетики затухания и концентрационной деполяризации 
люминесценции, а также мгновенных спектров люминесценции при ПЭ 
в условиях НУЭУ.

Объекта.ми исследования служили описанные в [1, 2] пленки поли­
винилового спирта (ПВС), ■ содержащие 3-аминофталнмид. Кинетика 
затухания измерялась на нмпульсно.м флуорометре, описанном в [3]. Воз­
буждение производилось в области максимума спектра поглощения.

На рнс. 1,0 показаны кривые затухания (/, 2) для 3-аминофталимн- 
да. Наблюдаются существенные различия в ходе кривых затухания при 
регистрации на коротковолновом (/) и длинноволновом (2) краях спект­
ра люминесценции. Затухание при регистрации на краях спектра сущест­
венно неэкспоненцнальное (при регистрации вблизи максимума — близ­
ко к экспоненциальному). Величина к{і) = ---- ^ / ^ ( 0 .  не зависящая
.от времени в случае экспоненциального затухания и равная 1/тфл 
(Тфл — время жизни флуоресценции), при регистрации на коротковолно­
вом краю спектра люминесценции уменьшается по мере затухания 
(см. рис. 1,а , кривая Г), а при длинноволновой регистрации резко воз­
растает на начальных стадиях затухания (кривая 2'). На поздних ста­
диях затухания кривые 1' и 2' сближаются. Обнаружено, что различия 
в ходе кривых затухания постепенно исчезают по мере снижения кон­
центрации.



Рнс. 1. Экспериментальные завнснмостн (3-амннофталимид в ПВС, С =  10~^ М, 
Уа гг 27,7-10* см"'), а — /( /)  ( / ,  2); г!г^(1)(3, 4); к ( і ) ( І ' ,  2'), возбуждающий 
импульс (5). \-р =  23,510* ( / , / ' ,  3), 17,610* см"' {2,2', 4). б — мгновенные спек­

тры. 1, =  4 (1), 1, =  17 нс (2)

Для получения мгновенны.х спектров люминесценции регистрирова­
лись кривые затухания /(/, V,) для ряда частот V; в спектре испускания. 
Определялись численно площади под кривыми затухания: /  (у̂ ) =

=  ]■ /(/, У,)Л. / '» Т ф

Регистрировался стационарный спектр люминесценции / ст(у). И з по­
лученных данных вычислялись мгновенные спектры люминесценции для 
ряда времен (и-

Д\гновенные спектры лю.минесценцин изображены на рис. 1,6 для 
/ = 4 нс (/) и 17 нс (2). Спектр испускания на поздних стадиях затуха­
ния сдвинут в область низких частот относительно мгновенного спектра 
на ранних стадиях.

Для теоретического описания спектральных характеристик молекул 
при НУЭУ будем пользоваться схемой «элементарной ячейки» [4] и 
ограничимся рассмотрением случая Тфл<?Стд, где тя — время ориентаци­
онной релаксации. В рамках допущений, сделанных в [4], пусть Віг(у) и 
2̂1 (у) — спектральные коэффициенты Эйнщтейна в поглощении и вы­

нужденном испускании для переходов между уровнями, из которых 
исходный для поглощения является равновесным. Тогда для переходов, 
в которых исходный для поглощения уровень характеризуется энергией 
ориентационного взаимодействия 4 7 , а конечный — \V2̂ , спектральные 
коэффициенты Эйнщтейна запнщутся в виде В12(у^-0 )̂ и В гі(у+0і). 
где 0 ; = [и7,,4-(ДІГг—и72;)]/Л; Д472 — величина энергетического зазора 
между равновесным и предельно высоким неравновесным уровнем для 
возбужденного состояния (ДЙ7, — то же для основного состояния).

Выделим объем V и заполним его молекулами, координаты кото­
рых задаются случайными числами. Произвольны.м образом выбере.м 
первую молекулу, вокруг которой построим меньший объем V, но доста-’ 
точно большой для того, чтобы вероятность выхода энергии за пределы о 
при ПЭ была незначительной. Опишем ПЭ между т молекулами, попав­
шими в о, с помощью системы дифференциальных уравнений [5]:

т  т

= + (і) — '^К^^ю^+ 2  “’і(О) =  1. ч>̂ {0) =  0./=з1 /^1 ( I )



Здесь хіі) — вероятность заселенности возбужденного состояния; Л и ^ — 
вероятности переходов с испусканием и безызлучательных; кцфк,{  — 
вероятности ПЭ; =  (Л +  с/) /?/у — расстояние между моле­
кулами; /?о,у = ■'Д® ^0 — критическое расстояние ПЭ для пары 
молекул со спектрами Вц  (м) и 5 ;, (у), а

«О =  I [ (V +  0,) В,, (V +  0у) с/у] / [ [ (у) В,, (у) ^у]
о о

есть отношение интегралов перекрытия. Величины 0<, 0у задаются слу­
чайными числами, распределенными на интервале (О, [ДН̂ 'іЛ-АІР'гІ/Л) 
с плотностью, пропорциональной плотности распределения молекул 
по и̂ 1у.

После нахождения путем расчета на ЭВМ решения системы
(I) для набора объемов типа о*, содержащих по т* молекул, можем 
вычислить

В21 (V», Vр, N і V , I ) =  2 2  В »  (Vр -ь 0 ,*)  (О  5,2 (Ур +  в  и ) .  (2 )
* ( = 1

Здесь ^  означает суммирование по большому числу объемов типа о*
к

(усреднение), Уп и Ур— частоты возбуждения и регистрации. Выраже­
ние (2) содержит как кинетики затухания для различных Ур, Ур н кон­
центраций С = М1У, так и мгновенные спектры для различных Ур, С и (.

Принимая, что первоначально возбужденная .молекула дает в ани­
зотропию испускания г вклад, равный предельному значению Го, а 
остальные молекулы — нулевой вклад, получаем

Ур. с, /)/го= (Ур +  0 ,*)ы^,*(()5 ,2(Ур4- 0 ,*)1/В.,, (Ур, Ур. с. ().
к

Результаты расчета спектральных н временных характеристик люми­
несценции приведены на рис. 2. Для удобства сравнения теории с экспе­
риментом (см. рнс. 1) элементарные спектры задавались близкими к



спектрам 3-амннофталнмнда в ПВС; частоты возбуждения и регистра­
ции, времена /і и (г для рис. 2 близки к экспериментальным (см. рис. 1). 
Функция распределения по в соответствии с моделью элементарной 
ячейки [4] использовалась, как и в [2], вида ф(й і̂>) = ^ і схр [—\Гіў/гГ], 
в расчете полагалось 5 і = сопзІ. Несмотря на сделанные допущения, как 
видно нз сравнения рис. 1 и 2, имеет место совпадение общего характера 
расчетных и полученных в эксперименте зависимостей. Следовательно, 
используемая модель в целом правильно описывает процессы, протекаю­
щие при ПЭ в условиях НУЭУ.

Кривые 3 м 4 рис. 2, а изображают рассчитанные зависимости отно­
сительной анизотропии испускания от времени для высокочастотной и 
низкочастотной регистрации соответственно. Более быстрое падение 
анизотропии испускания при низкочастотной регистрации объясняется 
тем, что молекулы с низкими частота.мн электронного перехода в значи­
тельной степени получают энергию за счет переноса. Была предпринята 
попытка получить экспериментальные зависимости анизотропии испу­
скания от времени. Измерялись кривые затухания вертикальной и гори­
зонтальной компонент. Необходимый для расчета анизотропии испуска­
ния коэффициент определялся нз независимо измеренной стационарной 
анизотропии испускания и интегралов по времени от кинетнк поляризо­
ванных компонент. Результаты измерений приведены на рис. \ ,а  (кри­
вые 3 п 4); Го полагалось равным 0,3. Начальный этап падения анизо­
тропии ускользает от регистрации в связи с тем, что возбуждающий 
импульс обладает конечной длительностью, а падение анизотропии 
испускания на начальных этапах происходит чрезвычайно быстро. Тем 
не менее, из сравнения кривых 3 н 4  рис. 1,а и 2, а можно сделать вывод 
о качественном соответствии хода экспериментальных н теоретических 
зависимостей анизотропии для различных частот регистрации.

Экспериментальные результаты, аналогичные описанным, получены 
для 1-аннлино-8-нафталинсульфоната и эскулина в пленках ПВС и для 
4-амино-N-метнлфтали.мнда в пленках полнметнлметакрилата. Сопо­
ставление экспериментальных данных с результатами расчета позволяет 
сделать заключение об универсальном характере обнаруженных спект­
ральных зависимостей временных характеристик люминесценции.

Авторы выражают признательность С. К. Горбацевнчу за выполнение 
расчетов на ЭВМ.
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С. Ю. ЯНОВСКИЙ. В. Л. КОЛПАШИКОВ

К ОПРЕДЕЛЕНИЮ ФУНКЦИЙ РЕЛАКСАЦИИ 
ВНУТРЕННЕЙ ЭНЕРГИИ И ТЕПЛОВОГО ПОТОКА 

ДЛЯ СРЕД С ТЕПЛОВОЙ ПАМЯТЬЮ

В последнее время интенсивное развитие получили исследования не- 
классическнх моделей переноса тепла. Много работ посвящено гипербо­
лическому уравнению теплопроводности, основанному на гипотезе Макс­
велла — Каттанео, учитывающей время релаксации теплового потока Тг
П-з].



дЧ , ді дЧ
г х̂* ' дх дх* ’ ( 1 )

где X — коэффициент температуропроводности.
Обсуждается перенос тепла в средах, наделенных тепловой «па­

мятью», распределение температуры в которых описывается ннтегро- 
дифференцнальным линеаризованным уравнением [4];

с.-^ + Р (0)-I- + I Р' И " = а(0) +
о

+  I  о'(5)-
дЧ(х, Т — 5) 

дх* (І5, (2)

где Со — объемная теплоемкость.
Представляет интерес экспериментальное определение материальных 

констант, входящих в уравнения (1), (2) (времени релаксации теплово­
го потока Тг, функций релаксации теплового потока а(т) и внутренней 
энергии р(т)). Такой эксперимент может быть поставлен на установке, 
предназначенной для определения коэффициента температуропроводно­
сти металлов методом плоских температурных волн [5].

Рассмотрим распространение плоских температурных волн в тепло­
изолированном полубесконечном стержне. Температура его торца изме­
няется по гармоническому закону / = 0 оСО5 о)Т около некоторого средне­
го значения, которое положим равным нулю. Ось х направим по длине 
образца. Распределение температуры в стержне опише.м уравнения.ми 
(1), (2). Решение уравнения теплопроводности ищем в виде

/ = 0 (дг)е.хр(/о)т).

Подставив (3) в (1), (2), получим 
(Г»е

1ь) |Р (0) 4- р' ((О) 1 —

(3)

(4)

(5)— =------------ 0  =  0,а  (0) -Ь а ' (О))

где а' (ш) и р' (ш) — Фурье-образы функций релаксаций

а ' (со) =  [ а' (5) (І5-, Р' (о)) =  I Р ' (5) с1$.
о о

Решение уравнений (4), (5) при граничных условиях 

в|х=о =  0о; е й .  =  0 
имеют соответственно вид

0 (х) =  0 оехр[— | /  +  ].
I У а(0) + а 'М  ]

Общее решение уравнений (1), (2) получим, умножив (6), (7) на 
схр(і(от) и взяв действительную часть

і(х.  т) =  0 оехр{— X | / ] / ( А 7Т Т — о)т,|х

X С05 |(ОТ — X У (0^2 -I- 1 +  (0Т,|;

(6)

(7>



X С05 |(і)Т 2|а(0) +  о '(“>)! +  ІР (0) +  Р '(“ )І* +  Сь(1>|-

Зная разность амплитуд и фаз колебаний температуры в двух раз­
личных точках образца с известными теплофизнческими характеристн- 
камн (теплоемкость, температуропроводность), можно определить:
1) время релаксации теплового потока для гиперболического уравнения 
теплопроводности (1)

(Дф)* — (1п а)» ...

2 ) скорость распространения тепла
(Хг —  X,) 0)

К(Дф)» — (1п а)> ’

где а  =  0 (лг|)/0 (х2) — определенное в эксперименте отношение амплитуд; 
Аф — измеренная в опыте разность фаз в двух различных точкаі 
образца;
3) функцию релаксации теплового потока

( 8)

(9)

а ( 0) +  а>(о»=

4) функцию релаксации внутренней энергии

+  Р И = - (Дф)»-(1па]|» •
Измерив амплитуды и фазы для различных частот возмущающей 

температуры на торце, получим частотную зависимость Фурье-образов 
функций релаксации. Проведя обратный переход, можем получить вре­
менную зависимость этих функций.

Заметим, что для малых частот Пт а'{ы) = а (о о )—а(0); Пт ша^(о)) =0;
_ _ в-*0 и.-»0

Пт р'((о) =р(оо)—р(0) ; Пт сор'(а)) =0, т. е. при малых частотах по фор-
<1)-*0 и,̂ 0
мулам (8), (9) будем измерять равновесные значения коэффициентов 
теплопроводности а(оо) и теплоемкости Р(оо).

Для больших частот Ііт  а'{а)) = П т  рДш) =0; Пт (оа'((і)) =  —ш'(0);
Пт шр'((о) =  —ір'(0). Тогда при (і)-*-оо по формулам (8), (9) можно опре­
делить мгновенные значения коэффициентов теплопроводности а (0) 
и теплоемкости Р(0).
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Б. Г. АРНАУДОВ. Д. С. ДОМАНЕВСКИИ

ВЛИЯНИЕ ФЛУКТУАЦИИ ПОТЕНЦИАЛА 
НА ЭНЕРГИЮ т е р м и ч е с к о й  ИОНИЗАЦИИ 

МЕЛКИХ ПРИМЕСЕИ В АРСЕНИДЕ ГАЛЛИЯ

Анализ экспериментальных данных показывает, что энергия терми­
ческой ионизации мелких доноров и акцепторов в арсениде галлия, 
определенная из наклона температурных зависимостей холловской кон­
центрации носителей тока пн, уменьшается с ростом уровня легирования 
[1—6]. В ранних работах [I] эти изменения связывались с перекрытием 
^олновых функций примесных состояний и образованием примесной зо­
ны. Обычно считают, что этот эффект становится существенным, когда 
не выполняется условие слабого легирования (Ы — концентра­
ция основных примесей, а — боровский радиус) [7]. Между тем, экспе­
риментальные данные показывают, что и в области слабого легирования 

энергия термической ионизации мелких доноров и акцепто­
ров достигает нулевого значения [1, 3]. В то же время энергия связи 
электрона на доноре Ео, рассчитываемая из энергии перехода между 
основным и возбужденным состоянием ( І 5 —2р), не зависит от концент­
рации мелких доноров [2].

Это различие можно понять, если учесть ушнренне примесного уров­
ня, обусловливаемое кулоновским взаимодействием неоднородно распре­
деленных примесных ионов [7]. Такое «флуктуацнонное» уширенне, оче­
видно, вызовет уменьшение энергии термической ионизации, а энергия 
перехода между основным и возбужденным состояння.ми останется не­
изменной.

При наличии «флуктуационного» уширения уровня энергия терми­
ческой ионизации, по-видимому, должна определяться разницей между 
энергией Ферми Ер и энергией уровня протекания свободной зоны Ер [7|:

Е1 = Ер — Ер = Ер — ау, (I)
где а^0 ,3  [8, 9]. Для определения величины среднеквадратичной флук­
туации примесного потенциала у можно воспользоваться известным со­
отношением [10|:

у = 2Еоа(1Н-/()'/2(Л^/?,)‘/2, (2)
где К — степень компенсации, а радиус экранирования /?, определяется 
соотношение.м [7]:

1-/0-2/3. (3)
Использование нелинейного радиуса экранирования (3) обусловлено 

тем, что, хотя для обсуждаемых нами экспериментальных результатов 
характерна промежуточная степень компенсации (/С=0,1-г-0,9), однако, 
в области чисто экспоненциального участка зависимости пн = 1(\1Т) кон­
центрация свободных носителей тока мала (п<сЛ^) [II]. Отсюда также 
следует, что заполнение флуктуацнонной зоны велико и уровень Фермя 
должен располагаться вблизи ее верхней границы:

Ер = Е о - у Ш .  (4>
Следует отметить, что соотношение (4) при К=0  практически совпа­

дает с положением уровня Ферми в некомпенсированном полупровод­
нике [12]:

Ер = Ео-0,99^2ЕоаN^/з. (5)
Относительное изменение энергии термической ионизации мелкого со­
стояния можно получить из (2) — (4) в виде 

?тЕ . - Е '
=  1,3 V (^‘•1 _  I 3 о (1 -Ь (МдЗ\1/з (6)



Рис. I. Расчетная зависимость величины уширеиия примесного уровня (у/Ео) от степени 
легирования (/Vо’):

I -  к~0-. 2 -  К-0.5-. 3 -  К-0.9: 4 -  К-0,99; 5 -  К-0.999

Рис. 2. Относительное изменение в зависи.мости от величины флуктуации примесно­
го потенциала:

/  — теоретическая крпаая. рассчитанная в соответствии с (0); 2. 3 — эксп^іійемталыіые аавнсниос- 
ти для арсенида галлня л- и р-тнпа соответственно: О — 13]. • — р]. V — (61

Из уравнения (6) видно, что и при слабом легировании (Л^а*<;1) флук- 
туационное уширение примесного уровня у сильно возрастает с увели­
чением степени компенсации. На рис. 1 приведены рассчитанные по (6) 
зависимости у/Ео = 1(Ма^) при различных значениях степени компенса­
ции *. Видно, что нулевое значение энергии термической ионизации 
(у/і^о~1) может быть достигнуто при концентрациях примесей, сущест­
венно меньших, чем это требуется для образования примесной зоны. 
Кроме того, эффект флуктуацнонного ушнрения примесного уровня в 
случае арсенида галлия должен быть весьма существенным даже для 
материала самой высокой чистоты (Л^<10‘̂  см~^).

На рис. 2 видно, что ход теоретической зависимости (кривая /) до­
статочно близок к экспериментально наблюдаемым энергиям терми­
ческой ионизации мелких доноров и акцепторов в арсениде галлня. Не­
которое несоответствие, по-видимому, связано с недостаточной точностью 
значений степени ко.мпенсации, используемых при расчете у на рис. 2. 
Эти неточности могут быть следствием того, что величины К определя­
лись из уравнения электронейтральности, в котором нс учитывался эф­
фект флуктуацнонного уширення примесного уровня.

В дополнение отметим, что неравенство у/Ео<^1, которое можно 
определить из экспериментальных значений Ео я Ео, по-видимому, является 
более строгим (по сравнению с 1) критерием слабого легирования
и применимости обычного уравнения электронейтралыюсти.

В заключение авторы выражают благодарность Л\. А. Молдовановой 
и В. Д. Ткачеву за неизменный интерес н полезные советы.
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Кафедра физики полупроводников

УДК 621.396.672

В. М. ЗЕЛЕНКЕВИЧ. А. С. КЛЮЧНИКОВ. Л. М. ТИМОФЕЕВ

ЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕСКИЙ РАСЧЕТ 
ДИАГРАММЫ НАПРАВЛЕННОСТИ 

СИСТЕМЫ АНТЕННА — РПУ
Необходимость защиты радиотехнических систе.м от различных 

внешних воздействий, в том числе и от атмосферных, делает незамени­
мым использование раднопрозрачных укрытий (РПУ). Необходимость 
оценки влияния РПУ на характеристики антенн требует разработки 
наиболее оптимальных электродинамических методов расчета.

Целью данной работы является сравнительный анализ существующих 
методов расчета диаграммы направленности (ДН) системы антенна — 
РПУ и разработка более эффективного метода расчета с точки зрения 
точности и простоты алгоритмизации.

Основу метода прослеживания хода лучей составляет интегральное 
представление зависимости распределения поля в дальней зоне от рас­
пределения токов по произвольному раскрыву в виде скалярного интег­
рала Кирхгофа [1, 2]. Для этого метода характерны ограничения:

а) рассматриваются остронаправленные антенны и РПУ с достаточна 
большим радиусом кривизны;

б) для падающего и прошедшего полей используется аппроксимация 
плоской волны и плоскопараллельного слоя.

Практические расчеты реальных трехмерных конструкций антенна — 
РПУ с помощью этого метода показали, что он малопригоден для рас­
чета антенн с размером раскрыва а^25Х,  так как с увеличением разме­
ров раскрыва затраты машинного времени растут пропорционально 

при условии сохранения заданной точности расчета. Для раскры- 
пов а«25Х погрешность меньше 21% (в области главного лепестка) и не 
превосходит 26% (в области первых боковых лепестков).

Одни.м из известных методов электродинамического расчета систем 
антенна — РПУ является метод, использующий для расчета ближних 
полей укрываемой антенны векторизованные формулы Кирхгофа [3]. 
В рассматриваемом методе принн.маются следующие упрощения:

а) модули векторов /7, Е или величины токов на некоторой части 
поверхности пренебрежимо малы;

б) излучение происходит по внешним нормалям к поверхности излу­
чающей апертуры;

в) векторы Е \\ П связаны линейной зависимостью (как в случае 
плоской волны).

Для вычисления ближних полей при.менялпсь специально разрабо­
танные методы с автоматическим выбором шага интегрирования в за- 
виспмостн от угла наблюдения, так как интегральные выражения, 
используемые для расчетов, содержат быстроасциллирующнс функции,

И



и для точного вычисления интегралов необходимо выдержать шаг инте­
грирования не меньше двух отсчетов на период изменения функции.

Расчет переданных полей основан на традиционной схеме разложе­
ния падающего поля на две составляющие, перпендикулярную и парал­
лельную плоскости падения и соединения их на внешней поверхности 
РПУ в тангенциальную составляющую переданного поля [3].

В связи с большими затратами машинного времени практическая 
реализация данного метода в настоящее время весьма затруднена для 
раскрывов размером а ^ \ 0 к .  Для раскрывов размером а « 8Х время сче­
та составило 18—20 ч, причем с увеличением размеров раскрыва затра­
ты машинного времени растут ~Ака~. Таким образом, даже сравнитель­
но невысокая точность расчета характеристик излучения системы антен­
на — РПУ с помощью данного метода достигается за счет больших 
затрат машинного времени (см. таблицу).

Метод
Число
точек

ннтегри-
рооаиин

Время
счета

Макенмальное сред- 
нскаадратичиос 
отклонепне. дВ

Погрешность.

глаоиыП
лепесток

бокопоП
лепесток

глапныА
лепесток

бокопоА
лепесток

Ска.іярііый;
без переотраженнй 250 2.3 ч 1.3 2,65 12-19 15-23
С персотражеиием 250 3.8 ч 1.05 2,02 11—16 12-20

Векторный 250 15 ч 1.1 2,98 8 -1 6 14-22
БПФ:

без переотраженнй 64\64 22 мнн 0.95 1,95 9 -1 2 11-16
С пореотражеиие.м 64 X 64 36 мнн 0,62 1.27 5 - 9 9 -1 2

Рассмотренные методы можно отнести к методам прямого интегри­
рования апертурных полей. Общим недостатком этих методов при прак­
тической реализации является больщой объем мащинного времени, даже 
при использовании быстродействующих ЦВМ. Кроме того, для расчета 
ДН системы антенна — РПУ эти методы используют уже известное рас­
пределение поля по раскрыву, которое в каждом конкретном случае бу­
дет зависеть от типа антенны, погрещностей ее изготовления н т. д., а 
рассчитанные характеристики могут значительно отличаться от 
истинных.

Для увеличения точности расчетов и уменьщения их трудоемкости 
целесообразнее использовать не распределение поля по раскрыву, а са 
му ДН укрываемой антенны. Нами предлагается метод расчета харак 
теристик излучения системы антенна — РПУ, отличительной особен 
ностью которого является представление системы антенна — РПУ дву 
мерной линейной системой и использование для ее описания функцш 
Грина, которую часто называют откликом линейной системы [4]. Это по 
зволяст определить поле на внещней поверхности укрытия в виде [4]

/г {г2) =  Я  Л (̂ о) Л (”г — Га) СІ8а ( 1)

где (і(га)— распределение поля на раскрыве; /г(га)— распределение по­
ля на внешней поверхности РПУ; Га — радиус-вектор произвольной точ­
ки раскрыва; гг — радиус-вектор точки на поверхности РПУ; Л(г2—Го) — 
отклик системы антенна — РПУ на выходе (внешней поверхности РПУ) 
ирн подаче на вход (излучающий раскрыв) элементарного сигнала в ви­
де б-функцни Дирака.

Поле в раскрыве и диаграмма направленности антенны связаны пре­
образованием Фурье [5], поэтому, применяя преобразования Фурье к
12



правой п левой частям уравнения (1) и учитывая теорему свертки, по­
лучаем следующее выражение для ДН системы антенна — РПУ [6];

Р(л-г)(Р. д)=Рии(Р, Р)П+Щ, ( 2)

где Р(л) — диаграмма направленности антенны; Р(л-г) — диаграмма на­
правленности системы антенна — РПУ; р, д — пространственные часто­
ты; Я+'{Л] — обозначение прямого преобразования Фурье.

Таким образом, математические операции, определяющие ДН систе­
мы антенна — РПУ, весьма просты, а нспользоваине процедуры быстрого 
преобразования Фурье (БПФ) существенно упрощает расчет передаточ­
ной функции Н = П+'[Н] системы антенна — РПУ.

Для нахождения отклика И используем известное рещенне Рэлея — 
Зоммерфельда [4]:

(3)

где 5о — поверхность раскрыва; п — единичная нормаль; С — скалярная 
функция Грнна.

При подаче на вход системы возмущения в виде б-функцнн мы по­
лучим следующее выражение для отклика [6]:

дп (4)

где Т(г>—Га)— функция, определяющая раднопрозрачность стенки укры­
тия в точке г, при помещении возмущения в точку г̂ ; О =  
здесь 7?= \(х^ — хХ- + (у^ — у^у + (г^ —

Следует от.метнть, что рещенне (4) не является точным рещение.м 
какой-то конкретной задачи для реальных физических источников, так 
как исходное распределение предполагалось идеализированным в виде 
б-фуикцнн.

Предлагаемая методика обеспечивает точность расчета выще точно­
сти рассмотренных методов, повыщенне точности расчета которых весь­
ма трудоемко. Для предлагаемого метода затраты машинного времени
растут ~  с увеличением размеров раскрыва.

Известные методы расчета используют для расчета ДН системы 
антенна — РПУ заданные распределения поля по раскрыву, которые 
для каждой конкретной антенны одного типа различны, поэтому рас­
считанные ДН могут существенно отличаться от эксперн.ментально из­
меренных. В нашем методе используется ДН антенны, из.меренная экспе­
риментально, что позволило устранить трудоемкий процесс пересчета 
амплитудно-фазового распределения (АФР) поля на раскрыве антенны 
в поле дальней зоны; это н предопределяет в большей степени более вы­
сокую точность .метода н его эффективность.

В предлагаемом методе учитываются эффекты переотражения, что 
позволяет существенно повысить точность расчета ДН в области боко­
вых лепестков. Возможность использования процедуры цифровой фильт­
рации отклика позволяет также снизить ошибки расчета ДН в дальних 
боковых лепестках, так как это эквивалентно сглаживанию высокоча­
стотной части спектра [7].

Использование процедур БПФ позволило преодолеть многие мате­
матические трудности, не вводя упрощающих предположений, что также 
повысило точность данного метода. Существенны.м достоинством пред­
лагаемого метода является то, что с помощью отклика и передаточной 
характеристики Я+*{Л] можно оптимизировать отдельные пара.метры 
РПУ, например, его форму или раднопрозрачность, а также выработать 
некоторые критерии оптимальных РПУ.

При сравнении расчетных н экспериментальных данных основная 
трудность заключалась в точном моделировании распределения поля по
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Рис. I. Диаграмма ііаправлсшіостіі амтсііііы с укрытием в 
главной плоскости Е:

• экспсрнмсііталыіая Д Н ; -------------- скалярныЛ; . . . .  вск-
торныЛ:---------метод БПФ

Рис. 2. Диагра.мма направленности антенны с укрытием в 
главной плоскости Н. Обозначения те же, что и на рис. 1

раскрыву для известных методов расчета. Так как в настоящее время 
не существует строгого рещення рассматриваемой задачи, рассчитанные 
ДН сравнивались с экспериментально измеренными.

На рнс. 1, 2 представлены полученные результаты расчета ДН антен­
ны с прямоугольным раскрывом, помещенной внутрь укрытия в виде 
эллипсоида вращения.

В таблице приводятся некоторые качественные оценки результатов 
расчетов для сравниваемых методик. Сравнительный анализ рассматри­
ваемых методов позволил сделать следующие выводы.

Все рассматриваемые методы с достаточной для практических целей 
точностью отображают изменение ДН антенны при наличии укрытия в 
области главного лепестка. Погрешность метода скалярной формулы



Кирхгофа не превышает 21%, векторизованной формулы Кирхго­
фа 10%, метода БПФ ^  12®/о-

В области боковых лепестков погрешності> метода скалярной форму­
лы Кирхгофа 26%, метода векторизованной формулы Кирхгофа 207о, 
метода БПФ ^  16%.

Анализ полученных данных позволяет сделать некоторые рекоменда­
ции по разработке оптимального метода расчета систем антенна — РПУ.

При разумных ограничениях и упрощениях метод должен давать хо­
рошее совпадение со строгой теорией или с экспериментальными д з е п ш - 
ми. Процесс вычнслення 6 леежеееех н дальних полей не должен быть тру- 
доемкЕЕМ, т. е. метод практЕЕческн реализуется на современных ЦВЛ\ 
средней мощности. При современном положении развйтЕія отечествен- 
ЕЕЫХ ЦВМ этому требованЕЕЮ отвечаЕот методы, основанные на операциях 
ЕЕЕЕтегральных преобразованЕЕЙ Фурье еелее Френеля.

В настоящее время важно знать, как можно точнее, распределенЕЕС 
поля в области боковых лепестков. В методе должны быть отражены 
процессы переотраження и деполяризации, которые существеЕЕно влееяеот 
ЕЕа уровень боковых лепестков.

Разработка конструкций антенных РПУ ставит задачу оптимального 
соотЕЕОщения формы и размеров РПУ с раз.мерамн и местоположение.м 
излучающего раскрыва. Простота и экономичность метода должна по­
зволять проводить оптимизацЕЕЮ расчета и проектирования реальных 
конструкций РПУ.
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УДК 539.172.3

Н. В. ЛОПАРЕВА, В. Л. ГУРАЧЕВСКИП

ПОЛЯРИЗУЮЩИЕ СВОЙСТВА 
МЕССБАУЭРОВСКИХ МИШЕНЕЙ

ИЗ ЕСТЕСТВЕННОГО ЖЕЛЕЗА

Л\ессбауэровскне мишени, по.мещенные в магнитное поле, обладают 
ярко выраженными свойствами «оптической» анизотропии в у-днапазоне 
[1, 2]. Например, для них возможны аналоги эффектов Фарадея н двой­
ного лучепреломления. Обычно в экспериментах с поляризованными 
у-лучами іЕспользуют высокообогащенные мишени. Представляет значи­
тельный интерес получение поляризованных пучков н их анализ в случае 
применения железной фольги, содержащей естественную примесь изото­
па Рс ’̂. С этой целью рассмотрим выражения для показателей прелом­
ления у-квантов, падаюіцЕіх на намагниченную мнщень перпендикулярно 
к направлеиию магнитного поля.

Используя теорию, развитую в [1, 2], можно получить следующие 
явные выражения для показателей преломления у-квантов, поляризован­
ных перпендикулярно (пі) и параллельно (пг) направлению магнитного 
поля:

15



п ,=  1---

Оп^а
2к +

аN|у

(1) — 0)і +  -
+

аЛ//у

<1) — (1>4 +  .

2ш» + і Дп/Уд
2к

+  “Г ■
аN|у

(1) —<0з +
' +  “3" '

+  4 - '

а/ І̂у

аМ[у

ш — Ші +

+  4 - -

+

аN̂ у

0) — (і), + ы —0), +
( 1 )

где а = лс* ---- ; 0) — частота падающих у^вантов; о>о — частота не-Уі 
V

расщепленного перехода; <о/ — резонансные значения частот, соответ­
ствующие переходам на рис. 1; о)л — электронная ленг.мюровская частота; 
V, — ширина упругого канала; у — полная ширина линии; / — фактор 
Лэмба — ,Мессбауэра; N — число ядер Ре”  в единице объема; а„ — сече­
ние поглощения.

Рассмотрим вначале прохождение через мишень линейно поляризо­
ванного у-нзлучеиия. Пусть поверхность мишени лежит в плоскости ху, 
.магнитное поле направлено вдоль оси у, пучок падает вдоль оси г
(рис. 2). Разложи.м вектор поляризации пучка е на составляющие вдоль 
осей X и у:

е = аві +  Рсо. ( 2 )

Так как в веществе каждое состояние поляризации распространяется 
со своим показателем преломления, то после прохождения мишени век­
тор поляризации н.меет вид:

е (/„) =  аеіе‘'”'''п + (3)

3/2-

І/2

т
-3/2  

- 1/2 

■ І/2 
- 3/2

Ыу (л)̂  С̂5

1/2

- 1/2

Рис. 1. Сверхтонкое магннтнос расщеп­
ление уровней основного и 1-го возбуж­
денного состояния ядер Ре” н разрешен­
ные переходы (1 — спин ядра; т — маг­
нитное квантовое число; ші — ше — часто­

ты переходов)

С і = е [ СО5 0 — 0
то выражение (3) примет вид

где П\ и П2 — показатели преломле­
ния для волн, поляризованных соот­
ветственно вдоль осей X и у ; /ц —  
толщина мишени (поляризатора); 
к — волновое число.

Из выражения (3) видно, что 
если 1т«|=?^1т п 2, то по мере про­
хождения через мишень вектор по­
ляризации ориентируется вдоль оси 
X или у, т. е. мишень обладает спо­
собностью поляризовать пучок.

Предположим теперь, что вышед­
ший из мишени пучок падает на вто­
рую мишень, магнитное поле которой 
также расположено в плоскости ху, 
под углом 0  к полю в первой мише­
ни. Для простоты далее первую ми­
шень будем называть поляризато­
ром, а вторую анализатором. Так как
е» =  е[ 8ІП 0 -Ь ^ 2  С05 0,

е (1„) = {ае‘''"''"С05В -Ь Ре'*"’̂ п8Іп 0 ) е[ (— ае̂ *'’'^п8іп0  Ре'*"'*"со5 0 ) е'



После прохождения поляризатора и анализатора:

Г (/„ +  /а) =  (аг'*"’'" С05 е  +  Ре'*"*'" зіп 0) Г; +

+  ( -  ог'*'"'п 5ІП 0  +  ре'*"*'" С05 0) е'*"*'* 7'. (4)

Обозначив Оі =  ог *"'**"̂ ***со5 0  и рі =  Ре~* *"**"̂ "‘***5Іп0 ,
где п' =  Не л, п" =  1т  л, для амплитуды волны с поляризацией е\ можно
получить выражение:

=  а, ІсозАл,' (/„ +  /а) +  І ЗІпЛл,' (/„ +  /а)1 +
'1

+  Р, (С05 к (л' /„ +  л | /а) +  I 5ІП к (Л' /„ +  л | /а)).

Рис. 2. Прохождение лмнейно-полярнзованного излучения через систему двух мишеиен 
(ЛІ1 — поляризатор; Мг — анализатор; Н — напряженность магнитного поля)

Аналогично получается выражение для амплитуды волны с поляриза­
цией: е'̂ :

Е-, = — а^ (С08к (п[ 1„ +  л; /а) + І зіпк (л| +  л ' /„)) -\-
'2

-ЬРг(С05 *Л' (/„ -1- /а) -I- /5ІП Лл' (/„ +  /а)).

Для интенсивностей I  =  \Е\- волн с поляризациями е\ и г*' после 
преобразований можно получить:

/-  ̂=  а-с- 2 * я , ( / + ;  ) л ^  л я  “ 2Л(л*/„+лГЛ)С05- 0  +  р-е - " ‘ 5ІП-0 4-

2аР5Іп 0со5 0е созй (л[ — л ') /„,

Н  =  зіп» 0  ^  рг^-2*'’2'<'п+'«> С052 0  _
*2

— 2аР ЗІП 0  СОЗ ^е  *‘"і'п'^^"2'а+'’2'п* (.Д5

(5)
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Полная интенсивность волны с поляризацией е: /7  =  / -  + /-г. Учтем
' і  ' 2

теперь, что исиоляризоваиный пучок можно рассматривать как некоге- 
реитную смесь двух взаимно ортогональных плоских поляризаций.
Интспсивность излучения с начальной поляризацией е 'Х с  легко найти,
если учесть, что = — т. е. для у-квантов с поляризацией е'
все предыдущие выкладки останутся в силе, если везде сделать замену ц 
на р и р на —а. Следовательно, выражения для интенсивностей 
/ - .и  / -  должны н.меть вид:

/ - .  =  р - с о 5 - в е  ‘ " - г а - 5 1 п - 0 е  ^

—  2 а Р  5ІП 0  со5 0 е  '’г'п* к{п'^ —  /і^) /„.

/-► =  р - 81п - 0 е  ̂ +  а - с о 5- 0 е 2 п а _|_

(6)

-[- 2 а Р 5 І п 0 с о 5  0 е  со$ к  (п [  —  н ')  1„.

Выражение для полной интенсивности волны после поляризатора и 
анализатора: /  =  / т  +  /-^ +  /1  +  /•* после упрощения примет вид:

'2 '2

. —2*яГ(/„+Г) . —2*(л1/„+п"/.)/  =  С05- &е I п * _)_ 5ІП- 0 е *•" ‘ +

+  51п-0е со5*0е * . (7)
В выражениях (1) обозначим: г ■= аМу-к[,

1 . I
(ш

+ - І - .

(<і)— ш,)» + ш

+

+

(ш — й)і)*+

1 1

+ 4 -

(О) — 0 ) , ) * +  

1

■ +

—  (О)—  0 ) , ) * +

Тогда после подстановки (1) в (7) последнее примет вид:

е - ' п =  СО52 0 е " ‘'п+'а> +  5ІП* 0с"''п+"'а+  

+  5ІП* 0е""'п+"'а +  сО5-0г^‘'п+'а>. (8)

Выще сделан вывод о том, что намагниченная мищень обладает по­
ляризующими свойствами. Рассмотрим предельный случай, когда пока­
затели преломления для у-квантов, поляризованных перпендикулярно 
и параллельно магнитному полю, сильно отличаются {п \ 'р  п '  или 
п" п'). Тогда после упрощения получи.м:

—> Л'а - С05- 0, (9)
что аналогично известному закону Малюса.

Итак, интенсивность излучения, прощедшего через систе.му поляри­
затор — анализатор, зависит от угла .между осями поляризатора и ана­
лизатора.
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Рнс. 3. Частотные заонсіімостн ннтенсішностіі у-нзлучення. прошедшего через систему 
поляризатор — анализатор для углов 0 —0°, 45°, 90° (а — теоретические, б  — экспери­

ментальные)

На кривых I, 2, 3 рнс. 3 показана рассчитанная по фор.муле (8) час­
тотная зависимость ннтенснвностн у-нзлучення для углов 0  =  0°, 45°, 90°. 
Толщина использованной фольги 10~̂  см. Эксперимент проводился на 
мессбауэровском спектрометре, созданном на кафедре ядернон фнзнкн. 
Фольга намагничивалась постоянными магнитами. Системой коллима­
торов устанавливалась геометрия опыта, не зависящая от вращения 
мишеней. Полученные результаты приведены на рис. 3 (кривые 4, 5, 6). 
Видно, что теоретический расчет согласуется с экспериментальными дан­
ными. Небольшое расхождение объясняется, по-видимому, тем обстоя­
тельством, что в эксперименте величина намагничивающего поля состав­
ляла около 0,15 тл, что недостаточно для ориентации всех доменов. В рас­
четах же предполагалось, что вещество полностью магнитоупорядочеио.

Авторы выражают глубокую благодарность В. Г. Барышевскому за 
постановку задачи и многочисленные полезные обсуждения.
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ОПТИМИЗАЦИЯ АНТЕННЫХ РЕШЕТОК 
С АНАЛОГО-ЦИФРОВЫМ ПРЕОБРАЗОВАНИЕМ 

ВХОДНЫХ СИГНАЛОВ

Вопросы синтеза антенных решеток (АР) с низким уровнем боковых 
лепестков диаграммы направленности (ДН) путем расчета амплитудных 
весовых коэффициентов на эле.чентах решетки и межэлементиых рас­
стояний нашли достаточно широкое освещение в литературе [1—3].

В данной работе рассматривается синтез оптимальной в смысле [4] 
АР с цифровой обработкой сигналов путем оптимизации межэлементных 
расстояний, а также влияние параметров АЦП на ряд характеристик ДН, 
в первую очередь, на уровень боковых лепестков.

Критерий оптимальности, предложенный в [4], заключается в мини­
мизации мощности, принятой вне некоторого сектора ± б  возле направ-
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лсипя на главный максимум. Для линеннон антенной решетки это сво­
дится к минимизации функционала;

т.
\ Р (а) 5ІП аёа — |  Р (а) 5Іп шіа. ( 1 )

где Р(а) — мощность, принимаемая антенной решеткой с направления а; 
ао — направление фазирования АР.

В отличие от (4], где минимизация функционала ^  проводилась вычис­
лением соответствующих весовых коэффициентов, в данной работе мини­
мум функционала достигается вариацией положения элементов АР.

Предположим, что на входы приемников линейной антенной решетки 
поступают узкополосные гауссовы сигналы, смешанные с однородным 
некоррелированным гауссовым шумом. Сигналы и шумы статистически 
независимы. На выходе каждого приемника находится АЦП с равномер­
ной нечетной характеристикой.

Используя результаты работ (5, 6], можно показать, что зависимость 
мощности, принимаемой антенной решеткой, от угла а можно предста­
вить в виде:

, = | у = 1 т =0 '  ̂ '
где N — число элементов в АР; щ — весовые коэффициенты на элементах;

л .  =  2 -  V  я , 4 - ^ ) е . х р [ - ( 4 = П ;  ^

Р = а^, — дисперсии сигнала и шума соответственно; д — вели­
чина ступеньки квантования: 2Ь — число уровней квантования; Нітіх) — 
полином Эрмита степени 2т;

( о )  =
(а) + ОтОпіРпіІ (а)

V  («̂ ,/ +  0«/)
(3)

р„Да), рпи(а) — нормированные функции корреляции сигнала и шума 
соответственно. При сделанных предложениях о свойствах сигналов и шу­
мов их можно представить в виде:

Р.О (а) =  С05 (уі — у^) (со5 а — соз оц,)

[ 1, ' =  / 1
Рпо(®) =  |0 і ф і і ’ і/і — координаты элементов в АР.
С учетом (2) минимизируемый функционал (1) перепишется в виде:

N N « ,2

(4)

^  (1/1......... У\) = 8л> ■ 2 2 2 (2т +  1)1

X  [I  Р?/'" '̂ (а) 5ІП асіа — ]* (а) зіп ойіа].

X

(5)
о,—г

Подставим в (5) выражения (3) — (4) для р(Да) и, проведя интегрирова­
ние, получим для минимизируемой функции следующее вырвженне:

^ (Уі’ Уа/) 2  (2т-)-1)1 •••• Ум)> ( 6)

где

Рщ {Уи • ■ •. !/л̂ ) =  2  (2 +  ‘̂ 05 (Оо — б) — соз (Оо -ф б) 1 —



2л
2 т + 1 -гш V  у X

^ У  ^2т + \ (5ІП X, — 5ІП ДГ, — 5ІП X, +  5ІП С̂̂)
*=0

2л
2т — 2А + 1

~  ~Т~ ~~ ^і) (2т — 2к +  1) (1 — С05 0о);
2л

2̂ =  —  (Уі-У^) (2і п - 2к +  І)(1 + С 05 0„); 
2л

-̂■з (Уі У)){2т — 2Й +  1) (со5 (сц, — 6) — созооі;

(2т  — 2к +  1) [со$(оо +  б) —созао).

Р(аш

2л ,
— 1 {Уі

Поскольку уі нелинейно 
входят в минимизируемую 
функцию, для их вычис­
ления использовались гра­
диентные методы оптими­
зации функций многих 
переменных [7]. Положе­
ния координат уі вычис­
лялись для различного 
числа уровней квантова­
ния при сохранении неиз­
менного динамического 
диапазона. Вычисления 
проводились для 12-эле- 
ментной антенной ре­
шетки с начальным рав­
номерным расположени­
ем элементов. Размеры 
(апертура) АР — фикси­
рованы. Результаты вы­
числений приведены в 
таблице.

Легко видеть что для 
более подробного кванто­
вания, оптимальные зна­
чения координат элемен­
тов АР сдвигаются от пер­
воначального положения 
значительно сильнее. По­
строенные нормированные 
диаграммы направленно­
сти по .мощности: Р{а) = 
10 Ід[Рі(а)/Рі(ао)], где

\  N
Р\ (“) =  2  2  2  Xща,/ =  | т = 0
X (2т +  1)1 

— У̂ ) (С05

С05̂ "’+'

а — С05 0о )|,

ДН .ііііісГіііоГі аіітсішоГі решетки при і.=  16, Л̂ = 12, 
б5=6, 6 = 0,286, р = 30:

/ — эквидистантная решетка: ? — решетка с оптныальиыы 
распа.1ожеине1|  э.темеитов

С конкретными значениями вычисленных координат позволяют судить 
о возможных выигрышах в уровне боковых лепестков.



Так, в частности, на рисунке представлены ДН линейной эквидистант­
ной антенной решетки и АР с вычисленными координатами положений 
элементов. При этом выбраны следующие параметры АЦП; /-=16, 63= 6. 
Вычисленные координаты элементов приведены в таблице. Во втором 
случае имеется существенный (от 1,5 до 5 дБ) выигрыщ в уровне боко­
вых лепестков.

« = 0,286, /V = 12. э = 30

1 2лі/>- 2 у , ! Х 2 и , / \ 21/4А 2 у , / \ 2л.Л 2(1,/). 2(1./Х 2|/,/^ 2(11./). 2((„/* 2у../и

1 1 1 2 ,1 3 2 ,9 6 4,04 4 ,94 6 ,0 3 6 ,9 7 8 ,0 6 8 ,9 6 10,04 10,87 12

4 24 1 2 ,22 3,14 4.11 4 ,9 8 6,01 6 ,9 8 8,01 8 , 8 6 9 ,8 6 10,78 12

8 12 1 2 ,2 2 3 ,15 4 .12 4 ,9 3 6 ,0 3 6 ,9 7 8 ,0 6 8 ,8 8 9 ,8 6 10,78 12

16 6 1 2 ,23 3 ,17 4 ,15 5,01 6,04 6 ,9 5 7 ,9 9 8 ,84 9 ,8 3 10,75 12

32 3 1 2,24 3 ,1 9 4 ,18 5 ,0 3 6 ,05 6 ,9 5 7 ,9 7 8 ,8 2 9 , 8 0 10,75 12

Координаты элементов АР при жестком ограничителе (/-=1) прак­
тически нс изменяют своего положения. Это говорит о том, что для жест­
кого ограничителя линейная эквидистантная АР является практически 
оптимальной по используе.мому критерию.
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Кафедра радиофизики 
и зАектроники СВЧ

УДК 621.375

ФАМ ЧОНГ ХЬЕИ, А. П. ХАПАЛЮК

о возможном УЛУЧШЕНИИ УСЛОВИЙ ГЕНЕРАЦИИ 
ПРИ ВВЕДЕНИИ В РЕЗОНАТОР 
ПРИЗМ ПОЛНОГО ОТРАЖЕНИЯ

Особсниостн генератора из двух последовательно включенных актив­
ных стержней изучались в работах [1, 2], где, в частности, показано, что 
порог генерации в симметричном случае, когда стержни и коэффициенты 
отражения на свободных концах одинаковы, не изменяется по сравнению 
с простым одноступенчатым генератором, но сильно изменяется спектр 
генерации. Одним из вариантов генератора с последовательным вклю­
чением активных стержней является генератор с прямоугольной призмой. 
В таком генераторе при определенных условиях для некоторых типов 
колебаний может заметно снижаться порог генерации (3]. С введением 
в резонатор большего числа призм полного отражения открываются 
новые возможности управления параметрами генерации, в первую оче­
редь— порогом и спектром генерации. В данной работе исследуется воз­
можность снижения порога генерации в сложном резонаторе с несколь­
кими призмами полного отражения.

Схема и необходимые обозначения составного резонатора показаны
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на рнс. 1. Условия стационарной генерации в таком резонаторе могут 
6ыт1. получены в обычно используемом приближении плоских воли (4). 
Плоские электромагнитные волны, распространяющиеся в отдельных 
элементах резонатора, могут быть записаны в виде (временной множи­
тель схр ((о/опускается) :

Е“, =
^/ =  V

/
ікЫ,г Н) = -Ы ,Е )  (/ =  0. 1. 2. . . . ) , ( 1 )

где ЕЧ и Н4 — электрический и магнитный векторы волн, распростра­
няющихся вдоль положительного, а Е*, Я* — отрицательного направле­
ния координатной оси г; А, и Ві — соответственно их амплитуды; N^ — 
показатель преломления среды, в которой распространяется волна; к = 
= 2л/Х. — волновое число; X — длина волны в вакууме; ы — круговая 
частота. Нумерация волн и их параметров определяется в соответствии 
с рнс. 1.

Очевидно, что волны (I) удовлетворяют уравнениям Максвелла при 
любых значениях амплитуд. Однако следует дополнительно потребовать, 
чтобы они удовлетворяли и граничным условиям. При г = 0 для этого 
необходимо выполнение равенств;

Л, + В, = л; + В', Яі (Л, -  в,) = N. (Л' -  В');
Лз -г Вз =  Л̂  -Ь В,, N3 (Аз — Вз) =  N3 (Л" — В');
Лз + Вз л; + в;, Мз (Л, -  Вз) = я, (л; -  вл.

(2)
Лиалогнчные уравнения получаются на границе г = 1:

Лое-'*л'.' =  В,е'*'''./, NоАзе-‘̂‘̂ ^̂  =  Я, (Л.е-'»^^*' —

N3 (Лзе-'*/^-' — Взе'*л'.') =  (А^е~‘>‘̂ .і — В^е‘»̂ >‘),

• ..............................................................................................  (3)
К системе (2), (3) следует добавить уравнения, определяющие связь 

волн, распространяющихся в призмах. В нащем предположении, когда 
на каждой боковой грани прямоугольной призмы выполняется условие 
полного отражения и призма не поглощает света, уравнения связи между 
амплитудами в.ходящих и выходящих из призмы волн, могут быть запи­
саны в виде

Л' =  В1е‘^ \  Л ' =  В/'^*, В;е'*л -̂' =
В-е'*л’./ =

......................................................................................  (4)
где Л; определяет набег фазы волны при про.хожденнн ее через призму. 
Характерной особенностью такого резонатора является зависимость ве­
личины этого набега фазы от поляризации волн. Собственными поляри­
зациями такого резонатора будут р-волны (электрический вектор колеб­
лется в плоскости падения) и 5-волиы (электрический вектор колеблется 
перпендикулярно к плоскости падения). Набег фазы А) в каждой отдель­
ной призме можно представить в виде суммы двух слагаемых. Одно сла­
гаемое определяет набег фазы при распространении волны в призме, оно 
одинаково для обеих поляризаций: 6) = кА' с̂1;, где (1, — длина пути света 
в призме, которая равна удвоенной высоте призмы и, следовательно, 
зависит от се размеров. Второе слагаемое определяется сдвигом фазы 
при полном отражении па боковых гранях призмы, оно различно для р- 
и 5-волн и может быть вычислено из формул Френеля. Будем считать, 
что волны падают на боковые поверхности призмы под углом 45°. При 
этом сдвиг фазы при отражении /7-волны оказывается в два раза больше
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чем 5-волны. Если, сдвиг фазы при одном таком отражении для 5-волны 
обозначить через то суммарный сдвиг фазы для р-волны (Ар) и 5-вол­
ны (А,) запишется в виде

А,^ = 4x^-кN^сі^. А „ ^ 2 х , - к Ы , ( і , ,  і ^ Х , ^  N - 2 .  (5)
При этом сделано предположение, что показатель преломления среды, 
граничащей с боковыми гранями призмы, равен единице (воздух).

Систему уравнений (2), (4) можно решить методом исключения 
отдельных амплитуд. В этом случае ее легко свести к одному матрич­
ному уравнению относительно амплитуд выходящих из резонатора воли:

М  . о /  о \  /  1 / О (  1

/е'т. О \ / 1 /?з.ч\ / О / 1 /?4 .з \  0 \

\  О с - 'ь  / \ /?з.4 1 / I  е'Д* О / I /?4.5 1 / I  О е'т. ]

X

1 /?2т. 2Ш+ 1  \  /е -'(-Ч '”*Л̂ 2ш-Н' О
/?2т. 2ш + 1 1 / \  О

1 +  (— и"* 1 — (— \  / ^2т+1. 2т+2  ̂ .
- 1 Г  / V

X

_ 1  /  1 +  ( -  
2 и - ( - 1)"

< 2 т + 2 .

где 

/?/.* =
М) — /V,
лТТЖГ о  =

\ +  ( - 1 П \  1

^2т+1 +  ^2т+2 (/V, -Ь N,) (Л', -Ь Л̂ з) • • ■ (Л̂ гя. -Ь Л̂ 2т + 1)

х е - ( - ! ) ' ”] Л^2т+2«

(2^.)(2;У,)--.(2Л',„,) 

= кМ, 1\

(6)

■ X 

(7)
целое число т определяет число призм в резонаторе.

В уравнении (6) каждый характеристический элемент резонатора 
определяется своей матрицей, поэтому само уравнение легко поддастся 
физической интерпретации и удобно для исследования условий генера­
ции. В частности, условием генерации будет условие разрешимости урав­
нения (6).

В частном случае двух ( т  = 2) одинаковых призм и совершенно оди­
наковых стержней условием разрешимости уравнения (6) (условием 
генерации) будет уравнение третьей степени относительно у = 
— с \ р { —2ікN^):

Ь^И̂ у^-\-а1^{2Ь—аК)у^+а (а-|-2/?с) у—с^=0, {8)

где /?о= 4 ^ ;  /?= ^  “Т”

а =  /?о (е-'-' — е'-'). Ь =  е‘  ̂ —  с =  е~ ‘  ̂ — (9)
N = п'-\-іу. — показатель преломления активного стержня (комплексное 
число); По — показатель преломления призмы; п — показатель прелом­
ления сред, граничащих с свободными концами стержня.

Как обычно, модуль величины у определяет порог генерации, а фа­
за — спектр.

Как видно из равенства (6), влияние призм полного отражения ска­
зывается через сдвиг фазы. При отсутствии сдвига фазы или при сдвиге, 
кратном ГС, уравнение (8) переходит в обычное уравнение генерации 
простого резонатора с длиной, равной суммарной длине всех активных 
стержней (4];

( 1 0 )

Сравнение решения уравнений (8) н (10) дает нам возможность выявить 
роль призм на условия генерации.

Детальное аналитическое исследование уравнения (8) затрудни­
тельно, практически требуются численные расчеты.



По-внднмому наибольший 
интерес представляет исследо­
вание возможностей пониже­
ния порога генерации за счет 
выбора параметров призм. Для 
этого можно поступить следую­
щим образом. Известно, что 
порог генерации определяется 
величиной суммарных потерь 
резонатора л = V гехр(ЗЛх/).
Для простого резонатора, как 
это следует из выражения (Ю), 
эта величина равна единице.
Для усложненного прнз.мамн 
резонатора ее нужно опреде­
лять нз уравнения (8). Если 
окажется, что эта величина бу­
дет больше единицы, порог ге­
нерации повышается по сравне­
нию с порогом в простом резо­
наторе, в противном случае — 
понижается.

Некоторые конкретные ре­
зультаты таких численных рас­
четов представлены на рис. 2.
Результаты расчетов сводятся 
к следующему. Порог генера­
ции существенно зависит от на­
бега фазы волн внутри прнз.м 
Д. Для каждого значения Д 
кубическое уравнение (8) име­
ет три корня и, следовательно, 
получается три различных по­
рога генерации. Конкретные 
проведенные расчеты показа­
ли, что два нз трех решений близки между собой и они больше единицы 
(штриховые линии на рис. 2). Для этих собственных типов колебаний 
наличие призм приводит к увеличению порога генерации. Одно из трех 
решений меньше единицы (сплошные кривые на рис. 2). Для этих типов 
колебаний порог генерации уменьшается и у.меньшается довольно су­
щественно. В реальных условиях в стационарном режи.ме следует ожи­
дать генерации только этих типов, те типы колебаний, для которых по­
рог повышается, генерировать не будут. Следовательно, резонатор с дву­
мя прнз.мамн, как и резонатор с одной призмой, является селектором 
типов колебаний. В таком резонаторе должно быть примерно в три раза 
меньше устойчивых типов колебаний, чем в просто.м резонаторе. Наибо­
лее существенно это свойство проявляется при малых значениях г и 
больших значениях го.

В этом, в первую очередь, состоит преимущество составного резона­
тора с призмами. Его, в частности, выгодно применять когда усиление 
активной среды мало н коэффициенты отражения на свободных концах 
невелики. При этом коэффициенты отражения на границе активный 
стержень — призма должны быть велики, их, в частности, можно увели­
чить за счет обычного нанесения тонкослойных пленок. Выбирая соот­
ветствующим образом параметры призм, можно довольно существенно 
понизить порог генерации и одновременно изменить спектр собственных 
типов колебаний.

Отмети.ч, что аналогичным образом рассчитывается порог генерации 
генератора с двумя призмами, но различными коэффициентами отра­
жения на свободных торцах активных стержней и /?г. В этом случае

Рис. 1. С.хема усложненного резонатора 
прнзма.мн полного отражения
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Рис. 2. Зависимость величины К е х р  Ъку.1 от У  для различных значений
д /д  =  « , и УТ:

V 6 3 2 /
— 0,037; 2 — І'^ТвО.ІМ и >^г =  0.203. Сплошные кривые соответствуют колсба*

мням, для которых порог уыеньшается. штриховые >> увеличивается

условие генерации вместо (8) записывается в виде

62/?,/?2(/^+[а6(/?,+/?г)-а=Л і№ +[ас(/?,+/?г)+а-]і/-с- = 0. (11)

Результаты числемны.х расчетов в общих чертах аналогичны преж­
ним II различаются только в деталях.

Условие генерации для сложного симметричного резонатора с тремя 
призмами II четырьмя активными стержнями записывается в виде урав­
нения четвертого порядка относительно у

Ь^П^у^+2аЬИ(Ь-аЦ)у^+[2Я(Ьс—а-) +а(Ь-сЯ-)]ау^-+
+ 2ас(а+ сЯ )у^с^= 0. (12)

Расчет показывает, что н в этом случае результаты качественно не 
отличаются от предыдущих. Следовательно, вводя большее число приз.м 
в резонатор и подбирая соответствующим образом их параметры, можно 
в довольно широких пределах изменять условия генерации, в том числе 
понижать его порог.
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:Ф Математика и механика

УДК 519.10

М. М. КОВАЛЕВ. С. П. ДРОНЬ

О КУСОЧНО-ЛИНЕЙНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ 
НА НЕСВЯЗНЫХ ОБЛАСТЯХ

Сформулируем общую задачу кусочно-линейной оптимизации на 
несвязной области

при условиях
/=1

і = 1, , т.

( 1)

(2)

и, И ’ ^/1’ / = ! . • • • . « • (3)

где
(X;) =  с̂ x̂̂  +  гі'. x  ̂е  (х', х}1. (4)

Предполагается, что функции {x^) однозначны, т. е., если х'-^ =  х/ 
для некоторых / и І, считаем, что в (4) Х ;е(х', х'], причем в этом случае

с‘-~ х ‘-^ +с1‘- ^ ^ с ‘і ^  +  й‘. (5)

При з̂  = 2, ^  = X/ =  =  О, X/ =  -1-оодля всех / задача (1)—(4) превра­
щается в известную задачу линейного программирования с фиксирован­
ными доплатами в целевой функции [1].

Если с| =  =  . . .  =  с̂ / =  с̂ , =  . . .  =  =  О, то задача (1)—
(4) превращается в почти дискретную задачу линейной оптимизации (2]. 
В работе [2] изучалась задача линейного программирования с разрывной 
целевой функцией, которая есть частный случай задачи (1), (2), (4) при

=  О для некоторых / и для остальных і (6)

и Су' =  =  . . .  =  с^іі=су, в [2] автор сохраняет только предположение (6).
В работе В. Рунге и М. Шоха (3) задача (1)—(4) изучалась в пред­

положении (5) и с '> 0 ,  х/“ ‘ для всех /, /.
Здесь мы покажем, что задача (I) — (4) эквивалентна некоторой 

экстремальной задаче на выборках и для ее рещения применимы эффек­
тивные алгоритмы упорядочения, предложенные в [4, 5], причем из 
одного из них вытекает алгоритм В. Рунге и М. Шоха [3]. В качестве 
приложения рассмотрим алгоритмы рещения задачи размещения произ-
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водства и задачи стандартизации с кусочно-лннсйными целевыми функ­
циями.

Рассмотрим множество выборок: 0 = { л  =  (л,, . . . .  Л п)|луе{1, . . . .
Л

5;}. / =  1. ••• . Для положим //(л) =  {(дГі, , х^) а̂ x̂̂  <
/= ‘

/ =  I, . . . .  гп, д^/<: дгу < х^1} н определим на Н(л) функцию !^{х) =
П

=  { (дс„ . . . .  Х„) I 2  <  6,. / =  1, . . .  , т , Х̂ 1 <  <  x̂ |̂}.
/=1

Обозначим через дгя оптимальное решение в следующей задаче ли­
нейного программирования с двусторонними ограничениями:

тіп{/л(дс) |д :еЯ (л)}. (7)
и введем на О функцию г(я) =Ы{х.і)-

Теорема. Если л* — оптимальное решение в экстремальной задаче на 
выборках:

тіп(г(л) |л еД } , (8)
то Хп' — оптимальное решение задачи (1) — (4).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим противное, что Хя* — не опти­
мальное решение задачи (1) — (4), т. е. существует допустимое реше­
ние X® такое, что

/(х®)</(х„-). (9)
В силу предположения (5) для х е //(л * )

/(Хл*Х/л*(Хл*). (10)
С другой стороны, так как допустимая область задачи (1)—(4) совпа­
дает с множеством у Н (л), существует такая выборка л®, что

ІАх^)=Пх^).  (11)
Объединяя (9), (10) и (11) имеем /лЧ^л") ^Ап°(>^) </л*(->^л*). что про­
тиворечит предположению об оптимальности выборки л* в задаче (8). 
Теорема доказана.

Для решения задачи (8) применим алгоритм упорядочения выбо­
рок [1], основанный на методе построения последовательности планов

П
В. А. Емелнчева (6]. Пусть ^(п ) =  2 с я ./ ,  где

>=1

~  [с'х' (І'̂ , если с' <  0.
Нетрудно проверить, что ^ ( л ) — линейная аппроксимация снизу на 
О функции г (л), т. е. ^(л) ^ г (л )  для всех л е Д .

Решение задачи (8) заключается в построении последовательности 
выборок (л'} по возрастанию миноранты ^(л) до выполнения следую­
щего критерия оптимальности:

/■(л*) =  т іп  г ( л 'Х ^ ( л * ) .  (12)
К К к

Если для некоторого к имеет место (12), то л* — оптимальное реше­
ние задачи (8). Для вычисления значений г(л‘) необходимо решать за­
дачи линейного программирования (7).

Алгоритм упорядочения выборок по возрастанию миноранты изложен 
в11,с. 110].

Пример. Пусть целевая функция имеет вид т'тІЧх)+І^{у), где
[ — 2х-рЗ, х е [ 1 ,  2], ( о, і / е ( 0 ,  1),

/> (х)=  Д̂ +  2, х е ( 3 ,  4], /* ((/)=  У+  1. 1 /е ІЗ /2 . 3],
І 2 х + 1, х е  (5, 7], I _ 2 « /4 -5, « /е  (7/2, 5].
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I

Ограничения задаются следующей системой неравенств: —х-\-2у^З,  
Х—у ^ \ ;  или 3 < х :^ 4 , или 5:^Х:^7; ИЛИ 3 /2 ^ { /^ 3 ,
или 7 / 2 ^ у ^ 5 .  Строим матрицу для определения миноранты

— 1 О 
5 2,5 

11 - 5
1 шаг. л і=  (I, 3), ^(яі) = —6, Я(л|) = 0 .
2 шаг. лг=(1, I), б(я2)=  —1, г(лг)= —1. Согласно критерию опти­

мальности (12), (х*, у*) =  (2, 0) — оптимальное решение.
В качестве приложения изложенного метода- рассмотрим две задачи: 

задачу размещения производства и задачу стандартизации:
Задача размещения производства 11] заключается в следующем: мини*

Л Л

мизировать 2  V Л-Т {Хі, . . . .  х„) при условиях х ^ е
/=>1 ■ /=1

*/
е й  \х\, Х/І, / =  1, п. Здесь инвестиционные затраты, связанные 

(=1
с размещением в пункте /  предприятия мощностью Х) стандартного типа I 
имеют вид (4), причем можно считать, что с{> 0 , и выполняются
условия (5), а транспортные издержки вычисляются по правилу Т  (х,, ... ,

•̂ / =  2  ^ = 2  ^  <=1 /=1
х„) =  ГПІП 2 2 ^Ч^Ч "Р'* условиях

і=і /=1
/ =  1, . . . , /П, I — I, п.

в рассматриваемой задаче для функции г (л) имеем следующее пред-
Л Л

ставленне: г (л) =  т іп  2  +  ^'70+7'(^^і. ■ • • , Хп) при условиях \ х . > 6,

х , ^  \х^1, х^'\, / =  1, п, или, учитывая, что x^ = ^ X і ^  получаем 
<=>1

/■(л) =  2  т і п 2  2  ^^?' +  ^ч)^Ч'/=1 <=1 1=1
(13)

(14)х ”/ <  2  ^0 <  2  ^ч = ^ч  > о*
( = 1 У = 1

т. е. для вычисления г (л) на эле.мснтах последовательности решаем 
открытые транспортные задачи (13) — (14).

Слагаемые миноранты можно определить по правилу ^0 ~  ^‘і - і  +  +
+  Т, ,̂ где оценки транспортных слагаемых вычисляются по одному 
из следующих правил (см. (1), с. 100)

Т(Ь ..........Ь.7,, Ь............Ь ) - Т { Ь ............Ь)
Т(х+, . . . .  х + ,. 4  х + , ..........х + ) - Г ( х + ............х+).

В задаче стандартизации [1] с кусочно-линейным критерием необходимо:

/=1
при условиях

Х; =  2 % -  / =  •.........
Л

Ьі= '^Ь^^X^^, / =  1......... т,

(15)

(16) 

(17)
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x̂  ̂ і = 1..........т ,  / =  1, . . .  , л, (18)
8/̂  = 0=>x^^ = О, I — I, . . .  , т, / = I, . . .  , п, (19)

где II б,у II — заданная матрица заменяемости изделий, функции затрат 
/'(х-') имеют вид (4).

В задаче (15)—(18) функция г (п) имеет вид:

(20)

г (л) =  т іп  ^  ( с.”/ 2  X/, +  )
/=1 \  <=1 /

при условиях (17)—(19) и
т

/ =  1, . . . .  л.

Следовательно, для вычисления г(л') решаем открытые транспортные 
задачи со специальной функцией и запрещенными клетками:

т  п

т іп ] ^  2
1=1 1=1

при условиях (17)—(19), (20).
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Кафедра математического 
обеспечения АСУ

УДК 62-50

л. Е. ЗЛБЕЛЛО, Ю. МАМРИЛЛА

К УПРАВЛЯЕМОСТИ ЛИНЕИНОИ 
НЕСТАЦИОНАРНОЙ СИСТЕМЫ

Пусть имеется система
х = А{1)х + В (1)и, (1)

где X — л-вектор; и — г-вектор; /еТ =[/о , /|].
Одним из важных вопросов теории управляемости является нахож­

дение необходимых условий управляемости, выраженных через пара­
метры системы П—3].

Хорошо известный критерий управляемости [2, 4] состоит в том, чтобы 
для каждого д, |1§||=7̂ 0, имело место соотношение

ё'Р{1и І )В { І)Ф 0 ,  (2 )
Цель настоящей статьи: получить необходимое и достаточное условие 

управляемости системы (1) через параметры Л (/), 5(Ц .
1. Пусть матричная функция А (1) интегрируема на Т, причем 

||Л (/) ||< а , функция В(1) непрерывна на Т: выполнено условие Лаппо- 
Данилевского (матрица А{1) коммутирует со своим интегралом). Тогда 
имеет место

Теорема. Система (1) управляема тогда и только тогда, когда сущест- 
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пуют числа зф і) ,  и —1ц ^ Т ,  і = 1, п, для которых выпол­
няется условие

гапк I
I

А ( і ) с і і+  . . .  -Ь Р, X

ХВ{{ і  — Н,), І = 1, п =  п. (3)

где Р', / = 1 ,  л — суммы определенных сходящихся численных рядов, 
члены которых выражаются через определенные интегралы от элементов 
матрицы А (/), /„  Н,.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточность. Допустим противное; усло­
вие (3) выполняется, но система (1) неуправляема. Значит, для 1 = і\ 
и некоторых Хо, Хі не найдется управления и(1), І ^ Т  такого, что х{іо) =Хо, 
х(/і)=хі. На языке неявного критерия (2) это означает, что существует 
вектор § Ф 0, такой, что

ё'Р{(и П В Ц ) ^ 0 .  1^Т.  (4)
где матричная функция Р{(і, () — решение задачи

1)А(1). Р({„ (5)
л

Решением задачи (5) является функция В (/і, I) — ехр ] А (х) сіх. Следо-
/

вательно, условие (4) можно записать 
<1

д'  ехр ] А (т) (ІХ В (1) =  0, / е  Т,

или в виде

? +  .1 -4 (т) (1х +  А{х)с1х'  ̂+  . . . +

(6)

Так как ||у4(/)||^а , / е Г  то, очевидно, матричный ряд (6) с.ходится абсо­
лютно и равномерно на каждом [/і— /і]. Подставим в (6) на место I 
поочередно числа Іі—Ні, . . .  , іі—Йп, которые выбраны произвольно из 
отрезка Т. При / =  /і—Лі из (6) следует

+  + . . . ] в ( / і - й г )  =  0. (7)

Используя теорему Кэли—Гамильтона, из (7) получаем

+  + —Л,) =  0, (8)

где через у' обозначены сходящиеся численные ряды, зависящие от /„  Л, 
и определенных интегралов элементов А (І). Обозначим суммы этих рядов 
через р), / =  1, п. На основе последнего можно (8) записать в виде

г ' [ р 1̂  +  р П '^ ^ (т )^ т  +  . . .- і -р і |^ Д ’  ̂ Л(х)^т^ ^ В (^ -Л .)  =  0. (8')

Проводя такой же процесс при І = іі—Нг, . . .  , / =  <і—Л„, получаем вместе 
с (8') уравнения
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Из предположения § ф 0  вытекает, что ранг матрицы в (3) меньше п. 
Полученное противоречие доказывает достаточность условия (3) для 
управляемости системы ( 1).

Необходимость. Предположим, что (2) выполняется, но ранг матри­
цы (3) меньше п. Последнее означает, что существует такой ненулевой 
п-вектор что

^ ' [ р і ^  +  р 2  | ^ Л ( т М т  +  . . .  +  р ' ^ Д ^  Л ( Т ) * ^  ^ В ( 1 , - Н І )  =  0 .  / = 1 . п .

ё р и + р 2 [ Л { т М т + . . .+ р '( |  /1(тМт) ] в ( / і - М  =  0. / = 1,л .
/.-л, ^

(9)

Так как числа /і—Л,- выбраны произвольно из (/о, М, то равенства (9) 
имеют место лишь в случае, если ё'Р{1и /)В ( /)= 0 , /е Г .  Итак, получено 
противоречие с предположением (2). Необходимость условия (3) до­
казана.

2. Для эффективной проверки критерия (3) воспользуемся форму­
лой [5];

|ХЕ —/1|
где Ф*(Х) '

(Ш1-1-Ш2+ .. . т ,  =  п); С(Х) — приведенная присоединенная матрица для 
У,Е—А, определяемая соотношением В(\)=Оп-і(}-)С(Х),  где В{"К) — 
присоединенная матрица к матрице А, т. е. удовлетворяющая равен­
ствам: (}.Е-А)В(■К)=^(X)Е■, ВСК)СКЕ-А)=МХ)Е\  Д(Х) =  1ХВ-Л1 и 
Е>п-іО-) — наибольший общий делитель всех миноров (п—1)-го порядка 
характеристической матрицы ХЕ—А.

Обозначив I  А (т) дх =  Ф,, получаем
/.-л,

= У — Р-!-------Г СН\) ,']('">-<) (10)

где — собственные значения матрицы Ф ,̂ / =  1, л. Формулу (10) можно 
использовать для проверки условия (3) теоремы, которое принимает вид

ранг (е'*’' В {(— й,), I =  1, л} =  л.
3. В случае, когда матрица А(і) =  А постоянная, условие (3) теоремы 

можно заменить следующим:
ранг {[Со (/, — Лі) Д +  Оі (<1 — Л<) й,Л +  • • • +

+  а„_1 (<, -  Л,) й Г ' Л "-' 1 В (/і -  й;), / =  ГТ} =  л, 
где функции ло(т),. . .  , а„_і(т) определяются из уравнений 

Ло(т) =ооап-|(т); аі(т) = ао(т)+ а іа„_ і(т ); .. . ;
а„_,(т) = ап -2(т)+аг,_іап-і(т) ( 11)

с начальными условиями
а о ( 0 )  =  1, а , ( 0 ) = 0 ..............а „ _ , ( 0 ) = 0 .  ( 1 2 )

Действительно, сделав замену независимой переменной і\—1 = х, 
имеем с'‘'  =  ао(т)ЕЛ -аі(т)Л +. . . -^а„_і(т)Л "-‘. Так как выполняется 
условие Лаппо-Данилевского, то

ао(т)В+аі(т)Л 4-а2(т)Л2+  . . .  а„-і(т)Л "-‘ =  ао(т)Л +аі(т)Л 24- . . .  +  
+Оп-і(т)Л" = ао(т)Л-{-аі(т)Л--|- . . .  +а„_і(т)[аоВ+аіЛ-{- • • • +
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+ а п -1̂ "  '] —аоОп-і(т)Е+[ао(т) 4"ОіОп->(т)1і44'. . .  4"(Яп-з(т) 4*
+ап-2ап-і(т)]Л"-24-[а„_2(т)4-ап-іап-і(т)]і4"->,

откуда, сравнивая коэффициенты при равных степенях матрицы А,  полу­
чаем линейную дифференциальную систему ( 11) с начальными усло­
виями (12). Постоянные а<, 1 =  0, га—1, суть коэффициенты характери­
стического полинома Я."— . . .  —ао матрицы А.

4. В качестве приложения рассмотрим систему (1), у которой одно­
родная часть приводима. Пусть Ь(/) — преобразование Ляпунова. В этом 
случае исследование управляемости системы ( 1) эквивалентно исследо­
ванию управляемости системы

і / = А і у + ^ ~ Ч 0 ^ ( 0 й ,
где Аі = І-*(()А ( ( ) есть постоянная матрица.

В заключение авторы выражают благодарность Р. Ф. Габасову за 
обсуждение результатов работы.
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КОРРЕКТНОСТЬ ОДНОГО КЛАССА ЗАДАЧ 
ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

Исследованием корректности задач оптимального управления, начи­
ная с работы {!], занимались многие авторы (см., например, [2, 3]). В отли­
чие от этих работ в предлагаемой заметке исследуется корректность 
задачи оптимального управления со свободным правым концом.

Будем пользоваться следующими обозначениями: ||х|1=у^х*-1-. . . —
норма в Л"; р (х, О) =  1п( || х — г/1| — расстояние от точки х до множе- 

1/ес
ства С; а{Р, С) =  тах {зирр (х, С), 5ирр({/, Г)}—отклонение множеств Р
и С; С„(Т)—банахово пространство непрерывных отображений х( ):[<о,
/іІ =  Г с нормой ||х ( •)  II =  5цр|| X (0  Ц; (Г) — банахово простран-

гег л
ство измеримых отображений х (- ) :Т -* /? "  таких, что ^  || х (/) || (і/<  оо

I,I,
с нормой IIX (•) II =  IIIX (/) |1 ёі. Везде в заметке измеримость и сумми-

I,
руемость понимаются в смысле Лебега.

Рассмотрим дифференциальное включение
Х ^ Р { 1, х). ( 1)

В соотношении (1) хе/?", /е Г , Р — многозначное отображение, ставя­
щее в соответствие каждой точке ((, Х ) ^ Т х Р "  некоторое множество 
Г(/, х)е/?'*. Будем предполагать, что отображение Р удовлетворяет 
условиям:
3 Зак. 1080 33



() Р{і, л') — непустое замкнутое множество при всех (/,
II) Р измеримо по I при каждом хе/?" (-}];
III) для любого N > 0  существует функция к(  ) ^ і \ { Т )  такая, что

л-'). Р((. х " ) ) ^ /г ( / )1к '-д :" || 
при всех /е Г , х'. х", Цх'ІІ^Л’,

Решеннем дифференциального включения (I) считаем в с я к у ю  абсо­
лютно непрерывную функцию 1->-х(1), определенную на некотором 
отрезке (/*, н удовлетворяющую соотношению х(1)^Р{1,  х(1))
почти при всех /**].

Решение задачи
х^Р( ( ,  х), х ( 1о)^Со,  Сосг/?", (2)

назовем допустимым, если оно определено на Т. Пусть О — множество 
допустимых решений.

Пусть (р:С„ (Л  Х^п(7')-*У? — непрерывный функционал, удовлетво­
ряющий условию: для любой постоянной Л >  О н лю ^й функции 
Л (•)€=/-! (Г), Л (О >  О существует постоянная В > 0  такая, что |ф(х{), 
!/(•)) К  В для всех (х(-). і/(-)), | |х ( - ) | |< Л ,  \\у (1)\\ ■ I ■^Т.
Будем рассматривать следующую задачу оптимального управления: Найти

М =  іпГ ф{д^(-).
х( )60

ЛІ назовем значенне.м задачи Р =  {ф, Р, Со}- Наряду с задачей Р рас-
л л л  л

смотрим задачу Р =  {ф, Р, Со}, параметры которой удовлетворяют те.м же 
условиям, что и параметры задачи Р. Ее значение будем обозначать М. 
Будем говорить, что задача Р лежит в б-окрестностн задачи Р (писать 
Р е Е { (Р ) ) ,  если а(Со, Со) 6; а{Р((, х), Р (І, х ) Х б  для всех 

{I, х ) ^ Т 'X Р"-, |ф(.х(-), !/(■)) — ф(-'^(-). '/(■))! < 6  для всех (х (-), 
У(- ) ) ^С ,ЛТ)  < іп(Т).

Задачу Р назовем корректной, если —св<;М -< +  оо и для любого
л л

е> 0  существует 6 > 0  такое, что |Л1—Л /Х е  для всех задач РеК л(Р).
Лемма 1. Пусть многозначное отображеііне Р удовлетворяет уело 

ВИЯМ і), І І )  и, кроме того, оно непрерывно по х  почти при каждом фикси­
рованном /е Г ; х (- )е С „ (Г ) . Тогда отображение 1-^Р(1, х (/)) измеримо 
и замкнуто.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Замкнутость отображения 1-*-Р((, х(1)) оче­
видна. Докажем его измеримость. Разобьем отрезок [/о, /і] на т равных 
частей точками V', к = 0, . . .  , т(1о = Р, /і = /'"). Пусть хи = х{(’‘). Рассмот­
рим многозначное отображение

[ Р((, х„). Р[.
.............................

I Р(і, х„_і), / е  (”].
Согласно теореме 2 (4, с. 342], функция 1-*-р(у, Фт(П) измерима при лю­
бых н щ = 1, 2...........Легко видеть, что почти пр)і всех /е Г
р{'/. Ф т(0)-*'р(|/. Ф(Л ^ (0 )  при ш-<-оо. Поэтому функция (-*-р{у,Ф{1, 
х(/))) измерима при любом уе/?". Теперь из теоремы 2 [4] следует тре­
буемое утверждение.

В работе [б| лемма I доказана при несколько более жестких условиях. 
Лемма 2. Пусть многозначное отображение Р удовлетворяет усло­

виям леммы 1; {(■) — измеримая функция; х(-)еС п(7"); Ф (0 =
= {х^Р((,  х(0)  |р(>с, 1(1)) =рШ0> ^ (0 ))} - Тогда существует изме­
римая функция и(- ) :Т-*Р’' такая, что и(1) ^Р{ ( ,  х ( 1)) и р([(і), й(і)) = 
= р{І(1),Р(1,х(1))) , ІеТ.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу теоремы 2 [4] и леммы 1 при любом 
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{/е/?" функции 1̂ 9 (у, ЦІ)),  і-^р(у, Р(.(, Д^(0)) измеримы на Г. Функ 
ция (I, у)=р(Р((,  х(1)), у) удовлетворяет условиям Каратеодори 
Согласно следствию к предложению 8 [4, с. 345], функция 1-*-рЦ({) 
Р(1, х{і))) измерима. Из следствия 2 к теореме 3 [4, с. 347] следует изме 
рнмость отображения Теперь существование требуемой функ
цни и(-) следует из теоремы 1 [4, с. 341].

Пусть х( •) :[/*, — решение задачи
х^Р(1,  х), хЦ*)=Хо, (3)

/і = ІІ- (̂-)ІІ. » пусть функция к(-) ,  участвующая в формулировке усло­
вия ІІІ), соответствует числу л

Предложение I. Пусть отображение Р удовлетворяет условиям
() —ш); •’с). Р {(> х ) ) ^ г  при всех ((, х) е  (/*, <**] X /?". Л
||дГо — д '̂|| =  V < 1. Тогда существует решение х * ( - )  задачи х с г . Р ( і ,  х ) ,  

х{і*) = хІ, такое, что | |х {/) — (/) || < | (/). 1й (0 — л;* (/) | |<

.Г н--и-
почти при всех /**] таких, что здесь = +

I
( 3

-I- Г I с ’ (ІТ .
!•

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как х(-)  — решение дифференциального
А _

включения х=Р(і,  х), то р(х(/), Р ((, х{1))-^г почти при всех /**].
Построим последовательность х, ( • ) , /  =  О, 1, . . .  ,

/
.Хо ( / )  =  X (/), Хі+і (/) =  Х^ +  .(̂ Ч, (Т ) СІХ, 1 =  0. 1..............

/•
где «і(-) такая измеримая функция, что почти при всех /

« ,( / ) е ^ ( / ,  х ,(/)), ||и.(0 - х .( / ) | |  = р (х ,( /) , 'г (^ х ,(1))).
В силу леммы 2 такая функция «((•) существует.

Дальнейшее доказательство предложения 1 является повторением 
доказательства теоре.мы 1 нз работы [5].

Следствие. Пусть многозначное отображение Р удовлетворяет усло­
виям / ) — ш); существует функция ш (■) ^  ^[ [/*, /**] такая, ч т ор ( 0, 
Р(С ^о)) / ^  [/*, /**]. Тогда существует решение задачи (3) на
отрезке (/*, /**] или на его части.

Это утверждение устанавливается так же, как предложение I и след­
ствие к теореме 1 [5].

Пусть {/-]е — замкнутая е-окрестность множества О — множество
л

решений задачи (2), а й  — множество решений задачи

х ^ Р ( { ,  х), х(1о)^Оо-. (4)

п, =  { х е /? " |х  =  х (0 , х ( . ) е й } ,  п, =  {хе/?'М х =  х (0 , х ( - ) е й ) .
л

Предложение 2. Пусть отображения Р, Р удовлетворяют условиям 
/■)—ш); все решения задачи (2) продолжнмы до точки /і; Со — компакт 
в /?". Тогда для любого е > 0  существует такое г > 0 , что

а(Й, Й)=^е, (5)
если лл  л

о(Со, Со) ^ г ,  а{Р{1, х), Р{1, х)) при всех (/, хЗеТ х /?" . (6) 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Существует компакт П в /?" такой, что

П/сгП при всех /е Г . (7)
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в  противном случае существовало бы решение задачи (2), не продолжи- 
мое до точки /і.

Возьмем произвольное е > 0 . Для любого решения зада­
чи (2), согласно предложению I, найдется решение за­
дачи (4), удовлетворяющее условию

(8)

если выполнено условие (6) с достаточно малой постоянной г =  г і > 0, 
поэтому

(9)
л л

если а(Оо, Оо)^Гі, а{Р(1, х), Р(1, д :))^ г , при всех (/, д :)еГ х/?".
Пусть о — некоторая положительная постоянная. Существует чис­

ло Гг, 0< Г 2̂ Г і такое, что

П«с[П]о ( 10)

если а(Со, С оХ гг, а{Р{(, дг), Р{(, х ) )^ г г , (/, х )е7 х ^ ?" . Предположим, 
что включение (10) не имеет места, т. с. для любого о)>-0 сушествеет 
решение Хш(-) задачи (4), удовлетворяющее условиям Хш(0е[П]о, 
/е[/о, /ы], х(/и)е(Э[П]о (5[П]о — граница компакта [П]о), хотя ц(Со,
С о)^(1), а(Р{(, х), Р{1, x)^_:^а), (/, х )е Г х /? " . Тогда, согласно предло­
жению 1, для некоторого ы >  0 найдется решение задачи (2) х( ):(^о. 
<-1 — /?" такое, что (/;:) Ц < - у . Отсюда следует х{/-)  ̂П, что
противоречит выбору компакта П.

Согласно предложению 1, для любого решения х(-) задачи (4)
существует решение задачи (2) х ( - ) : Г-*-/?", удовлетворяющее неравен- 

л л
ству (8), если а(Со, С о)^г, а(Р{1, х), 7(/, х ) Х г ,  где г достаточно ма­
лая положительная постоянная. Значит, при выполнении условия (6),

[0 ]г=>П. ( 11)
Из соотношений (9), (11) следует (5).
Если условие Ш) не выполнено, то, как показывает пример х еЕ (х ), 

х(0) = 0, 7 = [0, 1], где множество Р(х) при каждом х е /?  состоит из одной

точки х з , предложение 2 может не иметь места.
Будем говорить, что выполнено условие а), если для любого т) >  0 

существует функция Н { - ) ^ Ц ( Т )  такая, что зир зир р (0, у ) ^ Н ( і )
1|х|1<г, X)

при всех / е  Т.
Теорема. Пусть многозначное отображение Р удовлетворяет условиям 

І)—ш), а); Со — компакт; каждое решение задачи (2) продолжнмо до 
точки ІІ. Тогда задача Р корректна.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  При сделанных предположениях допустимые 
решения существуют, и множество П< при всех / е Т  принадлежит неко­
торому компакту. Отсюда и из условия а) следует, что —оо<Л1<-(-оо.л
Из предложения 2 имеем —оо<Л4<-[-оо для всех задач Р из некоторой 
б-окрсстиости задачи Р.

Возьмем произвольное е >  0. Пусть (х̂ „ Т5(-)) — минимизирующая по- 
л ’ л

следовательность в задаче Р ^ У і ( Р ) .  Существует номер / (Р) (вообще 
говоря, зависящий от Р) такой, что

|Л 4  — ф (Х („ 7 , ( • ) ,  х „ р ,  ( • ) ) | < - ( 1 2 )



Если задача Р лежит в некоторой достаточно малой бі-окрестностн 
(0< б«^б) задачи Р, то

|ф ( '/( -) . г ( ) ) - і ( х „ р , ( . ) .  (13)
для всех («/(•). г { ) ) ^ С п { Т ) Х  ||«/(•) — (•) 1| <  V. 11г(-) —
— Х((р) (•) где V — достаточно малая положительная постоянная.
Согласно предложению 1, существует б,, 0 < б 2 < б і, такое, что для 
каждого решения хцр){-) можно найти решение Хі{ ) :Т-*Р" задачи (2), 
удовлетворяющее условиям

||^^ИР)(-)—^ < (-) ||< У . ^Л -)|1<У . (14)
л л

если а(Со, Оо)^&2. а(Р(1, х), Р(1, х ) )^ б г  при всех (/, х )е Г Х ^ " . 
Из ( 12) —(14) получаем л

л Л 4 -М ^ е  (15)
для любой задачи Р^Уй,(Р).

Аналогично доказывается, что
л Л4-Л1<е (16)

для любой задачи Р, лежащей в некоторой достаточно малой бз-окрест-
ности (0< бз^б г) задачи Р. Из неравенств (15), (16) следует, что 
„ л  л
|А1—М| для всех задач Р е  Кв, (Я).

З а м е ч а н и е .  Рассмотрим следующую задачу оптимального управ­
ления. Найти нижнюю грань х функционала <р(х(-)) = § (х (^ ))  на мно­
жестве абсолютно непрерывных функций х(-):Г-*-Р", удовлетворяющих 
условиям х ( 1) = 1{1, х (1), и (0  почти при всех /е Г , х(/*)еОо, Со— ком­
пакт в Р", и ( / ) е ^ ( / ,  х(1)), и { ‘) — измеримая на Т функция.

Предположим, что функция /:7 'х Р " Х Р ’’-^Р" измерима по I при каж­
дых (х, и) и непрерывна по (х, и) при каждом I; многозначное отобра­
жение ^ :7 ’XР"->-Р" измеримо по і при каждом х и непрерывно по х при 
Каждом 1\ множество ^ (/, х) непусто и замкнуто при всех {(, х);

— непрерывная функция; (/, х)-*-Рі{(, х) =  (у еР "1 1/ = /(/, х, и), 
х)}. Значение М задачи Р =  {фі, Рі, Со} равно х.

Таким образом, рассматрнвае.мая в замечании задача оптимального 
управления будет корректной, если многозначное отображение Рі удов­
летворяет условиям теоремы.
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Я. Т. КОЗЕЛ
УДК 512.25

О ВЫРОЖДЕННЫХ ЗАДАЧАХ 
ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

При решении симплекс-методом вырожденных задач линейного про­
граммирования возможно зацикливание; способы устранения его впер­
вые получены Данцигом и Чарнсом [1]. Большое внимание вопросам 
^ірожденностн уделяется в монографиях [2 (1961), 3 (1963)]. Ссылки 
на эти работы в связи с вопросами вырожденности содержатся в различ­
ных пособиях по математическому программированию [2 (1964), 3 (1969), 
4-6].
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в  данной заметке показывается, что в [2, 3] вырожденные задачи рас­
смотрены недостаточно строго, дается также простое обоснование ме­
тода Чарнса для устранения зацикливания.

I. Рассмотрим вырожденную задачу
2= СіХ,+ . . .  +с„дс„-^-тіп (1)

при условия.х
Х іЛ і+. . . +х„/4п =  б, / = 1,л , (2)

'Ьу
где Л, =  I ; I, / =  1, л, в  =  I ; I, ранг (Л, . . .  Л„) = т < п .  Пусть^ ^ = (  і = \ . п .  В = (  ранг (Л, . . .Л„)

либо
В(е) =В-|-еЛіЧ-. . . -{-еМп, е > 0 , (31

В (е)= В -1-е/?1- |- . . .  4-е'"/?т, е > 0 , (4)
где /?|.........Вт — произвольная линейно-независимая система т-мерны.х
векторов.

Для обоснования конечности си.мплекс-метода для вырожденной 
задачи (1), (2) в [2] рассматривается е-задача

2= сіх,+ . . .  -1-СпХ„-і-тіп (5)
при условиях

ХіЛі-|-. . .  4-х„Лп =  Д(е), Х ;^0, / = 1, п, (6)
где в [2] В (г) вида (3), а в [3] вида (4). Для е-задачи в [2 (1961), с. 208], 
а в [3 (1963), с. 259] формулируется утверждение: «существует такое 
е і > 0, что е-задача (5), (6) при 0 < е < е і  является невырожденной». Для 
е-задачи с В (г) вида (4), рассматриваемой в [3], такое утверждение ие 
имеет места. Каіі видно из примеров, векторы Ві, , Вт не могут быть
произвольными. Действительно, система х^^^І х. +  Хз x^>0,
/ =  1,3 совместна и обладает вырожденными планами, например, (0, 1, 0). 
Однако соответствующая е-система с В (е) вида (4), где Ві = (~ о )’

=  ^і(о) +  -̂ 2(?) +  ^з(?) =  ( і^ е ® )’ / =  ^ ) .  несовместна
при любом е >  0. Если задача (1), (2) с двусторонними ограничениями на
переменные, то векторы /?,.........В„ также не могут быть произвольными.
Это видно, если в приведенном примере вместо Ху >  0 положи.м 0 <  Ху <  1, 
/ =  1,3. В [2|, где рассматривается е-задача с В (е) вида (3), доказатель­
ство утверждения также является неполным, нет обоснования совместности 
е-снстемы. Здесь этот пробел легко устраним, если задача (1), (2) обла­
дает опорным планом, базис которого составляют векторы Л,, . . .  , Ат- 
Но в [2] такого предположения не делается.

2. Приведем обоснование метода Чарнса для устранения зациклива­
ния. Пусть А'=(Хі , . . .  , Хп) — опорный план задачи (1), (2). Предполо­
жим (это не является ограничением общности), что базис плана X со­
стоит из первых т векторов Лі, . . .  , Ат- Тогда справедливо равенство

ХіЛі-+-. . . + Х тЛ т= В (х і^0 , 1=  1, т ) .  (7)
Рассмотрим е-задачу (5), (6), где В(е) вида (3).

Лемма 1. Существует е і> 0  такое, что базис плана X является бази­
сом невырожденного плана Х(г)  =  (хі(е), . . .  , Хт(е), 0, . . .  , 0) е-задачи 
при любом 0< е ^ е і .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из хі(е)Л і-|-. . .  4-->^т(е)Лт =  В(е) имеем

^і(е) =.«<+е'-]-е"»+*х<т-и+ ■ • • +е"Х(п, і=  1, т, (8)
где х^—коэффициенты равенства (7), х<у, / =  1, ш, / =  1, п —коэффициенты 
равенств х , у Л і . -Ь х„;Л„,=Л;. Пусть 0 < е <  1, а=таx]x/^1, і= \ ,т ,
І = ІП+ 1, п, тогда X/ (е) >  -|- е'
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»= Х( +  е' ---- 1 —'е~)' -д ^  д , то Хі (е) >  0, / =  1, т, при любом
О <  е <  Ер

Лемма 2. Пусть решение е-задачн симплекс-методом начинается 
с построенного в лемме 1 плана ^ (е ). Существует ег>-0 (ег^е і) , что 
грн любом 0< е ^ 8г за конечное число арифметических действий най­
дем оптнмальныГг план е-задачн, либо установим, что оптимального 
плана не существует.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покаже.м, что прн достаточно малых е > 0  
Б процессе решения будут получаться невырожденные планы, а невырож­
денных планов при любом е не больше, чем С". Предположим, что уже 
получен план V (е) с базисом А,^, , А,^, невырожденный при 0 < е < е '.
Вазнсные координаты его будут выражаться формулами вида (8)

1/.(е) =«/<-|-еХ(1-Ь . . .  -Ье"Х(„, і е / =  {5і......... 5т}, (9)
Где (/(, хц — коэффициенты равенств

' ^ У і А і  =  В, '^X|^А^ =  А^, } =  ТГп. (10)
(е/ і е і

Если относительная оценка плана У(е) г ^ — Са > 0  и не все х.л^О, то 
переходим к новому опорному плану У'{е), координаты которого равны
Уі (е) =  Уі (е) — X,*, / ф  к, у'к (е) =  , где =  тіп  [7,

Гл. 4, теорема 1]. Покажем, что при достаточно малых е>0  минимум отноше­
ний Х/*>0, будет достигаться только для одного индекса, откуда будет 
следовать невырожденность плана V" (е). Достаточно показать, что эти от­
ношения попарно различны. Из (9) легко видеть, что если или

/ = 1 7 7 ^ , /< л ,  н о ^ < ^ ,  т о ^ < ^ ^
^ік ^ік ^ік ^зк

при достаточно малых е >  0. Осталось показать, что равенство__  X,),
) — 1, п, невозможно. Из этого равенства следует, что координаты х,у и x,^

/ \  . _
секторов I. / = 1. / 1, пропорциональны, однако, из ( 10) ранг

(.V,. . .  Х„) — ранг (Л, . . .  Л„) =  гп. Таким образом, существует е'-:^ е', что 
V' (е) — невырожденный план для 0 <  е -<е". При доказательстве леммы 2 
получено правило определения индекса /, для которого достигается мннн.мум
отношений >  о, для достаточно малых е >  0. В последователь-

ности т т  ——, тш  — / =  где каждое отношение рассматривается

для индексов /, дающих минимум предыдущему отношению, по меньшей 
мере, один из минимумов достигается только для одного индекса; /-индекс, 
прн котором достигается первый из таких минимумов.

Отметим, что вектор с индексом / удаляется нз базиса прн пере.ходе 
от плана У(е) к плану У'(е).

Последовательности планов, получаемых прн решении е-задачи соот­
ветствует последовательность опорных планов исходной задачи: нз (9) 
н (10) следует, что если У(е) — невырожденный план для 0< е ^ е " ,  то 
Уі^О, і ^ І ,  являются базисными координатами плана У задачи (1), (2). 
Оптнмалыю.му плану е-задачн будет соответствовать оптимальный план 
задачи (1), (2), так как их относительные оценки будут совпадать. Если 
е-задача нс обладает оптимальным планом, то для некоторого невырож­
денного плана У(е) 2^—с»>0 н все х,а^ 0 .  Это будет иметь место и для 
соответствующего плана У задачи (1), (2). Следовательно, она также не 
обладает оптимальным планом. Ясно, что последовательность планов,

39



которая дает решение исходной задачи, можно получить независимо от 
с-задачи. Достаточно при решении задачи (1), (2) индекс I удаляемого 
из базиса вектора при переходе от одного опорного плана к другому 
определять с помощью правила, полученного для е-задачи при доказа­
тельстве леммы 2. Такой выбор индекса I устраняет возможность за­
цикливания.

В заключение отметим, что нуждается также в исправлении в [8, с. 24] 
доказательство предложения 2 о вырожденных задачах.
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Кафедра высшей алгебра

УДК 517.968
Ф. В. ЧУМАКОВ. И. Л. ВАСИЛЬЕВ

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ТИПА АБЕЛЯ 
НА ЗАМКНУТОМ КОНТУРЕ

В последние два десятилетия решено большое число интегральны.х 
уравнений, являющи.хся обобщением в различных направлениях хорошо 
известного классического уравнения Абеля [1—6]. Во всех случаях, 
кроме [5], контуром интегрирования является разомкнутая дуга. В ра­
боте {5] рассматриваются некоторые уравнения со степенным ядром на 
замкнутом контуре. В частности, дается решение в замкнутой форме 
уравнения первого рода

г ф(т)(^т ^  Г ф(т)^т ^  ГОЧ
•> (/ — X)’ г/ — ' '  'Г (< — •')

( 1)

в случае к ф \ ,  е--"'®'. В настоящей работе дается в квадратурах решение 
уравнения (1) при к=\ ,

1. Вспомогательные утверждения. В дальнейшем нам понадобятся 
следующие утверждения, легко получаемые путем небольшого измене­
ния теоремы об аналитичности интеграла по параметру [7, с. 62], (1, с. 17).

Теорема А. Пусть однозначная функция ф+(г, 5) аналитична по 2 
в области 0 +, ограниченной простым замкнутым контуром, и непрерывна 
по 5 на некоторой спрямляемой кривой Г. Если функция !($) непрерыв­
на на Г за исключением, быть может, конечного числа точек, в которых 
она может обращаться в бесконечность интегрируемого порядка, то
функция Р*" (г) =  I (2, 5) /  (5 ) й$ является аналитической в областиГ

Теорема Б. Пусть однозначная функция ф~(г:, 5) аналитична по г 
в области О", представляющей собой плоскость С с выброщенной 
областью, ограниченной простым замкнутым контуром, н непрерывна 
по 5 на некоторой спрямляемой кривой Г. Если функция /(5) непрерывна 
на Г, за исключением, быть может, конечного числа точек, где она может
40



обращаться в бесконечность интегрируемого порядка, то функция 
(г) =  ф- (г, 5) /  (5) с1$ является аналитической в области 1У~. Причем,

если ф~ (г, 5) при 2 -► оо обращается в нуль некоторого порядка, то Р~ (г) 
ва бесконечности имеет нуль того же порядка.

2. Уравнение Абеля с внутренним весом. Пусть замкнутый гладкий 
контур І  разбивает плоскость С на две области 0+  и 0~ .  Будем считать, 
фго точка 2 =  0 находится в 0 +.

Рассмотрим уравнение
Г ф(т)_____ Л

(т  — а)Р (/ — т )’ =  / ( 0 . (2)

}(1) — заданная функция, ин­
тегрирование ведется по кон­
тору Р в положительном на­
правлении, начиная с точки I.
Будем искать решение ф(/) 
уравнения (2) в классе функ­
ций, удовлетворяющих на кон­
торе І  условию Гельдера, в ви­
де разности ф(0 =Ф'''(0 ~'Ф~(0 
предельных значений функций 
ЧГ( )̂> Ф~(^) (ф~(оо) = 0) анали- 
Піческнх соответственно в об- 
;^астях 0 + н 0 ~.

Выведем вспомогательные соотношения, связывающие интегралы по 
замкнутому контуру с интегралами по разомкнутому контуру (см. ри­
сунок) .

Выделим регулярную в заштрихованной области ветвь функции 
(2—а)-Р(/—2)“®, проводя в плоскости разрез, соединяющий точки а, I 
И задавая значение этой функции в некоторой точке плоскости, отличной 

а, І. Вырежем точки а, І дугами окружностей соответственно радиусов 
г„, Г(. Рассмотрим в заштрихованной области аналитическую функцию 
/;(2) = (2—а)-Р(/—2)-“ф+(г). По теореме Коши

I Р {г) йг-\- \ Р {г) (1г -\- \ Р (г) сіг-\- [ Р (г) йг +  ^ Р (г) сіг +   ̂Р (г) с1г= 0.
Гд 'I ІН I '  IV II

Здесь Р' — часть контура Р, в.ходящая в границу заштрихованной 
области. Функция Р(г) в точках а, I может обращаться в о о  интегрируе­
мого порядка. Учитывая это и то, что \ Р(г)с1г =  — \  Р (г) ёг (здесь

, II I
Р (г) — значение Р на I), при Гд-*0, г ,-*■ 0 получи.м

Г_фН
V /х _

(т) ■ =  — 2іе~^'‘ 5ІП рл І* —2- 
( - Т ) *  ^   ̂ ( т -

(X) Дт
(т — а)Р (< — т)* ' о (X — а)^ (< — х)’ '

Рассуждая аналогичным образом относительно области 0~,  получаем

Г—«' /г _
(X) —  ̂ ' '  5ІП (а  -}- Р) я  I (X) ёх

І  ( х - а ) Р  ( / - X )

Пусть теперь т =  а -( -5(/ — а). Тогда
І  (х — а)” (̂  — т)”

(3)

(4)

Г Ф~̂(х) х̂ _  ̂ ду-й-. г Ф+(аЧ-5(/-а))с/5 
І  ( т - о ) Р  ( 1 - х Г  І

=  (/—а)‘-Р -’Ф+ (/). (5)
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ЛхГ Ф (̂ )________
 ̂ (X — аў (I — т)*

. =  Г Ф (а +  5 (/ -  а)) с/5
'  ' ^ *3(1—х)’

=  ( < _ а ) 1 - 3 —ф - ( / ) ,  ( ф - ( о о )  =  0 ). ( 6 )

Ф'^(0 . Ф“{0 — предельные значения некоторых функций, аналитических 
соответственно в 0+ н В~. Здесь мы воспользовались теоремой А (в слу­
чае (5) и теоремой Б (в случае (6)). Перепишем теперь уравнение (2) 
в виде

Г (т) ІХ Г ф~ (х) Лх
І  (т — а)  ̂ (< — т)’ ^  (X — а)3 (/ — х)' =  /{/). ( 2' )

Учитывая (3), (4) н подставляя в (2') выражения интегралов через пре­
дельные значения аналитических функций (5), (6), придем к краевой 
задаче Римана

р Ф + (0 - \Ф -( /)  =  ( / - а ) “+з-‘/( /) ,  (7)
р =  —2іе-з-ч' 5ІП рл, \' = — 2іе~<“+3)-'’< 5Іп(а-|-р)л.

Решение последней выписывается в виде Ф'*'(г) = - ^  (г), Ф" (г)

=  где

(г) =  —  ( ' I
2л1 •/ X — г

(х) йх
(8)

Подставляя в (5), (6) предельные значения Ф+(/), Ф ~(0. путем обра­
щения интегралов Абеля найдем искомое решение ф(/) = ф + ( 0 —ф“ (0-  
Легко видеть, что формула для нахождения решения имеет вид

Ф(0 = { ( - а ) . т 1

____^  I  Ф~( х) ( х — а)'-Р ~ У х

Ч'+(х)(х — о)'~Р~’^х 
( < - х ) '  —

« - х ) ‘
(9)

где Ч^+(/), — предельные значения интеграла типа Коши (8).
По каждому решению ф(^ уравнения (2) можно построить (формуль< 
(5), (6)) решение задачи Рнмана (7), и обратно. В этом смысле за-* 
дача (7) эквивалентна уравнению (2).

3. Вырожденные случаи уравнения типа Абеля с внутренним весом* 
Уравнение (2) при р = 0 представляет собой заданное на замкнутом кон­
туре уравнение Абеля

с (< —т)’
( 10)

которое можно получить из (1) при /г=1. Петерс его не рассматривал 
в силу того, что (10) сводится к вырожденному случаю краевой задачи 
Римана, решение которой было дано в работе [2] в 1966 г. и не вошло 
в английский перевод монографии [1]. В силу общей теории вырожденной 
задачи Римана [1, 2] Ф* (̂П в (7) можно брать произвольно. Решение (10) 
получается из (9) и имеет вид

Ф(0 = <!)■*■ (х) (х — а) ’ Г !(х)ах ( 11' )
(/-X )'-"

Первый интеграл в (П' )  есть предельное значение аналитической в 
функции (по теореме А). В силу произвольности Ф+(/) формулу (П' ) 
можно записать в виде

Ф(0 = Ф ^ (0 + 2л«
_а_ г I (X) ах 

' ІІІ І ( Г - х ) ' - ( 11 )
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Здесь ф +(/)— предельное значение произвольной аналитической в 0+ 
функции. Из (II) вытекает, что для разрешимости (10) в искомом 
классе функций необ.ходнмо и достаточно, чтобы свободный член 
уравнения 1(1) = где Г-{() — предельное значение функ­
ции. аналитической в (р-(оо) = 0).

Если р = 1—а, то коэффициент V задачи Римана (7) равен 0, н спо­
соб, предложенный Петерсом, здесь не применим. Рассуждая анало­
гично. получим следующую формулу для решения (2):

( 12-)

Из (12') вытекает, что уравнение (2) разрешимо в этом случае тогда 
II только тогда, когда /(/) является предельным значением аналитиче­
ской в 0+ функции. Применив к второму интегралу в (12') теорему Б, 
получим

( 12)

где ф-(/) — предельное значение произвольной аналитической в 0 ~ 
({іункцйй (<р-(оо)=0).

Пример. 3 ^ — замкнутый контур, содержащий внутри

начало координат. В силу (3), (4) (Р =  0) имеем 21 5іпал-е~’' '  |

=  Отсюда

ч ( 0  =

<Г (т) (ІТ 
( / - т ) ’

2 л  1 (/-X )' ( 5 - 1 ) '

Общее решение приведенного уравнения будет

Ф (0 =  Ф"̂  (0 +  ^

2.И П  ( ^ - / )
/̂ =о

2Л1 П  +  /) 
/=0

ф~ (0  — предельное значение произвольной аналитической в О"*" функции.
4. Уравнение

«Г (т)
«-Т)* •̂  (/ -  т)’ (13)

(с — некоторая фиксированная точка на контуре / ( / ) — заданная 
функция), так же как и предыдущее, сводится к вырожденному случаю 
задачи Римана и нс может быть решено способом Петерса. Дадим реше- 
пие его в замкнутой форме, опираясь на изложенный выше прне.м. Запи­
шем уравнение (13) в виде

(1- х ) (14)

Искать гельдеровское решение будем в виде разности ф(/) =  ф"'"(/)_
— ф~ (І). Так как

(т) ах
І «--г) 

то из (14) получим

=  о, Ф (Т) ІХ 
(^-x)■̂

=  — 2/ 5Іпал-е-” ' Г _ Ф _ І ІІ^
( / - т ) ’

4?



г ф” (т)^т (• (Р+ (т) СІХ _  (О
І  ( / - т ) ’ )  ( / - т Г  2 5ІПОЯ-

Г _фЗ_(тИ т_ _  , _^и-вф+(<) (по теореме А),
І ( < - т Г

е
г ф (т) <̂т _  ф “ (оо) =  О (по теореме Б).

^  ( / - т Г

От (15) приходим к задаче о скачке:

Ф+ (О — Ф - (Л = е" '/ ( 0
2І япая ( с - Л “- ‘.

(15)

(16)

(17)

Для того чтобы решение этой задачи принадлежало искомому классу, 
необходимо и достаточно, чтобы I имела вид /(/) =  (с—Л '““/* (0 .

Подставляя в (16) Ф+(0 и обращая интеграл Абеля,
найдем

Ф+(Л =  - - <11 ^
Ф+(т) (с — т)'~

(ІХ ,
І (/-т )* -"

е

<р~ (Л найдем из (17). Пусть X (г) =  І

Тогда на дуге (с, сх5)

(18) 

Х(оо) =  0.

(т) (ІХ 
(1- х ) 'X - (/) =  (/ — с)’- '  I г —  г

( / - т Г   ̂ Г/ - 1

Выражение (17) примет вид
Х + (Л = Ф -(0 . (19)

где Ф“ (Л уже известная функция. Х~(Л выбираем произвольно [2]. 
Из представления

е-’' '( Х + ( Л - Х - ( Л )Г_ф_(Л Л_ _  _  (< —с)'~^
^ (/_1)» 2| 5ІП ая

в силу произвольного выбора Х~(/) и теоремы Б следует, что ф“ (Л есть 
предельное значение произвольной аналитической в Ь~ функции, исче­
зающей на бесконечности. Таким образом, решение приведенного здесь 
уравнения дается формулой

Ф (О =  Ф"'' (О — Ф" (О = . . ± \ .
(II ^

Ф~*~ (т) (с — т)*~° <1х 
(1- х ) ' - ^ ■ ф - (0 .  (20)

Авторы выражают глубокую благодарность академику Ф. Д. Га.хову 
за ценное обсуждение результатов.
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Краткие сообщения

УДК 517.62.60
с. и. ЛЯХОВЕЦ

ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ РАЗРЕШИМОСТИ 
ОДНОЙ ЗАДАЧИ УПРАВЛЯЕМОСТИ 

СИСТЕМ НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПА

Пусть объект управления описывается системой уравнений

=  2  Л  (О х ( 1 -  /,,) +  2  С; (/) +В{1)и  (/).
1 = 0  1=1

/е г =  [0 .Л1. /, >пЛ„. д: ( 0  = о, /е [ - / 1„..0 ].
где х' = {хі.......... дг„}, «' =  {«„ . . .  , Ыг),} і ^ Т ,  множество
кусочно-непрерывны.ч функций (или любое другое плотное в [О, /,] мно­
жество), О =  Ло < /і і  <  . . .  < т > 0 ,  Д (/). І =  О, т, С]{і), / =  1, /п, 
В ( 1) — матрицы с элементами из А, 10> соответствующих размерностей. 

Определение [1]. Систему (I) назовем управляемой в пространстве 
М = і ^ 1і—Ііт, іі]хН, НаК",  если наблюдение {х(1), 1\), х (1і)}
заметает аффинное подпространство плотное в М, когда и пробегает все 
множество и.

Аналогично дается определение управляемости в пространстве 
<|] (под наблюдением понимаем {х(0 , /е [ / і—Лт, М}). 

Управляемость в і г  н ігХ/?" стационарных систем с запаздыванием 
рассматривалась в работах (2—4]. Проверка результатов указанных ра­
бот представляет определенные трудности. В данной статье получены 
параметрические условия управляемости стационарной системы ( 1) 
в пространствах М н М-

и
Рассмотрим функционал У (и) =  ^ ' х  (/,) +  |  Р' (О х (І) У/, где ^  е  Я.

/,-А^
И = = к = \ , т ) ,  р ( 0 е ^ г ( Л  —Лт. М- Потребуем,
чтобы абсолютно непрерывная л-вектор функция ф (0 . удовлетворяла
системе уравнений

* * Г 1
Ф' (О + '^'Р'{1 + Ні) А, 2 ^  Ф' ((+Н^) С̂  (^-ЬЛ;) -Ь/? (/) = 0,

( = 0  /  =  1 ^
—Л*+ь Л —Л*1, к = о, 1, ... , ш—1,

т т
Ф' (0 = 2  ф' (< + Л/) ((+к,) -  2^[Ф' (І + Лу) с, ((+Н,)] = 0

1 = 0  1 =  1 I-
с  учетом §

I,
У (и) =  [ ф' (/) В (/) и (/) Л. (3)

о
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(2)

/е(0,/,-л„1, гр(1,) = ё.
: Н и (2) У (и) примет вид



Из теоремы Хана-Банаха и (3) следует, что объект (I) управляем в М 
тогда н только тогда, когда система

система (2), 
(/)В (0  =  О, ^ Т, (4)

имеет только тривиальное решение. ___
Пусть Аі (О =  Аі, / =  О, ш, С, (О =  Су, 1=1,  т, В (І) =  В.
Теорема. Для управляемости стационарной системы (1) в простран­

ствах Л1 н —Лт. М достаточно, чтобы

1) гапк ХС + 2 С̂, в\ = п при всех ком-
I  (=0 /=1 }

плексных X;
2) гапк[Ат—'>-Ст, В] = п хотя бы при одном комплексном X.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу первого условия заключаем, что ре­

шение системы (4) обладает свойством \|)(/)= 0 , пЛт (5]. Пока­

жем, что Гр (/) =  о, / ( [ / , /|]. Уравнение ф '( / ) -Ь 2 'і’' —
<=0

— 2  'І’' ^ "Р” і — Нт-\\ дает (1 +  к„)А„ —
>=|

—'І’' (( + Ю  С„ = 0. Имеем гр' (0 А„, — гр' (0 =  О, гр' (/) В =  О, / е  [/.
І + к„ — к,п-\]. Выполнение условия 2) означает, что последним соотно­
шениям не могут удовлетворять произвольные функции |б1, и, следова­
тельно, \р ( /)~ 0 , І + к„ — Лт-і1. так как гр(/) =  0. Аналогично
устанавливаем, что гр(/) =  0, 1 ^ 1 1 +  к„ — Л т-ь 1 — 2Нт-\]. Через конеч­
ное ЧИС.ЛО шагов получаем требуемый результат; гр(/) =  0, / е [ / ,  /і |.

Доказательство в случае пространства /іт, Л] не меняется, до­
статочно лишь рассуждения, предшествующие теореме, провести с 8 = 0. 
Теорема доказана.

З а м е ч а н и е .  Можно показать, что второе условие теоремы 
является и необ.ходнмым для управляемости в І 2[й—кт, М и М. Для 
обоих пространств первое условие в общем случае необходимым не 
будет.
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УДК 621-501

X. Л. АРОЧА

МИНИЛ\ИЗАЦИЯ ФУНКЦИИ АЛГЕБРЫ ЛОГИКИ 
ПУТЕМ ИССЛЕДОВАНИЯ НИЖНИХ ЕДИНИЦ 

И ВЕРХНИХ НУЛЕЙ

В настоящей работе доказываются некоторые утверждения, раскры­
вающие связь между нижними еднннцами, верхними нулями, минималь­
ными (МДНФ) II кратчайшими дизъюнктивными нормальными формами 
(КДНФ) функции алгебры логики (ФЛЛ). Полученные результаты мо­
гут быть использованы для решения задачи минимизации монотонных 
ФАЛ II для понижения перебора в случае минимизации произволь­
ной ФЛЛ.

Введем необходимые определения. Пусть Р некоторая ФАЛ от п аргу­
ментов задана множествами Мо и Мі вершин л-мериого единичного 
куба В", где Р принимает значение О и 1 соответственно. Заметим, что 
мы оперируем в общем случае частичными ФАЛ, а всюду определенные 
рассматриваются как частный случай, когда ДІоІІЛІі = В". Поэтому в тех 
утверждениях, которые справедливы только для всюду определенных 
ФАЛ, будем обозначать функцию символом (. В тех же утверждениях, 
которые справедливы для любой частичной ФАЛ, будет использоваться 
символ Р.

Обозначим Мг — М^\}Мі. Понятия «нижняя единица» н «верхний 
нуль», примененные в [1, 2] при исследовании монотонных функ­
ций, предлагается использовать для исследования произвольных функций.
Вершина а называется нижней единицей (верхним нулем) функции Р, если 

(а) =  1 {Р (а) =  0) н для любой р ^  Мр из того, что р <  а (Р >  а) сле­
дует, что (р) =  о (/  ̂(Р) =  1). Обозначим через Вг{Лг) множество всех 
нижних единиц (ьерхиих нулей) функции Р.

Функция Р называется монотонной, если для любых вершин а и р ,
принадлежащих Мр, нз того, что а < ;р , следует, что Р (а) <Р Ф)-

Легко проверить, что функция монотонна, тогда и только тогда, 
когда любая ее нижняя единица не меньше любого ее верхнего нуля.

Буде.м говорить, что элементарная конъюнкция К~ соответствует вер­

шине р -  (рр Рг, 
входит в К-.

.. , р„), если р( =  1 тогда и только тогда, когда х.

Лемма. Если Р е  Вг и для любого а е  Ар, р не меньше, чем а, то 
/С~ импликанта функции Р. э

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим произвольную вершину у. ДЛя кото­
рой /С~(у)--1, тогда у>-р. Предположим В(у) =  0, тогда существует Р
а ^  Ар, что а у и, следовательно, а >  р, что противоречит условиям 
леммы.

Теорема. Если р с В /  и для любого а ^ Л ^ , р не меньше, чем а, то 
/С~ входит в любую Л\ДНФ и хотя бы в одну КДНФ всюду определен-э
ной функции [.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По лемме К-~ — импликанта  ̂ и, следовательно,Р
чтобы доказать теорему, достаточно (см. [3], с. 72), что нет таких слагае­
мых в сокращенной дизъюнктивной нормальной (^рмс (С^ДНФ) функ­
ции /, отличных от К~ таких, что
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л
V  к,

Предположим противное, т. е. такие слагаемые существуют. Тогда, 
если удалить все буквы, входящие в УС~, по критерию поглощения ([3],Р
с. 78) должно выполняться условие

к
V  к;  =  1

и поэтому существует индекс / е { 1 ,  2, . . .  , /?), что К'/(0) =  1. Заметим, 
что в К'і не могут содержаться переменные без отрицания и, следова­
тельно, если Х[ входит в К^, то она должна входить и в К~.

Рассмотрим вершину а такую, что =  /Су (К^ = /Су Л  /Су”). Очевидно,

/Су(а)= 1 и, следовательно, / ( а ) =  1. С другой стороны, в силу свойств 
/Су, а< :р . Кроме того, ибо, если бы а =  р, то /С ~  являлся бы
частью /Су и, следовательно, Ку не было бы простым импликантом. Мы
доказали, что а < Р  и /  ( а ) =  1, а это противоречит тому, что Р нижняя 
единица. Теорема доказана.

Следствие. Если всюду определенная функция { монотонна, то формула

является МДНФ и КДНФ функции [.
Справедливость этого утверждения следует из теоремы и из факта, 

что для веюду определенных монотонных ФАЛ, МДНФ, КДНФ, СкДНФ 
единственны II совпадают.

Пример 1. Рассмотрим функцию /і, заданную множествами Л?і={111, 
011, 101, 110} н Мо = В'‘\ М і .  Функция всюду определена, монотонна 
II В/, =  {011, 101, ПО}. Тогда в силу следствия

ХіХі V ХпХз V л:іХз
является МДНФ и КДНФ функции

Пример 2. Рассмотрим функцию заданную множествами М, =  {010, 
101, ПО, 111} и Мо = М і \ В ' ’. Соответствующие множества нижних еди­
ниц н верхних нулей следующие: В/,={010, 101} Л/,={011, 100}. Видно, 
что 101 не меньше, чем 011 н 100. Следовательно, в силу теоремы дгіДГз 
входит в ядро функции /г.

Таким образом, исследуя верхние нули и нижние единицы, можно 
получить:

1) некоторые нмпликанты произвольной частичной ФАЛ (лемма);
2) часть ядра произвольной всюду определенной ФАЛ (теорема);
.3) МДНФ и КДНФ произвольной монотонной всюду определенной

ФАЛ (следствие).
Заметим, что обобщить теорему и следствие на случай частичных 

функций невозможно, так как существуют частичные монотонные функ­
ции, МДНФ и КДНФ которых содержат переменные с отрицанием. 
Например, функция, заданная множествами Мо={0101} и Мі={00П, 
1001} монотонна, а ее единственная МДНФ и КДНФ равна хг-

В связи с этим представляет интерес задача определения класса 
частичных функций, МДНФ и КДНФ которых нс содержат отрицаний 
над переменными.
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Кафедра МО ЭВ.М

УДК 62—50
в . М. РАКЕЦКИП

ОБ ОГРАНИЧЕННОСТИ МНОЖЕСТВА 
ДОПУСТИМЫХ ТРАЕКТОРИИ ПРИ РАЗНОСТНЫХ 

АППРОКСИМАЦИЯХ НЕПРЕРЫВНЫХ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ

Рассмотрим систему обыкновенны.х дифференциальных уравнении 
с управляющим параметром:

х = 1(х, и, І), х ( 1о)=хо, и(1) ^ и ,  /еГ =[/о , М, (А)
где 1(х, и, І) — п-мерная функция; хе/?"; ІІаЯ''. Абсолютно непрерыв­
ную траекторию х(/) будем называть Л-допустнмой, если существует 
такое управление (измеримое) «(/), что пара (х(0 , «(0 } является ре­
шением системы (Л). Пусть X — .множество Л-допустимых траекторий.

Аппроксимируем систему (Л) последовательностью систем разност­
ных уравнений:

=Хл-(0+Лл7(хл-, Цл-, /),
Хл-(/о)=Хо, иу{1) ^ и ,  /еГл-, Л^=1, 2......... (Л.у)

которые получаются из (Л) при сеточном разбиении 7',\={то, ті, . . .  , 
т.у-і}, ті =  /о4-»Лл’, Ллг= (/і—<о)/Л.у, отрезка Т и эйлеровой замене произ­
водной х(/) « [х ( /+ Л )—х(/)]/й. Траекторию х.у(0 будем называть Л.у- 
допустимой, если найдется такое управление ил-(0 . что пара {х.%-(/),
п.у(0} является рещеннем системы (Л.у). Обозначим через Х.у множество 
всех Ллг - допустимых траекторий, X =  у

ЛГ=1

Теорема. Пусть функция /(х, и, /) непрерывна по (х, и, і), удовлетво­
ряет условию Лнпщнца по х с константой І ,  а множество 0  — компакт. 
Для того, чтобы множество X было ограничено, необходимо и доста­
точно, чтобы было ограничено множество X.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточность. Так как множество X огра­
ничено, то

а / С : у х ( - ) е Х = ! - | | х (011 </<■,/ е т .  (1)
Пусть ылг (0> — последовательность управлений в системах (Ллі),
N = \ ,  2, . . .  Положим

(2){I) = иы(х^), т*+і), * =  0, Л̂ — 1,
определив тем самым последовательность управлений (/), / е  7", для 
системы (Л). Каждому из управлений (І) будет соответствовать 
Л-допустнмая траектория х^(/), || хЛ'(/) || <  К, 1 ^ Т -  В силу (1), (2), 
непрерывности /(х , и, I) и компактности ІІ, Т следует:

3 =  о (Лл̂): II { [ (0. (0. о Л -
—  ^гNЦx'^(■^к), « л г (т * ) ,  т* ) II < с ц .

Так как [ {х, и, І) удовлетворяет условию Липщица по х, то 
II хлі(т* + і) — х^(т*+,) II <  II хлг(т*) — хЛ'(т^) II +  

•*-И
+  II I  “"(0* і)(ІІ — Ы { х н ,  иы, Хк) II <

(3)
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II Л̂- (т*) — (т^) II +  /іл, II { {Х^, Ылг, Т*) — ( (Хдг, йц, Т*) II +
+  Сл- ( 1 +  /іл /.) II XN (Т*) — хЛ' (т*) II +  Сл̂ , 0 <  * <  Л/ — 1. 

Отсюда нетрудно получить, что
к

||Х уу(Т *  + ,)-х Л '(т*  + ,) II (1 +НN^)^,  0 < Л < Л / — 1,

2  (1 +Л;V^-)'=I(1 + а д * + ^ - 11/Л ^ ^ <

[ 1 +  (/, -  Іо)іт^ІІіыІ < е̂ - -  '•’/Ллгі-,
поэтому

-Тл' (т» + і) — Хц  (т» + і) II <  ~Г~ ' о Ы —  \. (4)I
Из (1), (3), (4) следует ограниченность множества X.

Необходимость. Л\ножество X ограничено, т. е.

З/С: V Л̂ . Хлг(-)еХл/=>-1! х^{() II < /С, / е  Гдт. (5)
Пусть множество X не ограничено. Тогда существует такое измеримое 
управление и (1)^11,  / е  Т, что для некоторого

< е  Т =► II X (7) II >  /С +  а, а >  0. (6)
Согласно [11, найдется подпоследовательность Лл/-допустимых траекторий 
х \  (І), N — (X), X е  Л, что

тах II х/ , ( ()— х(0 о, X -  оо, Х е  Л. (7)

Обозначим через такое І ^ Т ^ ,  что / = ( / ,  1-\-Ны). В силу непрерыв­
ности X (О

II X  (х'^) —  X {/) II -► о ,  X — оо, Н ^ А .  
Из (6)—(8) нетрудно получить противоречие с (5).
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Кафедра ЛІОУ

УДК 517.926.4
Л. А. АЛЬСЕВИЧ

ИССЛЕДОВАНИЕ ПОВЕДЕНИЯ РЕШЕНИЙ МОДЕЛЬНОЙ СПС

В рассмотрим СПС, заданную линейными системами 
=  — ах„ I

Ха =  охі I
X, =  — рХа I
Ха =  Рха I

и линиями переключения
Хі > 0 , Ха = о,

со$ I
I 5ІП < I X ,, Хі < о.

( 1)

( 2)

(3)

(4)
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где 0< а <  1 < р .
При каждом обороте изображающей точки могут быть переключения 

на подвижной линии (4) один или два раза. В отличие от ранее изучен­
ных случаев [I, 2] в данной заметке рассматриваются переключения 
траекторий одной системы на другую при каждой встрече с линиями 
переключения. Ситуация, в которой изображающая точка попадает два 
раза подряд на подвижную линию переключения (4), возможна лишь 
один раз в течение всего времени.

Г. Обозначим через момент переключения на подвижной линии 
(4), где индекс / указывает номер оборота изображающей точки^ 
а индекс / — номер переключения на каждо.м обороте ( / =  1, 2): І3 —
начальные моменты времени, при которых момент переключения т<‘> 
равен (2/-|- 1)л  и 2 (/-(- 1)я  соответственно, /, — начальный момент вре­
мени, при котором =  (2/ -Ь 3) л. Через коэффициенты системы момен­
ты /г, /3 определяются следующим образом;

/і = 2р (2Р — 3) -^2/л,

, л 2рч-а-|-6аР-3 ,
-  ^ Р ------------ т -------- +  2/л,

/з =  ^ ( 4 р - 1 ) Ч - 2 / л ,  / =  0, I, 2.........

Отметим, что траектория СПС (1)—(4) при <ое[2/л, I у [/,, 2 (/ +  
1) л 1, / =  О, 1, 2, . . .  на первом обороте испытывает два переключе­

ния на ЛИНИН (4), а при / о ^ І Л .  ^ [  — °Дно- И, следовательно.
2л- Ь( Р- а) ( т<2>- х ' , ' >)  

Ші(/о) = --------------а-------------  ДЛЯ [2/я, М У  [і ,̂ 2 ( / - Н ) л  [;

‘‘̂1 (̂ о) —
2л - ( р - о )

для [/„ /, [,

где (0і (<о) — время обращения за один оборот изображающей точки,, 
исходящей в момент с линии (3) по снсте.ме (2).

Через коэффициенты системы а и р (Оі (іо) выражается следующим 
образом:

о.._ _ 2л«р»-Ь2р’ ( н - 1 )-2лор -(2 /1 -1 ) р - а - Ь 2
Р ( 1 - Ь а ) ( Р - 1 )

(1 в) (р — 1) 2 /л ) , 2 /л  <  /о <  ( и

2пл д 4 п а р -Н 4 ^ -5 ) а + р -4  о  2 1 л )  І  < 1
” 2а(р-|-1) +  а ( Р - М )  Гі Го<Г2.

о-т, I -  2^«Р» +  2 ( 2 - п ) Р » - Ь 2 ( л - 3 ) а Р - ( 2 / 1 - 1 ) р - а - Ь 2  
(0 ,( /„ )=  Р ( 1 _ а ) ( р + | )  (5).

------ІГ-»^ТГ+ і)
о.. , -  2 ( д і - 3 ) р » - | - 2 / і а р » - 2 ( л - 2 ) а р - ( 2 л - 1 ) Р - а Ч - 2

р ( 1 + а ) ( р - 1 )

-------( 1 + % - 1 )  ( ^ - 2 / ^ ) .  / з < ^ о < 2 ( / - Ы ) л ,

л =  1, 2......... ; =  0, 1, 2............

В дальнейшем для простоты выкладок считаем п=1.  Отметим, что- 
как и в случае, рассмотренном в [1], здесь Ы|(^о) — разрывная функция 
в отличие от [2].

2°. Пусть Ыт{(о) — время обращения изображающей точки, исходя­
щей в момент /о с линии (3) по системе (2), за ш-ый оборот. Из сказан­
ного выше ясно, что до тех пор, пока не произошло двойное переключе-



іпіе на лннии (4), выполняются условия случая [2], а после двойного пе­
реключения — условия случая [1].

Укажем способ подсчета Ыт{1о), например, для случая, когда в [2] 
/ і-і-2іл^ 7'<<{2+ 2ія, 1= 1, 2.......... ^—1, где Т{ — соответствующие мо­
менты переключения на лнннн (3).

Пусть на к-ом обороте произошли два переключения на линии (4), 
Тк — время встречи изображающей точки с линией (3) после к-ого обо­
рота. Так как до й-ого оборота изображающая точка движется по зако­
ну [2], имеем

Тк = ыі(Тк-і)
где (і)і(Гц_,) определяется по формуле (5), а 7'(,_і =  (оа_і (̂ о)-1 - . . . +  
-і-ші(/о)-Ь^о. где о)((/о) определяется из [2], і=  1, 2, . . . ,  к— \.

После этих подсчетов исследуем, како.му временному интервалу при­
надлежит найденное Тк, и затем применяем соответствующую формулу 
для последовательности {ыт((о)) из [1]. Отметим, что

Пт(о„(ГА) =  2л.

3°. Обозначим через — начальный момент времени, при котором 
'^т’ =  — I) ”  +  2/л, — начальный момент времени, при котором

=  {2т 1) я +  2/л, где т  — номер оборота, т  =  1, 2, . . . .
Подсчеты показывают, что

Цт) л р +  4 а р - а - 4  р» -  4ар» -  ар -  зр-Ь За , ^
‘ 1 2(р — а) ^  2ЙЩ —2р ( р - а )

/<,'") =  Л Р +  4 а Р - а - 4
2 ( р - а ) +

, _ р * ( 1 + а ) - 5 а » р - 4 а « Р » - ^ 4 а р - а » - Ь Р - Ь З а  
+  "  2 Р (Ц -а )  ( р - а )  ^

где Т =  0 < у <  1. т =  1, 2......... / =  0, 1, 2...........

Изображающие точки, исходящие с линии (4) в момент 
/*і'"М и ] /‘г™’' встретятся дважды с линией (4) на т-ом обороте.
(Считаем /<“> =  О, =  2л). Заметим, что

Ит /•'"> — Пт =  л -Ь 2/л.

Следовательно (см. [2]), только одна траектория с начальным момен­
том /д =  л +  2/л нигде не будет претерпевать двойного2, (р Л)
переключения на линии (4).

Не существует периодических решений среди тех траекторий, кото­
рые на каком-либо из оборотов дважды встречаются с подвижной ли­
нией (4).

4°. Примеры.

1. а =  4 - . Р =  -5-: 0̂ =  - г  "1 (̂ о) =  2л, а Цо)ф2л  при ш >  1.

2. а =  Р =  3; /о =  -у г  • 2-
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Кафедра высшей математики
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УДК 517.5
С. А. МАЗАИИК

ОБ ОТНОСИТЕЛЬНОМ ПОВОРОТЕ ДЛЯ ТРЕХМЕРНОЙ 
ЛИНЕЙНОЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ

Рассмотрим две линейные дифференциальные системы:

=  (I)

"у(1) =  ВЎІІ), (2)
с начальными условиями х(/) |(=о = ̂ Р’, ў(/)І<=о=ў°; А и В — действи­
тельные постоянные матрицы 3-го порядка, х(1) и ў(1) — векторы (столб­
цы) размерности 3.

В каждой точке траекторий систем (1) и (2) строим соответствующий 
сопровождающий трехгранник. Исследуем ограниченность относитель­
ного поворота [1] касательных векторов Тд(/) и Тд{/), а также векторов 
нормали (() и Vд (/) построенных трехгранников, где (/) — касатель­
ный орт, а (/) — орт нормали сопровождающего трехгранника некото­
рой траектории системы (1), Тд(0 и Vд(/) — соответствующие орты для 
траектории системы (2).

Известно [2], что об ограниченности некоторой непрерывной функции 
Ф(/) можно судить по поведению функции со5ф(0- Относительный по­
ворот векторов (() и Тд (/), V I (/) и (/) будем оценивать, исследуя 
функции

СО5[Т^(0''тд(01 и С05

Матрицы А и В можно (3) представить в виде:

А = Т^АТ-^. В = 5Ув8~\  (3)

где Г и 5 — некоторые невырожденные матрицы, а матрицы ^ ^ и  ^в 
имеют специальный вид в зависимости от собственных чисел матриц А 
и В. Обозначим собственные числа матриц А н В соответственно Хі,л  л  л

^ ^1* ^2' 3̂*
X — ехр {А1) X®, у =  ехр (В1) г/“;
Г-*х®= (Хі, Хг, ХзГ, 5~^і7®= [Уі, у., УзУ\

8 'А х=\Р , {1 ) ,  Р,(1), Р,(і)У. кг = У х1  + х1. к, = У у І  + уІ,

А х ) А ^ — (Ах, А^х)Ах] = [Рі{1), Д (/) , К у ) У <
8 'Т = С = {Сі,), І, / =  1, 2, 3.
Имеют место следующие утверждения.
Теорема I. Если матрицы Л и 5  имеют только действительные соб­

ственные числа, то для любого решения х(/) системы ( 1) и для любого 
решения у{() системы (2) относительный поворот касательных векторов 

{{) и Тд (/), а также векторов нормали (/) и хд (і) ограничен на всем 
промежутке [0; -|- оо[.

Теорема 2. Пусть В — нормальная матрица [3]. Когда Хі, Хз,
л .л л
?іі-—действительные, а Х,, Хз — мнимые собственные числа, относитель­
ный поворот т^(/) итд( / )  на промежутке (0; -Ь оо( ограничен, если

л
Рі (() Ф о либо (/) =  О, но ХіУі =7̂  О, и неограничен, если (/) =  О,
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X,//, =  0. Относительный поворот V^(/) н Vд(/) на промежутке |0; +  оо[ л  л  А л л  л
ограничен, если /^ , ( 0 ^ 0  л и б о (0 =  0, но X, (X, —  ц ) й і !/ і =5^0 и не- л л  л  л  л  л  л
ограничен, если Рі(і) =  0, X, (Хі — =  где ц =  Ке X,.

Последующие теоремы формулируются в предположении, что обе 
матрицы А и В — нормальные.л  л

Теорема 3. Когда X., Хз X,, Хз — мнимые собственные числа, причем 
Л, =  о, относительный поворот т^(/) и Тд(/) на промежутке [0; +  «>1л  л
ограничен, если Х,</і#0 либо Х,у, =--0, но СцфО,  и неограничен, если 
Х̂ Уі =  о н С|| - 0. л  л

Теорема 4. Когда Х*. Х3, Хз, Х3 — мнимые собственные числа, причем л  _  _
кі = 0, относительный поворот т^(/) и т^(/) на промежутке (0; +  оо[ 
ограничен, если Х,х, :^ 0  либо ХіДГі =  0, но с,,=?^0, и неограничен, если 
Х,.т, =  о и Сц =0. л  л  А

Теорема 5. Когда Х̂ , Х3, Х̂ , Хз—мнимые собственные числа и к^к^фО, 
относительный поворот т^(/) и т^ (/) на промежутке 10; +  оо[ ограничен,л  л  л А
если дГі»/іС,іХ,Хі =?̂ 0 и Хі >  р, X, >  р, где р =  КеХз, р =  КеХз.

Л /V
Теорема 6. Когда Х,, Хз Х*, Хз — мнимые собственные числа (Хз=р+л л  л  "  л

-р Х2 =  р +  /\’) /и  й,/г, # 0, для ограниченности относительного по­
ворота касательиы.ч векторов т^(/) и Тд(/) на промежутке [0; +  оо[ до­
статочно выполнение одного из следующих условий:

I. ЯіДГ| = о, I с̂  ̂1=1, ХіУі ^  0; 2 , Я,|Хі 0, I Сц | = 1 , Хуу  ̂ = 0;л  л
3. Х,дг, =  0, I с,, I =  1, Х,у, =  0, V =  V 5§п (с,, (1е1 С).

Относительный поворот этих векторов на промежутке [0; +  оо[ неогра-л  л
ничен, если Х,х, =  0, Х̂ у  ̂=  0, | Сц | =  1 • V =/= іг  Vл  л

Теорема 7. Когда Х«, Х3, X,, Л.3 — мнимые собственные числа, относи­
тельный поворот векторов нормали Vд(0 и Vд(/) на промежутке [0; +ос[ 
ограничен, если выполнено хотя бы одно из условий;

1 ■ I ^111 =  1 • (^1 — Р) (^1 — 1̂) ^\Уі ^  0'

2- I Сц 1 =  1, 1̂ (^1 —  р) -̂ 1 ^  о, р) 1̂ Х^Уі =  0;л  л  л  л  л
3. 1с„1 =  1, А, (X, — р) ХіХ, =  о, (Хі — р)й,Х,і/і=0, V=V5бп(с,,(1е^С). 

Относительный поворот этих векторов на промежутке [0; +<»[ неогра-л  л  л  л
ничен, если йі (>-і — р) Х,х, =  0, (Хі — р) Х,»/, =  0, 1сц | =  1, Дг V.
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в . в . БОБКОВ
УДК 518.32:33

О НЕКОТОРЫХ НЕЛИНЕЙНЫХ МЕТОДАХ 
ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИИ

При численном нахождении решении дифференциального уравнения 
й=1(и,1)  (I)

приходится предварительно заменять это уравнение разностным. Кон­
кретный способ подобной дискретизации должен учитывать, по крайней 
мере, основные свойства исходного уравнения. Многие важные приклад­
ные задачи приводят, напрн.мер, к необходимости решать дифферен­
циальные уравнения, обладающие свойством асимптотической устойчи­
вости решений. Естественно потребовать, чтобы подобное свойство было 
сохранено и в разностном варианте. Ниже будут рассмотрены новые вы­
числительные алгоритмы, построенные с учетом подобных требований.

В развитие [I, 2] построим численные методы вида
1аУп+\ = У  +  т[(у,  ( +  ат) іп +  Р(і(У-  < -г т) —  / (у-Н т/„, / -І- т)) ’

л =  0, 1........N. (2)

где !/о = 1/=ь;«(0. у^+1 =  у ^ и ( {  +  х), т >  О, [„ =  !{у„, / +  т), а, р —
численные параметры. Расчетные фор.мулы (2) можно рассматривать как 
процесс простых итераций для уравнения

У = У + -^[(У. і +  ах)- И у, І +  Х) -.(3)
1 ( У ,  Г +  т)-Рр (/(у, <-Ьт) —/((/-{-т/ ( у, <-і- т) , / - | -т))

Заметим, что решение уравнения
У = У+-^Нд, ^+т) (4)

удовлетворяет также и уравнению (3), если а = р=  1. Это позволяет трак 
товать (2) при а =  р =  I как специальный итерационный процесс для неяв 
кого метода Эйлера (4), обладающего свойством ^-устойчивости [3] прі 
любых шагах т> -0, в том числе и в случае систем уравнений вида ( 1)

Для погрешности г формулы (3) на решении и уравнения (I),  подоб 
но [1], можно дать представление

г =  -̂ 2 {Ма (-^---- р) +  ІІ — а)) +  о  (т>), (5)

где 1=Ци, I), {и = {и(и, /), I). При а = р=1 главная часть погреш­
ности (5) совпадает с точностью до членов порядка т’ с локальной ошиб­
кой (см. [4]) метода (4). При а =  р=1/2 порядок точности метода (3), 
очевидно, возрастает на единицу.

Отметим также, что процесс простых итераций, примененный к (4), 
приводит к последовательности приближений для ў, изменяющейся почти 
по закону геометрической прогрессии со знаменателем р = 0 (т ). Непо­
средственным дифференцированием по правой части (3) при а = р=1 
легко убедиться, что в случае итерационного процесса (2) д = 0 (х^).

Отмеченные выше свойства методов (2), (3) носят локальный харак­
тер. Важно, однако, не только добиться локальной точности на каждом 
шаге дискретизации, но и обеспечить согласованность в поведении реше­
ний дифференциального н разностного уравнений с изменением вре­
мени /.

Достаточно удобной моделью для вещественного уравнения общего 
вида ( 1), обладающего свойством асимптотической устойчивости реше­
ний, является линейное уравнение й = —Хи+Ь с постоянными коэффи­
циентами Х >0, Ь. Все решения этого уравнения асимптотически при 
/-►00 выходят на устойчивое положение равновесия и = Ь1Х. Неявный ме­
тод Эйлера прн точном решении разностного уравнения (4) сохраняет
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это своПсто, как при любом конечном т>-0, так и в пределе при т-»-оо. 
Однако явный вычислительный алгоритм

1/Л+1 = ! /  +  т/„. л =  0. 1, N. (6)

основанный на процессе простых итераций для (4), при таким
свойством уже не обладает. Метод же (2) при а =  р =  1 подобных 
характеристик не нарушает ни при каком N.

Наряду с (6) и (2) можно рассматривать и другие методы решения 
уравнения (4). Часто для этих целей используют, например, итерацион­
ный процесс Ньютона [5]. Однако в случае систем уравнений вида (1) 
применение этого метода на каждом шаге сопряжено с необходимостью 
формирования и обращения матрицы Якоби. Можно решать (4) н ите­
рационным методом Стеффенсеиа [5]. Тогда придем к вычислительному 
алгоритму

Уп+1 =  І/-Т т
('/« —  ' / ) / ( ' /  + т /л ,  < +  т) — т/*

п =  0, 1, N. (7)
г/л—« —2т/„-Ьт/(|/-Ьт/„, / +  Т)

в качестве простейшего варианта которого при Л/ = 0 был получен один 
из явных методов из [1]. Заметим, что при ўп-^ў знаменатель дроби в (7) 
стремится к нулю. Это может быть причиной больших вычислительных 
ошибок. Для .методов же вида (2) при а =  р=1 величина знаменателя 
стремится в этом случае к / ( у ,  / - | - т ) .  Заменой регуляризатора / п / ( / п +  
+!(У, /+ т ) —/(г/-Ьт/„, /Ч-т)) на |/п |/(  |^л |-Н/(«/, і + г ) —}{у+тІ„, / +т)  |) 
можно исключить возможность образования нуля в зна.менателе и для 
значений у„, далеких от ў. Отмеченные свойства асимптотики при этом 
сохраняются.

Подобно [2] предлагаемые методы могут быть использованы при 
построении нелинейных разностных схем в случае дифференциальных 
уравнений с частными производными.
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УДК 539.3
В. А. САВЕНКОВ

СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 
ДЛЯ АНИЗОТРОПНОЙ ПЛОСКОСТИ С РАЗРЕЗАМИ 

НА ВЕЩЕСТВЕННОЙ ОСИ

Пусть упругое однородное анизотропное тело занимает бесконечную 
область 5, представляющую собой всю плоскость комплексного перемен­
ного г = X ^ і у  за вычетом точек г =  / на отрезках 7.  ̂ и 7.̂  веществен­
ной оси. При этом будем предполагать, что компоненты напряжений 
и проекции смещений на оси х н у ъ оіЗластй 5 определяются по фор­
мулам [11:

2

о ,= 2Ке2  Ф {2}) 4- П (г;)1,
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0у =  2 Ке2  [5;Ф(г/) +  Пуй(гу)1,
1=1
2

Тху =  — 2 Не2  [5̂ ^̂ ^Ф(г̂ ) +  л^іГ^Й(г])1, ( 1 )
У =  1

ы = 2 Ке 2  І5ур;ф {г̂ ) + п̂ р/а (г̂ )], 
/=1

V =  2 Ке 2  
/ = 1

(5;<7;Ф іг^) +  п̂ ^̂ (уі {г^)].

(2)

где Ф (гу), й  (гу) — произвольные аналитические в разрезанной плоскости 
функции комплексной переменной 2 ] =  х  +  \ і ^ у ,  \x^ —  корни характеристи­
ческого уравнения; ф' (г^) =  Ф (г^); о '  { г ^ )  =  й  (г^)■, =  С ц р ^ + С ц — С ц р у ,

V■^Я^ =  +  Сгг  —  5;, п ^— произвольные постоянные.
Рассмотрим  смеш анную  краевую  задач у , полагая, что на части отр ез­

ков заданы  смещ ения, а на остальной части компоненты внешних напря­
жений. О бъединение отрезков, на которых заданы  компоненты норм аль­
ных и касательных напряжений обозначим ^ '  =  ^ ' ^ + ^ 2 +  . . .  +

• • •  • ^  объединение отрезков, на которых заданы
смещения, обозначим I "  =  I ]  +  1 1  +  . . .  +  ^ '  =  а 'б ' .

Коэффициенты 8^ и  п ^  можно подобрать таким ^ р а зо м , чтобы для 
Ф { г ^ )  и й  ( г ^ )  при г ^  =  І  получить следую щ ую  краевую задачу:

Ф + (/)  -  й -  (О =  /+  ( 0 .  Ф -  ( 0  -  й +  (/) =  / -  ( 0 .  ( е  І ' - .  

хФ +  (/)  +  й -  ( /)  =  ё +  ( 0 .  >«Ф" ( 0  +  ( 0  = ё ~ { і ) .

где /  (0  =  Оу +  т1Тж„. ^ ( 0  =  Р о - ^ ( «  — ЛУ). X и ро
стоянные, определенным образом связанные с 8^,  
комплексная постоянная (1).

Будем считать, что компоненты напряжений а ^ ,  а ^ ,  на бесконеч­
ности области 5  принимают значения о^ , а ~ , Следовательно, в точ­
ках, достаточно удаленных от разрезов, ко.мплексные потенциалы имеют 
вид

Ф (2^) =  Т + - ^  +  0 ( 1 / 2 ] ) ,  ^ ( г ^ ) ^ Г ,  +  ^  +  0  (1/22), (3 )

где Г, Гі и Ьоо, Оав —  комплексны е постоянные, зависящ ие от папряж еннй  
на бесконечности и от проекций главного вектора внешней нагрузки на 
краях разрезов  соответственно.

Функции Ф ( 2 ;) и й ( 2 ;) будем  искать в виде:

^о(гу) (• [/,(т)4-/;(т)ісіт

вещественные по- 
т] —  определенная

Ф (2у)=-

+ X 2л/

2л/ Х + ( х ) ( х - г / )  

[Рі (т) +  р\  (Т) 1 йх

+
1

2л/
/і  (т) (ІХ

г/

+  ' X 2 л/

Г /«(X)
/.'

+

+

- ь я ; ( 2̂ )Х (2̂ ) +  ^о +
у  (г,)

^ ( 2̂ ) = и  (X) а х Хо (2/)

+
І'о (2/)

і'. ‘ - г /
■ (Р і(х)- | -р |(х )  1</Т

2л(
г [/і (х)-Ь/1 (Х)| (ІХ 

I  Х + ( т ) ( Т - 2/)

1 (* р. (т) с/т

(4)

+

2л1 2л (І -  К + ( т ) ( Т - 2/)

+ Оо- Р :  І2̂ ) X  (2̂ ) +  у  І2̂ ) Р’„(2,)

с Р̂ (х)
I .  Т - ; +

о :
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где
2/,(/) = /+(/) + /-(0. 2/г(/) =/^(0—/“(0. 2р,(0 = е+(0 + &-(0»

П
2рг(/) =5+(0-^-(0. {̂г )̂ = П 1(г̂ -а;)(г̂  —

1/2
А-о =  -ТІХ,  (г,) -  X, {Г;)1. X, {г )̂ = П

*=1 \  ^

^ * ( г Ь = П  1( г ^ - а ; ) ( г ^ - ь ; ) 1-^ /^
*=| \  ' * /  *=1

Уо(гі)= - ^ ^ У А г ^ ) - V 2Іг^)^ Уг(г^) -  П

1/2

= 1 V
Р'п (^/) =  V/" +  +  ■ • • +  ^п’ =  <̂о 7̂ +  +  • • • +  с;.

^ ' ,  О" н с ,̂ с ' — произвольные коэффициенты, подлежащие определению 
из условий на бесконечности (3) и условий однозначности смещений и 
и V при обходе каждого из отрезков и

Поскольку Х(г), У(г), Хо{г) и Уо{г) — многозначные функции, за­
фиксируем те их ветви, для которых 2"Х(г) =Х^(г) = \ н г"У(г) = У̂ {г) = \ 
при (г(-*-оо. Неизвестные плотности, входящие в соотношения (4), най­
дем, удовлетворяя условиям (2). Воспользовавшись формулами Сохоц- 
кого — Племеля, получим систему регулярных интегральных уравнений 
относительно плотностей (/), р | (/):

(г{() +  

+  -

2Х-(0
У+ (/) -  X К- (0 

X 2л І

(Х^(/)-ХВ- (01 + ^ й г 1 +
Оо (>'• +  1)

ІР і ( т ) + р ; ( т ) 1 ^ т  у + (/) _  у . к - (0
+  (О----------г---------И^(т) (т- 0

, Рі (0 +  Р| (0
=■-/+ (/), (Iе і ' ) - р, (0 —  Л - : , !  \Уо (0 - ^ ^ ( 0 1  +2^0 (0 

у .Х - { 1 ) - Х + { 1 )
2л I

-( -Я' (0 1 х Х - ( 0 - х +(01 =  ^+( 0 . (^

I/. (т)-ь/;(т)мт 
^5" (О ( т - О  

е П -

+

Для решения системы интегральных уравнений можно применить ме­
тод коллокацин. Интегральные уравнения сводятся к системе алгебраи­
ческих уравнений с помощью представления плотностей в виде суммы 
рациональных функций вида [2]:

где С{, и — неизвестные линейные параметры; йі, г,- — наперед заданные 
нелинейные параметры; 0 — точки на Д' и
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Памяти ученого

ФЕДОР ДМИТРИЕВИЧ ГАХОВ

Советская наука и высшая школа понесли 
огромную утрату. 30 марта 1980 г. на 75 году 
жнзнн после тяжелой болезни скончался извест­
ный советский математик, академик АН БССР, 
доктор физнко-математнческн.'с наук, профессор 
кафедры теории функций БГУ имени В. И. Ленина 
Федор Дмитриевич Гахов.

Ф. Д. Гахов родился 19 февраля 1906 г. в ста­
нице Баталпашннской Ставропольского края в 
семье ремесленника. В 1930 г. Федор Дмитриевич 
окончил физико-математический факультет казан­
ского университета. С этого времени его трудовая 
деятельность связана с высшей школой. Он рабо­
тал в вузах Свердловска, в Северо-Осетинском 
пединституте. Казанском и Ростовском уннвер- 
ентетах.

С 1961 по 1975 г. Ф. Д. Гахов возглавлял ка­
федру математического анализа, а затем кафедру 
теории функций и функционального анализа БГУ 
имени В. И. Ленина. В 1966 г. Ф. Д. Гахов изби­
рается академиком АН БССР. С 1975 г. Федор 
Дмитриевич — профессор-консультант кафедры 
теории функций БГУ имени В. И. Ленина.

Научііые интересы Ф. Д. Гахова относятся 
к области краевых задач аналитических функций и особых нитегральных уравнений. 
'С его именем связано создание белорусской школы по краевым задачам и особым инте­
гральным уравнениям. Уже первые научные результаты Ф. Д. Гахова были фундамен. 
тальнымн: впервые было дано полное и эффективное решение краевой задачи Римана. 
Примененный в них метод был использован при решении различных обобщений задачи 
Римана и других краевых задач. Эти работы сыграли решающую роль в построеинн 
теории одномерных сингулярных уравнений.

Основополагающими являются исследования Ф. Д. Гаховым задачи Римана с одной 
и многими неизвестными функциями с разрывными коэффициентами и на разомкнутом 
контуре, в исключительном и вырожденном случаях; решение задачи Гильберта с по­
мощью регулярнзующего множителя; применение функционально-коммутативных мат­
риц и автоморфных функций для решения в квадратурах краевых задач и особых инте- 
іфальных уравнений; исс-тедовання по нелинейной задаче типа задачи Римана. Федор 
Дмитриевич был одним из первых математиков, обративших внимание на необходимость 
изучения краевых задач для функций многих комплексных переменных и связанных 
с ними интегральных уравнений. Ему принадлежит нницнатива в постановке вопроса об 
нсс-тедованни краевых задач с бесконечны.мн индексами, теория которых в настоящее 
вре.мя бурно развивается.

Результаты научных исследований Ф. Д. Гахова н его учеников подытожены в ряде 
монографий. Его книга «Краевые задачи», ставшая классической, выдержала в нашей 
стране три издания, переведена на английский и испанский языки.

С научным творчеством Ф. Д. Гахова т с с е ю  связана его педагогическая деятель­
ность. Большой вклад внес Ф. Д. Гахов в подготовку научЕЕЫХ кадров высшей квали­
фикации. Среди его учеіЕНКов свыше 50 кандидатов и 10 докторов наук.

Ф. Д. Гахов принимал активное участие в органЕізацЕіонЕЕОй работе и в обществен­
ной жизни страны. Он был членом ГІрезнднума научЕіо-методЕіческого Совета Минвуза 
СССР, председателем секции математики и механики іЕаучЕіо-методйческого Совета Мин­
вуза БССР, членом редколлегии журналов «Известия АН БССР» и «ВестЕШк БГУ Еіменй 
В. И. Ленина», неоднократно представлял советскую науку на международных съездах 
и конференциях.

КоммуіЕнстЕЕЧеская партіія и Советское правительство высоко о ц с н е е л и  заслуги 
Ф. Д. Гахова перед Родиной. Он был награжден орденом Трудового Красного ЗіЕаменн, 
медалями. Почетными грамотами Верховного Совета БССР и Верховного Совета Северо- 
Осетинской АССР.

Светлая память о Федоре Дмитриевиче Гахове, коммуЕііЕсте, видном ученом-мате- 
Аіатнке, человеке большой души навсегда останется в сердцах тех, кто работал н общал­
ся с ннм.
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АННОТАЦИИ ДЕПОНИРОВАННЫХ СТАТЕЙ*

УДК 621.327:535
Ю. П. М а к а р о в, А. Ф. Ч с р II я в с к н й. Полихроматор импульсно-непрерывного спек- 
трораднометра на Х“ 400—1100 нм, ч. 1. Расчет. Л2 1179-79. Дсп. от 04.04.79.

Обоснован выбор всртіікалыіо-сііммстріічііой схемы полнхроматора со скрещенной 
дисперсией, проведен расчет оптических элементов схемы н на основе аберрационного 
расчета указаны .меры по мнннмнзацнн основных погрешностей полнхроматора. Сформу­
лированы требования к передающей телевизионной трубке фотопрнемного устройства. 
Приведена оптическая схема полнхроматора.

УДК 517.948.32
Г. В. К у X а р ч у к. Однородная краевая задача Рнмана на счетном множестве парал­
лельных прямых. Лз 1758-79. Дсп. от 17.04.79.

Доказана равносильность однородной краевой задачи Рнмана на счетном множестве 
параллельных прямых и однородной краевой задачи Рнмана для полуплоскости с коэф­
фициентом специального вида, а также получены формулы общего решения в нсключн- 
телыюм случае.

УДК 538.245
М. П. Д а I I I I  л ь к с в н ч. Связь днэлектрическон проннцаемостн с магнитным состоя­
нием в кислородных шпинелях. Лз 1762-79. Дсп. от 17,04.79

Приведены данные о связи диэлектрической проннцаемостн н спонтанной намагнн- 
чснностн ряда систем ферритов, хромитов н галлатов, являющихся окненымн шпинелями. 
На основе эмннрнчсскн установленной прямой пропорцноналыюстн между электронной 
поляризуемостью н суммой доли .магнитных ионов, величины произведения нсскомпсн- 
енрованных спннов подрешеток н величины относнтсльного спонтанного магнитного мо­
мента, нзменяющн.хся в функции концентрацнн, вычислены электронная н ионная состав­
ляющие днэлсктрнчсской проннцаемостн шести бинарных систем кислородных шпинелей. 
Расчет удовлетворительно согласуется с экспсрнмснталыіымн значениями как для элек­
тронной составляющей, так н для суммы электронной н ионной составляющих прони­
цаемости.

УДК 517.949.2
Н. Г. Б у л г а к о в ,  Б. С. К а л н т н н, А. В. П о к а т а е в. К устойчивости дискретных 
автономных систем. № 1543-79. Дсп. от 26.04.79.

Установлены неявные критерии асимптотической устойчивости нулевого решения 
дискретных автономных систем, позволившие применять для исследования вопроса об 
асимптотической устойчивости знакопостоянные функции Ляпунова.

УДК 541.141
И. Г. Быко в а ,  О. В. Б у т р н м о в и ч, Л. А. И с а ч е и к о в а, А. Л4. С а р ж с в с к п й. 
Изучение фотохимической реакции I, 3, 5-трифиннлпнразолнна в присутствии галондза- 
мешенных метана. Лі 1759-79. Деп. от 17.05.79.

По измерениям в спектрах поглощения н флуорссцснцнн растворов трнфеннлпнра- 
золпнов, содержащих галогенмстаны, рассчитаны квантовые выходы реакции н флуорс­
сцснцнн, изучены специфические донорно-акцепторные взаимодействия галогенмстан — 
трнфсннлпнразолнн, измерена длительность возбужденного состояния молекул трнфе- 
ннлпнразолнна. На основаннн полученных экспериментальных данных установ.тсна при­
рода продукта фотохимической реакции — пиразол, предложен механизм фотохимиче­
ской реакции трнфеннлпнразолнна о присутствии галогснмстанов н сделан вывод о том, 
что фотохимическая реакция протекает через сннглетнос возбужденное состояние.

• Копни депонированных статей можно заказать по адресу: 140 010, Московская 
обл., г. Люберцы, 10, Октябрьский проспект, 403. Пронзводствепно-нздатсльскнй комби­
нат ВИНИТИ, отдел распространення; тел, 271-90-10, доб. 26-29.
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УДК 519.851857.6
Л. В. К о м а н д  и II а. Адаптивный метод решения транспортной задачи с дополнитель­
ными ограннчсинями. Хе 2021-79. Дсп. от 06.06.79.

Рассматривается транспортная задача с дополннтслышмн ограннчсннямн в сетевой 
н матричной постановках. Описывается опорный метод решения, основанный на адап­
тивной нормировке нсопорных компонент подходящего направлення, которая учитывает 
особенности текущего плана. Кроме того, вводится экстремальное правило замены 
опоры с целью уточнения оценки субоптнмалыюстн.

УДК 621.396.677
Л. Н. Д а н н л е в с к и й, Ю. А. Д о м а н о в, О В. К о р о б к о. Цифровая обработка сиг­
налов в многолучевых антенных решетках. Ле 2386-79. Деп. от 28.06.79.

Показана возможность уменьшення уровня боковых лепестков диаграммы направ­
ленности многолучевой антенной решетки соответствующим амплитудным взвешиванием 
ее парциальных лучей.

УДК 551.465.6
М. М. Ч е п и н о г а ,  Б. С. Б е л о з е р о в .  К задаче Коши-Пуассона. Хі 2480-79. Дсп. 
от 09.07.79.

Рассматривается плоская линейная задача о неустаиовнвшихся гравитационных 
волнах в несжимаемой вязкой жидкости бесконечной глубины при наличии ледяного 
покрова с учетом его веса, толщины н жесткости под действием начального отклонения 
от равновесного горизонтального положения при условии частичного скольжения. Полу­
чена асимптотическая формула для определения вида границы лсд— жидкость для до­
статочно больших времен на достаточно большом расстоянии от очага возмущения. 
Случаи ссвободная поверхность» и сжпдкость — идеальный лед» (идеально гибкая неве­
сомая пленка) получаются как частные случаи результатов настоящей статьи.

УДК 519.1
А. П. Д а л и м а с в. Перечисление путей в орграфах с разноцветными дугами. 1762-79. 
Дсп. от 09.07.79.

Предлагается метод, который позволяет перечислять пути заданной конфнгурацнн 
(простые, элементарные) н типа относительно сочетания цветов (І* — цветные, 7.» — 
насыщенные, 7.» — критические) в орграфах с разноцветными дугами. Л\етод основы­
вается на процедуре построения одного вида орграфа пересечений, так называемого 
дугового графа.

УДК 519.853.6
Ф а м Т X с Ло нг .  К методам решения задач геометрического программирования.
X» 2658-79. Деп. от 18.07.79.

Предлагаются три метода решения задач геометрического программирования (ГП). 
В первой части работы излагаются метод отсекающей гиперплоскости, его модификация 
н доказательство их сходимости для общей задачи ГП. Во второй части для задачи ГП 
без познномиых ограничений исследуется метод Ньютона с регулировкой шага, доказы­
вается его сходимость и оценивается скорость сходимости.

УДК 535.44
Л. И. Б у р о в, А. М. С а р ж с в с к н й, Ф а м В у Т х и н ь. Самоднфракция стационар­
ного поляризованного излучения в изотропных средах с двухфо^онным поглощением.
Хэ 3456-79. Деп. от 03.10.79.

Теоретически исследован процесс самоднфракцнн поляризованного излучения на 
слое изотропной среды с двухфотонным поглощением. Показано, что в данном случае, 
помимо основной фазово-амплитудной решетки, возникает дополнительная, с периодом 
в два раза меньшим, что приводит к более сложной картине распределения интенсив­
ности по дифракционным потока.м. Получены выражения, описывающие зависимость 
поляризации дифракционных потоков от поляризации основных и структуры поглощаю­
щих центров. Показано, что исследование полярнзацнн позволяет, в частности, найти 
соотношение компонент тензора восприимчивости.



РЕФЕРАТЫ

УДК 535.37
Гулмс  И. М., Ком як А. И. Влияние неоднородного ушнрения уровней на временные 
характеристики люминесценции сложных молекул при переносе энергии.— Всстн. Бело­
русского ун-та. Сер. 1, фнз., мат. н мех., 1980, Лі 2,

Экспериментально н теоретически исследованы особенности врс.менных характе­
ристик флуорссцснцнн прн переносе энергнн в условиях неоднородного ушнрения энерге­
тических уровнен сложных молекул. Обнаружены значительные различия временных 
завнснмостен ннтснснвностн н степени полярнзацнн флуоресценции при регнетрацнн на 
длинноволновом и коротковолновом краях спектра люминесценции, сдвиги мгновенных 
спектров испускания в область низких частот с увеличением времени, прошедшего после 
импульса возбуждения.

Бнбл. 5 назв., нл. 2.

УДК 53.07108+53.001.5
Я н о в с к и й  С. Ю., К о л п а щ н к о в  В. Л. К определению функций релаксации внут­
ренней энергии и теплового потока для сред с тепловой памятью.— Всстн. Белорусского 
ун-та. Сер. 1, фнз., мат. н мех., 1980, Л» 2.

На основе методики, разработанной И. И. Жолиеровнчем, В. М. Ткаченко н 
А. Л\. Саржсвскнм, предлагается способ определения времени рслаксацнн теплового 
потока, а также функций рслаксацнн н внутренней энергнн теплового потока для сред 
с тепловой памятью.

Бнбл. 5 назв.

УДК 621.315.592
А р н а у д о в  Б. Г., Д о м  а н е в с к и й  Д. С. Влияние флуктуаций потенциала на энер­
гию термической ионизации мелких примесей в арсениде галлия.— Всстн. Белорусского 
ун-та. Сер. 1, фнз., мат. н мех., 1980, № 2.

Экспериментально наблюдаемое в арсениде галлия уменьшение энергии термиче­
ской ноннзацнн мелких доноров и акцепторов прн увеличеннн уровня легирования 
объясняется эффектом кфлуктуацнонного» ушнрения примесного уровня, который обус­
ловлен ну.^оновским взанмодснствнем неоднородно распределенных примесей. Найдено 
выражение, связывающее величину относительного ушнрения примесного уровня со 
степенью легирования н компенсации полупроводника. Получено хорошее соответствие 
между расчетом н экспернментальнымн данными.

Бнбл. 12 назв., нл. 2.

УДК 621.396.672
3 е л е н к е в н ч В. М., К л ю ч н и к о в  А. С., Т и м о ф е е в  Л. М. Электродинамический 
расчет диаграммы направленности системы антенна — РПУ.— Вести. Белорусского ун-та. 
Сер. 1, фнз., мат. н мех., 1980, Л’9 2.

Проведено сравнение результатов расчета диаграммы иаправленностн системы 
антенна — РПУ тремя методами: по скалярной формуле Кирхгофа; по векторизован­
ной формуле Кирхгофа; методом свертки с откликом системы антенна — РПУ. Даны 
рекомендации по разработке оптимальных методов расчета систем антенна — РПУ. 

Бнбл. 7 назв., нл. 2, табл. 1.
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УДК 539.172.3
Л о п а р с о а Ы. В., Г у р а ч с в с к м Гі В. Л. Поляризующие свойства мессбауэровскнх 
мишеней из естественного железа.— Вести. Белорусского ун-та. Сер. 1, фнз., мат. н мех., 
1980. Л'5 2.

Проведены теоретические и экспернмеігта.тыіыс нсслсдовання состояния полярнза- 
цнн пучка мессбауэровскнх у-квантов, прошедшего через две намагниченные железные 
фольги, содержащие естественную примесь изотопа Ре*’.

Бнбл. 2 назв., ил. 3.

УДК 621.396.677.7
Д а н и л е в с к и й  Л. Н., Д о м  а но в Ю. А., З е л е н  ко В. Н., И з о х  В. В.. К о р о б ­
ко О. В. Оптимизация антенных решеток с аналого-цифровым преобразованием вход, 
ных сигналов.— Вести. Белорусского ун-та. Сер. I, фнз., мат. н мех., 1980, X* 2.

Приведены результаты нсслсдовання метода оптимизации диаграммы направлен­
ности линейной антенной решетки с аналого-цифровым преобразованием входных сигна­
лов варнацней положений элементов. Показано, что для случая однобитового кванто­
вания эквидистантное расположение элементов является оптимальным.

Бнбл. 7 назв., нл. I, табл. I.

УДК 621.375
Фам Ч о н г  Хьен,  Х а п а л ю к А .  П. О возможном улучшении условий генерации 
при введении в резонатор призм полного отражения.— Вести. Белорусского ун-та. Сер. 1, 
фнз.. мат. н мех., 1980, Л? 2.

В прнблнженнн плоских волн теоретически изучены условия стационарной генера­
ции в усложненном прямоугольными призмами полного отражения резонаторе Фабрн — 
Перо. Полученные результаты (в основном по порогу н спектру генерации) сравни­
ваются с известными результатами по изучению генерации в простом резонаторе 
Фабрн — Перо. Выявлены н нсс.зедованы условия, которые приводят к понижению по­
рога гснсрацнн и селекции собственных типов колебаний.

Бнбл. 4 назв., нл. 2.

УДК 519.10
К о в а л е в  М. Л\., Д р о и ь С. П. О кусочно-линейной оптимизации на несвязных 
областях.— Вести. Белорусского ун-та. Сер. 1, фнз., мат. н мех., 1980, Л» 2.

Предлагается метод решения задачи с кусочно-линейной функцнен на семействе 
выпуклых многогранников. Доказывается эквивалентность этой задачи н экстремальной 
задачи на выборках. Рассматриваются частные случаи обшей задачи: задача стандар­
тизации и задача размешення производства.

Бнбл. 6 назв.

УДК 62-50
3 а б с л л о Л. Е., М а м р н л л а Ю. К управляемости линейной нестационарной систе­
мы.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, фнз., мат. н мех., 1980, Лт 2.

Исследуется управляемость линейной нестационарной системы с интегрируемым 
параметром А{1) и непрерывным параметром В(/). Полученные критерии представлены 
в форме рекуррентных или интегральных соотношений.

Бнбл. 7 назв.

УДК 517.966
Л е в а к о в  А. А. Корректность одного класса задач оптимального управления.— Вести. 
Белорусского ун-та. Сер. 1. фнз., мат. н мех., 1980, Л? 2.

Получены условия, при которых задача оптимального управления со свободным 
правым концом является корректной. Исследованы некоторые свойства решений диффе­
ренциальных включений.

Бнбл. 7 назв.

УДК 512.25
К о з е л  П. Т. О вырожденных задачах линейного программирования.— Вестн. Белорус­
ского ун-та. Сер. 1, фнз., мат. и мех., 1980, Ла 2.

Указаны недостатки в изложении теории вырожденных задач линейного программи­
рования, содержашиеся в некоторых монографиях по линейному программированию; 
дается обоснование метода Чарнса для устранения зацикливания симплекс-метода.

Бнбл. 8 назв.

УДК 517.968
Ч у м а к о в  Ф. В., В а с и л ь е в  И. Л. Интегральные уравнения типа Абеля на замкну­
том контуре.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1. фнз., мат. и мех., 1980, 2.

Рассматриваются ннтсгра.тыіые уравнения первого рода со степенным ядром на 
замкнутом контуре. Решение выписывается в квадратурах.

Бнбл. 7 назв., нл. I.
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УДК 517.62.60
Л я х о п е ц  С. Н. Достаточные условия разрешимости одной задачи управляемости 
систем нейтрального типа.— Вести. Белорусского ун-та. Сер. 1, фнз., мат. и мех., 
1980. №2.

Приводятся параметрические условия управляемости в пространствах Ьі\1і—Нт, /і] 
и Лт, НаК"  систем неПтралыюго типа.

Бнбл. 6 назв.

УДК 621-501
Ар 04 а X. Л. Минимизация функции алгебры логики путем исследования нижних еди­
ниц и верхних нулей.— Вести. Белорусского ун-та. Сер. 1, фнз., мат. и мех., 1980, Лі 2.

Предлагаются результаты, раскрывающие связь между ннжннмн едшпщамн, верх­
ними нулями, мішнмалыіымн н кратчайшими дизъюнктивными нормальными формами 
функции алгебры логики (ФАЛ). Получе)іные результаты могут быть использованы для 
решения задачи минимизации монотонных ФАЛ и для понижения перебора в случае 
минимизации произвольной ФАЛ.

Бнбл. 3 назв.

УДК 62-50
Р а к е ц к II й В. М. Об ограниченности множества допустимых траекторий при разност­
ных аппроксимациях непрерывных систем управления.— Вести. Белорусского ун-та. 
Сер. 1. физ., мат. и мех., 1980, Л» 2.

Исследуется вопрос ограниченности множества допустимых траекторий дискретных 
систем управления, являющихся разностными аппроксимациями непрерывных аналогов. 

Библ. I назв.

УДК 517.926.4
А л ь с е в и ч  Л. А. Исследование поведения решений модельной СПС.— Вести. Белорус­
ского уи-та. Сер. 1. фнз., мат. и мех., 1980, Лз 2

Продолжается исследование (Альсевич Л. А.— Вести. Белорусского ун-та. Сер. 1, 
фнз., мат. II мех., 1976, Лз 2, с. 54; 1978, Л'з 2, с. 70) модельной СПС для случая, когда 
переключения траекторий одной системы на другую происходят при каждой встрече 
с линиями переключения. Установлено отсутствие периодических решений среди траекто­
рий, которые дважды встречаются на одном из оборотов с подвижной линией переклю­
чения.

Библ. 2 назв.

УДК 517.5
М а 3 а и II к С. А. Об относительном повороте для трехмерной линейной днфференцналь. 
ной системы.— Вести. Белорусского уи-та. Сер. 1, физ., мат. и мех., 1980, Лз 2.

Получены некоторые эффективные признаки ограниченности функции относительного 
поворота для линейных дифференциальных систем третьего порядка с постоянными 
коэффициентами.

Библ. 3 назв.

УДК 518.32:33
Б о б к о в  В. В. О некоторых нелинейных методах численного решения дифференциаль­
ных уравнений.— Вести. Белорусского уи-та. Сер. 1, фнз., мат. и мех., 1980, Лз 2.

Предлагаются новые неявные методы численного решения задачи Коши для обыкно­
венных дифференциальных уравнений первого порядка и нтерациоиные процессы их 
реализации, обладающие свойством А-устойчивости и обеспечивающие достаточно хоро­
шее согласование в поведении решений дифференциального и разностного уравнений. 
Указывается на возможность использования предлагаемых методов при построении нели­
нейных разностных схем в случае граничных задач для дифференциальных уравнепнй 
с частными производными.

Бнбл. 5 назв.

УДК 539.3
С а в е н к о в  В. А. Смешанная задача теории упругости для анизотропной плоскости 
с разрезами на вещественной оси.— Вести. Белорусского ун-та. Сер. 1, фнз., мат. и мех., 
1980, Лз 2.

Дано преобразование смешанной задачи теории упругости для анизотропной 
плоскости с разрезами на вещественной оси к системе регулярных интегральных уравне­
ний. Принято, что на части разрезов как на верхних, так и на нижних сторонах, заданы 
смещения, а на остальной части разрезов — компоненты внешних напряжений. Для реше­
ния системы интегральных уравнений применяется метод ко.тлокаций.

Библ. 4 назв.


