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ОБ ОТНОСИТЕЛЬНОМ ПОВОРОТЕ ДЛЯ ТРЕХМЕРНОЙ 
ЛИНЕЙНОЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ

Рассмотрим две линейные дифференциальные системы:

=  (I)

"у(1) =  ВЎІІ), (2)
с начальными условиями х(/) |(=о = ̂ Р’, ў(/)І<=о=ў°; А и В — действи­
тельные постоянные матрицы 3-го порядка, х(1) и ў(1) — векторы (столб­
цы) размерности 3.

В каждой точке траекторий систем (1) и (2) строим соответствующий 
сопровождающий трехгранник. Исследуем ограниченность относитель­
ного поворота [1] касательных векторов Тд(/) и Тд{/), а также векторов 
нормали (() и Vд (/) построенных трехгранников, где (/) — касатель­
ный орт, а (/) — орт нормали сопровождающего трехгранника некото­
рой траектории системы (1), Тд(0 и Vд(/) — соответствующие орты для 
траектории системы (2).

Известно [2], что об ограниченности некоторой непрерывной функции 
Ф(/) можно судить по поведению функции со5ф(0- Относительный по­
ворот векторов (() и Тд (/), V I (/) и (/) будем оценивать, исследуя 
функции

СО5[Т^(0''тд(01 и С05

Матрицы А и В можно (3) представить в виде:

А = Т^АТ-^. В = 5Ув8~\  (3)

где Г и 5 — некоторые невырожденные матрицы, а матрицы ^ ^ и  ^в 
имеют специальный вид в зависимости от собственных чисел матриц А 
и В. Обозначим собственные числа матриц А н В соответственно Хі,л  л  л

^ ^1* ^2' 3̂*
X — ехр {А1) X®, у =  ехр (В1) г/“;
Г-*х®= (Хі, Хг, ХзГ, 5~^і7®= [Уі, у., УзУ\

8 'А х=\Р , {1 ) ,  Р,(1), Р,(і)У. кг = У х1  + х1. к, = У у І  + уІ,

А х ) А ^ — (Ах, А^х)Ах] = [Рі{1), Д (/) , К у ) У <
8 'Т = С = {Сі,), І, / =  1, 2, 3.
Имеют место следующие утверждения.
Теорема I. Если матрицы Л и 5  имеют только действительные соб­

ственные числа, то для любого решения х(/) системы ( 1) и для любого 
решения у{() системы (2) относительный поворот касательных векторов 

{{) и Тд (/), а также векторов нормали (/) и хд (і) ограничен на всем 
промежутке [0; -|- оо[.

Теорема 2. Пусть В — нормальная матрица [3]. Когда Хі, Хз,
л .л л
?іі-—действительные, а Х,, Хз — мнимые собственные числа, относитель­
ный поворот т^(/) итд( / )  на промежутке (0; -Ь оо( ограничен, если

л
Рі (() Ф о либо (/) =  О, но ХіУі =7̂  О, и неограничен, если (/) =  О,
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X,//, =  0. Относительный поворот V^(/) н Vд(/) на промежутке |0; +  оо[ л  л  А л л  л
ограничен, если /^ , ( 0 ^ 0  л и б о (0 =  0, но X, (X, —  ц ) й і !/ і =5^0 и не- л л  л  л  л  л  л
ограничен, если Рі(і) =  0, X, (Хі — =  где ц =  Ке X,.

Последующие теоремы формулируются в предположении, что обе 
матрицы А и В — нормальные.л  л

Теорема 3. Когда X., Хз X,, Хз — мнимые собственные числа, причем 
Л, =  о, относительный поворот т^(/) и Тд(/) на промежутке [0; +  «>1л  л
ограничен, если Х,</і#0 либо Х,у, =--0, но СцфО,  и неограничен, если 
Х̂ Уі =  о н С|| - 0. л  л

Теорема 4. Когда Х*. Х3, Хз, Х3 — мнимые собственные числа, причем л  _  _
кі = 0, относительный поворот т^(/) и т^(/) на промежутке (0; +  оо[ 
ограничен, если Х,х, :^ 0  либо ХіДГі =  0, но с,,=?^0, и неограничен, если 
Х,.т, =  о и Сц =0. л  л  А

Теорема 5. Когда Х̂ , Х3, Х̂ , Хз—мнимые собственные числа и к^к^фО, 
относительный поворот т^(/) и т^ (/) на промежутке 10; +  оо[ ограничен,л  л  л А
если дГі»/іС,іХ,Хі =?̂ 0 и Хі >  р, X, >  р, где р =  КеХз, р =  КеХз.

Л /V
Теорема 6. Когда Х,, Хз Х*, Хз — мнимые собственные числа (Хз=р+л л  л  "  л

-р Х2 =  р +  /\’) /и  й,/г, # 0, для ограниченности относительного по­
ворота касательиы.ч векторов т^(/) и Тд(/) на промежутке [0; +  оо[ до­
статочно выполнение одного из следующих условий:

I. ЯіДГ| = о, I с̂  ̂1=1, ХіУі ^  0; 2 , Я,|Хі 0, I Сц | = 1 , Хуу  ̂ = 0;л  л
3. Х,дг, =  0, I с,, I =  1, Х,у, =  0, V =  V 5§п (с,, (1е1 С).

Относительный поворот этих векторов на промежутке [0; +  оо[ неогра-л  л
ничен, если Х,х, =  0, Х̂ у  ̂=  0, | Сц | =  1 • V =/= іг  Vл  л

Теорема 7. Когда Х«, Х3, X,, Л.3 — мнимые собственные числа, относи­
тельный поворот векторов нормали Vд(0 и Vд(/) на промежутке [0; +ос[ 
ограничен, если выполнено хотя бы одно из условий;

1 ■ I ^111 =  1 • (^1 — Р) (^1 — 1̂) ^\Уі ^  0'

2- I Сц 1 =  1, 1̂ (^1 —  р) -̂ 1 ^  о, р) 1̂ Х^Уі =  0;л  л  л  л  л
3. 1с„1 =  1, А, (X, — р) ХіХ, =  о, (Хі — р)й,Х,і/і=0, V=V5бп(с,,(1е^С). 

Относительный поворот этих векторов на промежутке [0; +<»[ неогра-л  л  л  л
ничен, если йі (>-і — р) Х,х, =  0, (Хі — р) Х,»/, =  0, 1сц | =  1, Дг V.
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