
Если задача Р лежит в некоторой достаточно малой бі-окрестностн 
(0< б«^б) задачи Р, то

|ф ( '/( -) . г ( ) ) - і ( х „ р , ( . ) .  (13)
для всех («/(•). г { ) ) ^ С п { Т ) Х  ||«/(•) — (•) 1| <  V. 11г(-) —
— Х((р) (•) где V — достаточно малая положительная постоянная.
Согласно предложению 1, существует б,, 0 < б 2 < б і, такое, что для 
каждого решения хцр){-) можно найти решение Хі{ ) :Т-*Р" задачи (2), 
удовлетворяющее условиям

||^^ИР)(-)—^ < (-) ||< У . ^Л -)|1<У . (14)
л л

если а(Со, Оо)^&2. а(Р(1, х), Р(1, х ) )^ б г  при всех (/, х )е Г Х ^ " . 
Из ( 12) —(14) получаем л

л Л 4 -М ^ е  (15)
для любой задачи Р^Уй,(Р).

Аналогично доказывается, что
л Л4-Л1<е (16)

для любой задачи Р, лежащей в некоторой достаточно малой бз-окрест-
ности (0< бз^б г) задачи Р. Из неравенств (15), (16) следует, что 
„ л  л
|А1—М| для всех задач Р е  Кв, (Я).

З а м е ч а н и е .  Рассмотрим следующую задачу оптимального управ­
ления. Найти нижнюю грань х функционала <р(х(-)) = § (х (^ ))  на мно­
жестве абсолютно непрерывных функций х(-):Г-*-Р", удовлетворяющих 
условиям х ( 1) = 1{1, х (1), и (0  почти при всех /е Г , х(/*)еОо, Со— ком­
пакт в Р", и ( / ) е ^ ( / ,  х(1)), и { ‘) — измеримая на Т функция.

Предположим, что функция /:7 'х Р " Х Р ’’-^Р" измерима по I при каж­
дых (х, и) и непрерывна по (х, и) при каждом I; многозначное отобра­
жение ^ :7 ’XР"->-Р" измеримо по і при каждом х и непрерывно по х при 
Каждом 1\ множество ^ (/, х) непусто и замкнуто при всех {(, х);

— непрерывная функция; (/, х)-*-Рі{(, х) =  (у еР "1 1/ = /(/, х, и), 
х)}. Значение М задачи Р =  {фі, Рі, Со} равно х.

Таким образом, рассматрнвае.мая в замечании задача оптимального 
управления будет корректной, если многозначное отображение Рі удов­
летворяет условиям теоремы.
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Я. Т. КОЗЕЛ
УДК 512.25

О ВЫРОЖДЕННЫХ ЗАДАЧАХ 
ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

При решении симплекс-методом вырожденных задач линейного про­
граммирования возможно зацикливание; способы устранения его впер­
вые получены Данцигом и Чарнсом [1]. Большое внимание вопросам 
^ірожденностн уделяется в монографиях [2 (1961), 3 (1963)]. Ссылки 
на эти работы в связи с вопросами вырожденности содержатся в различ­
ных пособиях по математическому программированию [2 (1964), 3 (1969), 
4-6].

37



в  данной заметке показывается, что в [2, 3] вырожденные задачи рас­
смотрены недостаточно строго, дается также простое обоснование ме­
тода Чарнса для устранения зацикливания.

I. Рассмотрим вырожденную задачу
2= СіХ,+ . . .  +с„дс„-^-тіп (1)

при условия.х
Х іЛ і+. . . +х„/4п =  б, / = 1,л , (2)

'Ьу
где Л, =  I ; I, / =  1, л, в  =  I ; I, ранг (Л, . . .  Л„) = т < п .  Пусть^ ^ = (  і = \ . п .  В = (  ранг (Л, . . .Л„)

либо
В(е) =В-|-еЛіЧ-. . . -{-еМп, е > 0 , (31

В (е)= В -1-е/?1- |- . . .  4-е'"/?т, е > 0 , (4)
где /?|.........Вт — произвольная линейно-независимая система т-мерны.х
векторов.

Для обоснования конечности си.мплекс-метода для вырожденной 
задачи (1), (2) в [2] рассматривается е-задача

2= сіх,+ . . .  -1-СпХ„-і-тіп (5)
при условиях

ХіЛі-|-. . .  4-х„Лп =  Д(е), Х ;^0, / = 1, п, (6)
где в [2] В (г) вида (3), а в [3] вида (4). Для е-задачи в [2 (1961), с. 208], 
а в [3 (1963), с. 259] формулируется утверждение: «существует такое 
е і > 0, что е-задача (5), (6) при 0 < е < е і  является невырожденной». Для 
е-задачи с В (г) вида (4), рассматриваемой в [3], такое утверждение ие 
имеет места. Каіі видно из примеров, векторы Ві, , Вт не могут быть
произвольными. Действительно, система х^^^І х. +  Хз x^>0,
/ =  1,3 совместна и обладает вырожденными планами, например, (0, 1, 0). 
Однако соответствующая е-система с В (е) вида (4), где Ві = (~ о )’

=  ^і(о) +  -̂ 2(?) +  ^з(?) =  ( і^ е ® )’ / =  ^ ) .  несовместна
при любом е >  0. Если задача (1), (2) с двусторонними ограничениями на
переменные, то векторы /?,.........В„ также не могут быть произвольными.
Это видно, если в приведенном примере вместо Ху >  0 положи.м 0 <  Ху <  1, 
/ =  1,3. В [2|, где рассматривается е-задача с В (е) вида (3), доказатель­
ство утверждения также является неполным, нет обоснования совместности 
е-снстемы. Здесь этот пробел легко устраним, если задача (1), (2) обла­
дает опорным планом, базис которого составляют векторы Л,, . . .  , Ат- 
Но в [2] такого предположения не делается.

2. Приведем обоснование метода Чарнса для устранения зациклива­
ния. Пусть А'=(Хі , . . .  , Хп) — опорный план задачи (1), (2). Предполо­
жим (это не является ограничением общности), что базис плана X со­
стоит из первых т векторов Лі, . . .  , Ат- Тогда справедливо равенство

ХіЛі-+-. . . + Х тЛ т= В (х і^0 , 1=  1, т ) .  (7)
Рассмотрим е-задачу (5), (6), где В(е) вида (3).

Лемма 1. Существует е і> 0  такое, что базис плана X является бази­
сом невырожденного плана Х(г)  =  (хі(е), . . .  , Хт(е), 0, . . .  , 0) е-задачи 
при любом 0< е ^ е і .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из хі(е)Л і-|-. . .  4-->^т(е)Лт =  В(е) имеем

^і(е) =.«<+е'-]-е"»+*х<т-и+ ■ • • +е"Х(п, і=  1, т, (8)
где х^—коэффициенты равенства (7), х<у, / =  1, ш, / =  1, п —коэффициенты 
равенств х , у Л і . -Ь х„;Л„,=Л;. Пусть 0 < е <  1, а=таx]x/^1, і= \ ,т ,
І = ІП+ 1, п, тогда X/ (е) >  -|- е'
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»= Х( +  е' ---- 1 —'е~)' -д ^  д , то Хі (е) >  0, / =  1, т, при любом
О <  е <  Ер

Лемма 2. Пусть решение е-задачн симплекс-методом начинается 
с построенного в лемме 1 плана ^ (е ). Существует ег>-0 (ег^е і) , что 
грн любом 0< е ^ 8г за конечное число арифметических действий най­
дем оптнмальныГг план е-задачн, либо установим, что оптимального 
плана не существует.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покаже.м, что прн достаточно малых е > 0  
Б процессе решения будут получаться невырожденные планы, а невырож­
денных планов при любом е не больше, чем С". Предположим, что уже 
получен план V (е) с базисом А,^, , А,^, невырожденный при 0 < е < е '.
Вазнсные координаты его будут выражаться формулами вида (8)

1/.(е) =«/<-|-еХ(1-Ь . . .  -Ье"Х(„, і е / =  {5і......... 5т}, (9)
Где (/(, хц — коэффициенты равенств

' ^ У і А і  =  В, '^X|^А^ =  А^, } =  ТГп. (10)
(е/ і е і

Если относительная оценка плана У(е) г ^ — Са > 0  и не все х.л^О, то 
переходим к новому опорному плану У'{е), координаты которого равны
Уі (е) =  Уі (е) — X,*, / ф  к, у'к (е) =  , где =  тіп  [7,

Гл. 4, теорема 1]. Покажем, что при достаточно малых е>0  минимум отноше­
ний Х/*>0, будет достигаться только для одного индекса, откуда будет 
следовать невырожденность плана V" (е). Достаточно показать, что эти от­
ношения попарно различны. Из (9) легко видеть, что если или

/ = 1 7 7 ^ , /< л ,  н о ^ < ^ ,  т о ^ < ^ ^
^ік ^ік ^ік ^зк

при достаточно малых е >  0. Осталось показать, что равенство__  X,),
) — 1, п, невозможно. Из этого равенства следует, что координаты х,у и x,^

/ \  . _
секторов I. / = 1. / 1, пропорциональны, однако, из ( 10) ранг

(.V,. . .  Х„) — ранг (Л, . . .  Л„) =  гп. Таким образом, существует е'-:^ е', что 
V' (е) — невырожденный план для 0 <  е -<е". При доказательстве леммы 2 
получено правило определения индекса /, для которого достигается мннн.мум
отношений >  о, для достаточно малых е >  0. В последователь-

ности т т  ——, тш  — / =  где каждое отношение рассматривается

для индексов /, дающих минимум предыдущему отношению, по меньшей 
мере, один из минимумов достигается только для одного индекса; /-индекс, 
прн котором достигается первый из таких минимумов.

Отметим, что вектор с индексом / удаляется нз базиса прн пере.ходе 
от плана У(е) к плану У'(е).

Последовательности планов, получаемых прн решении е-задачи соот­
ветствует последовательность опорных планов исходной задачи: нз (9) 
н (10) следует, что если У(е) — невырожденный план для 0< е ^ е " ,  то 
Уі^О, і ^ І ,  являются базисными координатами плана У задачи (1), (2). 
Оптнмалыю.му плану е-задачн будет соответствовать оптимальный план 
задачи (1), (2), так как их относительные оценки будут совпадать. Если 
е-задача нс обладает оптимальным планом, то для некоторого невырож­
денного плана У(е) 2^—с»>0 н все х,а^ 0 .  Это будет иметь место и для 
соответствующего плана У задачи (1), (2). Следовательно, она также не 
обладает оптимальным планом. Ясно, что последовательность планов,
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которая дает решение исходной задачи, можно получить независимо от 
с-задачи. Достаточно при решении задачи (1), (2) индекс I удаляемого 
из базиса вектора при переходе от одного опорного плана к другому 
определять с помощью правила, полученного для е-задачи при доказа­
тельстве леммы 2. Такой выбор индекса I устраняет возможность за­
цикливания.

В заключение отметим, что нуждается также в исправлении в [8, с. 24] 
доказательство предложения 2 о вырожденных задачах.
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Кафедра высшей алгебра

УДК 517.968
Ф. В. ЧУМАКОВ. И. Л. ВАСИЛЬЕВ

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ТИПА АБЕЛЯ 
НА ЗАМКНУТОМ КОНТУРЕ

В последние два десятилетия решено большое число интегральны.х 
уравнений, являющи.хся обобщением в различных направлениях хорошо 
известного классического уравнения Абеля [1—6]. Во всех случаях, 
кроме [5], контуром интегрирования является разомкнутая дуга. В ра­
боте {5] рассматриваются некоторые уравнения со степенным ядром на 
замкнутом контуре. В частности, дается решение в замкнутой форме 
уравнения первого рода

г ф(т)(^т ^  Г ф(т)^т ^  ГОЧ
•> (/ — X)’ г/ — ' '  'Г (< — •')

( 1)

в случае к ф \ ,  е--"'®'. В настоящей работе дается в квадратурах решение 
уравнения (1) при к=\ ,

1. Вспомогательные утверждения. В дальнейшем нам понадобятся 
следующие утверждения, легко получаемые путем небольшого измене­
ния теоремы об аналитичности интеграла по параметру [7, с. 62], (1, с. 17).

Теорема А. Пусть однозначная функция ф+(г, 5) аналитична по 2 
в области 0 +, ограниченной простым замкнутым контуром, и непрерывна 
по 5 на некоторой спрямляемой кривой Г. Если функция !($) непрерыв­
на на Г за исключением, быть может, конечного числа точек, в которых 
она может обращаться в бесконечность интегрируемого порядка, то
функция Р*" (г) =  I (2, 5) /  (5 ) й$ является аналитической в областиГ

Теорема Б. Пусть однозначная функция ф~(г:, 5) аналитична по г 
в области О", представляющей собой плоскость С с выброщенной 
областью, ограниченной простым замкнутым контуром, н непрерывна 
по 5 на некоторой спрямляемой кривой Г. Если функция /(5) непрерывна 
на Г, за исключением, быть может, конечного числа точек, где она может
40


