
+ а п -1̂ "  '] —аоОп-і(т)Е+[ао(т) 4"ОіОп->(т)1і44'. . .  4"(Яп-з(т) 4*
+ап-2ап-і(т)]Л"-24-[а„_2(т)4-ап-іап-і(т)]і4"->,

откуда, сравнивая коэффициенты при равных степенях матрицы А,  полу
чаем линейную дифференциальную систему ( 11) с начальными усло
виями (12). Постоянные а<, 1 =  0, га—1, суть коэффициенты характери
стического полинома Я."— . . .  —ао матрицы А.

4. В качестве приложения рассмотрим систему (1), у которой одно
родная часть приводима. Пусть Ь(/) — преобразование Ляпунова. В этом 
случае исследование управляемости системы ( 1) эквивалентно исследо
ванию управляемости системы

і / = А і у + ^ ~ Ч 0 ^ ( 0 й ,
где Аі = І-*(()А ( ( ) есть постоянная матрица.

В заключение авторы выражают благодарность Р. Ф. Габасову за 
обсуждение результатов работы.
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КОРРЕКТНОСТЬ ОДНОГО КЛАССА ЗАДАЧ 
ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

Исследованием корректности задач оптимального управления, начи
ная с работы {!], занимались многие авторы (см., например, [2, 3]). В отли
чие от этих работ в предлагаемой заметке исследуется корректность 
задачи оптимального управления со свободным правым концом.

Будем пользоваться следующими обозначениями: ||х|1=у^х*-1-. . . —
норма в Л"; р (х, О) =  1п( || х — г/1| — расстояние от точки х до множе- 

1/ес
ства С; а{Р, С) =  тах {зирр (х, С), 5ирр({/, Г)}—отклонение множеств Р
и С; С„(Т)—банахово пространство непрерывных отображений х( ):[<о,
/іІ =  Г с нормой ||х ( •)  II =  5цр|| X (0  Ц; (Г) — банахово простран-

гег л
ство измеримых отображений х (- ) :Т -* /? "  таких, что ^  || х (/) || (і/<  оо

I,I,
с нормой IIX (•) II =  IIIX (/) |1 ёі. Везде в заметке измеримость и сумми-

I,
руемость понимаются в смысле Лебега.

Рассмотрим дифференциальное включение
Х ^ Р { 1, х). ( 1)

В соотношении (1) хе/?", /е Г , Р — многозначное отображение, ставя
щее в соответствие каждой точке ((, Х ) ^ Т х Р "  некоторое множество 
Г(/, х)е/?'*. Будем предполагать, что отображение Р удовлетворяет 
условиям:
3 Зак. 1080 33



() Р{і, л') — непустое замкнутое множество при всех (/,
II) Р измеримо по I при каждом хе/?" (-}];
III) для любого N > 0  существует функция к(  ) ^ і \ { Т )  такая, что

л-'). Р((. х " ) ) ^ /г ( / )1к '-д :" || 
при всех /е Г , х'. х", Цх'ІІ^Л’,

Решеннем дифференциального включения (I) считаем в с я к у ю  абсо
лютно непрерывную функцию 1->-х(1), определенную на некотором 
отрезке (/*, н удовлетворяющую соотношению х(1)^Р{1,  х(1))
почти при всех /**].

Решение задачи
х^Р( ( ,  х), х ( 1о)^Со,  Сосг/?", (2)

назовем допустимым, если оно определено на Т. Пусть О — множество 
допустимых решений.

Пусть (р:С„ (Л  Х^п(7')-*У? — непрерывный функционал, удовлетво
ряющий условию: для любой постоянной Л >  О н лю ^й функции 
Л (•)€=/-! (Г), Л (О >  О существует постоянная В > 0  такая, что |ф(х{), 
!/(•)) К  В для всех (х(-). і/(-)), | |х ( - ) | |< Л ,  \\у (1)\\ ■ I ■^Т.
Будем рассматривать следующую задачу оптимального управления: Найти

М =  іпГ ф{д^(-).
х( )60

ЛІ назовем значенне.м задачи Р =  {ф, Р, Со}- Наряду с задачей Р рас-
л л л  л

смотрим задачу Р =  {ф, Р, Со}, параметры которой удовлетворяют те.м же 
условиям, что и параметры задачи Р. Ее значение будем обозначать М. 
Будем говорить, что задача Р лежит в б-окрестностн задачи Р (писать 
Р е Е { (Р ) ) ,  если а(Со, Со) 6; а{Р((, х), Р (І, х ) Х б  для всех 

{I, х ) ^ Т 'X Р"-, |ф(.х(-), !/(■)) — ф(-'^(-). '/(■))! < 6  для всех (х (-), 
У(- ) ) ^С ,ЛТ)  < іп(Т).

Задачу Р назовем корректной, если —св<;М -< +  оо и для любого
л л

е> 0  существует 6 > 0  такое, что |Л1—Л /Х е  для всех задач РеК л(Р).
Лемма 1. Пусть многозначное отображеііне Р удовлетворяет уело 

ВИЯМ і), І І )  и, кроме того, оно непрерывно по х  почти при каждом фикси
рованном /е Г ; х (- )е С „ (Г ) . Тогда отображение 1-^Р(1, х (/)) измеримо 
и замкнуто.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Замкнутость отображения 1-*-Р((, х(1)) оче
видна. Докажем его измеримость. Разобьем отрезок [/о, /і] на т равных 
частей точками V', к = 0, . . .  , т(1о = Р, /і = /'"). Пусть хи = х{(’‘). Рассмот
рим многозначное отображение

[ Р((, х„). Р[.
.............................

I Р(і, х„_і), / е  (”].
Согласно теореме 2 (4, с. 342], функция 1-*-р(у, Фт(П) измерима при лю
бых н щ = 1, 2...........Легко видеть, что почти пр)і всех /е Г
р{'/. Ф т(0)-*'р(|/. Ф(Л ^ (0 )  при ш-<-оо. Поэтому функция (-*-р{у,Ф{1, 
х(/))) измерима при любом уе/?". Теперь из теоремы 2 [4] следует тре
буемое утверждение.

В работе [б| лемма I доказана при несколько более жестких условиях. 
Лемма 2. Пусть многозначное отображение Р удовлетворяет усло

виям леммы 1; {(■) — измеримая функция; х(-)еС п(7"); Ф (0 =
= {х^Р((,  х(0)  |р(>с, 1(1)) =рШ0> ^ (0 ))} - Тогда существует изме
римая функция и(- ) :Т-*Р’' такая, что и(1) ^Р{ ( ,  х ( 1)) и р([(і), й(і)) = 
= р{І(1),Р(1,х(1))) , ІеТ.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу теоремы 2 [4] и леммы 1 при любом 
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{/е/?" функции 1̂ 9 (у, ЦІ)),  і-^р(у, Р(.(, Д^(0)) измеримы на Г. Функ 
ция (I, у)=р(Р((,  х(1)), у) удовлетворяет условиям Каратеодори 
Согласно следствию к предложению 8 [4, с. 345], функция 1-*-рЦ({) 
Р(1, х{і))) измерима. Из следствия 2 к теореме 3 [4, с. 347] следует изме 
рнмость отображения Теперь существование требуемой функ
цни и(-) следует из теоремы 1 [4, с. 341].

Пусть х( •) :[/*, — решение задачи
х^Р(1,  х), хЦ*)=Хо, (3)

/і = ІІ- (̂-)ІІ. » пусть функция к(-) ,  участвующая в формулировке усло
вия ІІІ), соответствует числу л

Предложение I. Пусть отображение Р удовлетворяет условиям
() —ш); •’с). Р {(> х ) ) ^ г  при всех ((, х) е  (/*, <**] X /?". Л
||дГо — д '̂|| =  V < 1. Тогда существует решение х * ( - )  задачи х с г . Р ( і ,  х ) ,  

х{і*) = хІ, такое, что | |х {/) — (/) || < | (/). 1й (0 — л;* (/) | |<

.Г н--и-
почти при всех /**] таких, что здесь = +

I
( 3

-I- Г I с ’ (ІТ .
!•

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как х(-)  — решение дифференциального
А _

включения х=Р(і,  х), то р(х(/), Р ((, х{1))-^г почти при всех /**].
Построим последовательность х, ( • ) , /  =  О, 1, . . .  ,

/
.Хо ( / )  =  X (/), Хі+і (/) =  Х^ +  .(̂ Ч, (Т ) СІХ, 1 =  0. 1..............

/•
где «і(-) такая измеримая функция, что почти при всех /

« ,( / ) е ^ ( / ,  х ,(/)), ||и.(0 - х .( / ) | |  = р (х ,( /) , 'г (^ х ,(1))).
В силу леммы 2 такая функция «((•) существует.

Дальнейшее доказательство предложения 1 является повторением 
доказательства теоре.мы 1 нз работы [5].

Следствие. Пусть многозначное отображение Р удовлетворяет усло
виям / ) — ш); существует функция ш (■) ^  ^[ [/*, /**] такая, ч т ор ( 0, 
Р(С ^о)) / ^  [/*, /**]. Тогда существует решение задачи (3) на
отрезке (/*, /**] или на его части.

Это утверждение устанавливается так же, как предложение I и след
ствие к теореме 1 [5].

Пусть {/-]е — замкнутая е-окрестность множества О — множество
л

решений задачи (2), а й  — множество решений задачи

х ^ Р ( { ,  х), х(1о)^Оо-. (4)

п, =  { х е /? " |х  =  х (0 , х ( . ) е й } ,  п, =  {хе/?'М х =  х (0 , х ( - ) е й ) .
л

Предложение 2. Пусть отображения Р, Р удовлетворяют условиям 
/■)—ш); все решения задачи (2) продолжнмы до точки /і; Со — компакт 
в /?". Тогда для любого е > 0  существует такое г > 0 , что

а(Й, Й)=^е, (5)
если лл  л

о(Со, Со) ^ г ,  а{Р{1, х), Р{1, х)) при всех (/, хЗеТ х /?" . (6) 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Существует компакт П в /?" такой, что

П/сгП при всех /е Г . (7)
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в  противном случае существовало бы решение задачи (2), не продолжи- 
мое до точки /і.

Возьмем произвольное е > 0 . Для любого решения зада
чи (2), согласно предложению I, найдется решение за
дачи (4), удовлетворяющее условию

(8)

если выполнено условие (6) с достаточно малой постоянной г =  г і > 0, 
поэтому

(9)
л л

если а(Оо, Оо)^Гі, а{Р(1, х), Р(1, д :))^ г , при всех (/, д :)еГ х/?".
Пусть о — некоторая положительная постоянная. Существует чис

ло Гг, 0< Г 2̂ Г і такое, что

П«с[П]о ( 10)

если а(Со, С оХ гг, а{Р{(, дг), Р{(, х ) )^ г г , (/, х )е7 х ^ ?" . Предположим, 
что включение (10) не имеет места, т. с. для любого о)>-0 сушествеет 
решение Хш(-) задачи (4), удовлетворяющее условиям Хш(0е[П]о, 
/е[/о, /ы], х(/и)е(Э[П]о (5[П]о — граница компакта [П]о), хотя ц(Со,
С о)^(1), а(Р{(, х), Р{1, x)^_:^а), (/, х )е Г х /? " . Тогда, согласно предло
жению 1, для некоторого ы >  0 найдется решение задачи (2) х( ):(^о. 
<-1 — /?" такое, что (/;:) Ц < - у . Отсюда следует х{/-)  ̂П, что
противоречит выбору компакта П.

Согласно предложению 1, для любого решения х(-) задачи (4)
существует решение задачи (2) х ( - ) : Г-*-/?", удовлетворяющее неравен- 

л л
ству (8), если а(Со, С о)^г, а(Р{1, х), 7(/, х ) Х г ,  где г достаточно ма
лая положительная постоянная. Значит, при выполнении условия (6),

[0 ]г=>П. ( 11)
Из соотношений (9), (11) следует (5).
Если условие Ш) не выполнено, то, как показывает пример х еЕ (х ), 

х(0) = 0, 7 = [0, 1], где множество Р(х) при каждом х е /?  состоит из одной

точки х з , предложение 2 может не иметь места.
Будем говорить, что выполнено условие а), если для любого т) >  0 

существует функция Н { - ) ^ Ц ( Т )  такая, что зир зир р (0, у ) ^ Н ( і )
1|х|1<г, X)

при всех / е  Т.
Теорема. Пусть многозначное отображение Р удовлетворяет условиям 

І)—ш), а); Со — компакт; каждое решение задачи (2) продолжнмо до 
точки ІІ. Тогда задача Р корректна.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  При сделанных предположениях допустимые 
решения существуют, и множество П< при всех / е Т  принадлежит неко
торому компакту. Отсюда и из условия а) следует, что —оо<Л1<-(-оо.л
Из предложения 2 имеем —оо<Л4<-[-оо для всех задач Р из некоторой 
б-окрсстиости задачи Р.

Возьмем произвольное е >  0. Пусть (х̂ „ Т5(-)) — минимизирующая по- 
л ’ л

следовательность в задаче Р ^ У і ( Р ) .  Существует номер / (Р) (вообще 
говоря, зависящий от Р) такой, что

|Л 4  — ф (Х („ 7 , ( • ) ,  х „ р ,  ( • ) ) | < - ( 1 2 )



Если задача Р лежит в некоторой достаточно малой бі-окрестностн 
(0< б«^б) задачи Р, то

|ф ( '/( -) . г ( ) ) - і ( х „ р , ( . ) .  (13)
для всех («/(•). г { ) ) ^ С п { Т ) Х  ||«/(•) — (•) 1| <  V. 11г(-) —
— Х((р) (•) где V — достаточно малая положительная постоянная.
Согласно предложению 1, существует б,, 0 < б 2 < б і, такое, что для 
каждого решения хцр){-) можно найти решение Хі{ ) :Т-*Р" задачи (2), 
удовлетворяющее условиям

||^^ИР)(-)—^ < (-) ||< У . ^Л -)|1<У . (14)
л л

если а(Со, Оо)^&2. а(Р(1, х), Р(1, х ) )^ б г  при всех (/, х )е Г Х ^ " . 
Из ( 12) —(14) получаем л

л Л 4 -М ^ е  (15)
для любой задачи Р^Уй,(Р).

Аналогично доказывается, что
л Л4-Л1<е (16)

для любой задачи Р, лежащей в некоторой достаточно малой бз-окрест-
ности (0< бз^б г) задачи Р. Из неравенств (15), (16) следует, что 
„ л  л
|А1—М| для всех задач Р е  Кв, (Я).

З а м е ч а н и е .  Рассмотрим следующую задачу оптимального управ
ления. Найти нижнюю грань х функционала <р(х(-)) = § (х (^ ))  на мно
жестве абсолютно непрерывных функций х(-):Г-*-Р", удовлетворяющих 
условиям х ( 1) = 1{1, х (1), и (0  почти при всех /е Г , х(/*)еОо, Со— ком
пакт в Р", и ( / ) е ^ ( / ,  х(1)), и { ‘) — измеримая на Т функция.

Предположим, что функция /:7 'х Р " Х Р ’’-^Р" измерима по I при каж
дых (х, и) и непрерывна по (х, и) при каждом I; многозначное отобра
жение ^ :7 ’XР"->-Р" измеримо по і при каждом х и непрерывно по х при 
Каждом 1\ множество ^ (/, х) непусто и замкнуто при всех {(, х);

— непрерывная функция; (/, х)-*-Рі{(, х) =  (у еР "1 1/ = /(/, х, и), 
х)}. Значение М задачи Р =  {фі, Рі, Со} равно х.

Таким образом, рассматрнвае.мая в замечании задача оптимального 
управления будет корректной, если многозначное отображение Рі удов
летворяет условиям теоремы.
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О ВЫРОЖДЕННЫХ ЗАДАЧАХ 
ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

При решении симплекс-методом вырожденных задач линейного про
граммирования возможно зацикливание; способы устранения его впер
вые получены Данцигом и Чарнсом [1]. Большое внимание вопросам 
^ірожденностн уделяется в монографиях [2 (1961), 3 (1963)]. Ссылки 
на эти работы в связи с вопросами вырожденности содержатся в различ
ных пособиях по математическому программированию [2 (1964), 3 (1969), 
4-6].
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