
x̂  ̂ і = 1..........т ,  / =  1, . . .  , л, (18)
8/̂  = 0=>x^^ = О, I — I, . . .  , т, / = I, . . .  , п, (19)

где II б,у II — заданная матрица заменяемости изделий, функции затрат 
/'(х-') имеют вид (4).

В задаче (15)—(18) функция г (п) имеет вид:

(20)

г (л) =  т іп  ^  ( с.”/ 2  X/, +  )
/=1 \  <=1 /

при условиях (17)—(19) и
т

/ =  1, . . . .  л.

Следовательно, для вычисления г(л') решаем открытые транспортные 
задачи со специальной функцией и запрещенными клетками:

т  п

т іп ] ^  2
1=1 1=1

при условиях (17)—(19), (20).
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Кафедра математического 
обеспечения АСУ

УДК 62-50

л. Е. ЗЛБЕЛЛО, Ю. МАМРИЛЛА

К УПРАВЛЯЕМОСТИ ЛИНЕИНОИ 
НЕСТАЦИОНАРНОЙ СИСТЕМЫ

Пусть имеется система
х = А{1)х + В (1)и, (1)

где X — л-вектор; и — г-вектор; /еТ =[/о , /|].
Одним из важных вопросов теории управляемости является нахож

дение необходимых условий управляемости, выраженных через пара
метры системы П—3].

Хорошо известный критерий управляемости [2, 4] состоит в том, чтобы 
для каждого д, |1§||=7̂ 0, имело место соотношение

ё'Р{1и І )В { І)Ф 0 ,  (2 )
Цель настоящей статьи: получить необходимое и достаточное условие 

управляемости системы (1) через параметры Л (/), 5(Ц .
1. Пусть матричная функция А (1) интегрируема на Т, причем 

||Л (/) ||< а , функция В(1) непрерывна на Т: выполнено условие Лаппо- 
Данилевского (матрица А{1) коммутирует со своим интегралом). Тогда 
имеет место

Теорема. Система (1) управляема тогда и только тогда, когда сущест- 
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пуют числа зф і) ,  и —1ц ^ Т ,  і = 1, п, для которых выпол
няется условие

гапк I
I

А ( і ) с і і+  . . .  -Ь Р, X

ХВ{{ і  — Н,), І = 1, п =  п. (3)

где Р', / = 1 ,  л — суммы определенных сходящихся численных рядов, 
члены которых выражаются через определенные интегралы от элементов 
матрицы А (/), /„  Н,.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточность. Допустим противное; усло
вие (3) выполняется, но система (1) неуправляема. Значит, для 1 = і\ 
и некоторых Хо, Хі не найдется управления и(1), І ^ Т  такого, что х{іо) =Хо, 
х(/і)=хі. На языке неявного критерия (2) это означает, что существует 
вектор § Ф 0, такой, что

ё'Р{(и П В Ц ) ^ 0 .  1^Т.  (4)
где матричная функция Р{(і, () — решение задачи

1)А(1). Р({„ (5)
л

Решением задачи (5) является функция В (/і, I) — ехр ] А (х) сіх. Следо-
/

вательно, условие (4) можно записать 
<1

д'  ехр ] А (т) (ІХ В (1) =  0, / е  Т,

или в виде

? +  .1 -4 (т) (1х +  А{х)с1х'  ̂+  . . . +

(6)

Так как ||у4(/)||^а , / е Г  то, очевидно, матричный ряд (6) с.ходится абсо
лютно и равномерно на каждом [/і— /і]. Подставим в (6) на место I 
поочередно числа Іі—Ні, . . .  , іі—Йп, которые выбраны произвольно из 
отрезка Т. При / =  /і—Лі из (6) следует

+  + . . . ] в ( / і - й г )  =  0. (7)

Используя теорему Кэли—Гамильтона, из (7) получаем

+  + —Л,) =  0, (8)

где через у' обозначены сходящиеся численные ряды, зависящие от /„  Л, 
и определенных интегралов элементов А (І). Обозначим суммы этих рядов 
через р), / =  1, п. На основе последнего можно (8) записать в виде

г ' [ р 1̂  +  р П '^ ^ (т )^ т  +  . . .- і -р і |^ Д ’  ̂ Л(х)^т^ ^ В (^ -Л .)  =  0. (8')

Проводя такой же процесс при І = іі—Нг, . . .  , / =  <і—Л„, получаем вместе 
с (8') уравнения
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Из предположения § ф 0  вытекает, что ранг матрицы в (3) меньше п. 
Полученное противоречие доказывает достаточность условия (3) для 
управляемости системы ( 1).

Необходимость. Предположим, что (2) выполняется, но ранг матри
цы (3) меньше п. Последнее означает, что существует такой ненулевой 
п-вектор что

^ ' [ р і ^  +  р 2  | ^ Л ( т М т  +  . . .  +  р ' ^ Д ^  Л ( Т ) * ^  ^ В ( 1 , - Н І )  =  0 .  / = 1 . п .

ё р и + р 2 [ Л { т М т + . . .+ р '( |  /1(тМт) ] в ( / і - М  =  0. / = 1,л .
/.-л, ^

(9)

Так как числа /і—Л,- выбраны произвольно из (/о, М, то равенства (9) 
имеют место лишь в случае, если ё'Р{1и /)В ( /)= 0 , /е Г .  Итак, получено 
противоречие с предположением (2). Необходимость условия (3) до
казана.

2. Для эффективной проверки критерия (3) воспользуемся форму
лой [5];

|ХЕ —/1|
где Ф*(Х) '

(Ш1-1-Ш2+ .. . т ,  =  п); С(Х) — приведенная присоединенная матрица для 
У,Е—А, определяемая соотношением В(\)=Оп-і(}-)С(Х),  где В{"К) — 
присоединенная матрица к матрице А, т. е. удовлетворяющая равен
ствам: (}.Е-А)В(■К)=^(X)Е■, ВСК)СКЕ-А)=МХ)Е\  Д(Х) =  1ХВ-Л1 и 
Е>п-іО-) — наибольший общий делитель всех миноров (п—1)-го порядка 
характеристической матрицы ХЕ—А.

Обозначив I  А (т) дх =  Ф,, получаем
/.-л,

= У — Р-!-------Г СН\) ,']('">-<) (10)

где — собственные значения матрицы Ф ,̂ / =  1, л. Формулу (10) можно 
использовать для проверки условия (3) теоремы, которое принимает вид

ранг (е'*’' В {(— й,), I =  1, л} =  л.
3. В случае, когда матрица А(і) =  А постоянная, условие (3) теоремы 

можно заменить следующим:
ранг {[Со (/, — Лі) Д +  Оі (<1 — Л<) й,Л +  • • • +

+  а„_1 (<, -  Л,) й Г ' Л "-' 1 В (/і -  й;), / =  ГТ} =  л, 
где функции ло(т),. . .  , а„_і(т) определяются из уравнений 

Ло(т) =ооап-|(т); аі(т) = ао(т)+ а іа„_ і(т ); .. . ;
а„_,(т) = ап -2(т)+аг,_іап-і(т) ( 11)

с начальными условиями
а о ( 0 )  =  1, а , ( 0 ) = 0 ..............а „ _ , ( 0 ) = 0 .  ( 1 2 )

Действительно, сделав замену независимой переменной і\—1 = х, 
имеем с'‘'  =  ао(т)ЕЛ -аі(т)Л +. . . -^а„_і(т)Л "-‘. Так как выполняется 
условие Лаппо-Данилевского, то

ао(т)В+аі(т)Л 4-а2(т)Л2+  . . .  а„-і(т)Л "-‘ =  ао(т)Л +аі(т)Л 24- . . .  +  
+Оп-і(т)Л" = ао(т)Л-{-аі(т)Л--|- . . .  +а„_і(т)[аоВ+аіЛ-{- • • • +
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+ а п -1̂ "  '] —аоОп-і(т)Е+[ао(т) 4"ОіОп->(т)1і44'. . .  4"(Яп-з(т) 4*
+ап-2ап-і(т)]Л"-24-[а„_2(т)4-ап-іап-і(т)]і4"->,

откуда, сравнивая коэффициенты при равных степенях матрицы А,  полу
чаем линейную дифференциальную систему ( 11) с начальными усло
виями (12). Постоянные а<, 1 =  0, га—1, суть коэффициенты характери
стического полинома Я."— . . .  —ао матрицы А.

4. В качестве приложения рассмотрим систему (1), у которой одно
родная часть приводима. Пусть Ь(/) — преобразование Ляпунова. В этом 
случае исследование управляемости системы ( 1) эквивалентно исследо
ванию управляемости системы

і / = А і у + ^ ~ Ч 0 ^ ( 0 й ,
где Аі = І-*(()А ( ( ) есть постоянная матрица.

В заключение авторы выражают благодарность Р. Ф. Габасову за 
обсуждение результатов работы.
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КОРРЕКТНОСТЬ ОДНОГО КЛАССА ЗАДАЧ 
ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

Исследованием корректности задач оптимального управления, начи
ная с работы {!], занимались многие авторы (см., например, [2, 3]). В отли
чие от этих работ в предлагаемой заметке исследуется корректность 
задачи оптимального управления со свободным правым концом.

Будем пользоваться следующими обозначениями: ||х|1=у^х*-1-. . . —
норма в Л"; р (х, О) =  1п( || х — г/1| — расстояние от точки х до множе- 

1/ес
ства С; а{Р, С) =  тах {зирр (х, С), 5ирр({/, Г)}—отклонение множеств Р
и С; С„(Т)—банахово пространство непрерывных отображений х( ):[<о,
/іІ =  Г с нормой ||х ( •)  II =  5цр|| X (0  Ц; (Г) — банахово простран-

гег л
ство измеримых отображений х (- ) :Т -* /? "  таких, что ^  || х (/) || (і/<  оо

I,I,
с нормой IIX (•) II =  IIIX (/) |1 ёі. Везде в заметке измеримость и сумми-

I,
руемость понимаются в смысле Лебега.

Рассмотрим дифференциальное включение
Х ^ Р { 1, х). ( 1)

В соотношении (1) хе/?", /е Г , Р — многозначное отображение, ставя
щее в соответствие каждой точке ((, Х ) ^ Т х Р "  некоторое множество 
Г(/, х)е/?'*. Будем предполагать, что отображение Р удовлетворяет 
условиям:
3 Зак. 1080 33


