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М. М. КОВАЛЕВ. С. П. ДРОНЬ

О КУСОЧНО-ЛИНЕЙНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ 
НА НЕСВЯЗНЫХ ОБЛАСТЯХ

Сформулируем общую задачу кусочно-линейной оптимизации на 
несвязной области

при условиях
/=1

і = 1, , т.

( 1)

(2)

и, И ’ ^/1’ / = ! . • • • . « • (3)

где
(X;) =  с̂ x̂̂  +  гі'. x  ̂е  (х', х}1. (4)

Предполагается, что функции {x^) однозначны, т. е., если х'-^ =  х/ 
для некоторых / и І, считаем, что в (4) Х ;е(х', х'], причем в этом случае

с‘-~ х ‘-^ +с1‘- ^ ^ с ‘і ^  +  й‘. (5)

При з̂  = 2, ^  = X/ =  =  О, X/ =  -1-оодля всех / задача (1)—(4) превра­
щается в известную задачу линейного программирования с фиксирован­
ными доплатами в целевой функции [1].

Если с| =  =  . . .  =  с̂ / =  с̂ , =  . . .  =  =  О, то задача (1)—
(4) превращается в почти дискретную задачу линейной оптимизации (2]. 
В работе [2] изучалась задача линейного программирования с разрывной 
целевой функцией, которая есть частный случай задачи (1), (2), (4) при

=  О для некоторых / и для остальных і (6)

и Су' =  =  . . .  =  с^іі=су, в [2] автор сохраняет только предположение (6).
В работе В. Рунге и М. Шоха (3) задача (1)—(4) изучалась в пред­

положении (5) и с '> 0 ,  х/“ ‘ для всех /, /.
Здесь мы покажем, что задача (I) — (4) эквивалентна некоторой 

экстремальной задаче на выборках и для ее рещения применимы эффек­
тивные алгоритмы упорядочения, предложенные в [4, 5], причем из 
одного из них вытекает алгоритм В. Рунге и М. Шоха [3]. В качестве 
приложения рассмотрим алгоритмы рещения задачи размещения произ-

27



водства и задачи стандартизации с кусочно-лннсйными целевыми функ­
циями.

Рассмотрим множество выборок: 0 = { л  =  (л,, . . . .  Л п)|луе{1, . . . .
Л

5;}. / =  1. ••• . Для положим //(л) =  {(дГі, , х^) а̂ x̂̂  <
/= ‘

/ =  I, . . . .  гп, д^/<: дгу < х^1} н определим на Н(л) функцию !^{х) =
П

=  { (дс„ . . . .  Х„) I 2  <  6,. / =  1, . . .  , т , Х̂ 1 <  <  x̂ |̂}.
/=1

Обозначим через дгя оптимальное решение в следующей задаче ли­
нейного программирования с двусторонними ограничениями:

тіп{/л(дс) |д :еЯ (л)}. (7)
и введем на О функцию г(я) =Ы{х.і)-

Теорема. Если л* — оптимальное решение в экстремальной задаче на 
выборках:

тіп(г(л) |л еД } , (8)
то Хп' — оптимальное решение задачи (1) — (4).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим противное, что Хя* — не опти­
мальное решение задачи (1) — (4), т. е. существует допустимое реше­
ние X® такое, что

/(х®)</(х„-). (9)
В силу предположения (5) для х е //(л * )

/(Хл*Х/л*(Хл*). (10)
С другой стороны, так как допустимая область задачи (1)—(4) совпа­
дает с множеством у Н (л), существует такая выборка л®, что

ІАх^)=Пх^).  (11)
Объединяя (9), (10) и (11) имеем /лЧ^л") ^Ап°(>^) </л*(->^л*). что про­
тиворечит предположению об оптимальности выборки л* в задаче (8). 
Теорема доказана.

Для решения задачи (8) применим алгоритм упорядочения выбо­
рок [1], основанный на методе построения последовательности планов

П
В. А. Емелнчева (6]. Пусть ^(п ) =  2 с я ./ ,  где

>=1

~  [с'х' (І'̂ , если с' <  0.
Нетрудно проверить, что ^ ( л ) — линейная аппроксимация снизу на 
О функции г (л), т. е. ^(л) ^ г (л )  для всех л е Д .

Решение задачи (8) заключается в построении последовательности 
выборок (л'} по возрастанию миноранты ^(л) до выполнения следую­
щего критерия оптимальности:

/■(л*) =  т іп  г ( л 'Х ^ ( л * ) .  (12)
К К к

Если для некоторого к имеет место (12), то л* — оптимальное реше­
ние задачи (8). Для вычисления значений г(л‘) необходимо решать за­
дачи линейного программирования (7).

Алгоритм упорядочения выборок по возрастанию миноранты изложен 
в11,с. 110].

Пример. Пусть целевая функция имеет вид т'тІЧх)+І^{у), где
[ — 2х-рЗ, х е [ 1 ,  2], ( о, і / е ( 0 ,  1),

/> (х)=  Д̂ +  2, х е ( 3 ,  4], /* ((/)=  У+  1. 1 /е ІЗ /2 . 3],
І 2 х + 1, х е  (5, 7], I _ 2 « /4 -5, « /е  (7/2, 5].
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Ограничения задаются следующей системой неравенств: —х-\-2у^З,  
Х—у ^ \ ;  или 3 < х :^ 4 , или 5:^Х:^7; ИЛИ 3 /2 ^ { /^ 3 ,
или 7 / 2 ^ у ^ 5 .  Строим матрицу для определения миноранты

— 1 О 
5 2,5 

11 - 5
1 шаг. л і=  (I, 3), ^(яі) = —6, Я(л|) = 0 .
2 шаг. лг=(1, I), б(я2)=  —1, г(лг)= —1. Согласно критерию опти­

мальности (12), (х*, у*) =  (2, 0) — оптимальное решение.
В качестве приложения изложенного метода- рассмотрим две задачи: 

задачу размещения производства и задачу стандартизации:
Задача размещения производства 11] заключается в следующем: мини*

Л Л

мизировать 2  V Л-Т {Хі, . . . .  х„) при условиях х ^ е
/=>1 ■ /=1

*/
е й  \х\, Х/І, / =  1, п. Здесь инвестиционные затраты, связанные 

(=1
с размещением в пункте /  предприятия мощностью Х) стандартного типа I 
имеют вид (4), причем можно считать, что с{> 0 , и выполняются
условия (5), а транспортные издержки вычисляются по правилу Т  (х,, ... ,

•̂ / =  2  ^ = 2  ^  <=1 /=1
х„) =  ГПІП 2 2 ^Ч^Ч "Р'* условиях

і=і /=1
/ =  1, . . . , /П, I — I, п.

в рассматриваемой задаче для функции г (л) имеем следующее пред-
Л Л

ставленне: г (л) =  т іп  2  +  ^'70+7'(^^і. ■ • • , Хп) при условиях \ х . > 6,

х , ^  \х^1, х^'\, / =  1, п, или, учитывая, что x^ = ^ X і ^  получаем 
<=>1

/■(л) =  2  т і п 2  2  ^^?' +  ^ч)^Ч'/=1 <=1 1=1
(13)

(14)х ”/ <  2  ^0 <  2  ^ч = ^ч  > о*
( = 1 У = 1

т. е. для вычисления г (л) на эле.мснтах последовательности решаем 
открытые транспортные задачи (13) — (14).

Слагаемые миноранты можно определить по правилу ^0 ~  ^‘і - і  +  +
+  Т, ,̂ где оценки транспортных слагаемых вычисляются по одному 
из следующих правил (см. (1), с. 100)

Т(Ь ..........Ь.7,, Ь............Ь ) - Т { Ь ............Ь)
Т(х+, . . . .  х + ,. 4  х + , ..........х + ) - Г ( х + ............х+).

В задаче стандартизации [1] с кусочно-линейным критерием необходимо:

/=1
при условиях

Х; =  2 % -  / =  •.........
Л

Ьі= '^Ь^^X^^, / =  1......... т,

(15)

(16) 

(17)
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x̂  ̂ і = 1..........т ,  / =  1, . . .  , л, (18)
8/̂  = 0=>x^^ = О, I — I, . . .  , т, / = I, . . .  , п, (19)

где II б,у II — заданная матрица заменяемости изделий, функции затрат 
/'(х-') имеют вид (4).

В задаче (15)—(18) функция г (п) имеет вид:

(20)

г (л) =  т іп  ^  ( с.”/ 2  X/, +  )
/=1 \  <=1 /

при условиях (17)—(19) и
т

/ =  1, . . . .  л.

Следовательно, для вычисления г(л') решаем открытые транспортные 
задачи со специальной функцией и запрещенными клетками:

т  п

т іп ] ^  2
1=1 1=1

при условиях (17)—(19), (20).
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Кафедра математического 
обеспечения АСУ

УДК 62-50

л. Е. ЗЛБЕЛЛО, Ю. МАМРИЛЛА

К УПРАВЛЯЕМОСТИ ЛИНЕИНОИ 
НЕСТАЦИОНАРНОЙ СИСТЕМЫ

Пусть имеется система
х = А{1)х + В (1)и, (1)

где X — л-вектор; и — г-вектор; /еТ =[/о , /|].
Одним из важных вопросов теории управляемости является нахож­

дение необходимых условий управляемости, выраженных через пара­
метры системы П—3].

Хорошо известный критерий управляемости [2, 4] состоит в том, чтобы 
для каждого д, |1§||=7̂ 0, имело место соотношение

ё'Р{1и І )В { І)Ф 0 ,  (2 )
Цель настоящей статьи: получить необходимое и достаточное условие 

управляемости системы (1) через параметры Л (/), 5(Ц .
1. Пусть матричная функция А (1) интегрируема на Т, причем 

||Л (/) ||< а , функция В(1) непрерывна на Т: выполнено условие Лаппо- 
Данилевского (матрица А{1) коммутирует со своим интегралом). Тогда 
имеет место

Теорема. Система (1) управляема тогда и только тогда, когда сущест- 
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