
что, если обозначим =  min 6{Qj) и =  {(0, т]) | [Is — s (т)) ||-<.бо,
• I < /  -<Л1—1 . •

0 <Т 1< 1}, то при любых (7®, т1)е£2о существует последовательность 
е£>о и =  S (т)), где задано, =  ф (7(''), т]).Ä=söo

Выберем разбиение отрезка [О, 1] точками 0̂  ̂ по правилу О == 0o<0i< 
<  . . .  <  =  1, и пусть выполняется условие

тах  ||s(0ft+i)—7 (0 fe)||< 6< ao .
0<k<N —L

Рассмотрим итерационный процесс =  Ф 0,). Точки 6¿ опре­
деленные, разбиение отрезка [О, 1] существует, так как функция непре­
рывна.

Пусть sj®) По определению =  s(0í_i). Встает вопрос: су­
ществуют ли р(- 1 , чтобы сходимость сохранялась и s (0¿_i) По
определению Ц sf®’ — s (0¿_i) [j =  0. Предположим,, что

lls (o )_ s(0 í_ i) l |< i;< 6 o ,
0̂ _t

II s -  s (0í) II <  II (0í-i) II +  ||7(0,) -7 ( 0 ,_ i)  II <  T +  6 <  6o.
отсюда T <; бд — 6. Положим т =  бд — 6. pf_i определяются из условия 

II i(0) -  S (0í_l) II =  II -  S (0í_.) | |<  бд -  б. 

Следовательно, s¿eQo- (4°’. 6 /)eQ o. тогда {7р>}“_ ̂ oSDo, lim =  

(?). __ о 1̂ п-отг™ условие==s(0,). Возьмем такие, чтобы выполнялось
\\sf^^ — s(0)ll< 6o  — 6. Тогда е П о  и lim =  «(Oi+i). Такимk-̂ co *
образом, существуют Pp г=1, N — 1 такие, что и lim s]*)=

=  ~s {Q,). =  Ф (7̂ )̂, 0л,); 0л, =  1,.

Имеем 71/’ « (^P}k=o ^  Ит7<*) == 7 (0л,) =  7(1) =  7* (а)-
f e - V o o
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УДК 519.4
Г. В. МАТВЕЕВ

СПИНОРНАЯ НОРМА АВТОМОРФИЗМА 
ЦЕНТРАЛЬНОЙ ПРОСТОЙ АЛГЕБРЫ

Отобраясение спинорной нормы эффективно используется в теории 
ортогональных групп [1], а также в арифметической теории квадратич­
ных форм [2]. Обычное определение не дает простого способа ее вычисле­
ния. Известно много утверждений, упрощающих вычисление спинорной 
нормы. В частности, одно из них принадлежит Цассенхаузу [3]. Цель

Ш - -  -



настоящей заметки — вычислить спинорную норму автоморфизма цент­
ральной простой алгебры А над глобальным полем К, char/(=7̂ 2.

Известно, что любой Л’-автоморфизм а алгебры А — внутренний. 
Будем рассматривать А как пространство над К с симметрической били­
нейной формой p(x; у) =T!rd{xy), где через Trd обозначен приведенный 
след [4]. Легко видеть, что форма р невырожденная. Действительно, если 
б1, б2, .. ■, вп — Д-базис А, то определитель det(P(ei, ej) ) отличен от нуля, 
поскольку он равен дискриминанту алгебры Л. Пусть и — обратимый 
элемент Л, который индуцирует автоморфизм о. Тогда р(о(д:), о(г/)) =  
=Trd{u-^xuu~^yu) —Trd{u~^xyu) =Trd{xy) =Р(>;, у). Следовательно, авто­
морфизм 0 является одновременно изометрией алгебры Л, рассматривае­
мой как пространство с невырожденной билинейной симметрической фор­
мой р. Обозначим через Nrd отображение приведенной нормы, а че­
рез 0 — отображение спинорной нормы. Пусть — Д-ранг Л, Д*2-под- 
группа квадратов мультипликативной группы поля Д, char Кф2.

Теорема, Всякий автоморфизм о центральной простой алгебры Л 
является вращением, причем

0 (0) =  (№ бн)”- 1Д*2.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим сначала случай, когда Л — пол­

ная матричная алгебра М„(Д), /г>1. Необходимо доказать, что 
(det м)”“^е0{а). Для краткости, отождествим матрицу и с автоморфиз­
мом 0. Поскольку группа SL{n, Д) •— коммутант GL{n, К), то элемент 
и можно заменить любым элементом, имеющим тот же определитель. 
Положим gf=diag(l, 1, . . .  , 1, а), где a = d e t«. Докажем, что a”- ie 0 ( g ) .  
Обозначим через ец матрицу с единицей на месте ij и нулями на осталь­
ных местах. Эти матрицы образуют базис алгебры Мп{К) .

Нетрудно подсчитать, что
г, / <  « — 1, или i =  j = п

=  а%: i =  1, 2,
а \ р  / =  1. 2,

п, J = п 
п, i - п.

Следовательно, о — вращение, так как бе! 0 =det(ad §■) =  =  1.
Через аб обозначено присоединенное представление матрицы g в ба­
зисе {бг,}. Рассмотрим ограничение § вращения g на 2 (н—1)-мерное 
инвариантное подпространство У сМ „(Д), порожденное базисом {ец}, 
где либо 1—п, /= 1 , 2, . . .  ,, п— 1, либо / =  п, ¿=1, 2, . , .  , п— 1. Поскольку 
1г (ê jeftг) =#=0, тогда и только тогда, когда 1 = 1, ¡ = к, имеет место ортого­
нальное разложение М„(Д) =  УЛ_Р1, где У1 натянуто на базис {eгj}, 
¿, /^«■—1. либо ¿=/ =  п. Отсюда вытекает, что У и VI невыролсденные 
пространства и 0 (^) = 0 (^), так как на подпространстве VI ^ действует 
тривиально. Нетрудно получить ортогональное разложение простран­
ства V в п— \ экземпляров гиперболических плоскостей

/ о  1 
4 i  о

1 . О / ’
Действительно, iг(eij^)=0, tr(eíjeji) = 1, если eгj^V.  Поскодьку эти 

гиперболические плоскости инвариантны относительно g  и спинорная 
норма мультипликативна относительно ортогональных разложений, то 
0 (̂ г) = 0 (^)и-1, где я  — ограничение ^ на любую из указанных гипербо­
лических плоскостей. Вычислим &(§). Пусть а, 6 — гиперболическая 
пара. Тогда g (a ) = a -%  g(b) =a(b),  р(я, а)=Э (Д  Ь)=0, р(а, Ь) = 1. Век­
торы а-фЬ и а + а 6 неизотропны. Действительно,

Р (а + Ь , а + 6 )  = р (й , а )-Ь р (6 , 6 )+ 2 р (а ,  Ь) = 2 ,
Р (а + а 6 , а-^-аЬ) = Р (я , а) -}-р(а6, а 6 )+ 2 р (а , иЬ) = 2 а .

Поэтому можно рассмотреть симметрии Та+ь и Та+аь относительно гипер­
плоскостей, ортогональных неизотропным векторам а-{-Ь и а+ аб  [1].
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Оказывается, ^=Та+аб'Го+ь. Проверим это. 

Та+б (й) ~  ^ ' p ( f + i  a + V  -  й — (а +  6) -  - -6 ,

Та+„ь(— 6 ) — ь  а +  ай) (  ̂+  ай)  ̂+  2а (  ̂+  “ )̂

Следовательно, Та+аьТа+ь(о;) =ё^(«)- Аналогично, Та+аьТа+ь(Ь) = |( 6 ) ,  
поэтому

0 ( |) = р (а + а Ь , а+аЬ)р(а+.Ь, cí+Ь)A*^==4a^C*^='ai(*®.
Итак, =  ©(§■), что и завершает рассмотрение случая пол­
ной матричной алгебры.

Общий случай легко сводится к рассмотренному. Пусть Ж — поле раз­
ложения алгебры А. Тогда КХ к А  — полная матричная алгебра над К- 
Рассмотрим вложение Лзы->йеД;ХкА. . .

На основании приведенной ниже леммы 0(«)с;0{м), т. ё. 0(м) =  
== (Нг(1 Известно, что почти все пополнения поля /С относи­
тельно нетривиального нормирования’о являются полями разложения, 
поэтому, почти всегда, имеет место включение 0  (а) (Нг(1и)‘-"с;А^*2. При­
меняя теорему о квадратах в глобальном поле [2], получаем, что 
0(«)(№ с1и)>-"еД'*^

Лемма. Пусть V ■— пространство с невырожденной билинейной сим­
метрической формой р над полем К, сЬаг/<’т^2. Пусть Р— поле, содер­
жащее поле К. Тогда каноничегаая изометрия ^ ' .У ^ Р Х к У  индуцирует 
мономорфизм,групп вращений ф ; 0 + ( У ) - > 0 + ( ^ Х к ^ ) ,  Такой что 0 (а )с ; 
с г 0 ( ф ( 0 ) ) ,  а е О + (У );

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По теореме К а р т а н а ^ Дьедонне [1,- 4] 
а =  т„,Тц„ . . .  Хи,п* где — неизотропный вектор г = 1 ,  т .  Определим
действие ф- на а по формуле

ф  (а) =  'Гф(и1) Тф(ц^) . . 'Гф(ад;) •

Тогда 0  (а) =  р^%, аД . . .  р (ы„, и„)К*^а:^ (Ф («1), ф («^)) . . .  Р (ф(м„), 
Ф =  0  (Ф («г)).

В заключение отметим, что доказанная теорема, по всей видимости, 
справедлива и в случае алгебр над произвольным полем К. Например, 
это так для полных матричных алгебр, простых алгебр нечетного ранга 
и кватернионов. С помощью этой же теоремы удалось обнаружить откло­
нения от принципа Хассе для решеток в полной матричной алгебре над 
глобальным полем [5].

а
а
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