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Рассматриваются перспективы применения нейронных сетей для оптимизации различных параметров 
логистических систем на базе метода Ньютона. Выделены ключевые преимущества и недостатки 
рассматриваемого метода, которые требуют внедрения новых цифровых решений для повышения общей 
эффективности. В качестве одного из возможных направлений оптимизации предлагается использовать 
языковую генеративную модель нейронной сети, которая обучена на матрицах различных порядков. 
Разработанная модель на базе генеративного искусственного интеллекта существенно сокращает время 
вычисления обратной матрицы Гессе, что позволяет повысить эффективность оптимизации логистических 
процессов. Предложенная модель апробирована на результатах сравнения временных затрат на вычисление 
обратной матрицы Гессе с использованием табличного процессора и нейронной сети. Эмпирические данные 
позволяют сделать вывод, что частный случай применения нейронной сети может существенно сократить 
время необходимых вычислений.
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Введение
В настоящее время в рамках цифровизации экономических процессов продолжается вне-

дрение в деятельность предприятий и организаций инновационных решений, которые призва-
ны повысить эффективность их деятельности на оперативном, тактическом и стратегическом 
уровнях. Наиболее динамичное развитие на данный момент получают различные области ин-
формационных технологий и, в частности, способы машинного обучения, к которым относят-
ся нейронные сети.

Основная часть
Нейронная сеть представляет собой математическую модель, которая базируется на биологи-

ческих процессах человеческого мозга, происходящих в процессе мышления, а также построена по 
принципу работы биологических нейронных сетей. Высокий уровень адаптивности к изменяющим-
ся входным данным позволяет получать на последующих этапах обучения более лучшие результаты, 
чем на предыдущих стадиях. Таким образом, происходит последовательное совершенствование вы-
ходных данных (результатов), генерируемых нейронной сетью, на основе изначально заданных вход-
ных данных или же изменение конечного результата в соответствии с изменившимися в процессе ре-
шения задачи входными условиями. 

Для успешной реализации задачи по обучению нейронных сетей и расширения спектра 
сфер их применения используются математические методы и инструменты для выявления не-
линейных зависимостей в данных. Рассмотрим некоторые из них. 

Линейная алгебра. Нейронные сети оперируют с векторами, матрицами, тензорами и други-
ми линейными структурами, которые позволяют эффективно хранить, обрабатывать и переда-
вать информацию. Линейная алгебра также используется для вычисления операций, таких как 
сложение, умножение, транспонирование, обращение, сингулярное разложение и др.

Математический анализ. Нейронные сети используют функции, производные, интегралы, 
ряды, пределы и другие понятия математического анализа для описания и оптимизации сво-
ей структуры и поведения. Математический анализ также применяется для анализа свойств и 
характеристик нейронных сетей, таких как сходимость, устойчивость, аппроксимация, обоб-
щение и др.

Теория вероятностей и математическая статистика. Нейронные сети используют вероят-
ностные модели, распределения, оценки, гипотезы, тесты, корреляции и другие инструменты 
теории вероятностей и математической статистики для работы с неопределенностью, шумом, 
выбросами и другими особенностями данных. Теория вероятностей и математическая статисти-
ка также используются для оценки качества и достоверности результатов нейронных сетей, та-
ких как точность, полнота, F-мера, ROC-кривая и др.

Оптимизация. Нейронные сети используют методы оптимизации, такие как градиентный спуск, 
стохастический градиентный спуск, метод Ньютона, метод сопряженных градиентов, генетические 
алгоритмы и др., для нахождения оптимальных значений параметров нейронных сетей, например, 
веса, смещения, скорости обучения, коэффициента затухания и др. Оптимизация также использу-
ется для минимизации функции потерь, которая измеряет разницу между желаемым и фактическим 
выходом нейронной сети.

Метод Ньютона – это один из методов оптимизации, который использует вторую произ-
водную (матрицу Гессе) функции потерь для нахождения ее минимума. Метод Ньютона может 
применяться в нейронных сетях логистики для оптимизации параметров нейронных сетей (веса 
и смещения). Матрица Гессе – это квадратная симметричная матрица вторых частных произво-
дных функции f (× 1, …, × n). Геометрически эта матрица описывает изменение градиента функ-
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ции. Она позволяет исследовать поведение функции в окрестности точки. Матрица Гессе ис-
пользуется в задачах оптимизации, таких как поиск экстремумов функции или решение систем 
нелинейных уравнений.

В логистике матрица Гессе может применяться для анализа и оптимизации различных логи-
стических процессов, например планирование маршрутов, распределение ресурсов, управление 
запасами, формирование заказов, ценообразование и др. Например, матрица Гессе может помочь 
в определении наилучшего способа доставки товаров от поставщика к потребителю, учитывая 
стоимость, время, расстояние, спрос, предложение и другие факторы. Для вычисления матри-
цы Гессе можно использовать различные методы, такие как аналитический, численный, квази-
ньютоновский и др. В зависимости от сложности функции и размера матрицы эти методы могут 
иметь разную вычислительную сложность, точность и устойчивость.

Предположим, что мы хотим оптимизировать распределение грузовых автомобилей меж-
ду несколькими складами, чтобы минимизировать общие транспортные издержки [1]. Для это-
го можно использовать следующую функцию потерь:

L x c xij ij
j

m

i

n

( ) =
==
∑∑

11

где n – количество складов; m – количество автомобилей; cij j  – стоимость доставки автомоби-
ля j от склада i; xij  – бинарная переменная, равная 1, если автомобиль j доставляется от склада 
i, и 0 в противном случае.
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где si  – максимальное количество автомобилей, которые может отправить склад i.
Для решения этой задачи мы можем использовать метод Ньютона, который требует вычис-

ления матрицы Гессе для функции потерь. 
Матрица Гессе имеет размер (nm)×(nm) и состоит из следующих блоков:
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Таким образом, матрица Гессе имеет диагональный вид и равна:

H

c

c

cnm

=



















11

220

0

0

0

0
0

M M

K

K

O

K

M
.

Зная матрицу Гессе, мы можем применить метод Ньютона, который на каждом шаге об-
новляет решение x по формуле

x x H L xk k k+( ) ( ) − ( )= − ∀ ( )1 1 .

где ( )( )kL x∀  – градиент функции потерь, вычисленный в точке x(k), а x x H L xk k k+( ) ( ) − ( )= − ∀ ( )1 1 . – обратная матрица 
Гессе. При этом мы должны учитывать ограничения на переменные xij   и проверять условие оста-
новки, например, достижение заданной точности или максимального числа итераций.

Однако метод Ньютона имеет ряд следующих недостатков:
– высокая сложность вычислений в связи с операциями над матрицей Гессе на каждом 

шаге, что может вызвать затруднения в работе нейронной сети при больших размерах системы;
– неустойчивость, потому что метод Ньютона может сходиться к локальному минимуму 

или седловой точке, а не к глобальному минимуму функции потерь;

cij  если i = j,
0,  если i ≠ j.
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– чувствительность к выбору начальной точки, поскольку метод Ньютона может давать раз-
ные результаты в зависимости от того, с какой точки начинается оптимизация [2].

На практике сегодня чаще встречаются другие методы оптимизации: градиентный спуск, 
стохастический градиентный спуск, метод сопряженных градиентов и другие, которые имеют 
меньшую вычислительную сложность и устойчивость которых больше, однако метод Ньютона 
может найти применение в логистических системах различной сложности при условии увели-
чения его скорости за счет генеративного искусственного интеллекта, что, в свою очередь, по-
зволит существенно сократить расходы на его проведение.

В основе определения трудоемкости нахождения обратной матрицы Гессе лежит утвержде-
ние, что она изменяется прямо пропорционально изменению количества задействованных для оп-
тимизации элементов. Также увеличение трудоемкости нахождения обратной матрицы Гессе зави-
сит и от выбранного алгоритма, используемого для этой задачи. Существуют разные методы, такие 
как метод алгебраических дополнений, метод Гаусса – Жордана, метод разложения и др. Каждый 
из них имеет свою сложность, которая обычно выражается в виде функции от порядка матрицы n.

Например, метод алгебраических дополнений имеет сложность O(n5), т. е. для нахождения 
обратной матрицы нужно выполнить порядка n5 элементарных операций. Это означает, что при 
увеличении порядка матрицы в два раза, трудоемкость возрастает в 25 = 32 раза. Этот метод счи-
тается неэффективным для больших матриц.

Метод Гаусса – Жордана имеет сложность O(n3), т. е. для нахождения обратной матрицы 
нужно выполнить порядка n3 элементарных операций. Это означает, что при увеличении поряд-
ка матрицы в два раза, трудоемкость возрастает в 23 = 8 раз. Этот метод считается более эффек-
тивным, чем предыдущий, но все еще требует много времени для больших матриц.

Метод разложения имеет сложность O(n3), но с меньшим коэффициентом, чем метод Гаус-
са – Жордана. Этот метод основан на представлении матрицы в виде произведения двух или трех 
матриц, для которых легко найти обратные. Например, можно использовать разложение видов 
LU, QR или SVD. Этот метод считается наиболее эффективным для нахождения обратной ма-
трицы, но требует дополнительной памяти для хранения разложения [3].

В связи с тем, что метод разложения имеет максимальную эффективность при нахождении 
обратной матрицы Гессе с увеличенным порядком, целесообразно внедрить языковую генера-
тивную модель нейронной сети, которая генерирует выходные данные в рамках ограничения в 
виде поставленной задачи – нахождения обратной матрицы Гессе методом разложения при огра-
ничениях, заданных начальным условием задачи.

Как уже было отмечено, процесс нахождения обратной матрицы Гессе методом разложе-
ния включает в себя представление такой матрицы, как произведение двух или же трех матриц, 
для которых найти обратные легче. На этой основе составим таблицу трудоемкости нахождения 
обратной матрицы для матриц второго и третьего порядков (табл. 1).

Таблица 1 
Нахождение обратной матрицы для матриц второго порядка

Table 1 
Findingtheinversematrixforsecond-ordermatrices

Действие Алгоритм
Нахождение определите-
ля матрицы A A A A A= × − ×11 22 12 21

Нахождение транспони-
рованной матрицы алге-
браических дополнений

После составления матрицы миноров второго порядка, необходимо изме-
нить знаки элементов второй диагонали, получив матрицу алгебраических 
дополнений. Далее выполняется транспонирование (изменение расположе-
ния строк и столбцов исходной матрицы так, чтобы строки стали столбцами, 
а столбцы – строками).

Вычисление обратной 
матрицы

A
A

Aij
T− = ×1 1

И с т о ч н и к: разработано автором.
S o u r c e: author’s developed. 
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В данном случае под трудоемкостью будет пониматься необходимое количество итераций 
для нахождения матриц нужного порядка, независимо от их размерности. Для характеристики 
следующего этапа составляем таблицу трудоемкости нахождения обратной матрицы для матриц 
третьего порядка (табл. 2).

Таблица 2 
Нахождение обратной матрицы для матриц третьего порядка

Table 2 
Findingtheinversematrixforthird-ordermatrices

Действие Алгоритм

Нахождение определителя 
матрицы

A A A A A A A A A A

A A A A A

= × × + × × + × × −

− × × − ×
11 22 33 21 32 13 12 23 31

31 22 13 21 12 ×× − × ×A A A A33 23 31 11

Нахождение транспониро-
ванной матрицы алгебраи-
ческих дополнений

После составления матрицы миноров третьего порядка необходимо изме-
нить знаки в элементах А12, А21, А23 и А32, получив матрицу алгебраических 
дополнений Aij

T . Далее переходим к выполнению процедуры транспони-
рования

Вычисление обратной ма-
трицы

A
A

Aij
T− = ×1 1

И с т о ч н и к: разработано автором.
S o u r c e: author’s developed.

Как видно из табл. 1 и 2, трудоемкость нахождения обратной матрицы Гессе с увеличением 
порядка матрицы возрастает. Такое повышение трудоемкости выражается в существенных вре-
менных затратах на поиск лишь одного компонента формулы метода Ньютона – обратной ма-
трицы порядка n. При увеличении порядка матрицы в два раза трудоемкость возрастает в 8 раз.

В связи с этим предлагается использовать языковую генеративную нейронную сеть с огра-
ничениями по выходным данным в виде поставленной задачи – найти обратную матрицу Гессе 
методом разложения, основываясь на начальном условии задачи. Ограничения спектра выпол-
няемых задач будут заданы в начале работы и сохранены в памяти нейронной сети. Они будут 
рассматриваться ей как долговременная зависимость, которая не изменится до отмены его поль-
зователем. Для ускорения вычислительных операций нейронной сети следует также выполнить 
первичное ее обучение путем загрузки массива результатов вычисления обратных матриц Гес-
се для матриц второго и третьего порядков. На основе результатов обучения матрицы большего 
порядка также будут вычисляться.

Средние временные затраты на нахождение обратной матрицы третьего порядка при исполь-
зовании табличного процессора, включая построение самой матрицы плюс проверку, даны в табл 3.

Таблица 3 
Средние временные затраты на нахождение обратной матрицы третьего порядка  

при использовании табличного процессора с проверкой
Table 3 

The average time spent on finding the inverse matrix of the third order when using  
a table processor with validation

Действие Средние временные затраты, с

Запуск табличного процессора 7

Перенос матрицы порядка n в табличный процессор (при на-
личии матрицы Гессе)

10

Ввод формулы в табличный процессор для вычисления элемен-
тов обратной матрицы порядка n

8

Проверка правильности построения обратной матрицы Гессе 23

Итого: 48
И с т о ч н и к: разработано автором.
S o u r c e: author’s developed.
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В итоге средние временные затраты на эту операцию с использованием табличного про-
цессора составляют 48 с. Временные затраты можно сократить при помощи внедрения нейрон-
ной сети, предварительно обученной на матрицах второго и третьего порядков. В качестве под-
тверждения сокращения временных затрат приведем время вычисления обратной матрицы Гессе 
третьего порядка, предварительно обученной языковой генеративной моделью нейронной сети 
(табл. 4).

Таблица 4
Временные затраты на нахождение обратной матрицы порядка n 

с помощью нейронной сети, обученной на матрицах второго и третьего порядков
Table 4 

The time spent on finding the inverse matrix of order n using 
a neural network trained on second- and third-order matrices

Измерение, n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Время, с 8,4 7,5 9,0 6,6 9,1 7,2 7,0 8,0 7,1 6,5

И с т о ч н и к: разработано автором.
S o u r c e: author’s developed.

С учетом данных табл. 4 выяснено, что среднее значение временных затрат в процессе по-
строения нейронной сетью обратной матрицы Гессе порядка n составляет:

 

8 4 7 5 9 0 6 6 9 1 7 2 7 0 8 0 7 1 6 5
10

7 64, , , , , , , , , ,
,

+ + + + + + + + +
=  A.

Сравнив временные затраты на данную операцию с использованием табличного процес-
сора с временными затратами с использованием нейронной сети, предварительно обученной на 
матрицах второго и третьего порядков, можно заметить, что во втором случае экономия времен-
ных затрат существенна: 

48 с / 7,64 с = 6,28 раз.

Таким образом, выделенное время на совершение одной такой операции сократится с 48 с 
до 7,64 с, что означает снижение времени выполнения одной операции на 40,36 с, при условии 
сравнения средних временных затрат на выполнение данной операции.

Сама схема работы нейронной сети – следующая: перед внедрением нейронной сети не-
обходимо составить шаблон типовой задачи, который мог бы заполняться необходимыми на-
чальными условиями в автоматическом режиме путем извлечения начальных условий из базы 
данных. Затем оператор (пользователь) вводит шаблон задачи по нахождению обратной ма-
трицы Гессе с учетом ограничений, далее нейронная сеть вычисляет обратную матрицу Гессе 
порядка n, а оператор повторяет эту операцию после предыдущей операции, сообщая нейро-
сети об изменениях во входных условиях (например, в ограничениях, числовых значениях ма-
трицы Гессе и др.). Получив обратную матрицу Гессе от нейросети, можно перейти к исполне-
нию метода Ньютона. 

Языковую генеративную модель нейронной сети предлагается распространить не только 
на эту часть метода Ньютона, но и на всю формулу, которая вычисляет и обращает матрицу 
Гессе на каждом шаге. Однако внедрение нейронной сети на весь метод Ньютона предлагает-
ся производить последовательно ввиду того, что генеративные языковые модели нейронных 
сетей в процессе своего обучения могут совершать существенные или же несущественные 
ошибки, что в конечном итоге все равно дает неправильный результат. В процессе внедрения 
необходимо наладить процесс постоянного обновления исходных данных путем включения 
элементов в уже существующую систему, например, новых складов. Вся работа нейронной 
сети в долгосрочной перспективе с учетом изменения параметров системы также будет вли-
ять на итоговый результат, находя новые минимальные значения.

с.
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Заключение
Таким образом, для решения различных оптимизационных задач в рамках логистических си-

стем, предлагается использовать языковую генеративную модель нейронной сети, которая обучена 
на матрицах второго и третьего порядков. Данная модель позволяет существенно сократить время 
вычисления обратной матрицы Гессе, что приводит к увеличению эффективности оптимизации 
логистических процессов, обеспечивая высокую точность и вычислительную скорость.
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