
Ee.nopycucufi rocyAapcteeHurrfi ynl{Bepcrrrer

Perncrpaquonnufi Ne Y.{ - t26lltt.

Modern numerical methods in mechanics

Yqe6nas rporpaMMa yqpexAeHrrfl Bblclrrero o6pasonanur
uo yue6Hofi AncqllrlJr[rHe AJrfl crleqrlaJrbHocrlr

7-06-0533-06 Mechanics and Mathematical Modelling

Profiling: Theoretical and Applied Mechanics

Mnucr, 2023 r.



Yqe6uax rrpolpaMMa cocraBJleHa Ha ocHoBe o6pasoBareJrbHoro craH.uapra
OCBO 7-06-0533-06-2023,rpl4MepHoro yue6noro rrnaHa, perr4crparlrroHHbrfi }ls 7-
06-05-017/np. or 18.01 .2023 r. u y.re6Horo nraua }lb }d54a-5.4-ll4lyu. or
11.04.2023.

COCTABI{TEJII4:
XypanrcoB M.A., 3aBeAyroqzfi xaQe4pofi reoperz.recrofi u rplrKJraAHofi uexa-
HUKE MexaHl{Ko-MareMaruqecKoro Qarynrrera EelopyccKoro rocyAapcrBeHHoro
yHr,rBepcHTera, AoKTop SrEsllxo-l,rareMarr{rrecKux HayK, upo @e ccop.

PEIIEII3EHTbI:
Bacrresnu IOpufi B.nalnMupoBrrr - upoQeccop ra$eApbr (Teoperr{qecK€ur Me-
xaHuKa [I MexaHlltKa MaTepI{iIJIoB> MaIULIHOcTpOI{TenbHOro Qarymrera EelOpyC-
cKoro HallploHanbHoro rexHLTqecKoro yHuBepcurera, AoKTop Susuro-rraareMarraqe-
cKr{x HayK, upo$eccop.
KoHosaflon Oler JleouuAoBrrq, 3aBeAyroqufil*Ul Sarynrrera rrplrKiraAnofi ua-
TeMarI{KI4 u IaHQopruanI{KpI, KaHALrAar SrasrEro-uareMarr{qecKrirx HayK, AorIeHT.

PEKOMEHAOBAHA K YTBEPXAEHIIO :
Ka0eapofi reoperu'recrofi 14 [pLIKJIaAnofi uexa HuKvr MexaHr.rKo -MareMarr,rlrecKoro
@arylrrera EIY
(upororor J\s 10 or 19.05.2023)

Hayruo-rraeroALTrrecKr{M coBerou Ef Y
(upororor J\b 9 or 29.06.2023)

3ane4yrorqufi raQe4 pon f* M.A. Xyparroa

/



3 

 

ПОЯСНИТЕЛЬНАЯ ЗАПИСКА 

 

Цели и задачи учебной дисциплины 

Цель учебной дисциплины – создание базы для освоения основных идей 

и методов современной механики и прикладной математики, подготовка вы-

сококвалифицированных специалистов, способных ставить и решать задачи из 

различных областей науки и техники. Формирование установки на творческую 

профессиональную деятельность; развитие профессионального мышления, ко-

торое обеспечило бы будущему специалисту возможность свободно опериро-

вать профессиональными знаниями, видеть проблемы и оптимальные пути их 

решения в самостоятельной практической деятельности. Развитие знаний, 

компетенций и навыков обучающихся в области численных методов меха-

ники, современных пакетов прикладных программ. 

Задачи учебной дисциплины: 

- знакомство с современными технологиями проведения численного ана-

лиза в механике; 

- знакомство со средствами распределенных вычислений; 

- знакомство с современными сопряженными методами численного ана-

лиза; 

- освоение облачных средств написания программного кода и запуска рас-

четов; 

- освоение современных методов сбора и анализа данных;  

- знакомство и освоение современных пакетов прикладных программ для 

различных разделов механики. 

Место учебной дисциплины в системе подготовки специалиста с углуб-

ленным высшим образованием (магистра).  

Дисциплина «Modern numerical methods in mechanics» посвящена изуче-

нию современных численных методов механики, построению численных мо-

делей и алгоритмов решения задач из различных разделов механики на основе 

подходов численного анализа и моделирования. 

Учебная дисциплина входит в модуль “Actual issues of modern mechan-

ics” State Component.  

Рассматриваются конкретные приложения и примеры решения задач ме-

ханики с постановкой граничных задач и использованием пакетов численного 

анализа.   

Учебная программа составлена с учетом межпредметных связей и про-

грамм по дисциплинам: «Continuum mechanics», «Solid mechanics». 

Требования к компетенциям 

Освоение учебной дисциплины «Modern numerical methods in mechanics» 

должно обеспечить формирование следующих компетенций: 

универсальные компетенции: 

UC-5. Develop innovative receptivity and ability to innovate; 

углубленные профессиональные компетенции: 



4 

 

DPC-2. Apply numerical methods and software to applied and theoretical me-

chanics, be able to navigate modern algorithms of computer mathematics. 

В результате изучения дисциплины «Modern numerical methods in mechan-

ics» магистрант должен: 

знать: 

‒ основные подходы к классификации современных методов численного 

анализа в механике и основные современные группы численных методов 

задач механики; 

‒ основные современные тенденции и направления развития семейства ме-

тодов сеток, основные достоинства и недостатки методов сеток, современ-

ные разделы механики эффективного использования методов сеток; 

‒ основные современные тенденции и направления развития семейства ме-

тодов интегральных уравнений и граничных элементов, основные досто-

инства и недостатки методов интегральных уравнений, современные раз-

делы механики эффективного использования методов интегральных урав-

нений;   

‒ основные современные тенденции и направления развития семейства ме-

тодов конечных элементов, основные достоинства и недостатки методов 

конечных элементов применительно к различным классам задач механики;   

‒ основы метода дискретных элементов, основные достоинства и недостатки 

методов дискретных элементов; 

‒ основные направления развития и построения численных схем решения за-

дач механики на основе смешанных технологий, основные смешанные ме-

тоды численного анализа задач механики.  

уметь: 

− обоснованно выбирать численный метод для рассматриваемой задачи ме-

ханики; 

− корректно осуществлять построение численной модели в соответствие с 

выбранным численным методом; 

− выполнять численный анализ состояния деформируемых тел со сложной 

геометрией, структурой и особенностями, и смешанными граничными 

условиями. 

владеть: 

‒ навыками построения сеточной, структурной и механической моделей 

численного анализа задач механики; 

‒ разработки и отладки программного кода для численного анализа; 

‒ интерпретации и представления результатов расчетов в необходимом 

виде. 

Структура учебной дисциплины 

Дисциплина изучается в 1 семестре. Всего на изучение учебной дисци-

плины «Modern numerical methods in mechanics» отведено: 
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– в очной форме получения углубленного высшего образования: 90 часов, 

в том числе 54 аудиторных часов, из них: лекции (в том числе дистанционно) 

– 18 часов, лабораторные занятия (в том числе дистанционно) – 36 часов. 

Трудоемкость учебной дисциплины составляет 3 зачетные единицы. 

Форма промежуточной аттестации по учебной дисциплине – экзамен. 
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SYLLABUS 

 

Theme 1. Introduction to the discipline. General characteristics of numerical 

methods of mechanics 

About approaches to the classification of numerical methods. Modern classification 

of numerical methods, their brief characterization. The main stages of building numerical 

models of the selected groups of methods.  

 

Theme 2. The finite difference method and its modern implementations 

Basic principles of the finite difference method. Modern approaches to the construc-

tion of meshes. Finite volume method and other modifications of the finite difference 

method. Cracking and nonlinear analysis in the finite difference method/finite volume 

method. Modern packages that implement finite difference techniques. 

 

Theme 3. Boundary element method and its modern implementations 

Basic principles of the method of boundary elements, the method of boundary inte-

gral equations. Direct and implicit formulations of the method of boundary integral equa-

tions. Modeling of nonlinearity and inhomogeneous structure. Modeling of cracks. Al-

ternative formulations related to the boundary element method. Development of the 

boundary element method. Modern packages realizing technologies of the boundary el-

ement method / method of boundary integral equations. 

 

Theme 4. Finite element method and related methods 

Basic principles of the finite element method. Modeling of nonlinearity and inho-

mogeneous structure. Modeling of cracks and discontinuities in solid deformable media. 

Derived technologies of the finite element method, their characterization. Modern pack-

ages implementing finite element method technologies. 

 

Theme 5. "Meshless" methods 

Basic concepts and principles of meshless methods. h-method and p-method 

convergence. Examples of meshless methods, their characterization. 

 

Theme 6. Advantages and disadvantages of continuum methods as applied to 

the solution of "non-standard" applied problems in mechanics 

Основные преимущества различных классов континуальных методов и их 

недостатки при решении разнообразных типов задач механики 

 

 

Theme 7. About discrete element methods. Explicit and implicit realizations of 

the discrete element method 

General concepts and provisions of discrete element method. Explicit and implicit 

methods. Various implementations of the discrete element method. Discretization and 

construction of blocks. Definition of links between blocks, representation of contacts. 

Connection equations of block structures. Discrete element method. Method of discrete 
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deformation analysis. Discrete element method for particle systems.  Dynamic lattice 

coverage models. 

 

Theme 8. Hybrid models. Continuous and discontinuous conjugate methods 

Basic definitions. Principles of hybrid models construction. Examples of tasks re-

alized on the basis of hybrid models. Classification of conjugate methods. Essence of 

hybrid finite element/boundary element methods, discrete element/boundary element 

methods. The main areas of use of various hybrid methods. 

 

Theme 9. Neural network method. Numerical-experimental approaches. 

Basic definitions. Types of neural networks. Methods of neural networks for 

solving problems of mechanics. Examples.  
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УЧЕБНО-МЕТОДИЧЕСКАЯ КАРТА УЧЕБНОЙ ДИСЦИПЛИНЫ 

Очная форма получения углубленного высшего образования с применением дистанционных образовательных 

технологий (ДОТ) 
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 Introduction to the discipline. General characteristics of numerical methods 

of mechanics 

About approaches to the classification of numerical methods. Modern classifica-

tion of numerical methods, their brief characterization. The main stages of build-

ing numerical models of the selected groups of methods. 

1      Вопросы для са-

мопроверки, уст-

ный опрос 

2 The finite difference method and its modern implementations 

Basic principles of the finite difference method. Modern approaches to the construc-

tion of meshes. Finite volume method and other modifications of the finite difference 

method. Cracking and nonlinear analysis in the finite difference method/finite volume 

method. Modern packages that implement finite difference techniques. 

1   4   Вопросы для са-

мопроверки, уст-

ный опрос, реше-

ние задач 

3 Boundary element method and its modern implementations 

Basic principles of the method of boundary elements, the method of boundary 

integral equations. Direct and implicit formulations of the method of boundary 

integral equations. Modeling of nonlinearity and inhomogeneous structure. Mod-

eling of cracks. Alternative formulations related to the boundary element method. 

2   6   Вопросы для са-

мопроверки, уст-

ный опрос, реше-

ние задач.  Защита 
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Development of the boundary element method. Modern packages realizing tech-

nologies of the boundary element method / method of boundary integral equa-

tions. 

научно-исследо-

вательских эссе 

4 Finite element method and related methods 

Basic principles of the finite element method. Modeling of nonlinearity and in-

homogeneous structure. Modeling of cracks and discontinuities in solid deform-

able media. Derived technologies of the finite element method, their characteri-

zation. Modern packages implementing finite element method technologies. 

2   4   Вопросы для са-

мопроверки, уст-

ный опрос, реше-

ние задач 

5 "Meshless" methods 

Basic concepts and principles of meshless methods. h-method and p-method con-

vergence. Examples of meshless methods, their characterization. 

1   2   Вопросы для са-

мопроверки, уст-

ный опрос, реше-

ние задач 

6 Advantages and disadvantages of continuum methods as applied to the so-

lution of "non-standard" applied problems in mechanics 

Основные преимущества различных классов континуальных методов и их 

недостатки при решении разнообразных типов задач механики 

1      Вопросы для са-

мопроверки, уст-

ный опрос 

7 About discrete element methods. Explicit and implicit realizations of the 

discrete element method 

General concepts and provisions of discrete element method. Explicit and im-

plicit methods. Various implementations of the discrete element method. Dis-

cretization and construction of blocks. Definition of links between blocks, rep-

resentation of contacts. Connection equations of block structures. Discrete ele-

ment method. Method of discrete deformation analysis. Discrete element 

method for particle systems.  Dynamic lattice coverage models. 

4   10   Вопросы для са-

мопроверки, уст-

ный опрос, реше-

ние задач. Защита 

научно-исследо-

вательских эссе 

8 Hybrid models. Continuous and discontinuous conjugate methods 

Basic definitions. Principles of hybrid models construction. Examples of tasks 

realized on the basis of hybrid models. Classification of conjugate meth-ods. 

Essence of hybrid finite element/boundary element methods, discrete ele-

ment/boundary element methods. The main areas of use of various hybrid 

methods. 

2   6   Вопросы для са-

мопроверки, уст-

ный опрос, реше-

ние задач. Защита 

научно-исследо-

вательских эссе 

9 Neural network method. Numerical-experimental approaches. 4   4   Вопросы для са-

мопроверки, уст-



10 

 

Basic definitions. Types of neural networks. Methods of neural networks for 

solving problems of mechanics. Examples. 

ный опрос, реше-

ние задач. Защита 

научно-исследо-

вательских эссе 

 Всего 18   36    
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Перечень рекомендуемых средств диагностики 

и методика формирования итоговой отметки 

Объектом диагностики компетенций магистрантов являются знания, уме-

ния, полученные ими в результате изучения учебной дисциплины. Выявление 

учебных достижений магистрантов осуществляется с помощью мероприятий 

текущего контроля и промежуточной аттестации. 

Диагностика результатов учебной деятельности по дисциплине «Modern 

numerical methods in mechanics» проводится, как правило, во время аудитор-

ных занятий. Для диагностики используются: 

- вопросы для самопроверки; 

- устный опрос; 

- защита научно-исследовательских эссе; 

- решение задач. 

Оценка за ответы на лекциях (опрос) и лабораторных занятиях включает 

в себя полноту ответа, наличие аргументов, примеров из практики. 

Контрольные мероприятия проводятся в соответствии с учебно-методи-

ческой картой дисциплины. 

Для магистрантов, пропустивших контрольные мероприятия или полу-

чивших неудовлетворительную отметку, решение о повторном проведении 

контрольного мероприятия выносится в соответствии с Положением о рейтин-

говой системе оценки знаний обучающихся по учебной дисциплине в Бело-

русском государственном университете. 

Формой промежуточной аттестации по дисциплине «Modern numerical 

methods in mechanics» учебным планом предусмотрен экзамен. 

При формировании итоговой отметки используется рейтинговая система 

оценки знаний магистранта, дающая возможность проследить и оценить дина-

мику процесса достижения целей обучения. Рейтинговая система предусмат-

ривает использование весовых коэффициентов в ходе проведения контроль-

ных мероприятий текущей аттестации. 

Примерные весовые коэффициенты, определяющие вклад текущей атте-

стации в отметку при прохождении промежуточной аттестации: 

Формирование отметки за текущую аттестацию: 

− ответы на устный опрос – 10 %; 

− решение задач – 20 %; 

− защита научно-исследовательских эссе – 70 %. 

Итоговая отметка по дисциплине рассчитывается на основе отметки те-

кущей аттестации (рейтинговой системы оценки знаний) - 40% и экзаменаци-

онной отметки - 60%. 
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Описание инновационных подходов и методов к преподаванию  

учебной дисциплины 

 

При организации образовательного процесса используется практико-

ориентированный подход, который предполагает: 

– освоение содержание образования через решения практических задач; 

– приобретение навыков эффективного выполнения разных видов профес-

сиональной деятельности; 

– использование процедур, способов оценивания, фиксирующих формиро-

вание профессиональных компетенций. 

 

Методические рекомендации  

по организации самостоятельной работы обучающихся 

 

При изучении учебной дисциплины следующие формы самостоятельной 

работы: 

 – поиск (подбор) и обзор литературы и электронных источников по ин-

дивидуально заданной проблеме дисциплины;  

– изучение материала, вынесенного на самостоятельную проработку; 

 – подготовка к лекциям и лабораторным занятиям; 

 – работы, предусматривающие подготовку: решение задач и защиты 

научно-исследовательских эссе. 

Тем самым, имеется в виду постепенное превращение обучения в само-

обучение, когда магистрант должен получать знания главным образом за счет 

креативной самостоятельной работы, самостоятельно осуществляя поиск не-

обходимой информации и созидательно прорабатывая ее с тем, чтобы выпол-

нить необходимые умозаключения и получить результаты.  

В этом случае, выполняя учебные задачи, магистранты самостоятельно 

приобретают новые знания, навыки и умения (в частности, умение анализиро-

вать и принимать решения в нестандартных ситуациях), что очень важно для 

эффективной будущей самостоятельной профессиональной деятельности. 

 

Примерная тематика научно-исследовательских эссе 

 

1.Основные принципы метода конечных разностей.  

2.Современные подходы к построению сеток.  

3.Метод конечных объемов и иные модификации метода конечных разно-

стей.  

4.Учет наличия трещин и нелинейный анализ в методе конечных разно-

стей/методе конечных объемов.  

5.Современные пакеты, реализующие технологии метода конечных разно-

стей. 
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6.Основные принципы метода граничных элементов, метода граничных 

интегральных уравнений.  

7.Прямая и неявная формулировки метода граничных интегральных урав-

нений.  

8.Моделирование нелинейности и неоднородной структуры.  

9. Моделирование трещин.  

10.Альтернативные формулировки, связанные с методом граничных эле-

ментов.  

11.Развитие метода граничных элементов.  

12.Современные пакеты, реализующие технологии метода граничных эле-

ментов /метода граничных интегральных уравнений. 

13.Основные принципы метода конечных элементов.  

14.Моделирование нелинейности и неоднородной структуры.  

15.Моделирование трещин и нарушений в твердых деформируемых сре-

дах.  

16.Производные технологии метода конечных элементов, их характери-

стика.  

17.Современные пакеты, реализующие технологии метода конечных эле-

ментов.  

18.Общие понятия и положения метода дискретных элементов.  

19.Явные и неявные методы.  

20.Различные реализации метода дискретных элементов.  

21.Дискретизация и построение блоков.  

22.Определение связей между блоками, представление контактов.  

23.Уравнения связей блочных структур.  

24.Метод отдельных элементов.  

25.Метод анализа дискретных деформаций.  

26.Метод дискретных элементов для систем частиц.  Модели покрытия ди-

намической решеткой.  

27.Основные определения. Принципы построения гибридных моделей. 

Примеры задач, реализованных на базе гибридных моделей. Классификация со-

пряженных методов. 

 

Примерный перечень вопросов к экзамену  

 

1. Classification of numerical modeling methods in the framework of continuous 

and discrete media models. 

2. The main differences between continuous and discrete methods. 

3. Basic modern continuum methods of numerical analysis in continuum me-

chanics (CM). 



18 

 

4. The essence of the finite difference method (FDM). Technologies of modeling 

the features of structure and nonlinear behavior of deformable media. 

5. Modern modifications of the finite difference method. 

6. Finite volume method.  

7. The main differences, advantages and disadvantages of the finite difference 

method (FDM) in comparison with the method of boundary integral equations 

(BEM) and the finite element method (FEM). 

8. Basic principles of the boundary element method (BEM). 

9.  Explicit and implicit formulations of the boundary element method 

(BEM). 

10. Approaches to crack modeling using the boundary element method (BEM).  

11. Modern techniques of the boundary element method (BEM). 

12. Evolution of boundary element methods. 

13. The main advantages and disadvantages of the boundary element method 

(BEM) compared to the finite element method (FEM) and the finite difference 

method (FDM). 

14. Basic principles of the finite element method (FEM). 

15. Basic equation of the finite element method (FEM). Global stiffness matrix. 

16. Modeling of cracks in the finite element method (FEM). 

17. The main advantages and disadvantages of the finite element method (FEM). 

18. Basic derivative realizations of the finite element method (FEM). 

19. Meshless ("Element-free") methods. 

20. Basic principles of discrete element methods (DEM) construction.   

21. Main groups of discrete element methods. 

22. Coupled/hybrid methods. Main groups of coupled methods. 

23. Multiscale conjugate methods 

24. Neural network methods. 

25. Main stages of numerical modeling of mechanical processes on the basis of 

modern software. 
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