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Излагаются новые общие подходы в постановке и решении в теории обратных задач математиче-

ской теории пластичности. Для эффективного использования, полученного решения прямой задачи, 

необходимо знать параметры среды, значения которых оценить часто затруднительно. Из-за этого на 

первый план выходят формулировки и методы решения обратных задач. Представлено решение обрат-

ной коэффициентной плоской задачи теории трещин для квазистатического случая. Обсуждается ме-

тодика решения обратной задачи на основе восстановления механических параметров среды с помо-

щью глубокой нейронной сети, которая обучается на данных решения прямой задачи, полученного в 

работе авторов. Обучение осуществляется путем оптимизации функции потерь по норме разницы 

между предсказанными и наблюдаемыми значениями параметров при выполнении граничных условий 

задачи. 

Ключевые слова: краевая задача; неголономная пластичность; квазистатическая трещина; теория 

течения с упрочнением; обратная коэффициентная задача; нейронная сеть. 

Решения прямых задач для уравнений механики гиперболического типа уравнений могут 

иметь разрывы, сингулярные компоненты сложной структуры и т.п. В этом смысле чем устой-

чивее оператор прямой задачи, тем сложнее его «обращать». С физико-механической точки зре-

ния это можно объяснить тем, что волны, проникая внутрь сканируемого объекта, выносят на 

поверхность достаточно много информации о его строении и свойствах. Поэтому спектр приме-

няемых методов в обратных задачах для гиперболических уравнений существенно шире. Это 

метод отображений Неймана-Дирихле, лучевые постановки, методы редукции размерности и 

нейросетевые подходы [1-4]. 

В прямой задаче для оценки НДС в окрестности вершины трещины принимаются следу-

ющие допущения: материал считается упрочняющимся по степенному закону, несжимаемым 

и плоскодеформируемым. Декартову систему координат относим к вершине трещины. Оси 

𝜉𝑖 (𝑖 = 1,2) расположим таким образом, что ось 𝜉1 ориентирована вдоль трещины в направле-

нии ее конца. Будем считать, что состояние вблизи вершины контролируется параметром 

нагружения К, который будет интерпретироваться в качестве коэффициента интенсивности 

напряжений в упругой области, окружающей зону пластического деформирования. Един-

ственным независимым параметром задачи с размерностью длины является величина К2/𝐺2, 

поэтому искомые функции задачи зависят от нагрузки только посредством безразмерных пе-

ременных 

 𝑥𝑖 = 𝜉𝑖𝐺
2/𝐾2(𝑖 = 1,2), 𝑟 = √𝑥1

2 + 𝑥2
2; 𝜙 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

𝑥2

𝑥1
. 

Совмещенная (O,𝑟, 𝜙) – подвижная полярная система координат с полюсом в конце тре-

щины, причем 𝑟 = 𝜌/2ℓ – безразмерный радиус – отношение величины радиус-вектора точки 

к длине трещины 2ℓ. При страгивании вершина трещины перемещается вместе с сопутствую-

щей системой координат (𝑂, 𝑟1, 𝜑1). При этом ориентация площадки, на которой рассматрива-

ется изменение напряжений, остается фиксированной и координаты вектора нормали к этой 

площадке не изменяются при перемещении начала координат вместе с вершиной трещины. 
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Однако координаты вектора нормали к этой площадке меняются при перемещении полюса 𝑂 

в точку 𝑂1, т.е. являются функцией длины трещины. Этот факт необходимо учитывать при 

выборе представлений разложений напряжений и перемещений, когда произвольная функция 

𝑓(𝑙, 𝑟, 𝜑) неявно зависит от длины, а ее производная представима 

 𝑓̇(𝑟(𝑙), 𝜑(𝑙)) = −
∂𝑓

∂𝑟
𝑐𝑜𝑠( 𝜑) +

∂𝑓

∂𝜑

𝑠𝑖𝑛(𝜑)

𝑟
. 

Разрешающие уравнения, включающие уравнения равновесия, соотношения Коши и 

определяющие соотношения теории течения с упрочнением при условиях несжимаемости ма-

териала в полярной системе координат в производных имеют вид 

 �̇�𝑟𝑟,𝑟 + (�̇�𝑟𝑟 − �̇�𝜙𝜙)/𝑟 + �̇�𝑟𝜙,𝜙/𝑟 = 0, �̇�𝑟𝜙,𝑟 + 2�̇�𝑟𝜙/𝑟 + �̇�𝜙𝜙,𝜙/𝑟 = 0, 

 𝜀�̇�𝑟 = �̇�𝑟,𝑟 , 𝜀�̇�𝜙 = �̇�𝜙,𝜙/𝑟 + �̇�𝑟/𝑟, 𝜀�̇�𝜙 =
1

2
(�̇�𝜙,𝑟 + �̇�𝑟,𝜙/𝑟 − �̇�𝜙/𝑟),  (1) 

 �̇�𝑖𝑗 = �̇�𝑖𝑗 − 𝜅�̇�(𝛤)𝑒𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 𝑟, 𝜙, 

где �̇�𝑖𝑗 , 𝜀�̇�𝑗, �̇�𝑖 – производные напряжений, деформаций и перемещений,  �̇�𝑖𝑗, �̇�𝑖𝑗  – произ-

водные девиаторов напряжений и деформаций, 𝜅 – параметр упрочнения, разделяющий зоны 

активного нагружения и разгрузки,  𝛷(𝛤) = ∑ 𝐵2𝑘𝛤2𝑘
𝑘≥1  – функция интенсивности каса-

тельных деформаций, 𝛤 = √
2

3
𝑒𝑖𝑗𝑒𝑖𝑗, 𝐺, 𝐵2𝑘 – постоянные материала. 

В указанных уравнениях применяются безразмерные отнесенные напряжения 𝜎𝑖𝑗 =
1

𝐺
𝜎∗

𝑖𝑗, 𝑢𝑖 = 𝑢𝑖
∗/2𝑙 – вектор перемещений, отнесенный к длине трещины. 

Для несжимаемого материала при плоской деформации выполняются стандартные соот-

ношения между компонентами тензоров и девиаторов напряжений и деформаций.  

Нагрузки на кромках трещины равны нулю. Отсюда следуют граничные условия задачи: 

 �̇�𝑟𝜑|
𝜑=±𝜋

= 𝜒(𝑟), �̇�𝜑𝜑|
𝜑=±𝜋

= 𝜓(𝑟). (2) 

Таким образом, уравнения (1) с условиями (2) доставляют математическую формулировку 

прямой краевой задачи о докритическом росте для трещины нормального отрыва при плоской 

деформации. 

Неголономность разрешающих уравнений (1) математической теории пластичности с 

упрочнением и учет представлений для приращений деформаций и напряжений, отвечающих 

увеличению параметра К (однопараметрическое активное нагружение) 

 𝛿𝑒𝑖𝑗 = 𝑒𝑖𝑗,𝐾𝛿𝐾 = 𝑒𝑖𝑗,𝑟 ⋅ 𝛿𝑟, 𝑠𝑖𝑗,𝐾𝛿𝑠𝑖𝑗 = 𝑠𝑖𝑗,𝑟𝛿𝑟 (3) 

позволяют искать решение задачи (1), (2), (3) в перемещениях 𝑢𝑟(𝑟, 𝜑); 𝑢𝜑(𝑟, 𝜑). 

В обратной задаче требуется определить механические параметры среды 

𝜀 = 𝐵
𝜎𝑠

𝐺⋅𝛾∗
 и 𝑑∗ =

𝑑⋅𝜎𝑠
2

𝐾2 , где первый параметр выражает т.н. «обратное число нелинейности» диа-

граммы деформирования и зависит от диаметра пластических зон различного уровня. Коэф-

фициент К имеет смысл коэффициента интенсивности напряжений в упругой области, окру-

жающей малую пластическую зону (тонкая структура) или, в более общем случае, аналогич-

ного коэффициента для сверхтонкой структуры. При этом требуется определить параметры 

задачи 𝜀 и 𝑑∗  по следу решения прямой задачи (1), (3) и значениям краевых условий (2) на 

берегах разреза. 

Предположим, что у нас есть набор наблюдений 𝑢(𝑟𝑖, 𝜑𝑗) для заданных точек в окрестно-

сти вершины трещины, а также заданы граничные условия. 

Для решения обратной задачи, то есть восстановления параметров 𝜀 и 𝑑∗  можно исполь-

зовать методы Deep PDE. Строим глубокую нейронную сеть, которая принимает на вход 𝑟𝑖 и 

𝜑𝑗 и выдает оценку 𝜀 и 𝑑∗ . Обучение сети может производиться путем минимизации функции 

потерь, которая измеряет разницу между предсказанными и наблюдаемыми значениями пара-

метров и удовлетворяет граничным условиям. 
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Нейронная сеть с подкреплением обучалась с помощью данных решения прямой задачи, 

полученного методом асимптотических разложений [6] на основе программного модуля, со-

зданного инструментами фреймворка PyTorch [7,8]. 

Пример псевдокода обучения сети выглядит следующим образом (рис. 1): 

 

Рис. 1. Пример псевдокода для обучения нейронной сети 

Здесь метод generate_training_data генерирует обучающие данные, содержащие коор-

динаты r и 𝜑  и соответствующие им значения смещений 𝑢(𝑟, 𝜑) для заданных граничных 

условий. Метод define_model определяет архитектуру нейронной сети, которая будет исполь-

зоваться для оценки механических коэффициентов среды. 

Выводы. Из решения обратной задачи для трещины нормального отрыва в окрестности 

вершины при изотропном неголономном упрочнении заключаем: 

1. Для случая кубического упрочнения при сетке 𝑟 ∈ (0.01,  0.99) , 𝜑 ∈ (−3.12,  3.12)  с 

шагом ℎ𝑟 = 0.01  и ℎ𝜑 = 0.05  соответственно значения диаметра пластической зоны около 

вершины (тонкая структура) 𝑑 ∈ (0.1137,  0.01384) для основных конструкционных материа-

лов (сталь, медные и алюминиевые сплавы). 

2. Относительная погрешность при кубическом упрочнении в малой пластической зоне 

(сверхтонкая структура) имеет на ее границе диапазон параметра 𝜀 ∈ (0.06537,  0.006549). 

3. Величина диаметра пластической зоны возле вершины трещины с поправками для 

сверхтонкой структуры будет 𝑑′ = 𝑑 (1 + 𝜀)4⁄ , (𝑑 − 𝑑′) 𝑑⁄ = 𝜀4. Причем последние формулы 

верны лишь при малых значениях параметра 𝜀 = 0.1. 

4. Указанные значения параметров свидетельствуют о совпадении главных (сингулярных) 

асимптотических разложений около вершины при монотонном нагружении (тонкая струк-

тура) для теории течения и деформационной теории, в случае правильных частей разложений 

(второй и последующие члены рядов) это не имеет места. 

5. Используя указанное решение, получаются дальнейшие оценки для материалов с низ-

кой физической нелинейностью 𝜀 и 𝑑, что свидетельствует об эффективности метода асимп-

тотических разложений для анализа не только сверхтонкой, но и промежуточной структур 

упругопластических решений. В частности, соответствующие оценки погрешностей могут 

быть получены при использовании прямых численных методов. 

6. Полученное решение обратной задачи хорошо коррелирует с известными асимптотиче-

скими и численными решениями прямых задач. 

7. Диапазоны изменения параметров обратной задачи представлены на рис. 2. 
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Рис. 2. Решение обратной коэффициентной задачи в окрестности вершины  

(слева – тонкая структура, справа – сверхтонкая структура) 
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