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Для нелинейного строго гиперболического биволнового уравнения, заданного в первом квад-

ранте, рассматривается смешанная задача, в которой на пространственной полуоси задаются условия 

Коши, а на временной полуоси задаются условия Дирихле и Вентцеля. Решение строится методом ха-

рактеристик в неявном аналитическом виде как решение некоторых интегро-дифференциальных урав-

нений. С помощью метода продолжения по параметру и априорных оценок проводится исследование 

разрешимости этих уравнений, а также зависимости от начальных данных и гладкости их решений. 

Для рассматриваемой задачи устанавливаются условия, при выполнении которых её классическое ре-

шение существует, единственно и непрерывно зависит от начальных и граничных данных. 

Ключевые слова: нелинейное биволновое уравнение; смешанная задача; классическое решение; 

метод характеристик; априорные оценки; метод продолжения по параметру; балка Тимошенко. 

Постановка задачи 

В области 𝑄 = (0, ∞) × (0, ∞) двух независимых переменных (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄̅ ⊂ ℝ2 рассматри-

вается нелинейное уравнение 
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где 𝑓 – функция, заданная на множестве [0, ∞) × [0, ∞) × ℝ10 , и 𝑎 и 𝑏 – заданные положи-

тельные действительные числа, такие что 0 <  𝑎 <  𝑏 . К уравнению (1) присоединяются 

начальные 

 𝑢(0, 𝑥)  = 𝜑0(𝑥), 𝜕𝑡𝑢(0, 𝑥) = 𝜑1(𝑥), 𝜕𝑡
2𝑢(0, 𝑥) = 𝜑2(𝑥), 𝜕𝑡

3𝑢(0, 𝑥) = 𝜑3(𝑥), 𝑥 ∈ [0, ∞),  (2) 

и граничные 

 𝑢(𝑡, 0) = 𝜇0(𝑡), 𝜕𝑥
2𝑢(𝑡, 0) = 𝜇1(𝑡), 𝑡 ∈ [0, ∞), (3) 

условия, где 𝜑0, 𝜑1, 𝜑2, 𝜑3, 𝜇0 и 𝜇1 – функции, заданные на полуоси [0, ∞). 

Уравнения вида (1) используются при моделировании балок Тимошенко [1] (в этом случае 

однородные граничные условия 𝑢(𝑡, 0) = 𝜕𝑥
2𝑢(𝑡, 0) = 0  соответствуют свободно опертой 

балке), при исследовании физических полей [2, 3], в теории управления [4]. 

Симметрийный анализ уравнения (1) был проведен В. И. Фущичем и др. в работах [2, 3]. 

Задача Коши (1), (2) была рассмотрена нами в работе [5] в случае 

 ℱ[𝑢](𝑡, 𝑥) ≔ 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑢(𝑡, 𝑥)),   

где было доказано существование и единственность глобального классического решения, если 

функция 𝑔 удовлетворяет условию |𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑢) − 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑧)| ≤ 𝑘(𝑡, 𝑥)|𝑢 − 𝑧|, где 𝑘 – измеримая 

функция, квадрат которой локально суммируем. В той же работе было показано, что задача 

допускает взрывное решение в случае полиномиальных нелинейностей. 
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В работе [6] было доказано существование единственного ограниченного глобального 

слабого непрерывного решения задачи Коши для уравнения (1) с потенциальным оператором 

ℳ, задающим нелинейность по формуле 
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где 𝑎 < 𝑐 < 𝑏, при достаточно малых начальных данных и некоторых ограничениях на потен-

циал оператора ℳ. В той же работе установлены существование и единственность решения 

задачи Коши для уравнения (1), если нелинейность 𝑓 не зависит от производных третьего по-

рядка и удовлетворяет некоторым дополнительным условиям. Эти результаты были обобщены 

в работе [7] на случай 
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В линейном случае 

ℱ[𝑢] = 𝑚
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
, 

формальное решение задачи (1) – (3) при однородных условиях Коши 

𝜑0 ≡ 𝜑1 ≡ 𝜑2 ≡ 𝜑3 ≡ 0 

было выписано в работе [1], используя метод отражений, преобразование Лапласа и фунда-

ментальные решения. Теоремы существования и единственности классических решений для 

линейных начальных и смешанных задач для уравнений вида (1) были установлены в работах 

[8–10]. 

Построение решения 

Интегрирование уравнения (1) с условиями (2) – (3) проводится следующим образом: 

1. По схеме, изложенной в работе [11], выводятся необходимые условия согласования 

начальных и граничных данных, а также правой части. 

2. Методом характеристик выписывается формальное решение линейной задачи (1) – (3) 

при ℱ[𝑢](𝑡, 𝑥) = 0. 

3. Методом Дюамеля формально строится решение линейной задачи (1) – (3) при 

ℱ[𝑢](𝑡, 𝑥) = 𝑓(𝑡, 𝑥). 

4. Устанавливается, что полученное ранее решение линейной задачи (1) – (3) при 

ℱ[𝑢](𝑡, 𝑥) = 𝑓(𝑡, 𝑥) является в самом деле классическим; доказывается его единственность. 

5. Используя подход из книги [12], ранее примененный нами в работах [13, 14], решение 

уравнения (1) с условиями (2) и (3) сводится к решению некоторых эквивалентных интегро-

дифференциальных уравнений. На этом этапе существенно используются ранее полученные 

нами результаты для линейного случая. 

6. С помощью метода продолжения по параметру [15, 16] доказывается существование и 

единственность решений, непрерывно зависящих от начальных и граничных данных, интегро-

дифференциальных уравнений, полученных на предыдущем шаге. 

Таким образом, по данной схеме, на последнем шаге мы получаем решения некоторых 

интегро-дифференциальных уравнений, которые оказываются решением смешанной задачи 

(1) – (3). При этом данный подход оказывается конструктивным, поскольку он позволяет ис-

кать решение задачи (1) – (3) приближенно, используя метод последовательных приближений. 

Классическое решение 

Основной результат доклада сформулируем в виде теоремы. 

Теорема 3. Пусть выполняются условия гладкости 

𝜑0 ∈ 𝐶4([0, ∞)), 𝜑1 ∈ 𝐶3([0, ∞)), 𝜑2 ∈ 𝐶2([0, ∞)), 𝜑3 ∈ 𝐶1([0, ∞)), 

𝑓 ∈ 𝐶1(𝑄̅ × ℝ10), 𝜇0 ∈ 𝐶4([0, ∞)),  𝜇1 ∈ 𝐶2([0, ∞)), 
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и пусть функция 𝑓 удовлетворяет условию Липшица 

|𝑓(𝑡, 𝑥, 𝐮1) −  𝑓(𝑡, 𝑥, 𝐮2)| ≤ 𝐿(𝑡, 𝑥)‖𝐮1 − 𝐮2‖1, 

где 𝐿 – функция класса 𝐶(𝑄̅). Тогда смешанная задача (1) – (3) имеет в классе 𝐶4(𝑄̅) един-

ственное решение 𝑢 тогда и только тогда, когда выполняются условия 

𝜇0(0) = 𝜑0(0), 𝐷𝜇0(0) = 𝜑1(0), 𝐷2𝜇0(0) = 𝜑2(0), 𝐷3𝜇0(0) = 𝜑3(0), 

𝜇1(0) = 𝐷2𝜑0(0), 𝐷𝜇1(0) = 𝐷2𝜑1(0), 𝐷2𝜇1(0) = 𝐷2𝜑2(0), 

𝐷4𝜇0(0) = 2(𝑎2 + 𝑏2) 𝐷2𝜑2(0) −  𝑎2𝑏2𝐷4𝜑2(𝑥) + 𝑓(0, 0, 𝜑0(0), 𝜑1(0), 𝐷𝜑0(0), 

𝜑2(0), 𝐷𝜑1(0), 𝐷2𝜑0(0), 𝜑3(0), 𝐷𝜑2(0), 𝐷2𝜑1(0), 𝐷3𝜑0(0)). 

Это решение непрерывно зависит от начальных и граничных данных и может быть найдено 

методом последовательных приближений. 

Заключение 

В статье получены необходимые и достаточные условия, при выполнении которых для 

нелинейного биволнового уравнения существует единственное классическое решение сме-

шанной задачи с условиями Дирихле и Вентцеля в четверти плоскости. Установлена зависи-

мость гладкости решения от гладкости начальных функций. Показано, что нарушение условий 

согласования приводит к невозможности построения классического решения во всей четверти 

плоскости. 
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