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В статье предложена малопараметрическая модель на основе базисных функций 

многомерного двоичного временного ряда. Для параметров предложенной модели 

строится состоятельная асимптотически нормальная статистическая оценка. Для 

построенной оценки найдены асимптотические смещение и вариация. Полученные 

результаты могут быть использованы для статистического анализа двоичных 

временных рядов. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Цифровизация экономики и всего окружающего мира ведет к 

увеличению данных в дискретном пространстве состояний с дискретным 

временем. Для математического описания таких данных используются 

дискретные, в том числе двоичные, временные ряды. 

Примеры прикладных задач статистического анализа дискретных 

временных рядов [1]: 

 Генетика (анализ генетических последовательностей); 

 Экономика финансы (анализ динамики «рост-падение» биржевых 

курсов); 

 Защита информации(потоки данных в компьютерных системах 

защиты информации). 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 

Пусть 𝑋𝑡  – это 𝑁-мерная однородная двоичная цепь Маркова (𝑁-

ДЦМ) порядка 𝑠 ≥ 1, определенная на вероятностном 

пространстве (Ω,ℱ, P): 
 

 𝑋𝑡 = (

𝑥𝑡1
⋮
𝑥𝑡𝑁
)  ∈  𝑉𝑁 , 𝑡 ∈ 𝑍, (1) 
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где 𝑥𝑡𝑖 ∈ 𝑉 = {0,1} − двоичная случайная величина, задающая 𝑖-ю 

компоненту в момент времени 𝑡. 
Рассмотрим ситуацию, когда при фиксированной 𝑠-предыстории: 

 

𝐶𝑡 = {𝑋𝑡−1 = 𝐽𝑡−1, . . . , 𝑋𝑡−𝑠 = 𝐽𝑡−𝑠} 

 

случайные величины  𝑥𝑡1, . . . , 𝑥𝑡𝑁 зависимы так, что: 

 

P{𝑋𝑡 = 𝐽𝑡|𝐶𝑡} = P{𝑥𝑡1 = 𝑗𝑡1|𝐶𝑡} ∙ P{𝑥𝑡2 = 𝑗𝑡2|𝑥𝑡1 = 𝑗𝑡1, 𝐶𝑡} 

 ∙ … ∙ P{𝑥𝑡𝑁 = 𝑗𝑡𝑁|𝑥𝑡1 = 𝑗𝑡1, … , 𝑥𝑡,𝑁−1 = 𝑗𝑡,𝑁−1, 𝐶𝑡}, (2) 

где условное распределение 𝑖-й компоненты 𝑥𝑡𝑖 ∈ 𝑉 при условии, что 

фиксирована 𝑠-предыстория, представимо в виде: 

для первой компоненты: 

 

P{𝑥𝑡1 = 𝑗𝑡1|𝑋𝑡−1 = 𝐽𝑡−1,  .  .  .  ,  𝑋𝑡−𝑠 = 𝐽𝑡−𝑠} 

 = {
𝑝1(𝐽𝑡−𝑠, … ,  𝐽𝑡−1),     𝑗𝑡,𝑖 = 1,  

1 − 𝑝1(𝐽𝑡−𝑠, … ,  𝐽𝑡−1), 𝑗𝑡,𝑖 = 0.
 (3) 

 

для остальных компонент (𝑖 = 2, … , 𝑁): 

 

P{𝑥𝑡𝑖 = 𝑗𝑡𝑖|𝑥𝑡1 = 𝑗𝑡1, … , 𝑥𝑡𝑖−1 = 𝑗𝑡𝑖−1, 𝐶𝑡} 

 = {
𝑝𝑖(𝑥𝑡1, … , 𝑥𝑡𝑖−1, 𝐽𝑡−𝑠, … ,  𝐽𝑡−1),     𝑗𝑡𝑖 = 1,  

1 − 𝑝𝑖(𝑥𝑡1, … , 𝑥𝑡𝑖−1, 𝐽𝑡−𝑠, … ,  𝐽𝑡−1),    𝑗𝑡𝑖 = 0.
 (4) 

 

МАЛОПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 

Малопараметрическая модель на основе базисных функций (для 

упрощения записи индекс 𝑖 ∈ {1, … ,𝑁} опущен) для (4) имеет вид: 

 

 𝑝 = 𝑝(𝐽1:𝑠) = 𝐹(∑ 𝑏𝑘𝜓𝑘(𝐽1:𝑠)
𝑚
𝑘=1 ), 𝐽1:𝑠 ∈ 𝑉

𝑁𝑠, (5) 

 

где 𝐹(∙) − некоторая заданная абсолютно непрерывная функция 

распределения, 𝐵 = (𝑏𝑘) ∈ 𝑅𝑚 − вектор-столбец 𝑚 ≤ 2𝑁𝑠 неизвестных 

коэффициентов 𝑁-ДЦМ, {𝜓𝑘(𝐽1:𝑠)} − базисные функции, 𝐽1:𝑠 =
(𝐽1
′ , … , 𝐽𝑠

′)′ ∈ 𝑉𝑁𝑠 − составной вектор − столбец, задающий 𝑠 −
предысторию. 
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Пусть наблюдается реализация длины 𝑇 для 𝑁-ДЦМ (1)-(4): 

  𝑋1:𝑇 = (𝑋1, … , 𝑋𝑇) ∈ 𝑉
𝑇𝑁 . 

 

Используя FBE (Frequencies-Based Estimation) – метод, 

предложенный в [2], оценим вектор параметров 𝐵 модели (5) по 

наблюдаемой реализации   𝑋1:𝑇.  

Примем следующие обозначения: 𝟏{𝐶} −идикаторная функция 

события 𝐶; 
для первой компоненты: 

 

  𝑣𝑠
𝑇(𝐽1:𝑠) = ∑𝟏{𝑋𝑡 = 𝐽𝑠 , . . . , 𝑋𝑡−𝑠+1 = 𝐽1}

𝑇

𝑡=𝑠

, 

 

𝑣𝑠+1
𝑇 (𝐽1:𝑠; 1)∑𝟏{𝑥𝑡+1,1 = 1, 𝑋𝑡 = 𝐽𝑠, . . . , 𝑋𝑡−𝑠+1 = 𝐽1}

𝑇

𝑡=𝑠

 

 

для остальных компонент (𝑖 = 2, … , 𝑁): 

 

 𝑣𝑠
𝑇(𝐽1:𝑠) = ∑𝟏{

𝑥𝑡+1,𝑖−1 = 𝑗𝑡+1,𝑖−1, … , 𝑥𝑡+1,1 = 𝑗𝑡+1,1,

𝑋𝑡 = 𝐽𝑠 , … , 𝑋𝑡−𝑠+1 = 𝐽1 
}

𝑇−1

𝑡=𝑠

, 

 

𝑣𝑠+1
𝑇 (𝐽1:𝑠; 1)∑𝟏{

𝑥𝑡+1,𝑖 = 1, 𝑥𝑡+1,𝑖−1 = 𝑗𝑡+1,𝑖−1, … , 𝑥𝑡+1,1 = 𝑗𝑡+1,1,

𝑋𝑡 = 𝐽𝑠 , … , 𝑋𝑡−𝑠+1 = 𝐽1 
}

𝑇

𝑡=𝑠

– 

 
  частоты    𝑠-грамм 𝐽1:𝑠 и (𝐽1:𝑠; 1); 

 

𝑝̂(𝐽1:𝑠) =

{
 

 
𝑇 − 𝑠

𝑇 − 𝑠 + 1
∙
𝑣𝑠+1
𝑇 (𝐽1:𝑠; 1)

𝑣𝑠
𝑇(𝐽1:𝑠)

, 𝐽1:𝑠  ∈ 𝑱
(𝑠),

1

2
,                                          𝐽1:𝑠  ∉ 𝑱

(𝑠),

 

 

Где 
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𝑱(𝑠) = {𝐽1:𝑠 ∈ 𝑉
𝑁𝑠 ∶  𝑣𝑠

𝑇(𝐽1:𝑠) > 0} ⊆ 𝑉
𝑁𝑠 − 

подмножество 𝑠-грамм, имеющих ненулевые частоты в 𝑋1:𝑇; 

 

𝑢̂(𝐽1:𝑠) = 𝐹
−1(𝑝̂(𝐽1:𝑠)) ∈ 𝑅

1; 

 𝐷 = ∑ 𝛹(𝐽1:𝑠)𝛹
𝑇(𝐽1:𝑠)  ∈  𝑅

𝑚×𝑚
𝐽1:𝑠 ∈𝐽

(𝑠) ,  (6) 

 

где 𝐹−1(∙) −квантильная функция, 

 

𝛹(𝐽1:𝑠) = {𝜓𝑘(𝐽1:𝑠)} ∈  𝑅
𝑚×1,   

 

𝐸 = ∑ 𝑢̂(𝐽1:𝑠)𝛹(𝐽1:𝑠)  ∈  𝑅
𝑚×1.  

𝐽1:𝑠 ∈𝐽
(𝑠)

 

 

АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ОЦЕНКИ 𝑩̂ 

Теорема 1. Если 𝑁-ДЦМ эргодична и определитель матрицы 𝐷 

определяемой (6), |𝐷| ≠ 0, то FBE-оценка имеет вид: 

 

𝐵̂ = (𝑏𝑘̂) = 𝐷
−1𝐸 

 

и при 𝑇 → +∞ состоятельна, т.е. сходится по вероятности к 

истинному значению 𝐵0: 
 

𝐵̂
𝑃
→𝐵0, 

 

является асимптотически несмещенной: 

 

 𝐸{𝐵̂ − 𝐵0} =  𝐸{𝐵̂} − 𝐵0
𝑇→∞
→   0,  

 

а ее асимптотическая ковариационная матрица в случае 𝑖 − ой 

компоненты (𝑖 = 1, … ,𝑁): 
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 𝐸 {𝑇(𝐵̂ − 𝐵0)(𝐵̂ − 𝐵0)
′
}
𝑇→∞
→   𝐷−1Ψ𝐹(∑𝑝)

−1𝐹̅′Ψ′(𝐷−1 )′, 

 

Где 

 

∑𝑝 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑝𝑖(1 − 𝑝𝑖)) ∈  𝑅2
𝑠+(𝑖−1)×2𝑠+(𝑖−1) , 

 

𝐹 = (𝐹−1
′
(𝑝𝑖)) ∈  𝑅2

𝑠+(𝑖−1)
. 

 

Теорема 2. В условиях Теоремы 1 FBE-оценка 𝐵̂ имеет 

асимптотически нормальное распределение: 

 

√𝑇(𝐵̂ − 𝐵)
𝑇→∞
→   𝒩𝑚(0, ∑), 

 

∑ = 𝐷−1Ψ𝐹∑𝑝𝐹
′Ψ′(𝐷−1 )′. 

Заключение 

В работе получены следующие результаты: 

1. для многомерных двоичных временных рядов предложена 

малопараметрическая модель на основе базисных функций; 

2. построена состоятельная асимптотически нормальная 

статистическая оценка параметров предложенной модели; 

для построенной оценки найдены асимптотические смещение и 

вариация. 

 Полученные результаты могут быть использованы для решения, 

указанных во введении, прикладных задач статистического анализа 

дискретных временных рядов. 
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