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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Решение многих задач по теории аналитических функций, гидродина-
мике, теории упругости, фильтрации, теплопроводности и ряду других раз-
делов механики, физики и математической физики связано с сингулярными 

интегральными и интегро-дифференциальными уравнениями с интегра-
лами, рассматриваемыми как главное значение по Коши. Например, 
в монографии [14] при исследовании широкого класса электродина-

мических структур последовательно применен аппарат сингулярных 
интегральных уравнений, удобный для реализации на электронно-вычисли-
тельных машинах (ЭВМ), приведены результаты, касающиеся численного 
решения таких уравнений методом механических квадратур. На основе та-
ких подходов созданы вычислительные алгоритмы. 

Характерной особенностью численного решения интегральных уравне-
ний является их дискретизация, т. е. получение тем или иным способом си-
стемы линейных алгебраических уравнений. Однако необходимость чис-
ленного решения систем алгебраических уравнений заставляет рационально 
подходить к выбору вычислительных алгоритмов. Если требуется получить 
решение с высокой степенью точности, то целесообразно разыскивать его в 
виде линейной комбинации ортогональных многочленов, например много-
членов Чебышева [1, c. 187]. 

Данная монография написана по результатам исследований автора и 
посвящена разработке приближенных методов решения задач из книг [14; 

16; 17; 22; 25] методом ортогональных многочленов, основной идеей кото-
рого является использование спектральных или квазиспектральных соотно-
шений для входящих в уравнение интегралов. 

Вначале изложены основы математического аппарата, применяемого 

при построении вычислительных схем, затем даны вычислительные схемы 
интегральных уравнений первого рода с логарифмической особенностью и 
с ядром типа Коши, возникающих при решении многих задач механики. 
Приведены описания и листинги функций по реализации разработанных 
вычислительных схем в среде компьютерной алгебры MathCad. Проведены 
расчеты на модельных примерах, которые показывают, что уже при срав-
нительно небольших значениях размеров системы линейных алгебраиче-
ских уравнений достигается достаточно высокая точность вычисления 
приближенного решения. Основные результаты опубликованы в изданиях 
[18–21; 24]. 

Автор выражает глубокую признательность В. М. Волкову и С. М. Шеш-

ко за помощь в реализации некоторых задач. 
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1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ  СВЕДЕНИЯ 

Приведем некоторые известные сведения, которыми будем пользо-
ваться в монографии. 

Классы функций по Мусхелишвили 

Известно, что решение сингулярных уравнений зависит от класса функ-
ций, в котором оно разыскивается [13]. 

Напомним о классе функций (0)h  по Мусхелишвили – это класс 
функций с интегрируемой особенностью в окрестности точек = 1x   

[13, с. 32].  

Мы говорим, что функция ( ) (0),x h   если на отрезке 1 2[ 1 ,1 ]      

1 0,   2 0,   она удовлетворяет условию Гёльдера, а в окрестности то-
чек 1  допускает интегрируемую особенность. 

Функция ( ) ( 1),x h    если на отрезке [ 1,1 ],    0,   она удовлетво-
ряет условию Гёльдера, а в окрестности точки 1x   допускает интегрируе-
мую особенность. 

Функция ( ) (1),x h   если на отрезке [ 1 ,1]   , 0,   она удовлетворяет 
условию Гёльдера, а в окрестности точки 1x    допускает интегрируемую 
особенность. 

Класс функций ( 1,1)h   – класс ограниченных в окрестности точек 
= 1x   функций. 

О применении многочленов Чебышева 

Имеют место (см., например, [15]) свойства ортогональности много-
членов Чебышева: 

 

1

2
1

0, ,
( ) ( )1

= 1 2, 0,
1 1, 0,

j p

j p
T t T t

dt j p
t j p


      

  

 

1
2

1

0, ,1
1 ( ) ( ) =

1, .
j p

j p
t U t U t dt

j p



   

  (1.1) 

При построении вычислительных схем использован интерполя-

ционный многочлен для функции ( )f x  по узлам Чебышева первого рода, 
указанный в [15, с. 104]: 

 0

=0

( ) ( ) = ( ),
n

n j j

j

f x f x f T x   (1.2) 
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=0

2
= ( ) ( ), = 0, ,

1

n

j k j k

k

f f x T x j n
n    

 
2 1

= cos , = 0, .
2 2

k

k
x k n

n





 (1.3) 

Здесь 0
0 1

0

1
... .

2
   

n

j n

j

a a a a  

Будем далее говорить, что (1.2) – это разложение функции ( )f x  по мно-
гочленам Чебышева первого рода.  

Описание и листинг функции, реализующей формулу (1.3)  

(файл «fjT.xmcd») 

Функция .fjT  

Назначение: вычисляет значение коэффициентов , = 0, ,jf j n  по 

формуле (1.3). 

Прототип: ( , ).fjT ff n  

Параметры: 
n  – степень многочлена ( );nf x  

ff  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( ).f x  

Возвращаемое значение: значение коэффициентов , = 0, .jf j n  

 

Чтобы получить разложение функции ( )f x  по многочленам Чебышева 
второго рода, применим в (1.2) тождества [15, с. 23]:  
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 0 0 1 1 2( ) = ( ), 2 ( ) = ( ), 2 ( ) = ( ) ( ), 2,j j jT x U x T x U x T x U x U x j   

и получим следующее: 

 
=0

( ) = ( ),
n

n j j

j

f x f U x  (1.4) 

 2 1 1= , = 0, 2, , ,j j j n n n nf G G j n f G f G       (1.5) 

 
=0

1
= ( ) ( ), = 0, ,

1

n

j k j k

k

G f x T x j n
n     

2 1
= cos , = 0, .

2 2
k

k
x k n

n





 

Описание и листинг функции, реализующей формулу (1.5) 

 (файл «fjU.xmcd») 

Функция .fjU  

Назначение: вычисляет значение коэффициентов , = 0, ,jf j n  по 
формуле (1.5). 

Прототип: ( , ).fjU ff n  

Параметры: 
n  – степень многочлена ( );nf x  

ff  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( )f x . 

Возвращаемое значение: значение коэффициентов , = 0, .jf j n  
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Для получения интерполяционного многочлена , ( , )n nK x t  функции 

двух переменных ( , )K x t  в виде разложения по многочленам Чебышева пер-
вого и второго рода используем (1.4) и (1.2), в результате чего имеем 

 , ,

=0 =0

( , ) = ( ) ( ),
n n

n n m m j j

m j

K x t U x k T t   (1.6) 

  
1 1

, 2

=1 =1

1
= ( ) ( , ) ( ) ( ) ,

1 1

n n
j

m j j r l r m l m m l

r l

k T x K x x T x T x
n n

 


  

   
   (1.7) 

где 

 
2 1

= cos , =1, 1,
2 2

k

k
x k n

n


 


 

 
1, = 0, 2,

=
0, = 1, ,

m

m n

m n n

 
 


 

 
1, = 0,

=
2, > 0.

j

j

j


 


 

Описание и листинг функции, реализующей формулу (1.7)  

(файл «KmjUT.xmcd») 

Функция .KmjUT  

Назначение: вычисляет значение коэффициентов , = 0, ,mjk m n = 0, ,j n  

по формуле (1.7). 

Прототип: ( , ).KmjUT fk n  

Параметры: 
n  – степень многочлена ( , );nnK x t  

fk  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( , ).K x t  

Возвращаемое значение: значение вычисленных по формуле (1.7) 

коэффициентов , = 0, , = 0, .mjk m n j n  
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На основании предыдущих результатов получим интерполяционный 
многочлен , ( , )n nK x t  функции двух переменных ( , )K x t  следующего вида: 

 , ,

0 0

( , ) ( ) ( ) ,
n n

n n m j m j

m j

K x t T x U t k
 

   (1.8) 

  , 22
0 0

( ) ( , ) ( ) ( ) ,
( 1)

n n
m

m j m l l r j r j j r

l r

k T x K x x T x T x
n


 


 

    

 
1, 0, 1, = 0, 2, 2 1

= cos , 0, .
2, 0, 2 20, = 1, ,

  
        
m j k

m j n k
x k n

m nj n n
 (1.9) 

Описание и листинг функции, реализующей формулу (1.9)  

(файл «KmjTU.xmcd») 

Функция .KmjTU  

Назначение: вычисляет значение коэффициентов , = 0, , = 0, ,mjk m n j n  

по формуле (1.9). 

Прототип: ( , ).KmjTU fk n  
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Параметры: 
n  – степень многочлена ( , );nnK x t  

fk  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( , ).K x t  

Возвращаемое значение: значение вычисленных по формуле (1.9) 

коэффициентов , = 0, , = 0, .mjk m n j n  

 

Для получения интерполяционного многочлена , ( , )n nK x t  функции 
двух переменных ( , )K x t  в виде разложения по многочленам Чебышева пер-
вого рода используем (1.2), в результате чего имеем 

 *
, ,

0 0

( , ) ( ) ( ) ,
n n

n n m j m j

m j

K x t T x T t k
 

   (1.10) 
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 *
, 2

0 0

( ) ( , ) ( ),
( 1)

n n
m j

m j m l l r j r

l r

k T x K x x T x
n  

 


    

 
1, 0, 2 1

cos , 0, .
2, 0, 2 2

q k

q k
x k n

q n

 
      

 (1.11) 

Описание и листинг функции, реализующей формулу (1.11)  

(файл «KmjTT.xmcd») 

Функция .KmjTT  

Назначение: вычисляет значение коэффициентов *
, = 0, , = 0, ,mjk m n j n  

по формуле (1.11). 

Прототип: ( , ).KmjTT fk n  

Параметры:  
n  – степень многочлена ( , );nnK x t  

fk  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( , ).K x t  

Возвращаемое значение: значение вычисленных по формуле (1.11)

коэффициентов *
, = 0, , = 0, .mjk m n j n  
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Для получения интерполяционного многочлена , ( , )n nK x t  функции 
двух переменных ( , )K x t  в виде разложения по многочленам Чебышева вто-
рого рода применим аналогичный подход и получим 

 , ,

0 0

( , ) ( ) ( ),
n n

n n m m j j

m j

K x t U x k U t
 

   (1.12) 

    , 2 22
0 0

1
( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ,

( 1)

n n

m j m l m m l l r j r j j r

l r

k T x T x K x x T x T x
n

 
 

  
    

 
1, 0, 2,

0, 1, ,
j

j n

j n n

  
  

 
 

 
1, 0, 2,

0, 1, ,
m

m n

m n n

  
  

 
 

 
2 1

cos , 0, .
2 2

k

k
x k n

n


  


 (1.13) 

Описание и листинг функции, реализующей формулу (1.13)  

(файл «KmjUU.xmcd») 

Функция .KmjUU  

Назначение: вычисляет значение коэффициентов , = 0, , = 0, ,mjk m n j n  

по формуле (1.13). 

Прототип: ( , ).KmjUU fk n  

Параметры: 
n  – степень многочлена ( , );nnK x t  

fk  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( , ).K x t  

Возвращаемое значение: значение вычисленных по формуле (1.13) 

коэффициентов , = 0, , = 0, .mjk m n j n  
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Для указанных интерполяционных многочленов имеют место 
следующие утверждения (см., например, [23, с. 318, 321, 391]). 

 

Утверждение 1.1. Если в качестве узлов интерполирования берутся 

нули многочлена Чебышева первого рода, т. е. точки 2 1
cos ,

2 2


 

k

k
x

n
 

0,1, ..., ,k n  то для констант Лебега n  имеет место оценка 

(ln ), 2, 3, ... .  n O n n  

 

Утверждение 1.2. Если функция ( ) ( )f x H   на сегменте [ , ]a b  то для 
многочлена наилучшего приближения ( )nE f  имеет место оценка  

  ( ) .nE f O n  
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Утверждение 1.3. Если функция  непрерывно дифференцируема p  раз 
на сегменте [ 1,1],  причем ( )( ) ( ),pf x H   то для интерполяционных 
многочленов (1.2) и (1.4), построенных по узлам Чебышева первого рода, 

имеет место оценка  

 
ln

( ) ( ) .n p

n
f x f x O

n 
    
 

 

О рекуррентных соотношениях Кленшоу 

Имеется простой способ вычисления выражений вида  

 
=0

( ) = ( ),
n

i i

i

f x a T x  

без вычисления значений функции ( ).iT x  Такой способ был предложен 
Кленшоу в 1955 г., а его реализация описана, например, в [5; 12]. Приведем 
некоторые алгоритмы. 

1. Пусть необходимо вычислить  

 
=0

( ) = ( ).
n

k k

k

f x a T x  (1.14) 

С помощью рекуррентного соотношения  

 1 22 =k k k kb xb b a    

и начальных значений 1 2= = 0n nb b   вычисляются константы bn, bn–1, …, b0. 

Подстановка в формулу (1.14) выражения для ka  дает  

 
2

1 2 1 1

=0

( ) = ( 2 ) ( ) ( 2 ) ( ) ( ).
n

k k k k n n n n n

k

f x b xb b T x b xb T x b T x


         

Имеют место формулы [28]: 

 1 1( ) 2 ( ) ( ) = 0,n n nT x xT x T x    

 0 1( ) =1, ( ) = ,T x T x x  

 1 1( ) 2 ( ) ( ) = 0,n n nU x xU x U x    

 0 1( ) =1, ( ) = 2 , =1, 2, ... .U x U x x n  (1.15) 

В силу формулы (1.15) все коэффициенты при kb  равны нулю, за 
исключением 0b  и 1.b  
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Таким образом,  
 0 1 0 1 1( ) = ( 2 ) ( ) ( ), f x b xb T x b T x  

или окончательно  
 0 1( ) = .f x b xb  

По аналогии c данным алгоритмом, используя формулы [28]: 
 2 ( ) ( ) = ( ) ( ),n m m n m nT x T x T x T x   

 2 ( ) ( ) = ( ) ( ),n m m n m nT x U x U x U x   

 2 3
0 1 2 3( ) =1, ( ) = , ( ) = 2 1, ( ) = 4 3 ,T x T x x T x x T x x x   

 2 3
0 1 2 3( ) =1, ( ) = 2 , ( ) = 4 1, ( ) = 8 4 ,U x U x x U x x U x x x   

можно получить следующие схемы. 
2. Пусть необходимо вычислить  

 2

=0

( ) = ( ).
n

k k

k

f x a T x  

С помощью рекуррентного соотношения  

 2
1 2= 2(2 1)k k k kb x b b a     

и начальных значений 1 2= = 0n nb b   вычисляются константы bn, bn–1, …, b0. 

Тогда  

 2
0 0 1 2 1 0( ) = ( ) ( ) 2(2 1) ( ),  f x b T x b T x x b T x  

или  
 2

0 1( ) = (2 1) .f x b x b   

3. Пусть необходимо вычислить  

 2 1

=0

( ) = ( ).
n

k k

k

f x a T x  

С помощью рекуррентного соотношения  

 2
1 2= 2(2 1)k k k kb x b b a     

и начальных значений 1 2= = 0n nb b   вычисляются константы bn, bn–1, …, b0. 

Тогда  

 2
0 1 1 3 1 1( ) = ( ) ( ) 2(2  1) ( ),  f x b T x b T x x b T x  

или  
 0 1( ) = ( ).f x x b b  
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4. Пусть необходимо вычислить  

 
=0

( ) = ( ).
n

k k

k

f x a U x  (1.16) 

С помощью рекуррентного соотношения  
 1 22 =  k k k kb xb b a  

и начальных значений 1 2= = 0n nb b   вычисляются константы bn, bn–1, …, b0. 

Тогда  
 0 1 0 1 1( ) = ( 2 ) ( ) ( ), f x b xb U x bU x  

или окончательно  
 0( ) = .f x b  

5. Пусть необходимо вычислить  

 2

=0

( ) = ( ).
n

k k

i

f x a U x  

С помощью рекуррентного соотношения  

 2
1 2= 2(2 1)k k k kb x b b a     

и начальных значений 1 2= = 0n nb b   вычисляются константы bn, bn–1, …, b0. 

Тогда  

 2
0 0 1 2 1 0( ) = ( ) ( ) 2(2 1) ( ),  f x b U x bU x x bU x  

или  
 0 1( ) = .f x b b  

6. Пусть необходимо вычислить  

 2 1

=0

( ) = ( ).
n

k k

k

f x a U x  

С помощью рекуррентного соотношения  

 2
1 2= 2(2 1)k k k kb x b b a     

и начальных значений 1 2= = 0n nb b   вычисляются константы bn, bn–1, …, b0. 

Тогда  

 2
0 1 1 3 1 1( ) = ( ) ( ) 2(2  1) ( ),  f x b U x bU x x bU x  

или  
 0( ) = 2 .f x xb  
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Описание и листинг функции, реализующей формулу (1.14)  

(файл «TClenchaw.xmcd») 

Функция TClenchaw. 

Назначение: вычисляет значение функции ( )nu x  по формуле (1.14). 

Прототип: ( , , )TClenchaw n a x . 

Параметры: 
n  – степень многочлена ;nu  

a  – коэффициенты многочлена , = 0, ;ka k n  

x  – значение внешней точки .x  

Возвращаемое значение: значение функции ( )nu x  по формуле (1.14). 

 

Описание и листинг функции, реализующей формулу (1.16)  

(файл «UClenchaw.xmcd») 

Функция .UClenchaw  

Назначение: вычисляет значение функции ( )nu x  по формуле (1.16). 

Прототип: ( , , )UClenchaw n a x . 

Параметры: 
n  – степень многочлена ;nu  

a  – коэффициенты многочлена , = 0, ;ka k n  

x  – значение внешней точки. 
Возвращаемое значение: значение функции ( )nu x  по формуле (1.16). 
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Спектральные соотношения 

В данной работе использованы известные спектральные соотношения 
для сингулярного интеграла [2, с. 188]: 

 

1

1
2

1

( )1
( ),

1

n
n

T t dt
U x

t xt





 
  

 

1
2

1

1

1
1 ( ) ( ), 1 1, 1, 2, 3,



      
  n n

dt
t U t T x x n

t x
…, (1.17)  

где ( )nT x , 1( )nU x – многочлены Чебышева первого и второго рода соответ-
ственно. 

Имеют место спектральные соотношения для слабо сингулярного ин-
теграла (см., например, [14, с. 45]): 

 

1

2
1

( )1
ln ( ),

1

k
k k

T t
t x dt T x

t

  
 
  

 0

1
ln 2, , 0.k k

k
        (1.18) 

Приведем и докажем и другие спектральные соотношения для слабо 
сингулярного интеграла. 

Утверждение 1.4. Для 1x   имеет место равенство 

 

1
2

1

1
( ) 1 ( )lnk kJ x t U t t x dt



   
   

 
0 2

2

ln 2 1
( ) ( ), 0,

2 4

1 1
( ) ( ), 1.

2 2 4
k k

T x T x k

T x T x k
k k



   
  
 

 (1.19) 

Доказательство. С учетом соотношения [15]  

 
2

22 (1 ) ( ) ( ) ( )k k kx U x T x T x     
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подынтегральная функция в (1.19) сводится к виду (1.18), откуда следует 
истинность утверждения. 

Утверждение 1.5. Для 1x   имеет место равенство 

 

1
2

1

1
( ) 1 ( )lnk kI x t T t t x dt



   
   

 

0 2

1 3

0 2 4

4
2

2

ln 2 1 1
( ) ( ), 0,

2 8 8

1 1
( ) ( ), 1,

6 24

ln 2 1 5 1
( ) ( ) ( ), 2,

4 8 32 32

( ) 3 4 3 4
( ) ( )

8( 2) 8 ( 2) 8 ( 2)

1
( ), 3.

8( 2)

k
k k

k

U x U x k

U x U x k

U x U x U x k

U x k k
U x U x

k k k k k

U x k
k






       
 


  

      
 
  
      

  

 (1.20) 

Доказательство. С учетом соотношений 

 22 ( ) ( ) ( ), 1,k k kT x U x U x k    1 0 0( ) 0, ,U x T U     

левая часть (1.20) сводится к вычислению интегралов вида (1.19), откуда 
следует истинность утверждения. 

Утверждение 1.6. Для 1x   имеет место равенство 

 

1

1

1 1
( ) ( )ln

1
k k

t
L x T t t x dt

t


  
   

 

0 1

0 1 2

1 1

ln 2 ( ) ( ), 0,

ln 2 1
( ) ( ) ( ), 1,

2 4

( ) ( ) ( )
, 2.

2( 1) 2( 1)

k k k

T x T x k

T x T x T x k

T x T x T x
k

k k k

 

  

   



  
 

 (1.21) 

Доказательство. Умножим числитель и знаменатель подынтеграль-
ной функции на 1 t  и учтем соотношение [15] 1 1( ) ( ) ( )k k kxT x T x T x   . 

В результате подынтегральная функция в (1.21) сводится к виду (1.18), от-
куда следует истинность утверждения. 
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Утверждение 1.7. Для 1x   имеет место равенство 

 

1

1

1 1
( ) ( )ln

1
k k

t
L x T t t x dt

t


  
 

 

 

0 1

0 1 2

1 1

ln 2 ( ) ( ), 0,

ln 2 1
( ) ( ) ( ), 1,

2 4

( ) ( ) ( )
, 2.

2( 1) 2( 1)

k k k

T x T x k

T x T x T x k

T x T x T x
k

k k k

 

  

    


   

 

 (1.22) 

Доказательство. Умножим числитель и знаменатель подынтеграль-
ной функции на 1 t  и учтем соотношение 1 1( ) ( ) ( ).  k k kxT x T x T x  В ре-
зультате подынтегральная функция в (1.22) сводится к виду (1.18), откуда 
следует истинность утверждения. 

 

Утверждение 1.8. Для 1x   имеет место равенство 

  
1

2

1

1
( ) 1 ( )k k

dt
J x t T t

t x


  
   

 
0

2

( ), 0,

1 1
( ) ( ), 1.

2 2
k k

U x k

k k
U x U x k

 
   

 

 (1.23) 

Доказательство. При 0k   формула (1.23) очевидно верна на основа-
нии (1.17) и того факта, что 1( ) 0. U x  

Пусть 1.k  Вычислим производную от подынтегральной функции и 
используем соотношение [15]:  

 ( )kxT x   
2

1 1(1 ) ( ) ( ).  k kx U x T x  

Тогда 

 

1
2 1

1
2

1

( )1
( ) ( 1) 1 ( ) .

1

k
k k

T t dt
J x k t U t

t xt






 
       

  

Применим (1.17), учтем соотношение 22 ( ) ( ) ( )k k kT x U x U x   и получим 

 2 2

1 1
( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ).

2 2
k k k k k

k k
J x k T x U x U x U x 

 
       

Утверждение доказано. 
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2. СИНГУЛЯРНОЕ  ИНТЕГРАЛЬНОЕ  УРАВНЕНИЕ  
ПЕРВОГО  РОДА 

ПЕРВЫЙ СЛУЧАЙ СИНГУЛЯРНОГО ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 
С ПРОСТЕЙШИМ РЕГУЛЯРНЫМ ИНТЕГРАЛОМ 

В приложениях (см., например, [14, с. 50]) рассматривается метод ме-
ханических квадратур применительно к решению сингулярного интеграль-
ного уравнения первого рода с ядром Коши вида 

 

1 1

1 1

1 1
( ) ( ) ( , ) ( ), 1 1.

 

      
   

dt
t t K x t dt f x x
t x

 (2.1) 

Здесь ( , )K x t  и ( )f x известные функции из класса Гёльдера ;H  ( )x ис-
комая функция класса .H  

Рассмотрим приближенное решение данного уравнения методом орто-
гональных многочленов (см., например, [26]). 

Приближенное решение уравнения в классе (0)h  

Пусть решение уравнения (2.1) разыскивается в классе ( ) (0)x h   и 
поставлено условие, обеспечивающее единственность решения: 

 

1

1

1
( ) = .t dt B




   (2.2) 

В данном классе неизвестная функция имеет вид 
2

( )
( )

1

v x
x

x
 


 

и является решением следующего уравнения: 

 

1 1

2 2
1 1

1 ( ) 1 ( )
( , ) ( ), 1,

1 1 

  
   
 
v t dt v t

K x t dt f x x
t xt t

 (2.3) 

для которого выполняются условия единственности: 

 

1

2
1

1 ( )
= .

1

v t
dt B

t 
  (2.4) 

Приближенное решение задачи (2.1), (2.2) будем искать как точное 
решение задачи, полученной на основании (2.3), (2.4): 

 

1 1

1 1
,

2 2
1 1

( ) ( )1 1
( , ) ( ), <1,

1 1

 

 

 
   
 n n

n n n

v t v tdt
K x t dt f x x

t xt t
 (2.5) 
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1

1

2
1

( )1
= .

1

nv t
dt B

t



 
  (2.6) 

при 

 
1

1

=0

( ) = ( ),
n

n k k

k

v x a T x


   (2.7) 

где , = 0, 1,ka k n   – числа, подлежащие определению. 

Используем (2.7), спектральные соотношения (1.17) и для функции 
( , )K x t  интерполяционный многочлен , ( , )n nK x t  вида (1.6) с учетом (1.7): 

 , ,

=0 =0

( , ) = ( ) ( ),
n n

n n m m j j

m j

K x t U x k T t   

  
1 1

, 2

=1 =1

1
= ( ) ( , ) ( ) ( ) ,

1 1

n n
j

m j j r l r m l m m l

r l

k T x K x x T x T x
n n

 


  

   
   

где 

 
2 1

= cos , =1, 1,
2 2

k

k
x k n

n


 

  

 
1, = 0,1, = 0, 2,

= =
2, > 0.0, = 1, ,

m j

jm n

jm n n

 
  

 
 

Для функции ( )f x  применим интерполяционный многочлен ( )nf x  

вида (1.4): 

 
=0

( ) = ( ),
n

n j j

j

f x f U x  

 2, 0, 2,   j j jf G G j n  

 1 1,n nf G   

 ,n nf G  

 
=0

1
= ( ) ( ), = 0, ,

1

n

j k j k

k

G f x T x j n
n  

 

 
2 1

= cos , = 0, .
2 2

k

k
x k n

n





 



23 

 

Учитывая свойства ортогональности многочленов Чебышева (1.1), из 
(2.5) и (2.6) получим 

 

11 1
*

1 ,
2

=0 =0 =0 =0 1

( ) ( )1
( ) ( )

1

 




       
    
n n n n

k l
p p p k p l

p p k l

T t T t
a U x U x a k dt

t
 

 
=0

( ),
n

p p

p

f U x  (2.8) 

 

11

2
=0 1

( )1
= .

1

n
p

p

p

T t
a dt B

t



 
   (2.9) 

Вычисляя явно интегралы в (2.8), (2.9) и приравнивая коэффициенты 

при многочленах ( )pU x , получаем следующую систему линейных 

алгебраических уравнений для неизвестных , = 0, 1:pa p n   

 

1

1 ,

=0

0

= , = 0, ,

= ,






 





n

p k p k p

k

a a f p n

a B

 (2.10) 

где 

 

,0

, ,

0,5 , = 0,

= 0,25 , 0 < ,

0, = 1.

p

p k p k

k k

k k n

k n


 
 

 

Окончательно приближенное решение задачи (2.1), (2.2) имеет вид 

 
1

2
=0

1
( ) = ( ).

1

n

n k k

k

x a T x
x





  (2.11) 

Описание и листинг функции по решению системы (2.10)  

(файл «Syst_2_10.xmcd») 

Функция .Syst  

Назначение: вычисляет значение коэффициентов , = 0, ,ka k n  из 
системы (2.10). 

Прототип: ( , , , ).Syst FK FF B n  

Параметры: 
n  – порядок системы; 

FK  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( , );K x t  
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FF  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( );f x  

B – заданная константа. 
Используемые модули: KmjUT, fjU. 

Возвращаемое значение: значение коэффициентов , = 0, ,ka k n  как 
решение системы (2.10). 

 

 

Результаты численных экспериментов 

Предложенные схемы протестированы на примере решения модельной 
задачи для уравнений (2.1), (2.2) при  

2

1 1
( ) ,

12

i
f x

x





 

2 2

1
( , ) , 0.

1
 

 
K x t B

x t
 

Несложно показать, что решением данной задачи является функция  

 
22

1
( ) .

11

i x
x

xx
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Описание и листинг по приближенному решению уравнения  

(файл «Exampl_2_10_NotOgr.xmcd») 

 
 

Решая систему (2.10) в среде компьютерной алгебры MathCad при 
39,19, 29,n  получим точное решение ( ), x  отличное от приближенного 

( )n x , вычисленного по формуле (2.11), в системе точек 
0,99, 0,98, ..., 0,99  x  соответственно на 8 12 154,4 10 , 6,5 10 , 6,8 10 .      

Число обусловленности матрицы в последнем случае не превосходит 83, 
т. е. порядка ( ).O n  

Приближенное решение уравнения в классе (–1,1)h  

Пусть решение уравнения (2.1) 

 

1 1

1 1

1 1
( ) ( ) ( , ) ( ), 1 1,

 

      
   

dt
t t K x t dt f x x
t x
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разыскивается в классе ( ) ( 1,1)  x h  и выполняется необходимое и 
достаточное условие его разрешимости: 

 

1 1 1

2 2
1 1 1

1 ( ) 1 1 1
( ) ( , ) .

1 1  

 
   
  
f x

dx t K x t dtdx
x x

 

В данном классе неизвестная функция имеет вид 2( ) 1 ( )x x v x    

и является решением уравнения 

 

1 1
2 2

1 1

1 1
1 ( ) 1 ( ) ( , ) ( ), 1,

 

    
   

dt
t v t t v t K x t dt f x x

t x
 (2.12) 

для которого выполняются условия разрешимости: 

 

1 1
2

2
1 1

1 1 1
1 ( ) ( , ) ( ) 0.

1 

 
       

  t v t K x t dt f x dx
x

 

На основании (2.12) приближенное решение уравнения будем искать 
как точное решение следующего уравнения: 

 

1 1
2 2

1 1 ,

1 1

1 1
1 ( ) 1 ( ) ( , ) 

 

   
   n n n n

dt
t v t t v t K x t dt

t x
 

 ( ) , 1,  nf x x  (2.13) 

в котором константа  определяется из условия разрешимости уравнения:  

 

1 1
2

1 ,
2

1 1

1 1 1
1 ( ) ( , ) ( ) .

1


 

 
        

  n n n nt v t K x t dt f x dx
x

 

Положим далее 

 
1

1

0

( ) ( ),
n

n k k

k

v x a U x





  (2.14) 

где , = 0, 1,ka k n   – числа, подлежащие определению.  

Используем далее (2.14) и (1.17), интерполяционный многочлен 
, ( , )n nK x t  для функций ( , )K x t  вида (1.8): 

 , ,

0 0

( , ) ( ) ( ) ,
 

 
n n

n n m j m j

m j

K x t T x U t k  

  , 22
0 0

( ) ( , ) ( ) ( ) ,
( 1)


 


 

  
n n

m
m j m l l r j r j j r

l r

k T x K x x T x T x
n
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1, 0, 1, = 0, 2, 2 1

= cos , 0, .
2, 0, 2 20, = 1, ,

m j k

m j n k
x k n

m nj n n

  
        

 

Для функций ( )f x  выберем интерполяционный многочлен ( )nf x  вида 
(1.2): 

 0

=0

( ) ( ) = ( ),
n

n j j

j

f x f x f T x   

 
=0

2 2 1
= ( ) ( ), = 0, , = cos , = 0, .

1 2 2

n

j k j k k

k

k
f f x T x j n x k n

n n




   

Подставим все вышеуказанное в (2.13). С учетом свойств 

ортогональности многочленов Чебышева (1.1) получим 

 

11
2

1 ,

1 0 0 0 1

0

0

1
( ) ( ) 1 ( ) ( )

( ) ( ).

n n n n

p p p k p j j k

p p k j

n

p p

p

a T x T x a k t U t U t dt

f T x T x




    



 
      

  

    


 

Вычисляя явно интегралы в последнем выражении, имеем 

 
1

1 ,

1 0 0

( ) ( )
n n n

p p p k p k

p p k

a T x T x a k



  

      

 0

0

( ) ( ).
n

p p

p

f T x T x


    (2.15) 

Приравнивая в (2.15) коэффициенты при ( ),pT x  получим следующую 
систему линейных алгебраических уравнений для неизвестных 

, = 0, 1ka k n  : 

 
1

1 ,

0

, 1, .
n

p k p k p

k

a a k f p n





     (2.16) 

Описание и листинг функции по решению системы (2.16)  

(файл «Syst_2_16.xmcd») 

Функция .Syst  

Назначение: вычисляет значение коэффициентов , = 0, 1,ka k n  из 
системы (2.16). 

Прототип: ( , , ).Syst FK FF n  
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Параметры: 
n  – порядок системы; 

FK  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( , );K x t  

FF  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( ).f x  

Используемые модули: KmjTU, fjU. 

Возвращаемое значение: значение коэффициентов , = 0, 1,ka k n  как 
решение системы (2.16). 

 

 
 

Решая систему линейных алгебраических уравнений (2.16), получим 
приближенное решение данного уравнения (2.1) в классе ( ) ( 1,1):  x h  

 
1

2
1

0

( ) 1 ( ).
n

n k k

k

x x a U x





     (2.17) 

Результаты численных экспериментов 

Предложенные схемы протестированы на примере решения модельной 
задачи для уравнения (2.1) при  

 
2 2 2

2
( ) 1 (1 ), ( , ) .

1 1

 
    

   

x
f x i K x t

x x t
 

Несложно показать, что решением уравнения (2.1) в данном случае яв-
ляется функция  

 
2

2
( ) 1 (1 ).

1

x
x x i

x
   


  



29 

 

Решая систему (2.16) в среде компьютерной алгебры MathCad при 
4020, 30,n  , получим точное решение ( ), x  отличное от приближенного 

( )n x , вычисленного по формуле (2.17), в системе точек 
0,99, 0,98, ..., 0,99  x  соответственно на 8 12 151,8 10 , 2,7 10 , 2,6 10 .      

Число обусловленности матрицы в последнем случае не превосходит 82, 
т. е. порядка ( ).O n  

Описание и листинг по приближенному решению уравнения  
(файл «Exampl_2_16_Ogr.xmcd») 

 

 

Обоснование вычислительных схем проводится по аналогии с [26, 

с. 108] (случай сингулярного интегрального уравнения с постоянными ко-
эффициентами). Там же приведены оценки порядков погрешностей постро-
енных приближенных решений. 
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ВТОРОЙ СЛУЧАЙ СИНГУЛЯРНОГО ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 
С УСЛОЖНЕННЫМ ИНТЕГРАЛОМ 

В приложениях (см. [22, с. 42]) рассматривается сингулярное инте-
гральное уравнение первого рода с ядром Коши вида 

  
1 1

1 1

1 1
( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ), 1 1.

 

        
   

dt
t t K x t t L x t dt f x x
t x

 (2.18) 

Здесь ( , ),K x t  ( , )L x t  и ( )f x известные функции из класса Гельдера ;H  

( )x искомая функция класса .H   

К интегральному уравнению (2.18) сводятся многие задачи теории трещин. 

Приближенное решение уравнения в классе (0)h  

Пусть решение уравнения (2.18) разыскивается в классе ( ) (0)x h   и 
поставлено условие, обеспечивающее единственность решения:  

 

1

1

1
( ) = .t dt B




   (2.19) 

Перейдем к новой неизвестной функции  

 
2

( )
( ) ,

1

v x
x

x
 


 

являющейся решением следующего уравнения: 

 

1 1

2 2 2
1 1

1 ( ) 1 ( ) ( )
( , ) ( , )

1 1 1 

 
         

 
v t dt v t v t

K x t L x t dt
t xt t t

 

 ( ), 1,f x x   (2.20) 

для которого выполняются условия единственности: 

 

1

2
1

1 ( )
= .

1

v t
dt B

t 
  (2.21) 

Приближенное решение задачи (2.18), (2.19) будем искать как точное 
решение задачи, полученной на основании (2.20), (2.21): 

 

1 1

1 1 1
, ,

2 2 2
1 1

( ) ( ) ( )1 1
( , ) ( , ) =

1 1 1

  

 

 
        

 n n n
n n n n

v t v t v tdt
K x t L x t dt

t xt t t
 

 ( ), <1,nf x x  (2.22) 
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1

1

2
1

( )1
= .

1

nv t
dt B

t



 
  (2.23) 

Положим далее 

 
1

1

=0

( ) = ( ),
n

n k k

k

v x a T x


   (2.24) 

, = 0, 1,k k ka c id k n    – числа, подлежащие определению. 
Используем (2.24), (1.17) и интерполяционные многочлены , ( , ),n nK x t  

, ( , )n nL x t  для функций ( , ), ( , )K x t L x t  вида (1.6): 

 , ,

=0 =0

( , ) = ( ) ( ), 
n n

n n m m j j

m j

K x t U x k T t  

  
1 1

, 2

=1 =1

1
= ( ) ( , ) ( ) ( ) ,

1 1

 


  

   
 
n n

j
m j j r l r m l m m l

r l

k T x K x x T x T x
n n

 

 , ,

=0 =0

( , ) = ( ) ( ), 
n n

n n m m j j

m j

L x t U x l T t  

  
1 1

, 2

=1 =1

1
= ( ) ( , ) ( ) ( ) ,

1 1

 


  

   
 
n n

j
m j j r l r m l m m l

r l

l T x L x x T x T x
n n

 

 

2 1
= cos , =1, 1,

2 2

1, = 0, 2,
=

0, = 1, ,

1, = 0,
=

2, > 0.

k

m

j

k
x k n

n

m n

m n n

j

j


 


 

 



 



 

Учитывая свойства ортогональности многочленов Чебышева (1.1), из 
(2.22) и (2.23) имеем 

 

11 1

1 ,
2

=0 =0 =0 =0 1

( ) ( )1
( ) ( )

1

n n n n
k l

p p p k p l

p p k l

T t T t
a U x U x a k dt

t

 




       
      

 

11

,
2

=0 =0 =0 =01

( ) ( )1
( ) = ( ),

1

n n n n
k l

p k p l p p

p k l p

T t T t
U x a l dt f U x

t





       
     (2.25) 
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11

2
=0 1

( )1
= .

1

n
p

p

p

T t
a dt B

t



 
   (2.26) 

Вычисляя явно интегралы в (2.25), (2.26) и приравнивая коэффициенты 
при многочленах ( )pU x , получаем следующую систему линейных 
алгебраических уравнений для неизвестных , = 0,1, ..., 1:pa p n  

 

1 1

1 , ,

=0 =0

0

= , = 0, ,

= ,

n n

kp k p k p k p

k k

a a a f p n

a B

 




   




 
 (2.27) 

где 

 

,0

, ,

,0

, ,

0,5 , = 0,

= 0,25 , 0 < ,

0, = 1,

0,5 , = 0,

= 0,25 , 0 < ,

0, = 1.



 





 




p

p k p k

p

p k p k

k k

k k n

k n

l k

l k n

k n

 

Учитывая, что , = 0,1, ..., 1,  k k ka c id k n  перепишем систему (2.27) 

относительно неизвестных , :k kc d  

       
1 1

1

, , , ,

=0

Re( ) Im( ) Re( ) Im( )

= Re( ) Im( ), = 0, ,

 



 

          





p p

n

k k p k p k k k p k p k

k

p p

с id

с id i с id i

f i f p n

 

 0 0 = Re( ) Im( ).c id B i B   

Отсюда получаем систему линейных алгебраических уравнений: 

     
1

1 , , , ,

0

Re( ) Re( ) Im( ) Im( ) Re( ),
n

p k p k p k k p k p k p

k

с с d f





        
 

     
1

1 , , , ,

=0

Im( ) Im( ) Re( ) Re( ) Im( ),
n

p k p k p k k p k p k p

k

d с d f


           

 0 0= 0, , = Re( ), = Im( ).p n c B d B  (2.28) 
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Окончательно приближенное решение задачи (2.20), (2.21) имеет вид 

  
1

2
=0

1
( ) = ( ).

1

n

n k k k

k

x c id T x
x


 


  (2.29) 

Описание и листинг функции по решению системы (2.28)  

(файл «Syst_2_28.xmcd») 

Функция .Syst  

Назначение: вычисляет значение коэффициентов , = 0, ,kc k n  из 
системы (2.28). 

Прототип: ( , , , , )Syst FK FL FF B n . 

Параметры: 
n  – порядок системы; 

FK  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( , );K x t  

FL  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( , );L x t  

FF  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( );f x  

B – заданная константа. 
Используемые модули: KmjUT, fjU. 

Возвращаемое значение: значение коэффициентов , = 0, ,kc k n  как 
решение системы (2.28). 

Syst FK FL FF B n( ) Fk KmjUT FK n( )

Fl KmjUT FL n( )

g fjU FF n( )

f
p

Re g
p 

f
p n 1 Im g

p 

p 0 nfor

f
2 n 2 Re B( )

f
2 n 3 Im B( )

FF p k( ) 0.5 Fk
p 0  k 0if

0.25 Fk
p k  0 k nif

0 k n 1if



FF p k( ) 0.5 Fl
p 0  k 0if

0.25 Fl
p k  0 k nif

0 k n 1if



    

    



p 0 nfor
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a
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a
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a
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a
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a
2 n 3 n 2 1
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c
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e
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d
k

e
k n 2

k 0 n 1for
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Результаты численных экспериментов 

Предложенные схемы протестированы на примере решения модельной 
задачи для уравнения (2.18), (2.19) при  

 
2 2 2

1 1 1
( ) , ( , ) ,

1 12


 

  
i

f x K x t
x x t

 

 
3 2

2 2

1
( , ) , 0.

1 1


 

 
x t i

L x t B
x t

 

Несложно показать, что решением задачи (2.18), (2.19) в данном случае 

является функция 
22

1
( ) .

11

i x
x

xx
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Описание и листинг по приближенному решению уравнения  
(файл «Exampl_2_28_NotOgr.xmcd»)  

Fk x t( )
1

x
2

t
2

 1


Fl x t( )
x
3
t t

x
2

1

1 i

1 t
2




FF x( )
1 i( )

1 x
2



1

2


B 0

 x( )
x

1 x
2



1 i( )

1 x
2




n x c d n( ) s

0

n 1

k

c
k

i d
k

  Tcheb k x( ) 




s

1 x
2





c

d









Syst Fk Fl FF B N( )

x 0.99 0.98 0.99 N 39

1 0.5 0 0.5 1
0

2 10
15

4 10
15

6 10
15

8 10
15

n x c  d  N ( )  x( )

x  
 

Решая систему (2.28) в среде компьютерной алгебры MathCad при 
3919, 29,n  , получим точное решение ( ), x  отличное от приближенного 

( )n x , вычисленного по формуле (2.29), в системе точек 
0,99, 0,98, ..., 0,99  x  соответственно на 8 12 154,4 10 , 6,5 10 , 6,8 10 .      

Число обусловленности матрицы в последнем случае не превосходит 83, 
т. е. порядка ( ).O n  
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Приближенное решение уравнения в классе (–1,1)h  

Пусть решение уравнения (2.18) 

  
1 1

1 1

1 1
( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ), 1 1,

 

        
   

dt
t t K x t t L x t dt f x x
t x

 

разыскивается в классе ( ) ( 1,1)x h    и выполняется необходимое и 
достаточное условие его разрешимости: 

  
1 1 1

2 2
1 1 1

1 ( ) 1 1 1
( ) ( , ) ( ) ( , ) .

1 1  

   
   
  
f x

dx t K x t t L x t dtdx
x x

 (2.30) 

Перейдем к новой неизвестной функции 2( ) 1 ( )x x v x   , явля-

ющейся решением следующего уравнения: 

 

1
2

1

1
1 ( )

dt
t v t

t x

 
   

  
1

2 2

1

1
1 ( ) ( , ) 1 ( ) ( , ) ( ), 1,



     
  t v t K x t t v t L x t dt f x x  (2.31) 

для которого с учетом (2.30) выполняются условия разрешимости: 

  
1 1

2 2

2
1 1

1 1 1
1 ( ) ( , ) 1 ( ) ( , ) ( ) 0.

1 

 
         

  t v t K x t t v t L x t dt f x dx
x

 

Приближенное решение уравнения (2.31) будем искать как точное 
решение следующего уравнения: 
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1
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1
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1
1 ( ) ( , ) 1 ( ) ( , ) ( ) , 1,







 
 

       






n
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dt
t v t

t x

t v t K x t t v t L x t dt f x x

 

в котором константа  определяется из условия разрешимости данного 
уравнения: 
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2
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1
2 2
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1

1 1
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1
( ) 1 ( ) ( , ) 1 ( ) ( , ) ( ).
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x dx
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Положим 

 
1

1

0

( ) ( ),
n

n k k

k

v x a U x





  (2.32) 

где , = 0, 1,k k ka c id k n    – числа, подлежащие определению, 
Используем спектральные соотношения (1.17), (2.32) и 

интерполяционные многочлены , ,( , ), ( , )n n n nK x t L x t  для функций ( , ),K x t  

( , )L x t  вида (1.8): 
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Учитывая свойства ортогональности многочленов Чебышева (1.1), 

имеем 
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Вычисляя явно интегралы в последнем выражении, получим 
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    (2.33) 

Приравнивая в (2.33) коэффициенты при ( ),pT x  будем иметь 
следующую систему линейных алгебраических уравнений для неизвестных 

, = 0, 1:  k k ka c id k n  
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Переходя к неизвестным , , = 0, 1,k kc d k n   отсюда получим 
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 Re( ), =1, ,pf p n  

     
1

1 , , , ,

=0

Im( ) Im( ) Re( ) Re( )


     
n

p k p k p k k p k p k

k

d с k l d k l  

 Im( ), =1, . pf p n  (2.34) 

Описание и листинг функции по решению системы (2.34)  

(файл «Syst_2_34.xmcd»)  

Функция .Syst  

Назначение: вычисляет значение коэффициентов , = 0, ,kc k n  из 
системы (2.34). 

Прототип: ( , , , )Syst FK FL FF n . 
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Параметры: 
n  – порядок системы; 

FK  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( , );K x t  

FL  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( , );L x t  

FF  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( ).f x  

Используемые модули: KmjTU, fjT. 

Возвращаемое значение: значение коэффициентов , = 0, ,kc k n  как 
решение системы (2.34). 

Syst FK FL FF n( ) Fk KmjTUFK n( )

Fl KmjTUFL n( )

a
p 1 k  Re Fk

p k   Re Fl
p k  

a
p 1 k  a

p 1 k  1 k p 1if

a
p 1 k n Im Fl

p k   Im Fk
p k  

a
p n 1 k  Im Fk

p k   Im Fl
p k  

a
p n 1 k n Re Fk

p k   Re Fl
p k  

a
p n 1 k n a

p n 1 k  1 k p 1if

k 0 n 1for

p 1 nfor

g fjT FF n( )

f
k 1 Re g

k 

f
k n 1 Im g

k 

k 1 nfor

e lsolve a f( )

c
k

e
k



d
k

e
k n

k 0 n 1for

c

d
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Решая систему линейных алгебраических уравнений (2.34), получим 
приближенное решение уравнения (2.18) в классе : 

 
1

2
1

0

( ) 1 ( ) ( ).
n

n k k k

k

x x c id U x





     (2.35) 

Результаты численных экспериментов 

Предложенные схемы протестированы на примере решения модельной 
задачи для уравнения (2.18) при  

 

2

2 2 2 2 2

2 (1 )
( ) 1 (1 ), ( , ) , ( , ) .

1 1 1 1

  
     

     

x x i t
f x i K x t L x t

x x t x t
 

Несложно показать, что решением уравнения (2.18) в данном случае 
является функция  

 

2

2
( ) 1 (1 ).

1

x
x x i

x
   

  

Решая систему (2.34) в среде компьютерной алгебры MathCad при 
4020, 30,n  , получим точное решение ( ), x  отличное от приближенного 

( ),n x  вычисленного по формуле (2.35), в системе точек 
0,99, 0,98, ..., 0,99  x  соответственно на 8 12 151,8 10 , 2,7 10 , 2,6 10 .      

Число обусловленности матрицы в последнем случае не превосходит 82, 
т. е. порядка ( ).O n  

Описание и листинг по приближенному решению уравнения  
(файл «Exampl_2_34_Ogr.xmcd») 

 

1)1,(h
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Обоснование вычислительных схем проводится по аналогии с [26, 

с. 108] (случай сингулярного интегрального уравнения с постоянными ко-
эффициентами). Там же приведены оценки порядков погрешностей постро-
енных приближенных решений. 
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3.  СЛАБО  СИНГУЛЯРНОЕ  ИНТЕГРАЛЬНОЕ  

УРАВНЕНИЕ  ПЕРВОГО  РОДА 

В книге [14, с. 85] математическое описание задачи рассеяния E-поляри-
зованных электромагнитных волн криволинейным экраном сводится к реше-
нию сингулярного интегрального уравнения со слабой особенностью вида 

 

1 1

1 1

1 1
( )ln ( ) ( , ) ( ), 1 1.

 

       
  t t x dt t K x t dt f x x  (3.1) 

Здесь ( , )K x t  и ( )f x известные функции из класса Гёльдера ;H  ( )x ис-
комая функция.  

В работах [3; 4; 7; 14] и многих других рассматриваются не только 
условия существования и единственности решения данного уравнения, но и 
некоторые алгоритмы его приближенного решения. 

Приближенное решение сингулярного  
интегрального уравнения в классе h(0)  

Известно, что в классе (0)h  решение уравнения (3.1) представимо в 

виде 
2

1
( ) ( )

1
x v x

x
 


, где ( )v x   ограниченная функция. 

Приближенное решение уравнения (3.1) будем искать как решение сле-
дующего уравнения относительно новой неизвестной функции ( ):nv x  

 

1 1

,
2 2

1 1

1 1 1 1
( )ln ( ) ( , ) ( ), 1,

1 1 

   
  
 n n n n nv t t x dt v t K x t dt f x x

t t
 (3.2) 

где , ( , )n nK x t   интерполяционный многочлен функции ( , )K x t  степени n  

по обеим переменным; ( )nf x  – интерполяционный многочлен (1.2) функции 
( )f x  степени ,n  

 
2

1
( ) ( )

1
n nx v x

x
 


. (3.3) 

Отметим, что уравнение (3.2) как и уравнение (3.1), в заданном классе 
разрешимо. 

Решение уравнения (3.2) будем искать в виде 

 
0

( ) ( ),
n

n k k

k

v x c T x


  (3.4) 

где , 0, ,kc k n  – пока неизвестные постоянные. 
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Рассмотрим первый интеграл в (3.2) с учетом представления (3.4) и ра-
венств (1.18). Имеем 

 

1

2
1

1 1
( )ln

1
nv t t x dt

t

 
 
  

 

1

2
0 01

1 1
( )ln ( ) ,

1

n n

k k k k k

k k

c T t t x dt T x c
t 

   
 

   

 0

1
ln 2, , 0.k k

k
        (3.5) 

Формула (3.5) – это разложение первого интеграла по многочленам Че-
бышева первого рода. 

Рассмотрим второй интеграл в (3.2). Интерполяционный многочлен 
, ( , )n nK x t  функции двух переменных ( , )K x t  выберем в виде разложения по 

многочленам Чебышева первого рода (1.10): 

 , ,

0 0

( , ) ( ) ( ) ,
n n

n n m j m j

m j

K x t T x T t k
 

   

 , 2
0 0

( ) ( , ) ( ),
( 1)  

 


  
n n

m j
m j m l l r j r

l r

k T x K x x T x
n

 

 
1, 0, 2 1

cos , 0, .
2, 0, 2 2

q k

q k
x k n

q n

 
      

 

Учтя представление (3.4) и свойство ортогональности многочленов Че-
бышева первого рода, получим 

 

1

,
2

1

1 1
( ) ( , )

1


 
 n n nv t K x t dt

t
 

 

1

,
2

0 0 0 1

1 1
( ) ( ) ( )

1

n n n

k m m j k j

k m j

c T x k T t T t dt
t   

  
 

     

 
0 0 0 0

( ) ( ) ,
n n n n

k m k m k k

k m m k

c T x T x c
   

        (3.6) 

 
,

,

,

, 0,

0,5 , 0.

   


m k

m k

m k

k k

k k
 (3.7) 

В результате из (3.6) приходим к разложению второго интеграла по 
многочленам Чебышева первого рода. 
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Пусть функция ( )nf x  имеет вид (1.2): 

 0

=0

( ) ( ) = ( ),
n

n j j

j

f x f x f T x   

 
=0

2
= ( ) ( ), = 0, ,

1

n

j k j k

k

f f x T x j n
n    

 
2 1

= cos , = 0, .
2 2

k

k
x k n

n





 

Собирая вместе разложение каждого из этих интегралов по формулам 
(3.5), (3.6), имеем слева линейную комбинацию многочленов Чебышева пер-
вого рода, а справа ( ):nf x  

 ,

0 0 =0

( ) ( ).
n n n

j j j k j k j j

j k j

T x c c f T x
 

 
    

 
    (3.8) 

Равенство (3.8) верно тогда и только тогда, когда коэффициенты при 
соответствующих многочленах удовлетворяют следующей системе уравне-
ний относительно неизвестных , 0, :kc k n  

 ,

0

, 0, ,
n

j j k j k j

k

c c f j n


      

 0

1
ln 2, , 0,k k

k
        (3.9) 

где коэффициенты *
,j k  вычисляются согласно (3.7). 

Описание и листинг функции по решению системы (3.9)  

(файл «Syst_3_9.xmcd») 

Функция .Syst  

Назначение: вычисляет значение коэффициентов , = 0, ,kc k n  из 
системы (3.9). 

Прототип: ( , , )Syst Fk FF n . 

Параметры: 
n  – порядок системы; 
Fk  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( , );K x t  

FF  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( ).f x  

Используемые модули: KmjTT, fjT. 

Возвращаемое значение: значение коэффициентов , = 0, ,kc k n  как 
решение системы (3.9). 
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Решив систему (3.9) относительно неизвестных , 0, ,kc k n  прибли-
женное решение уравнения (3.1) получим по формуле  

 
2

0

1
( ) ( ).

1

n

n k k

k

x c T x
x 

 


  (3.10) 

Результаты численных экспериментов 

Предложенная схема протестирована на примере решения модельной 
задачи для уравнения (3.1) при  

 
22 1

( , ) ,
( 2)( 2)




 
t

k x t
x t

 
28 3 1

( ) 2 16 .
3 2

f x x
x

 
    

 
  

Несложно показать, что решением уравнения (3.1) в данном случае яв-

ляется функция 
2

2
( ) .

1

x
x

x
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Решая систему (3.9) при n = 9, 14, 19, получим точное решение ( ), x  

отличное от приближенного ( )n x , вычисленного по формуле (3.10), в си-
стеме точек 0,99, 0,98, ..., 0,99  x  не более чем на 101,8 10 , 144,2 10  и 

143,6 10  соответственно. 

Описание и листинг по приближенному решению уравнения  
(файл «Exampl_3_9.xmcd») 

 

Приближенное решение сингулярного  
интегрального уравнения в классе h(–1,1) 

Аналогично предыдущему разделу рассмотрим вспомогательное урав-
нение относительно новой неизвестной функции ( )nv x  вида 

 

1 1
2 2

, 2

1 1

1 1
1 ( )ln 1 ( ) ( , ) ( ), 1,

 

     
  n n n n nt v t t x dt t v t K x t dt f x x  (3.11) 
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где , ( , ) n nK x t  интерполяционный многочлен функции ( , )K x t  степени n  

по обеим переменным; 2( )nf x   интерполяционный многочлен функции 

( )f x  вида (1.4) степени 2;n  2( ) 1 ( )n nx x v x   . 

Отметим, что уравнение (3.11) в заданном классе также разрешимо. 
Приближенное решение уравнения (3.1) будем искать в виде 

 
0

( ) ( ),
n

n k k

k

v x c T x


  (3.12) 

где , 0, ,kc k n  – пока неизвестные постоянные. 
Рассмотрим первый интеграл в (3.11) с учетом представления (3.12). 

Имеем 

 

1 1
2 2

0 01 1

1 1
1 ( )ln 1 ( )ln ( ).

n n

n k k k k

k k

t v t t x dt c t T t t x dt c I x
  

     
     

Подставим вместо ( )kI x  его значение согласно (1.20): 

 

1
2

1

1
( ) 1 ( )lnk kI x t T t t x dt



   
   

 

0 2

1 3

0 2 4

4
2 2

ln 2 1 1
( ) ( ), 0,

2 8 8

1 1
( ) ( ), 1,

6 24

ln 2 1 5 1
( ) ( ) ( ), 2,

4 8 32 32

( ) 3 4 3 4 1
( ) ( ) ( ), 3.

8( 2) 8 ( 2) 8 ( 2) 8( 2)

k
k k k

U x U x k

U x U x k

U x U x U x k

U x k k
U x U x U x k

k k k k k k


 

        
   
       
      
    

 

Получим  

 

1
2

0 2 0

1

1 1 ln 2 1
1 ( )ln ( ) ( )

8 2 8
nt v t t x dt c U x U x



              

 1 1 3 2 0 2 4

1 1 ln 2 1 5 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

6 24 4 8 32 32
c U x U x c U x U x U x

                   
 

 4
2

3

( ) 3 4
( )

8( 2) 8 ( 2)

n
k

k k

k

U x k
c U x

k k k






 
     
  

 2

3 4 1
( ) ( ) .

8 ( 2) 8( 2)
k k

k
U x U x

k k k



    

 (3.13) 
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После несложных преобразований имеем 

 

1 2
2

01

1
1 ( )ln ( ),

n

n k k

k

t v t t x dt B U x




  
   (3.14) 

где выражения для kB  легко получить, приводя подобные в (3.13). 

Этим получено разложение данного интеграла по многочленам Чебы-
шева второго рода. 

Рассмотрим второй интеграл в (3.11). Интерполяционный многочлен 

, ( , )n nK x t  функции двух переменных ( , )K x t  возьмем в виде разложения по 
многочленам Чебышева второго рода (1.12): 

 , ,

0 0

( , ) ( ) ( ),
 

 
n n

n n m m j j

m j

K x t U x k U t  

    , 2 22
0 0

1
( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ,

( 1)
 

 

  
  

n n

m j m l m m l l r j r j j r

l r

k T x T x K x x T x T x
n

 

 

1, 0, 2,

0, 1, ,

1, 0, 2,

0, 1, ,

2 1
cos , 0, .

2 2

j

m

k

j n

j n n

m n

m n n

k
x k n

n

  
  

 
  

  
 


  



 

Имеем 

 

1
2

,

1

1
1 ( ) ( , )



 
  n n nt v t K x t dt  

 

1
2

,

0 0 0 1

1
( ) 1 ( ) ( )

n n n

k m m j k j

k m j

c U x k t T t U t dt
   

  
     

 

1
2

,

0 0 0 1

1 1
( ) 1 ( ( ) ( ))

2

n n n

k m m j j k j k

k m j

c U x k t U t U t dt 
   

 
      
     

 , 0 ,0 ,

0 0 0 0

1
( ) ( ) ,

4

n n n n

m k m k m m k m k

m k m k

U x c k c k U x c
   

 
    

 
     (3.15) 

 
,

,

,

0,5 , 0,

0,25 , 0.

m k

m k

m k

k k

k k

   


 (3.16) 
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В результате из (3.15) приходим к разложению второго интеграла по 
многочленам Чебышева второго рода: 

 

1
2

,

01

1
1 ( ) ( , ) ( ),

n

n n n m m

m

t v t K x t dt D U x


 
   (3.17) 

где ,

0

.
n

m k m k

k

D c


   

Собирая вместе разложение каждого из этих интегралов по формулам 
(3.14), (3.17), имеем слева линейную комбинацию многочленов Чебышева 
второго рода, а справа – функцию 2( )nf x  в виде (1.4): 

 
=0

( ) = ( ),
n

n
n j j

j

f x f U x  

 2 1 1= , = 0, 2, , ,n n n
j j j n n n nf G G j n f G f G       

 
=0

1
= ( ) ( ), = 0, ,

1

n

j k j k

k

G f x T x j n
n    

 
2 1

= cos , = 0, .
2 2

n
k

k
x k n

n





 

Имеем 

 
2 2

2

0 1 0

( ) ( ) ( ) ( ),
 



   

    
n n n

n
k k k k k k k

k k n k

B D U x B U x f U x  

Это равенство верно тогда и только тогда, когда коэффициенты удовле-
творяют следующей системе уравнений:  

 2, 0, ,n
k k kB D f k n     

 2, 1, 2.n
k kB f k n n      

После несложных преобразований приходим к системе линейных ал-
гебраических уравнений относительно неизвестных , 0, :kc k n  

 2
2 4 ,

0

, 0,1,
 


        

n
n

k k k k k k q k q k

q

c c c c f k  

 
2

2 2 4 ,

0

, 2, 4,
  


          

n
n

k k k k k k k k q k q k

q

c c c c c f k n  (3.18) 
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 2
2 2 ,

0

, 3, 2,
 


         

n
n

k k k k k k q k q k

q

c c c c f k n n  

 2
2 ,

0

, 1, ,



      

n
n

k k k k q k q k

q

c c c f k n n  

 2
2 , 1, 2,

    n
k k kc f k n n  

где коэффициенты ,k q  вычисляются согласно (3.16),  

 

1
, 2,

8

1
, 2,

8

k

k

k
k

   
 


 

 

ln 2 1
, 0,

2 8

1
, 1,

6

3 4
, 1,

8 ( 2)

k

k

k

k
k

k k


  

   


  

 

 

ln 2 1
, 0,

4 8

3 2
, 0,

8 ( 2)

k

k

k
k

k k

      


 

 

1
, 0,

16

1
, 0.

8( 2)

k

k

k
k

   
 



 

Описание и листинг функции по решению системы (3.18)  

(файл «Syst_3_18.xmcd») 

Функция .Syst  

Назначение: вычисляет значение коэффициентов , = 0, ,kc k n  из 
системы (3.18). 

Прототип: ( , , ).Syst Fk FF n  

Параметры: 
n  – порядок системы; 

Fk  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( , );K x t  

FF  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( ).f x  
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Используемые модули: KmjUU, fjU. 

Возвращаемое значение: значение коэффициентов , = 0, ,kc k n  как 
решение системы (3.18). 

Syst Fk FF n( ) F k( )
1

8


ln 2( )

2
return k 0if

1

6
return k 1if

3 k 4

8 k k 2( )
return otherwise



F k( )
1

8
return k 2if

1

8 k
return k 3 k 4if

1

8 k 2( )
return otherwise



F k( )
1

8

ln 2( )

4
return k 0if

3 k 2

8 k k 2( )
return otherwise



F k( )
1

16
return k 0if

1

8 k 2( )
return otherwise



F Fkz KmjUU Fk n( )


k m 

Fkz
k m 

4


m 0 nfor


k 0  2 

k 0 

k 0 nfor





A
k m  0

m 0 nfor

k 0 n 2for

A
k k  F k( )

A
k k 2 F k( )

A
k k 4 F k( )

k 0 1for
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k k 4 



A
k k 2 F k( )

A
k k  F k( )

A
k k 2 F k( )

A
k k 4 F k( )

k 2 n 4for

A
k k 2 F k( )

A
k k  F k( )

A
k k 2 F k( )

k n 3 n 2for

A
k k 2 F k( )

A
k k  F k( )

k n 1 nfor

A
k k 2 F k( )

k n 1 n 2for

 F

A
k m  A

k m  
k m 

m 0 nfor

k 0 nfor

FN fjU FF n 2( )

c lsolve A FN( )

c



 
 

Решив систему (3.18) относительно неизвестных , 0, ,kc k n  при 7,n   

приближенное решение уравнения (3.1) получим по формуле  

 2

0

( ) 1 ( ).
n

n k k

k

x x c T x


     (3.19) 

Результаты численных экспериментов 

Предложенная схема протестированы на примере решения модельной 
задачи для уравнения (3.1) при  

  34 2 1
( , ) , ( ) 56 32 3 .

( 2)( 2) 3 2
    

  
t

k x t f x x x
x t x
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Несложно показать, что решением уравнения (3.1) в данном случае яв-
ляется функция 

 2( ) 2 1 .x x x    

Решая систему (3.18) при n  равных 7, 14 и 29, получим точное решение 
( ), x  отличное от приближенного ( ),n x  вычисленного по формуле (3.19), 

в системе точек 0,99, 0,98, ..., 0,99  x  не более чем на 44,6 10 , 71,8 10  

и 131,7 10  соответственно.  

Описание и листинг по приближенному решению уравнения  
(файл «Exampl_3_18.xmcd») 
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Приближенное решение сингулярного  
интегрального уравнения в классе h(1)  

Приближенное решение уравнения (3.1) будем искать как решение сле-
дующего уравнения относительно новой неизвестной функции ( ):nv x  

 

1 1

,

1 1

1 1 1 1
( )ln ( ) ( , )

1 1 

 
  

    n n n n

t t
v t t x dt v t K x t dt
t t

 

 1( ), 1,nf x x   (3.20) 

где , ( , )n nK x t  – интерполяционный многочлен функции ( , )K x t  степени n  

по обеим переменным; 1( )nf x  – интерполяционный многочлен вида (1.2) 

функции ( )f x  степени 1,n    

 
1

( ) ( )
1

n n

x
x v x

x


 


. (3.21) 

Отметим, что уравнение (3.20), как и уравнение (3.1), в заданном классе 
разрешимо. 

Положим далее 

 
0

( ) ( ),
n

n k k

k

v x c T x


  (3.22) 

где , 0, ,kc k n  – пока неизвестные постоянные. 
Рассмотрим первый интеграл в (3.20) с учетом представления (3.21), 

(3.22) и равенств (1.21): 
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Имеем 
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( )ln ( ) .

1
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    (3.23) 
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Учтя (1.21), перегруппируем в (3.23) слагаемые относительно много-
членов ( ), 1, 1, kT x k n  и будем иметь 

 

1 1

01

1 1
( )ln ( ).

1

n

n k k

k

t
v t t x dt B T x
t






 

    

Выражения для kB  несложно получить из (3.23). 

Этим получено разложение первого интеграла по многочленам Чебы-
шева первого рода. 

Рассмотрим второй интеграл в (3.20) и в качестве интерполяционного 
многочлена , ( , )n nK x t  выберем (1.10): 
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k
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Учтя представление (3.21) и свойство ортогональности многочленов 
Чебышева первого рода, получим 
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c T x k T x c  (3.24) 

 , , , 1 1 1, 1 1

1 1
,

2 2
          m k m k k m k k km k kk k k  

 
1, 0,1, 0, ,

0,5, 0.0, ,

 
      
k k

kk n

kk n
 (3.25) 
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В результате из (3.24) приходим к разложению второго интеграла по 
многочленам Чебышева первого рода. 

Собирая вместе разложение каждого из этих интегралов по формулам 
(3.23), (3.24), имеем слева линейную комбинацию многочленов Чебышева 
первого рода, а справа – функцию 1( )nf x  в виде (1.2): 

 0
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Получим  
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( ) ( ) ( ).
n n n

n
j j k j k n n j j

j k j

T x B c B T x f T x







 
    

 
     

Это равенство верно тогда и только тогда, когда коэффициенты при со-
ответствующих многочленах удовлетворяют следующей системе уравнений 
относительно неизвестных , 0, :kc k n  

 1
,

0

, 0, ,



   
n

n
j k j k j

k

B c f j n  

 1
1 1 ,n

n nB f 
   (3.26) 

где коэффициенты , j k  вычисляются согласно (3.25). 

После несложных преобразований из (3.26) приходим к системе линей-
ных алгебраических уравнений относительно неизвестных , 0, :kc k n  
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 (3.27) 
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1
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.

2 2

n
n nc f
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Решив систему (3.27) относительно неизвестных , 0, ,kc k n  прибли-
женное решение уравнения (3.1) получим по формуле 

 
0

1
( ) ( ).

1

n

n k k

k

x
x c T x

x 


 

   (3.28) 

Описание и листинг функции по решению системы (3.27)  

(файл «Syst_3_27.xmcd») 

Функция .Syst  

Назначение: вычисляет значение коэффициентов , = 0, ,kc k n  из 
системы (3.27). 

Прототип: ( , , )Syst Fk FF n . 

Параметры: 
n  – порядок системы; 

Fk  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( , );K x t  

FF  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( ).f x  

Используемые модули: KmjTT, fjT. 

Возвращаемое значение: значение коэффициентов , = 0, ,kc k n  как 
решение системы (3.27). 

Syst Fk FF n( ) F k( ) 1return k 0if

0.5return otherwise
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c lsolve A FN( )

c



 

Результаты численных экспериментов 

Предложенная схема протестирована на примере решения модельной 
задачи для уравнения (3.1) при  

  34 2 1
( , ) , ( ) 56 32 3 .

( 2)( 2) 3 2
    

  
t

k x t f x x x
x t x

 

Несложно показать, что решением уравнения (3.1) в данном случае яв-
ляется функция 

 
2 1

( ) (2 2 ) .
1

x
x x x

x
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Решая систему (3.27) при n  = 7, 14, 29, получим точное решение ( ), x  

отличное от приближенного ( )n x , вычисленного по формуле (3.28), в си-
стеме точек 0,99, 0,98, ..., 0,99  x  не более чем на 45,1 10 , 71,5 10  и 

137 10  соответственно.  

Описание и листинг по приближенному решению уравнения  
(файл «Exampl_3_27.xmcd») 

 

Приближенное решение сингулярного  
интегрального уравнения в классе h(–1)  

Приближенное решение уравнения (3.1) будем искать как решение сле-
дующего уравнения относительно новой неизвестной функции ( ):nv x  
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( )ln ( ) ( , )
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    n n n n
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 1( ), 1,nf x x   (3.29) 
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где , ( , )n nK x t  – интерполяционный многочлен функции ( , )K x t  степени n  

по обеим переменным; 1( )nf x  – интерполяционный многочлен вида (1.2) 

функции ( )f x  степени 1,n    

 
1

( ) ( )
1

n n

x
x v x

x


 


. (3.30) 

Отметим, что уравнение (3.29), как и уравнение (3.1), в заданном классе 
разрешимо. 

Положим далее 
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k

v x c T x


  (3.31) 

где , 0, ,kc k n  – пока неизвестные постоянные. 
Рассмотрим первый интеграл в (3.29) с учетом представления (3.31) и 

равенств (1.22). Имеем 
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Учтя (1.22), перегруппируем в (3.32) слагаемые относительно много-
членов ( ), 1, 1, kT x k n  и будем иметь 
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Выражения для kD  несложно получить из (3.32). 

В результате получено разложение первого интеграла по многочленам 
Чебышева первого рода. 

Рассмотрим второй интеграл в (3.29) и в качестве интерполяционного 
многочлена , ( , )n nK x t  выберем (1.10): 

 , ,

0 0

( , ) ( ) ( ) ,
 

 
n n

n n m j m j

m j

K x t T x T t k  



61 

 

 , 2
0 0

( ) ( , ) ( ),
( 1)  

 


  
n n

m j
m j m l l r j r

l r

k T x K x x T x
n

 

 
1, 0, 2 1

cos , 0, .
2, 0, 2 2

q k

q k
x k n

q n

 
      

 

Учтя представление (3.30) и свойство ортогональности многочленов 
Чебышева первого рода, получим 
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kk n

kk n
 (3.34) 

В итогеиз (3.33) приходим к разложению второго интеграла по много-
членам Чебышева первого рода. 

Собирая вместе разложение каждого из этих интегралов по формулам 
(3.32), (3.33), имеем слева линейную комбинацию многочленов Чебышева 
первого рода, а справа – функцию 1( )nf x  в виде (1.2): 
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Это равенство верно тогда и только тогда, когда коэффициенты при со-
ответствующих многочленах удовлетворяют следующей системе уравнений 
относительно неизвестных , 0, :kc k n  

 1 1
, 1 1

0

, 0, , , 
 



    
n

n n
j k j k j n n

k

D c f j n D f  (3.35) 

где коэффициенты ,j k  вычисляются согласно (3.34). 

После несложных преобразований отсюда приходим к системе линей-
ных алгебраических уравнений относительно неизвестных , 0, :kc k n  
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Решив систему (3.36) относительно неизвестных , 0, ,kc k n  прибли-
женное решение уравнения (3.1) получим по формуле  

 
0

1
( ) ( ).

1

n

n k k

k

x
x c T x
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   (3.37) 

Описание и листинг функции по решению системы (3.36)  

(файл «Syst_3_36.xmcd») 

Функция .Syst  

Назначение: вычисляет значение коэффициентов , = 0, ,kc k n  из 
системы (3.36). 

Прототип: ( , , ).Syst Fk FF n  

Параметры: 
n  – порядок системы; 

Fk  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( , );K x t  

FF  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( ).f x  
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Используемые модули: KmjTT, fjT. 

Возвращаемое значение: значение коэффициентов , = 0, ,kc k n  как 
решение системы (3.36). 

Syst Fk FF n( ) F k( ) 1return k 0if

0.5return otherwise
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c lsolve A FN( )
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Результаты численных экспериментов 

Предложенная схема протестирована на примере решения модельной 
задачи для уравнения (3.1) при  
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t
k x t

x t


 
  32 1

( ) 56 32 3 .
3 2

f x x x
x

   


 

Несложно показать, что решением уравнения (3.1) в данном случае яв-
ляется функция  

    2 1
2 2 .

1

x
x x x

x


  


 

Решая систему (3.36) при n равных 7, 14 и 29, точное решение ( )x  

отличается от приближенного ( )n x , вычисленного по формуле (3.37), в си-
стеме точек 0,99, 0,98, ..., 0,99  x  не более чем на 42,2 10 , 71,0 10  и 

137 10  соответственно.  

Описание и листинг по приближенному решению уравнения  
(файл «Exampl_3_36.xmcd») 
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4. СЛАБО  СИНГУЛЯРНОЕ  ИНТЕГРАЛЬНОЕ  

УРАВНЕНИЕ  ВТОРОГО  РОДА 

В книге [14, с. 58, 59] рассматривается квадратурный метод прибли-
женного решения разрешимого сингулярного интегрального уравнения с 
логарифмическим ядром 

 

1 1

1 1

1 1
( ) ( )ln ( ) ( , ) ( ), 1 1,

 

         
  x t t x dt t K x t dt f x x  (4.1) 

решение которого разыскивается в классе ( 1,1).h  Здесь ( , )K x t  и ( )f x 
известные функции из класса Гёльдера ,H  ( ) x  – искомая функция. 

Приближенное решение уравнения (4.1) в классе ( 1,1)h  будем искать 
как решение следующего уравнения относительно новой неизвестной функ-
ции ( ):nv x  
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  n n n n n nx t t x dt t K x t dt F x x  (4.2) 

где 2( ) 1 ( )n nx x v x   , , ( , )n nK x t  – интерполяционный многочлен функ-
ции ( , )K x t  степени n  по обеим переменным, где ( )nF x  – некоторая функ-
ция из класса [ 1,1],C  такая, что  

 𝐹𝑛(𝑥𝑗) = 𝑓(𝑥𝑗), 2 1
cos , 0, .
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j
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Отметим, что уравнение (4.2) в заданном классе также разрешимо. 
Положим далее 
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        (4.3) 

где , 0, ,kc k n  – пока неизвестные постоянные. 
Рассмотрим первый интеграл в (4.2) с учетом представления (4.3) и : 
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Рассмотрим второй интеграл в (4.2) и воспользуемся интерполяцион-
ным многочленом (1.8): 

 , ,

0 0

( , ) ( ) ( ) ,
 

 
n n

n n m j m j

m j

K x t T x U t k  

  , 22
0 0

( ) ( , ) ( ) ( ) ,
( 1)


 


 

  
n n

m
m j m l l r j r j j r

l r

k T x K x x T x T x
n

 

 
1, 0, 1, = 0, 2, 2 1

= cos , 0, .
2, 0, 2 20, = 1, ,

m j k

m j n k
x k n

m nj n n

  
        

 

Отсюда 

 

1
2

,

1

1
1 ( ) ( , )



 
  n n nt v t K x t dt  

 

1
2

,

0 0 0 1

1
( ) 1 ( ) ( )

   

  
   

n n n

k m m j k j

k m j

c T x k t T t U t dt  

 

1
2

,

0 0 0 1

1 1
( ) 1 ( ( ) ( ))

2
 

   

 
      
   
n n n

k m m j j k j k

k m j

c T x k t U t U t dt  

 ,

0 0

( ) ,
n n

k m m k

k m

c T x
 

    (4.4) 

 
,

,

,

0,5 , 0,

0,25 , 0.

   


m k

m k

m k

k k

k k
 

С учетом (4.4) уравнение (4.2) в заданном классе переходит в уравнение 

 2
,

0 0 0 0

1 ( ) ( ) ( ) ( ).
   

       
n n n n

k k k k k m m k n

k k k m

x c T x c I x c T x F x  (4.5) 
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В качестве внешних узлов x в (4.5) выберем узлы Чебышева первого 

рода, а именно 
2 1

cos , 0, .
2 2

j

j
x j n

n


 


 Из (4.5) получим систему линейных 

алгебраических уравнений 

 ,

0

( ), 0, ,
n

k j k j

k

c A f x j n


   (4.6) 

где  

 2
, ,

0

1 ( ) ( ) ( ) .
n

j k j k j k j m j m k

m

A x T x I x T x


      

Система (4.6), полученная из (4.5), разрешима и имеет единственное 
решение.  

Решив систему (4.6) относительно неизвестных , 0, ,kc k n  прибли-
женное решение уравнения (4.1) получим по формуле  

 2

0

( ) 1 ( ).
n

n k k

k

x x c T x


     (4.7) 

Описание и листинг функции по решению системы (4.6)  

(файл «Syst_4_6.xmcd») 

Функция .Syst  

Назначение: вычисляет значение коэффициентов , = 0, ,kc k n  из 
системы (4.6). 

Прототип: ( , , )Syst Fk FF n . 

Параметры: 
n  – порядок системы; 
Fk  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( , );K x t  

FF  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( ).f x  

Используемые модули: KmjTU. 

Возвращаемое значение: значение коэффициентов , = 0, ,kc k n  как 
решение системы (4.6). 

Syst Fk FF n( ) I k x( )
ln 2( )

2


1

8


1

8
Ucheb 2 x( ) k 0if

1

6
 Ucheb 1 x( )

1

24
Ucheb 3 x( ) k 1if

ln 2( )

4

1

8






5

32
Ucheb 2 x( )

1

32
Ucheb 4 x( ) k 2if

5

24
Ucheb 1 x( )

13

120
Ucheb 3 x( )

1

40
Ucheb 5 x( ) k 3if
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24


120


40


1

8 k 2( )
 Ucheb k 4 x( )

3 k 4

8 k k 2( )
Ucheb k 2 x( )

3 k 4

8 k k 2( )
U 


  



Fxln( )

x
l

cos
2 l 1

2 n 2








l 0 nfor

x



FUch n( ) x Fxln( )

Y
m l  Ucheb m x

l
 

m 0 nfor

l 0 nfor

Y



FTch n( ) x Fxln( )

Y
m l  Tcheb m x

l
 

m 0 2 n 2for

l 0 nfor

Y



FK KmjTUFk N( )

mk m k( ) 0.5 FK
m 0  k 0if

0.25 FK
m k  k 0if



FT FTch n( )

FU FUch n( )

x Fxln( )

s

0

n

m

FT
m j  mk m k( ) 





a
j k  I k x

j
  1 x

j 2 FT
k j  s

k 0 nfor

j 0 nfor

x cos
2 l 1

2 n 2








F
l

FF x( )

l 0 nfor

c lsolve a F( )



 

Результаты численных экспериментов 

Предложенная схема протестированы на примере решения модельной 
задачи для уравнения (4.1) при  

 
4

( , ) ,
( 2)( 2)


 
t

k x t
x t

  2 32 1
( ) 2 1 56 32 3 .

3 2
f x x x x x

x
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Несложно показать, что решением уравнения (4.1) в данном случае яв-
ляется функция 

 2( ) 2 1 .x x x    

Описание и листинг по приближенному решению уравнения  
(файл «Exampl_4_6.xmcd») 

Fk x t( )
4

x 2

t

t 2


FF x( ) 2 x 1 x
2


2

3
x
3

 x 56 32 3  1

x 2


 x( ) 1 x
2

 2 x( )

n x c n( ) s

0

n

k

c
k

Tcheb k x( ) 




s 1 x
2





c Syst Fk FF N( ) N 14

1 0.5 0 0.5 1
0

1 10
14

2 10
14

3 10
14

n x c  N ( )  x( )

x

x 0.99 0.98 0.99

 

Решая систему (4.6) при n = 7, 14, 25, получим точное решение ( ), x  

отличное от приближенного ( )n x , вычисленного по формуле (4.7), в си-
стеме точек 0,99, 0,98, ..., 0,99  x  не более чем на 51,3 10 , 142,4 10  и 

141,7 10  соответственно.  
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5. СИНГУЛЯРНОЕ  ИНТЕГРО-

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ  УРАВНЕНИЕ   
ДИФРАКЦИИ 

В монографии [14, с. 87] при решении задачи дифракции Н-поляризо-
ванной электромагнитной волны рассматривается приближенное решение 
интегро-дифференциального уравнения 

 

1 1 1

1 1 1

1 ( ) 1 1
( , ) ( )ln ( ) ( , ) ( ),

  


     

     
t
dt M x t t t x dt t K x t dt f x

t x
 

 1 1.x    

Здесь ( , ),M x t  ( , )K x t  и ( )f x известные функции из класса Гёльдера ;H  

( )x искомая функция. Там же показано, что решение данного уравнения 
в классе H  существует и единственно при выполнении условий 

 ( 1) 0    

и искомая функция представима в виде  

 2( ) 1 ( ),x x v x     

где ( )v x   ограниченная функция при [ 1,1]. x  

Для получения вычислительной схемы приближенного решения ука-
занного уравнения в [14, с. 69] предварительно рассматривается уравнение 
с ( , ) 1.M x t  

ПЕРВЫЙ СЛУЧАЙ M(X, T) ≡ 1 

Рассмотрим следующую задачу: 

 

1 1 1

1 1 1

1 ( ) 1 1
( )ln ( ) ( , ) ( ), 1 1,

  


        

     
t
dt t t x dt t K x t dt f x x

t x
 (5.1) 

 ( 1) 0.    (5.2) 

Задача (5.1), (5.2) имеет единственное решение, если ( , )K x t  и ( )f x 
известные функции из класса Гёльдера ,H  и искомая функция представима 
в виде  

 
2( ) 1 ( ),x x v x     (5.3) 

где ( )v x  – ограниченная функция при [ 1,1]. x  
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Приближенное решение задачи (5.1), (5.2)  

Рассмотрим две новые вычислительные схемы численного решения 
уравнения (5.1) при условии (5.2). 

Схема 1 

Приближенное решение задачи (5.1), (5.2) будем искать как решение 
следующей задачи относительно новой неизвестной функции ( )n x : 

 

1 1

1 1

( )1 1
( )lnn
n

t
dt t t x dt

t x 


   

     

 

1

, 2

1

1
( ) ( , ) ( ), 1 1, ( 1) 0,



        
  n n n n nt K x t dt f x x  (5.4) 

где , ( , )n nK x t  – интерполяционный многочлен (1.8) функции ( , )K x t  степени 
n  по обеим переменным; 2( )nf x  – интерполяционный многочлен функции 

( )f x  степени 2;n  ( )n x  – некоторое приближение к искомой функции. 
Чтобы получить явное выражение для ( ),n x  поступим следующим об-

разом. Введем новую функцию  

 

1

1

( )1
( ) .n
n

t
v x dt

t x



    (5.5) 

Тогда, выполняя обращение интеграла (5.5) в классе неограниченных 
функций, имеем 

 

1 2

2 2
1

1 ( )1 1
( ) .

1 1

n
n

t v t c
x dt

t xx x

   
  
  

Далее, учитывая, что ( 1) 0n   , получаем 

 

1
2

2 2
1 1 1

( )1 1
( ) ( ) 1

1 1

x x

n
n n

v t c
x d t dt d

t  

 
                  

    

 

1

1

1
( , ) ( ) ( ), ( ) arcsin ,

2

         nH x t v t dt x x c x  (5.6) 

где 

 2

2
1

1
( , ) 1

1

 
        


x

d
H x t t

t
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2 2 2 2

2

2

1 1 1 1 1 1 1
1 ln ln .

| | | |1

xt x t xt x t
t

t x t xt

             
   

 

Замечая, что ( 1, ) (1, ) H t H t , находим 0.c   

Кроме того, что функция ( , )H x t  симметрическая, она еще и неполо-
жительная. В самом деле 

 
1 cos( )

( , ) (cos , cos ) ln

2sin sin
2 2

  
     

  
H x t H  

 

sin
2ln 0, 0 , .

sin
2

  

       
 

 

Имеет место оценка 

 

1 1
2 2

2
1 1 1

1 1 1
( , ) 1 1 1.

1  

 
           

  
x

d
H x t dt t dt x

t
 

Пусть далее с учетом (5.5) 

 
0

( ) ( ),
n

n k k

k

v x c U x


   (5.7) 

где , 0, ,kc k n  – пока неизвестные постоянные. 
Тогда из (5.6) и (5.7) следует, что 

 2

0

1
( ) 1 ( ),

1

n

n k k

k

x x c U x
k

   
  (5.8) 

так как 

 

1
2

2
1 1

( )1 1
( ) 1

1

x

n
n

v t
x t dt d

t 

 
            

   

 

1
2

2
0 1 1

( )1 1
1

1

xn
k

k

k

U t
c t dt d

t  

 
           
    

 1
2

0 01

1
( ) ( ),

1

xn n

k k k k

k k

c T d c A x
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где 

 
2

1

2
1

( ) 1 1
( ) sin(( 1)arccos( )) ( ), 0.

1 11

x

k
k k

T x
A x d k x U x k

k k





 
       

  
  

В результате получено представление ( )n x  через многочлены Чебы-
шева второго рода. 

Введем операторы: 

 

1

1

1
( ; ) ( )ln ,



   
 n nI x t t x dt  (5.9) 

 

1

,

1

1
( ; ) ( ) ( , ) .



  
 n n n nk x t K x t dt  (5.10) 

Уравнение (5.4) с учетом (5.7), (5.9), (5.10) в эквивалентной форме 
имеет вид 

 2( ) ( ; ) ( ; ) ( ).    n n n nv x I x k x f x  (5.11) 

На основании полученного представления (5.8) выполним эквивалент-
ные преобразования и упростим входящие в (5.9) и (5.10) интегралы.  

 

1 1
2

01 1

1 1 1
( ; ) ( )ln 1 ( )ln

1 

        
   

n

n n k k

k

I x t t x dt t c U t t x dt
k

 

 

1
2

0 01

1 1 1
1 ( )ln ( ),

1 1

n n

k k k k

k k

c t U t t x dt c J x
k k 

     
     

при этом 
1

2

1

1
( ) 1 ( )lnk kJ x t U t t x dt



  
   вычисляется в соответствии 

с (1.19). Подставим вместо ( )kJ x  его значение по равенству (1.19):  

 

1 0 2
2

1
2

ln 2 1
( ) ( ), 0,

1 2 4
( ) 1 ( )ln

1 1
( ) ( ), 1.

2 2 4

k k

k k

T x T x k

J x t U t t x dt

T x T x k
k k




         
 

  

Имеем 

 0 0 2 1 3 1

ln 2 1 1 1 1
( ; ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 8 8 12 3

                   
nI x c U x U x c U x U x  

 2 2

2

( ) ( )1 1
( ) .

1 4 2 ( 2) 4( 2)

n
k k

k k

k

U x U xk
c U x
k k k k k

 



 
       
  (5.12) 
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Перегруппировав это выражение, получим разложение данного инте-
грала по многочленам Чебышева второго рода: 

 

1 2

01

1
( )ln ( ).

n

n k k

k

t t x dt D U x




  
   (5.13) 

Значения kD  (5.13) нетрудно выписать на основании (5.12), что мы и учтем 
в дальнейшем. 

В качестве , ( , )n nK x t  выберем (1.12): 

 , ,

0 0

( , ) ( ) ( ),
 

 
n n

n n m m j j

m j

K x t U x k U t  (5.14) 

    , 2 22
0 0

1
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n n
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l r

k T x T x K x x T x T x
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1, 0, 2,
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j
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j n n
 

 
1, 0, 2,

0, 1, ,

    
 

m

m n
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2 1

cos , 0, .
2 2


  

k

k
x k n

n
 

Упростим (5.10) с учетом (5.14): 

 

1 1
2

, ,

0 0 01 1

1 1 1
( ) ( , ) ( ) 1 ( ) ( )

1   

    
     

n n n

n n n k m m j k j

k m j

t K x t dt c U x k t U t U t dt
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0 0 0

1
( ) ,

1  
 

  
n n n

k m m j k j

k m j

c U x k M
k

 

 ,

1
, ,

2

0, .

  
 

k j

k j
M

k j

 (5.15) 

Следовательно, на основании (5.15) получено разложение оператора 

(5.10) по многочленам Чебышева второго рода: 

 

1

,

01

1
( ) ( , ) ( ),



 
 

n

n n n m m

m

t K x t dt E U x  (5.16) 
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где 

 
,

, ,

0

, .
2 2

    


n
m k

m k m k m k

k

k
E c

k
 (5.17) 

Учитывая (5.16) и собирая в (5.11) вместе представление каждого из 
трех слагаемых, получим слева линейную комбинацию многочленов Чебы-
шева второго рода и справа 2( )nf x  – интерполяционный многочлен функ-
ции ( )f x  вида (1.4) степени 2:n  

 
=0

( ) = ( ),
n

n
n j j

j

f x f U x  

 2 1 1= , = 0, 2, , ,     n n n n n n n
j j j n n n nf G G j n f G f G  

 
=0

1
( ) ( ), = 0, ,

1

n
n
j k j k

k

G f x T x j n
n    

 
2 1

= cos , = 0, .
2 2

n
k

k
x k n

n





 

Получим 

 
2 2

2

0 1 0

( ) ( ) ( ) ( ).
 



   

     
n n n

n
k k k k k k k k k

k k n k

c D E U x D U x f U x  

Это равенство верно тогда и только тогда, когда имеет место следую-
щая система:  

 2, 0, ,n
k k k kc D E f k n     

 2, 1, 2.n
k kD f k n n     

Выполнив простейшие преобразования, отсюда придем к такой си-
стеме линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных чи-
сел , 0, :kc k n  

 2
2 ,

0

( 1) , 0,1,



       

n
n

k k k k q k q k

q

c c c f k  

 2
2 2 ,

0

( 1) , 2, 2,
 


          

n
n

k k k k k k q k q k

q

c c c c f k n  (5.18) 

 2
2 ,

0

( 1) , 1, ,



        

n
n

k k k k q k q k

q

c c c f k n n  

 
2

2 , 1, 2,
    n

k k kc f k n n  

где коэффициенты ,k q  вычисляются согласно (5.17),  
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1

,
4 ( 1)

k
k k

  


 

 

ln 2 1
, 0,

2 8

1
, 0,

2 ( 2)

k

k

k
k k

    
 



  

 
1

.
4( 2)( 3)

k
k k

  
 

 

Решив систему (5.18) относительно неизвестных , 0,1, ..., ,kc k n  при 
4n  , приближенное решение задачи (5.1), (5.2) получим по формуле (5.8). 

Описание и листинг функции по решению системы (5.18) 

 (файл «Syst_5_17.xmcd») 

Функция .Syst  

Назначение: вычисляет значение коэффициентов , = 0, ,kc k n  из 
системы (5.18). 

Прототип: ( , , ).Syst Fk Ff n  

Параметры: 
n  – порядок системы; 

Fk  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( , );K x t  

Ff  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( ).f x  

Используемые модули: KmjUU, fjU. 

Возвращаемое значение: значение коэффициентов , = 0, ,kc k n  как 
решение системы (5.18). 
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Результаты численных экспериментов 

Применим полученный алгоритм к приближенному решению задачи 
(5.1), (5.2) при  

 
 3 3

3

2 2 2

2 2 2 3
( , ) , ( ) 5 .

3( 1)( 1) 1


   

  
x t x

k x t f x x x
x t x
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Несложно показать, что решением задачи (5.1), (5.2) в данном случае 
является функция 

2( ) 2 1 .x x x    

Решая систему (5.18) при n = 7, 14, 35, получим точное решение ( ), x  

отличное от приближенного ( )n x , вычисленного по формуле (5.8), в си-
стеме точек 0,99, 0,98, ..., 0,99  x  не более чем на 51,0 10 , 82,2 10  и 

168,0 10  соответственно.  
 

Описание и листинг по приближенному решению задачи (5.1), (5.2) 

согласно схеме 1 (файл «Exampl_5_17.xmcd») 
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Схема 2 

Построим еще одну вычислительную схему численного решения за-
дачи (5.1), (5.2). Принимая во внимание (5.3), приближенное решение за-
дачи (5.1), (5.2) будем искать как решение следующего уравнения: 

 

1 12
2

1 1

( 1 ( ))1 1
1 ( )lnn

n

t v t
dt t v t t x dt

t x 


   

     

 

1
2

, 2

1

1
1 ( ) ( , ) ( ), 1 1,



     
  n n n nt v t K x t dt f x x  (5.19) 

где , ( , )n nK x t  – интерполяционный многочлен функции ( , )K x t  степени n по 
обеим переменным; 2( )nf x  – интерполяционный многочлен функции ( )f x  

степени 2;n  2( ) 1 ( )n nx x v x    – некоторое приближение к искомой 
функции. 

Положим далее 

 
0

( ) ( ),
n

n k k

k

v x c T x


  (5.20) 

где , 0, ,kc k n  – пока неизвестные постоянные. 
Упростим интегралы, входящие в (5.19). 

С учетом (5.20) и (1.23) имеем 
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     (5.21) 

Получим разложение первого интеграла по многочленам Чебышева 
второго рода: 
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1 ( )1
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n
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k k
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t v t
dt A U x

t x
 (5.22) 
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где kA  на основании (5.21) имеют вид 
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Рассмотрим второй интеграл и снова учтем (5.20): 
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Подставим вместо ( )kI x  его значение по равенству (1.20): 
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Получим 
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  (5.23) 

Перегруппировав это выражение, будем иметь разложение второго ин-
теграла по многочленам Чебышева второго рода: 
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    (5.24) 
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Значения kB  нетрудно выписать на основании (5.23), чем мы восполь-
зуемся в дальнейшем. 

Рассмотрим третий интеграл. В качестве , ( , )n nK x t  выберем (1.12): 
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С учетом (5.20) имеем 
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 (5.26) 

Следовательно, получено разложение третьего интеграла по многочле-
нам Чебышева второго рода: 
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Собирая вместе разложение каждого из трех интегралов по формулам 
(5.22), (5.25), (5.27), имеем слева линейную комбинацию многочленов Че-
бышева второго рода, а справа – функцию 2( )nf x  в виде (1.4): 
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Получим 
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Это равенство верно тогда и только тогда, когда имеет место следую-
щая система:  
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Выполнив простейшие преобразования, отсюда придем к такой си-
стеме линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных чи-
сел , 0, :kc k n  
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где коэффициенты *
,k q  вычисляются согласно (5.26),  
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Решив систему (5.28) относительно неизвестных , 0,1, ..., ,kc k n  при 
7,n  приближенное решение задачи (5.1), (5.2) получим по формуле  

 2

0

( ) 1 ( ).
n

n k k

k

x x c T x


     (5.29) 

Описание и листинг функции по решению системы (5.28)  

(файл «Syst_5_27.xmcd») 

Функция .Syst  

Назначение: вычисляет значение коэффициентов , = 0, ,kc k n  из 
системы (5.28). 

Прототип: ( , , ).Syst Fk Ff n  

Параметры: 
n  – порядок системы; 

Fk  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( , );K x t  

Ff  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( ).f x  
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Используемые модули: KmjUU, fjU. 

Возвращаемое значение: значение коэффициентов , = 0, ,kc k n  как 
решение системы (5.28). 
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Результаты численных экспериментов 

Применим полученный алгоритм к приближенному решению задачи 
(5.1), (5.2) при  

 
3 3

3

2 2 2

2 (2 2 3)
( , ) , ( ) 5 .

3( 1)( 1) 1


   

  
x t x

k x t f x x x
x t x

  

Несложно показать, что решением задачи (5.1), (5.2) в данном случае 
является функция 2( ) 2 1 .x x x     
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Решая систему (5.28) при n  = 7, 14, 33, получим точное решение ( ), x  

отличное от приближенного ( ),n x  вычисленного по формуле (5.29), в си-
стеме точек 0,99, 0,98, ..., 0,99  x  не более чем на 51,0 10 , 82,2 10  и 

151,5 10  соответственно.  

Описание и листинг по приближенному решению задачи (5.1), (5.2) 

согласно схеме 2 (файл «Exampl_5_27.xmcd») 

 

Обоснование сходимости и оценки погрешности приближенного реше-
ния можно получить по аналогии с [22]. 

ВТОРОЙ СЛУЧАЙ M(X, T) ∈ H 

Рассмотрим далее задачу 
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1
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1
( ) ( , ) ( ), 1 1,



     
  t K x t dt f x x  (5.30) 

 ( 1) 0   . (5.31) 

Здесь ( , ),M x t  ( , )K x t  и ( )f x  – известные функции из класса Гёльдера ,H  

 2( ) 1 ( ),x x v x     (5.32) 

где ( )v x   ограниченная функция при [ 1,1].x   

Приближенное решение задачи (5.30), (5.31)  

Рассмотрим вычислительную схему численного решения уравнения 
(5.30) при условии (5.31) и (5.32). 

Приближенное решение уравнения (5.30) будем искать как решение 
следующей задачи относительно новой неизвестной функции ( ):n x  
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  n n n n nt K x t dt f x x  (5.33) 

где , ( , )n nM x t  – интерполяционный многочлен вида (1.8) функции ( , )M x t  

степени n  по обеим переменным; , ( , )n nK x t  – интерполяционный многочлен 
функции ( , )K x t  степени n  по обеим переменным; 3 2( )nf x  – интерполяци-
онный многочлен функции ( )f x  степени 3 2;n  ( )n x  – некоторое прибли-
жение к искомой функции.  

Отметим, что, согласно [14, с. 87], уравнение (5.33) также разрешимо. 
Чтобы получить явное выражение для ( ),n x  введем новую функцию  
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Тогда, выполняя обращение интеграла (5.34) в классе неограниченных 
функций, получим 
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Замечая, что ( 1, ) (1, ), H t H t  находим 0.c   

Функция ( , )H x t  симметрическая и неположительная. В самом деле 
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Имеет место оценка 
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   (5.36) 

где , 0, ,kc k n  – пока неизвестные постоянные. 
Тогда из (5.34)–(5.36) следует, что 
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так как 
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Этим получено представление ( )n x  через многочлены Чебышева вто-
рого рода. 

Введем операторы: 
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 n n n nI x M x t t t x dt  (5.38) 
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 n n n nk x t K x t dt  (5.39) 

Уравнение (5.33) с учетом введенных операторов в эквивалентной 
форме имеет вид 

 3 2( ) ( ; ) ( ; ) ( ).    n n n nv x I x k x f x  (5.40) 

На основании полученного представления (5.37) выполним эквива-
лентные преобразования и явно вычислим входящие в (5.38) и (5.39) инте-
гралы. Имеем 
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где  
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Упростим функцию (5.42), выписав интерполяционный многочлен 
вида (1.12) для функции ( , ):M x t  
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где 
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Учтем, что 

 
22

2

( ) ( )
1 ( ) ( ) ,

2 1

k jk j

k j

T t T t
t U t U t

t

  
 


  

и воспользуемся формулой (1.18): 
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Учитывая данное упрощение, из (5.43) получим 
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На основании (5.44) из (5.41) окончательно имеем 
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Далее по аналогии с предыдущим упростим 
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Для этого выпишем интерполяционный многочлен , ( , )n nK x t  функции 
( , )K x t  вида (1.12), используя свойства ортогональности многочленов Че-

бышева второго рода, упростим (5.39): 
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k x c U x k  (5.45) 

Следовательно, (5.45) – разложение оператора ( ; )nk x  по многочленам 
Чебышева второго рода. 

Окончательно из уравнения (5.33) получено разрешимое уравнение 
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Взяв в (5.46) в качестве внешних узлов точки 2 1
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получим систему линейных алгебраических уравнений относительно неиз-
вестных , 0, :kc k n  
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Замечание. В системе (5.47) при численном решении данного 
уравнения в качестве правой части будем использовать ( ), 0, .lf x l n  

Приближенное решение ( )n x  вычисляется по формуле (5.37): 

 2
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1
( ) 1 ( ).

1

n

n k k

k

x x c U x
k

   
  

Описание и листинг функции по решению системы (5.47) 

(файл «Syst_5_46.xmcd») 

Функция .Syst  

Назначение: вычисляет значение коэффициентов , = 0, ,kc k n  из 
системы (5.47). 

Прототип: ( , , , )Syst Fk FM Ff n . 

Параметры: 
n  – порядок системы; 

Fk  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( , );K x t  

Fk  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( , );M x t  

Ff  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( ).f x  

Используемые модули: KmjUU. 

Возвращаемое значение: значение коэффициентов , = 0, ,kc k n  как 
решение системы (5.47). 
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l 0 nfor

Y
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Y



FUch n( ) x Fxln( )

Y
m l  Ucheb m x

l
 

m 0 nfor

l 0 nfor

Y



FTch n( ) x Fxln( )

Y
m l  Tcheb m x

l
 

m 0 2 n 2for

l 0 nfor

Y



x cos
2 l 1

2 n 2








F
l

FF x( )

l 0 nfor

Fk KmjUU FK n( )

Fm KmjUU FM N( )

FT FTch n( )

 k n( )

FU FUch n( )

s

0

n

q

FU
q l  Fk

q k 
0

n

j

Fm
q j  

k j FT
k j l  

k j 2 FT
k j 2 l   






























a
l k  FU

k l 
1

2 k 2
s( )

k 0 nfor

l 0 nfor

c lsolve a F( )

c



 

Результаты численных экспериментов 

Применим полученный алгоритм к приближенному решению задачи 

(5.30), (5.31), (5.32) при  

 
3

2 2
( , ) ,

(1 )(1 )


 
x t

K x t
x t

 
2

2

2
( , ) ,

1





xt x

M x t
x

  

 

4 2

2

4 32 (60 2 90) 79 79
( ) (2 2 1) .

5 15 3030( 1)

x x x
f x x

x
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Несложно показать, что решением этой задачи является функция 
2( ) 2 1 .x x x     

Решая систему (5.47) при n  = 7, 14, 18, получим точное решение ( ), x  

отличное от приближенного ( ),n x  вычисленного по формуле (5.37), в си-
стеме точек 0,99, 0,98, ..., 0,99  x  не более чем на 73,6 10 , 121,6 10  и 

151,4 10  соответственно. 

Описание и листинг по приближенному решению уравнения (5.47) 

(файл «Exampl_5_46.xmcd») 

Fk x t( )
x
3

1 x
2



t

1 t
2




Fm x t( )
x 2 t

2
 x

1 x
2




FF x( )
4 x

4


5

32 x
2



15


x 60 2 90  79

30 x
2

1 
 x 2 2 1 

79

30


 x( ) 1 x
2

 2 x( )

n x c n( ) s

0

n

k

c
k

k 1
Ucheb k x( )













s 1 x
2





c Syst Fk Fm FF N( )

x 0.99 0.98 0.99 N 18

1 0.5 0 0.5 1
0

0

1 10
15

1.5 10
15

n x c  N ( )  x( )

x
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6. СИНГУЛЯРНОЕ  

 ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ  

УРАВНЕНИЕ  ПРАНДТЛЯ 

В теории крыла конечного размаха, контактных задачах теории упругости 
и других задачах механики сплошной среды важную роль играет уравнение 

 

1

1

( ) 1 ( )
( ), 1 1,

( )

x t
dt f x x

B x t x

 
    
   (6.1) 

которое называется уравнением Прандтля [8; 9; 25]. Здесь ( )B x  и ( )f x  – 

известные функции из класса [ 1,1];  ( )x   искомая функция. К уравне-
нию (6.1) присоединяются дополнительные условия 

 ( 1) 0.    (6.2)

 

Число работ, посвященных этому уравнению, огромно. Известно, что 
указанное уравнение точно решается лишь в редких частных случаях [8]. 
Значительная часть публикаций, начиная с самой первой, относится к во-
просу разработки и обоснования приближенных методов решения уравне-
ния (6.1). Среди приближенных методов наиболее распространенным явля-
ется метод Мультхоппа. 

В данной главе предлагаются разные вычислительные схемы для чис-
ленного решения уравнения (6.1). Первоначально уравнение сводится к рав-
носильному уравнению с логарифмической особенностью. Указываются 
условия разрешимости полученного уравнения. Вычислительные схемы ос-
нованы на применении к интегралу, входящему в уравнение, которое равно-
сильно исходному, спектральных соотношений для сингулярного инте-
грала. Отметим, что в [24] предложена и обоснована вычислительная схема 
для уравнения (6.1), близкая по структуре к схеме Мультхоппа, но отлича-
ющаяся от предложенной ниже. 

Схема 1 

Сведем уравнение (6.1) к уравнению Фредгольма второго рода с лога-
рифмической особенностью.  

Пусть  

 

1

1

1 ( )
( ) .

t
u x dt

t x



   (6.3) 

Применим формулу обращения этого сингулярного интеграла в классе 
функций (0):h   

 

1 2

2 2
1

1 1 1 ( )
( ) .

1 1

t u t c
x dt

t xx x
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Здесь c – произвольная постоянная. Отсюда с учетом (6.2) получим 

 

1
2

2 2
1 1 1

1 1 ( )
( ) ( ) 1

1 1

x x
u t c

x d t dt d
t  

 
                 

    

 

1

1

1
( , ) ( ) arcsin ,

2

       H x t u t dt c x  

 
2 2

2

2
1

1 1 1 1
( , ) 1 ln .

| |1

     
        


x

d xt x t
H x t t

t t x
 (6.4) 

Замечая, что ( 1, ) (1, ), H t H t  находим 0.c   

Кроме того, что функция ( , )H x t  симметрична, она еще и неотрица-
тельна. В самом деле 

 

sin
1 cos( ) 2( , ) (cos , cos ) ln ln 0,

2sin sin sin
2 2 2

  
   

     
      

H x t H  

 0 , .    

Имеет место оценка 

 

1 1
2 2

2
1 1 1

1 1 1
( , ) 1 1 1.

1  

 
           

  
x

d
H x t dt t dt x

t
 

Принимая во внимание, что 

 

1

1

1
( ) ( , ) ( ) ,



 
 x H x t u t dt  (6.5) 

введем линейный оператор 

 

1

1

1 1
( ; ) ( , ) ( ) .

( ) 


 K u x H x t u t dt

B x
 (6.6) 

Тогда граничная задача (6.1), (6.2) сводится к уравнению 

 ( ) ( ; ) ( ). u x K u x f x  (6.7) 

Учитывая (6.4), (6.6) и применяя в (6.5) формулу интегрирования по ча-
стям, получим равенство 

 

1 12

2
1 1

1 1 ( )
( , ) ( ) , ( ) ( ).

1 

    
  
 

x t dt
H x t u t dt x u x

t xt
 (6.8) 
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Отсюда с учетом теоремы Племеля – Привалова (см., например, [13, 

с. 58]) заключаем, что оператор ( ; )K u x  отображает пространство [ 1,1]  

в себя, если функция 1( ) [ 1,1]  B x  или даже 1( ) [ 1,1]  b x , где 

2

( )
( ) .

1

B x
b x

x



 Кроме того,  

 ,Ku u   (6.9) 

где 

 
2

1

1
max .

( )x

x

B x

   
 
 

 (6.10) 

Теорема 6.1. Пусть функция ( ),B x  входящая в уравнение (6.1), удовле-
творяет условию  

 1,       
2

1

1
max .

( )x

x

B x

   
 
 

 (6.11) 

Тогда уравнение (6.7), а вместе с ним и граничная задача (6.1), (6.2) имеет 
единственное решение в классе функций ( ) (0)x h   при любой 

( ) [ 1,1]. f x  

На основании (6.7) и (6.3) приближенное решение уравнения (6.1) при 
условии (6.2) найдем как решение следующего уравнения: 

 ( ) ( ; ) ( ), n n nu x K u x F x  (6.12) 

где ( )nF x  – некоторая функция из класса [ 1,1],  такая, что ( ) ( ),n j jF x f x  

2 1
cos , 0,1, ..., ,

2 2


 

j

j
x j n

n
 

 

1

1

1 1
( ; ) ( , ) ( )

( ) 


 n nK u x H x t u t dt

B x
 (6.13) 

и 
1

1

( )1
( ) n
n

t
u x dt

t x


  

  многочлен степени n .  

Пусть 

 
0

( ) ( ),
n

n k k

k

u x c U x


  (6.14) 

где , 0, ,kc k n  – пока неизвестные постоянные. 
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Очевидно, что для уравнения (6.12) с оператором (6.13), тождествен-
ным (6.6), имеет место аналог теоремы 1, т. е. вследствие (6.9)–(6.11) урав-
нение (6.12) также разрешимо.  

Используя (6.14) и (1.17), упростим ( )n x , а этим и ( ; ):nK u x  

 

1
2

01

1 1
( ) ( , ) ( ) 1 ( ),

1

   
 

n

n n k k

k

x H x t u t dt x c U x
k

 (6.15) 

так как 

 

1 1
2

2
1 1 1

1
2

2
0 1 1

21

2
0 01

( )1 1 1
( , ) ( ) 1

1

( )1 1
1

1

( ) 1
1 ( ).

11

  

  



 

 
           

 
          


    

 

  

  

 

x

n
n

xn
k

k

k

xn n
k

k k k

k k

u t
H x t u t dt t dt d

t

U t
c t dt d

t

T
c d x c U x

k

 

Поэтому из (6.13) и (6.15) следует, что 

 
2

0

1 1
( ; ) ( ).

( ) 1





n

n k k

k

x
K u x c U x

B x k
  (6.16) 

Уравнение (6.12) с учетом (6.14), (6.16) переходит в уравнение 

 
2

0

1 1
1 ( ) ( ).

1 ( )

n

k k n

k

x
c U x F x

k B x

   
  

  (6.17) 

В качестве внешних узлов x  в (6.17) выберем узлы Чебышева первого 

рода, а именно, 2 1
cos , 0,1, ..., .

2 2


 

j

j
x j n

n
 Из (6.17) получим систему ли-

нейных алгебраических уравнений 

 

2

0

1 1
1 ( ) ( ), 0,1, ..., .

( ) 1

    
 
 


n

j

k k j j
jk

x
c U x f x j n

B x k
 (6.18) 

Приближенное решение задачи (6.1), (6.2) – функция ( )n x  – вычисля-
ется согласно (6.15):  

 2

0

1
( ) 1 ( ).

1

n

n k k

k

x x c U x
k
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Описание и листинг функции по решению системы (6.18)  

(файл «Syst_6_18.xmcd») 

Функция .Syst  

Назначение: вычисляет значение коэффициентов , = 0, ,kc k n  из 
системы (6.18). 

Прототип: ( , , )Syst fB f n . 

Параметры: 
n  – степень многочлена  ( );n x  

f  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( );f x  

fB  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( ).B x  

Возвращаемое значение: значение коэффициентов , = 0, ,kc k n  как 
решение системы (6.18). 

Syst fB f n( )

x
j

cos
2 j 1

2 n 2








B
j

fB x
j 

Ukj Ucheb k x
j

 

A
j k 

1 x
j 2

B
j

1

k 1
 1











Ukj

k 0 nfor

j 0 nfor

F
j

f x
j 

j 0 nfor

c lsolve A F( )

c



 

Замечание. Рассматривая случай, когда функция 2( ) 1 ,B x b x   

const,b  в уравнении (6.17) в качестве ( )nF x  возьмем интерполяционный 
многочлен (1.4). Тогда уравнение (6.17) переходит в уравнение 

 
0 =0

1 1
1 ( ) ( ).

1

n n

k k k k

k k

c U x f U x
b k

    
   (6.19) 

Отсюда следует, что решением системы (6.19) являются числа 

 

1
1 1

1 , 0,1, ..., ,
1


     

k kc f k n
b k

  (6.20) 

kf  вычисляются в соответствии с (1.4). 
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Описание и листинг функции по вычислению  
значения коэффициентов  (файл «Syst_6_20.xmcd») 

Функция .Syst  

Назначение: вычисляет значение коэффициентов , = 0, ,kc k n  по 
формуле (6.20). 

Прототип: Syst(fB, f, n). 

Параметры: 
n  – степень многочлена  ( );n x  

b – значение константы b из функции   2
( ) 1 ;B x b x  

f  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( ).f x  

Возвращаемое значение: значение коэффициентов , = 0, ,kc k n  

вычисленное по формуле (6.20). 

Syst fB f n( ) F fjU f n( )

c
k

F
k

1

fB k 1( )
1





1


k 0 nfor

c



 

Схема 2 

Обратимся снова к уравнению Прандтля (6.1) с дополнительными усло-
виями (6.2). Сведем уравнение (6.1) к уравнению с логарифмической осо-
бенностью в классе функций ( 1, 1).h  

Пусть  

 

1

1

1 ( )
( ) .

t
u x dt

t x


 

   (6.21) 

Так как для интеграла (6.21) очевидно выполнены условия разрешимо-

сти 
1

2
1

1 ( )
0,

1

u
d




 

  
  применим формулы обращения сингулярного инте-

грала (6.21) в указанном классе функций – классе функций ( 1,1),h  ограни-
ченных в окрестности точек = 1x  : 

 

1
2

2
1

1 1 ( )
( ) 1 .

1

u t
x x dt

t xt
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Отсюда имеем при условии (6.2) 

 

1

1

1 1

1
( ) ( ) ( , ) ( ) ,

 

     
 

x

x d H x t u t dt  (6.22) 

 2 0
1 1

2
1

1
( , ) 1 ( , ) ( , ),

1 

        

x

d
H x t H x t H x t

tt
 (6.23) 

где 

 
2

0
1

2

1 ( arccos )
( , ) ,

1

   




x t x
H x t

t
 (6.24) 

 
2 2

2

2
1

1 1 1 1
( , ) 1 ln .

| |1

     
        


x

d xt x t
H x t t

t t x
 (6.25) 

Функция ( , )H x t  симметрична и неотрицательна. 
На основании (6.23) имеет место оценка 

1 1 1
0 2

1 1

1 1 1

1 1 1 arccos
( , ) ( , ) ( , ) 2 1 .

  

              
x

H x t dt H x t dt H x t dt x  

Принимая во внимание (6.22)–(6.25), введем линейный оператор 

  
1 1

0
1 1 1

1 1

1 1 1 1
( ; ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) .

( ) ( ) 

  
  K u x H x t u t dt H x t H x t u t dt

B x B x
 

Тогда граничная задача (6.1), (6.2) сводится к уравнению 

 1( ) ( ; ) ( ), u x K u x f x  (6.26) 

где  

 

1

1 1

1

1 1
( ; ) ( , ) ( ) .

( ) 


 K u x H x t u t dt

B x
 (6.27) 

По аналогии с предыдущим получим следующие теоремы. 

Теорема 6.2. Пусть функция ( ),B x  входящая в уравнение (6.1), удовле-
творяет условию  

 1 1,   2
1

1

arccos
max 2 1 ( ) .
x

x
x B x



           
 (6.28) 

Тогда уравнение (6.26) с оператором (6.27), а вместе с ним и граничная за-
дача (6.1), (6.2) имеет единственное решение в классе функций 

( ) ( 1,1)  x h  при любой ( ) [ 1,1]. f x  
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На основании (6.26) и (6.21) приближенное решение уравнения (6.1) 

при условии (6.2) найдем как решение следующего уравнения: 

 1( ) ( ; ) ( ), n n nu x K u x F x  (6.29) 

где ( )nF x  – некоторая функция из класса [ 1,1],C  такая, что ( ) ( ),n j jF x f x  

2 1
cos , 0, ,

2 2
j

j
x j n

n


 


 

 

1

1 1

1

1 1
( ; ) ( , ) ( )

( ) 


 n nK u x H x t u t dt

B x
 (6.30) 

и 
1

1

( )1
( )




 

  n
n

t
u x dt

t x
 – многочлен степени n. Пусть 

 
0

( ) ( ),
n

n k k

k

u x c T x


  (6.31) 

где , 0, ,kc k n  – пока неизвестные постоянные.  
Очевидно, что уравнение (6.29) в следствии (6.28) также разрешимо.  
Для обращения сингулярного интеграла (6.31) в классе ограниченных 

функций подчиним (6.31) условию разрешимости 
1

2
1

( )1
0,

1

nu t
dt

t


 
  т. е. 

1

2
0 1

( )1
0.

1

n
k

k

k

T t
c dt

t 


 

   Следовательно, 0 0.c   

Используя (6.31) и учитывая (1.17), как и ранее, вычислим и упростим 
( )n x , а этим и 1( ; ).nK u x  

 

1
1

1

11

1
( ) ( , ) ( ) ( ),



   
 

n

n n k k

k

x H x t u t dt c x  (6.32) 

 

 2

1

2
21

1
2 1 2arcsin , 1,

4
( ) sin( arccos )

( ) ( )1
, 1,

2 1 1

x

k

k k

x x x k

x k d
U x U xx

k
k k



          
        

  (6.33) 

так как 

 

1 1
2

1
2

1 1 1

( )1 1 1
( , ) ( ) 1

1  

 
          

  
x

n
n

u t
H x t u t dt dt d

tt
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1
2

2
1 1 1

2
1

1 1 11 1

( )1 1
1

1

1 ( ) sin( arccos ) ( ).

xn
k

k

k

x xn n n

k k k k k

k k k

T t
c dt d

tt

c U d c k d c x

  


   

 
         

         

  

   
 

Поэтому из (6.30), (6.32) и (6.33) следует, что 

 1

1

1
( ; ) ( ).

( ) 

 
n

n k k

k

K u x c x
B x

 (6.34) 

Уравнение (6.29) с учетом (6.34) в заданном классе переходит в урав-
нение 

 1

1 1

1
( ) ( ) ( ).

( )

n n

k k k k n

k k

c x c T x F x
B x 

     (6.35) 

В качестве внешних узлов x  в (6.35) выберем узлы Чебышева первого 

рода, а именно 
2 1

cos , 1, .
2 2


 

j

j
x j n

n
 Из (6.35) получим систему линейных 

алгебраических уравнений 

 1

1

1
( ) ( ) ( ), 1, .

( )

n

k k j k j j
jk

c x T x f x j n
B x

 
     

 
  (6.36) 

На основании вышеприведенного система (6.36) разрешима и имеет 
единственное решение , 1,kc k n . 

Приближенное решение задачи (6.1), (6.2) – функция ( )n x  – вычисля-
ется согласно (6.32): 

 1

1

( ) ( ).
n

n k k

k

x c x


    

Описание и листинг функции по решению системы (6.36)  

(файл «Syst_6_36.xmcd») 

Функция .Syst  

Назначение: вычисляет значение коэффициентов , = 0, ,kc k n  из 
системы (6.36). 

Прототип: ( , , )Syst fB f n . 

Параметры: 
n  – степень многочлена  ( );n x  

f  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( );f x  

fB  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( ).B x  
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Возвращаемое значение: значение коэффициентов , = 0, ,kc k n  как 
решение системы (6.36). 

 

Схема 3 

Применим еще формулы обращения сингулярного интеграла (6.21) в 
классе ограниченных в окрестности точки =1x  функций и получим  

 

1

1

1 1 1 ( )
( ) .

1 1

x t u t
x dt

x t t x

  
   

 

Отсюда  

 

1

2

1 1

1
( ) ( ) ( , ) ( ) ,

 

     
 

x

x d H x t u t dt  (6.37) 

где 

 

 

0
2 2

1

2 2
0
2

1 1
( , ) ( , ) ( , ),

1 1

1 1 1 1
( , ) arccos , ( , ) ln .

1 | |



    
   

     

    
   

 


x
t d

H x t H x t H x t
t t

t xt x t
H x t x H x t

t t x
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Очевидно, что функция 2( , )H x t  неотрицательна и имеет место оценка 

 

1
2

2

1

1
( , ) arccos( ) 1 .



     
  H x t dt x x  

Тогда граничная задача (6.1), (6.2) сводится к уравнению 

 2( ) ( ; ) ( ), u x K u x f x  (6.38) 

где 

 

1

2 2

1

1 1
( ; ) ( , ) ( ) .

( ) 


 K u x H x t u t dt

B x
 (6.39) 

Теорема 6.3. Пусть функция ( ),B x  входящая в уравнение (6.1), удовле-
творяет условию  

 2 1,       2
2

1
max arccos( ) 1 ( ) .
x

x x B x


      (6.40) 

Тогда уравнение (6.38) с оператором (6.39), а вместе с ним и граничная за-
дача (6.1), (6.2) имеет единственное решение в классе функций ( ) (1)x h   

при любой ( ) [ 1,1]. f x  

Используя полученные выше уравнения Фредгольма (6.26), (6.38), по-
лучим следующие вычислительные схемы. 

На основании (6.38) и (6.21) приближенное решение уравнения (6.1) 

при условии (6.2) найдем как решение следующего уравнения: 

 2( ) ( ; ) ( ), n n nu x K u x F x  (6.41) 

где ( )nF x  – некоторая функция из класса [ 1,1],  такая, что ( ) ( ),n j jF x f x  

2 1
cos , 0, ,

2 2
j

j
x j n

n


 


 

 

1

2 2

1

1 1
( ; ) ( , ) ( )

( ) 


 n nK u x H x t u t dt

B x
 (6.42) 

и 
1

1

( )1
( ) n
n

t
u x dt

t x


  

  многочлен степени n. Пусть 

 
0

( ) ( ),
n

n k k

k

u x c T x


  (6.43) 

где , 0,1, ..., ,kc k n  – пока неизвестные постоянные.  
Очевидно, что уравнение (6.41) также разрешимо.  
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Используя (6.43) и учитывая (1.17), как и ранее, вычислим и упростим 
( )n x , а этим и 2( ; ).nK u x  

 

1
2

2

01

1
( ) ( , ) ( ) ( ),



   
 

n

n n k k

k

x H x t u t dt c x  (6.44) 
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1

1
, 0,

1
( )

1 ( ) , 0,

x

k x

k

d k

x

U d k






  
 

 
  

     





 

  
2

2

2
2

1 arccos , 0,

1
2 1 2arcsin , 1,

( ) ( )1
, 1,

2 1 1

k k

x x k

x x x k

U x U xx
k

k k



     
      


        

 (6.45) 

так как 

 

1 1

2

1 1 1

( )1 1 1 1
( , ) ( )

1 1  

   
           

  
x

n
n

u tt
H x t u t dt dt d

t t
 

 

1

2
0 1 1

1 1 1
( )

1 1

xn

k k

k

t dt
c T t

tt  

      
 

    
    

 

1 1

2 2
0 1 1 1

( ) ( )1 1 1
(1 )

1 1 1

xn
k k

k

k

T t T tdt
c dt d

tt t   

  
              
     

 2

0

( ).
n

k k

k

c x


   

Поэтому из (6.42), (6.44) и (6.45) следует, что 

 2
2

0

1
( ; ) ( ).

( ) 

 
n

n k k

k

K u x c x
B x

  (6.46) 

Уравнение (6.41) с учетом (6.46) в заданном классе переходит в урав-
нение 

 2

0 0

1
( ) ( ) ( ).

( )

n n

k k k k n

k k

c x c T x F x
B x 

     (6.47) 
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В качестве внешних узлов x  в (6.47) выберем узлы Чебышева первого 

рода, а именно 
2 1

cos , 0, .
2 2


 

j

j
x j n

n
 Из (6.47) получим систему линейных 

алгебраических уравнений 

 2

0

1
( ) ( ) ( ), 0, .

( )

 
    

 

n

k k j k j j

k

c x T x f x j n
B x

 (6.48) 

Описание и листинг функции по решению системы (6.48)  

(файл «Syst_6_48.xmcd») 

Функция .Syst  

Назначение: вычисляет значение коэффициентов , = 0, ,kc k n  из 
системы (6.48). 

Прототип: ( , , ).Syst fB f n  

Параметры: 
n  – степень многочлена  ( );n x  

f  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( );f x  

fB  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( ).B x  

Возвращаемое значение: значение коэффициентов , = 0, ,kc k n  как 
решение системы (6.48). 

Syst fB ff n( ) f k x( ) 1 x
2

  acos x( ) k 0if

1

4
 2 x 1 x

2
 2 asin x( )  k 1if

1 x
2



2

Ucheb k x( )

k 1

Ucheb k 2 x( )

k 1






 k 1if



x
j

cos
2 j 1

2 n 2








F
j

ff x
j 

B
j

fB x
j 

Tkj Tcheb k x
j

 

A
j k 

1

B
j

f k x
j

  Tkj

k 1 nfor

j 1 nfor

c lsolve A F( )

c
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Система (6.48) разрешима и имеет единственное решение , 0, .kc k n  

Приближенное решение задачи (6.1), (6.2) – функция ( )n x  – вычисля-
ется согласно (6.44). 

Схема 4 

Применим еще формулы обращения сингулярного интеграла (6.21) 

в классе функций, ограниченных в окрестности точки = 1,x  и получим  

 

1

1

1 1 1 ( )
( ) .

1 1

x t u t
x dt

x t t x

  
     

Отсюда  

 

1

3

1 1

1
( ) ( ) ( , ) ( ) ,

 

     
 

x

x d H x t u t dt  (6.49) 
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1 1
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1 1

    
   

     

x
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1
( , ) arccos ,
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t

H x t x
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2 21 1 1

( , ) ln .
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xt x t

H x t
t x

 

Таким образом, уравнение (6.1) свелось к уравнению 

 3( ) ( ; ) ( ), u x K u x f x  (6.50) 

 

1

3 3

1

1 1
( ; ) ( , ) ( ) .

( ) 


 K u x H x t u t dt

B x
 (6.51) 

Имеет место оценка 

 

1
2

3

1

1
( , ) arccos( ) 1 .



     
  H x t dt x x

 

Теорема 6.4. Пусть функция ( ),B x  входящая в уравнение (6.1), удовле-
творяет условию  

 3 1,     2
3

1
max arccos( ) 1 ( ) .
x

x x B x


      (6.52) 

Тогда уравнение (6.50) с оператором (6.51), а вместе с ним и граничная за-
дача (6.1), (6.2), имеет единственное решение в классе функций ( ) ( 1)x h    

при любой ( ) [ 1,1]. f x  



110 

 

На основании (6.50) и (6.21) приближенное решение уравнения (6.1) 

при условии (6.2) найдем как решение следующего уравнения 

 3( ) ( ; ) ( ), n n nu x K u x F x  (6.53) 

где ( )nF x  – некоторая функция из класса [ 1,1],  такая, что ( ) ( ),n j jF x f x  

2 1
cos , 0, ,

2 2
j

j
x j n

n


 


 

 

1

3 3

1

1 1
( ; ) ( , ) ( )

( ) 


 n nK u x H x t u t dt

B x
 (6.54) 

и 
1

1

( )1
( ) n
n

t
u x dt

t x


  

  многочлен степени n. Пусть 

 
0

( ) ( ),
n

n k k

k

u x c T x


  (6.55) 

где , 0, ,kc k n  – пока неизвестные постоянные.  
Уравнение (6.53) вследствие (6.52) также разрешимо.  
Используя (6.55) и учитывая (1.17), вычислим и упростим ( )n x , а этим 

и 3( ; ).nK u x  

 

1
3

3

01

1
( ) ( , ) ( ) ( ),



   
 

n

n n k k

k

x H x t u t dt c x  (6.56) 
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 (6.57) 

так как 

 

1 1
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1 1 1
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( , ) ( )
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u tt
H x t u t dt dt d
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1
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1 1
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T tt
c dt d
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1 1
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xn
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k

T t T tdt
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n

k k

k
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Поэтому из (6.54), (6.56) и (6.57) следует, что 

 3
3

0

1
( ; ) ( ).

( ) 

 
n

n k k

k

K u x c x
B x

 (6.58) 

Уравнение (6.53) с учетом (6.58) в заданном классе переходит в урав-
нение 

 3

0 0

1
( ) ( ) ( ).

( )

n n

k k k k n

k k

c x c T x F x
B x 

     (6.59) 

В качестве внешних узлов x  в (6.59) выберем узлы Чебышева первого 

рода, а именно 
2 1

cos , 1, .
2 2


 

j

j
x j n

n
 Из (6.59) получим систему линейных 

алгебраических уравнений 

 3

0

1
( ) ( ) ( ), 0, .

( )

 
    

 

n

k k j k j j

k

c x T x f x j n
B x

 (6.60) 

Описание и листинг функции по решению системы (6.60)  

(файл «Syst_6_60.xmcd») 

Функция .Syst  

Назначение: вычисляет значение коэффициентов , = 0, ,kc k n  из 
системы (6.60). 

Прототип: ( , , )Syst fB f n . 

Параметры: 
n  – степень многочлена  ( );n x  

f  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( );f x  

fB  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( )B x . 

Возвращаемое значение: значение коэффициентов , = 0, ,kc k n  как 
решение системы (6.60). 
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Syst fB ff n( ) f k x( ) 1 x
2

 3  acos x( ) k 0if

1

4
 2 x 1 x

2
 2 asin x( )  k 1if

1 x
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2

Ucheb k x( )

k 1
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k 1
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A
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1

B
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f k x
j

  Tkj

k 1 nfor

j 1 nfor

c lsolve A F( )

c



 

Приближенное решение задачи (6.1), (6.2) – функция ( )n x  – вычисля-
ется согласно (6.56). 

Результаты численных экспериментов 

Схема 1 

Рассмотрим интегро-дифференциальное уравнение  

 

1

1

( ) 1 ( )

( )

x t
dt

B x t x

 
 
   

 
2

2

2

1 1 2
1 2arcth 1, 1 1.

( ) 12

x
x x

B x x

           
     

 (6.61) 

Пусть 
2

2

2

1,1 4
( ) 1

1 2


 


x

B x x
x

. Несложно показать, что решением за-

дачи (6.61), (6.2) в данном случае является функция  

 
2

2 1
( ) 1 2 arcth

2

x
x x

     
 
 

. (6.62) 
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Описание и листинг по приближенному решению  
уравнения Прандтля согласно схеме 1  

(файл «Exampl_6_18.xmcd») 

fB x( ) 1 x
2


4 x

2
 1.1

2 x
2

 1


ff x( )
1

fB x( )
1 x

2
 2 atanh

1 x
2



2














2

x
2

1
 1

 x( ) 1 x
2

 2 atanh
1 x

2


2









c Syst fB ff n( ) n 34

n x( ) 1 x
2



0

n

k

c
k

k 1
Ucheb k x( )













x 0.99 0.98 0.99

1 0.5 0 0.5 1
0

0

1 10
15

1.5 10
15

n x( )  x( )

x

 

Решая систему (6.18) при n = 10, 34, получим точное решение ( ), x  от-
личное от приближенного ( ),n x  вычисленного по формуле (6.15), в си-
стеме точек 0,99, 0,98, ..., 0,99  x  не более чем на 65,5 10  и 151,3 10  

соответственно. Число обусловленности матриц системы при этом соответ-
ственно 25conde   и 142conde  . 

Рассмотрим интегро-дифференциальное уравнение (6.61). Пусть  

 
2( ) 6 1B x x  .  

Решением задачи (6.61), (6.2) и в данном случае является функция (6.62). 
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Описание и листинг по приближенному решению  
уравнения Прандтля согласно схеме 1 

 (файл «Exampl_6_20.xmcd») 

ff x( ) 1

2 atanh
2 1 x

2


2









 1 x
2



6 1 x
2




2

x
2

1


fB 6

 x( ) 1 x
2

 2 atanh
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k 1
Ucheb k x( )













x 0.99 0.98 0.99

1 0.5 0 0.5 1
0

0

1 10
15

1.5 10
15

n x( )  x( )

x  

Вычислив , 0,1, ..., ,kc k n  по формуле (6.20), получаем, что при n = 10, 

34 точное решение ( )x  отличается от приближенного ( ),n x  вычислен-
ного по формуле (6.15), в системе точек 0,99, 0,98, ..., 0,99  x  не более 
чем на 65,6 10  и 151,3 10  соответственно. 

Схема 2 

Рассмотрим интегро-дифференциальное уравнение (6.61) при 

 
2

2

2

1 32
( ) 3 1

1 2

x
B x x

x


 


. (6.63) 

Несложно показать, что решением задачи (6.61), (6.2) в данном случае 
является функция (6.62). 
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Решая систему (6.36) при n = 10, 34, получим точное решение ( ), x  от-
личное от приближенного ( ),n x  вычисленного по формуле (6.32), в си-
стеме точек 0,99, 0,98, ..., 0,99  x  не более чем на 65,7 10  и 151,4 10  

соответственно. Число обусловленности матриц системы при этом соответ-
ственно 12conde  и 50conde  . 

Описание и листинг по приближенному решению  
уравнения Прандтля согласно схеме 2  

(файл «Exampl_6_36.xmcd») 
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Схема 3 

Решая систему (6.48) в случае (6.63) при n = 10, 34, получим точное 
решение ( ), x  отличное от приближенного ( )n x , вычисленного по фор-
муле (6.44), в системе точек 0,99, 0,98, ..., 0,99  x  не более чем на 

65,6 10  и 151,4 10  соответственно. Число обусловленности матриц си-
стемы при этом соответственно 26conde   и 36conde  . 

Описание и листинг по приближенному решению  
уравнения Прандтля согласно схеме 3  

(файл «Exampl_6_48.xmcd») 
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Схема 4 

Решая систему (6.60) в случае (6.63) при n = 10, 34, получим точное 
решение ( ), x  отличное от приближенного ( ),n x  вычисленного по фор-
муле (6.56) в системе точек 0,99, 0,98, ..., 0,99  x  не более чем на 

65,7 10  и 151,5 10  соответственно. Число обусловленности матриц си-
стемы при этом соответственно 14conde  и 37conde  . 

Описание и листинг по приближенному решению  
уравнения Прандтля согласно схеме 4  

(файл «Exampl_6_60.xmcd») 
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7. СИНГУЛЯРНОЕ 

  ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ  

УРАВНЕНИЕ  ГИДРОДИНАМИКИ 

В данной главе предлагается вычислительная схема для численного ре-
шения сингулярного интегро-дифференциального уравнения, к которому 
приводят некоторые важные задачи гидродинамики [16; 17]: 

 

12

2
1

1 ( )
( ) ( ) ( ),

1

x u t dt
u x x f x

t xt

   
 

  (7.1) 

 0 0[ 1,1], ( ) 0, [ 1,1],    x u x x  

где ( ), ( ) x f x  – заданные функции класса [ 1,1];C  ( )u x искомая функция.  
Построение вычислительной схемы. Применим формулы интегриро-

вания по частям к интегралу в интегро-дифференциальном уравнении (7.1), 

а именно  
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x u t dt

H x t u t dt
t xt

 (7.2) 

где 

 
2 21 1 1

( , ) ln .
| |

   



xt x t

H x t
t x

 (7.3) 

Получим интегральное уравнение с логарифмическим ядром относи-
тельно производной искомого решения 

 

1

1

1
( ) ( ) ( , ) ( ) ( ), [ 1,1].



     
 u x x H x t u t dt f x x  (7.4) 

К уравнениям с такими особенностями применима теория Фредгольма. 
Функция ( , )H x t  симметрическая, неотрицательная и имеет место 

оценка 

 

1 1
2 2
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1 1 1

1 1 1
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x

d
H x t dt t dt x

t
 

Введем линейный оператор 

 

1

1

1
( ; ) ( ) ( , ) ( ) .



   
 K x x H x t t dt  (7.5) 
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Тогда граничная задача (7.1) сводится к уравнению 

 

0

( ) ( ; ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ) .      
x

x

x K x f x x u x u x t dt  (7.6) 

Так как имеет место (7.2), то с учетом теоремы Племеля – Привалова 
(см., например, [13, с. 58]) заключаем, что оператор ( ; )K x  отображает про-
странство [ 1,1]  в себя, если функция ( ) [ 1,1].  x  Кроме того,  

 ,K     (7.7) 

где 

  2

1
max 1 ( ) .
x

x x


     (7.8) 

Отсюда, согласно теории метода последовательных приближений [10, 

с. 213–224], имеет место следующее утверждение. 
Теорема 7.1. Пусть функция ( ),x  входящая в уравнение (7.6), удовле-

творяет условию  

 1,     2

1
max 1 ( ) .
x

x x


     (7.9) 

Тогда уравнение (7.6), а вместе с ним и задача Коши (7.1) имеет единствен-
ное решение в пространстве [ 1,1]  при любой ( ) [ 1,1]. f x  

Приближенное решение. Пусть  

 
0

( ) ( ),
n

n k k

k

x c U x


   (7.10) 

где , 0,1, ..., ,kc k n  – пока неизвестные постоянные.  

Приближенное решение уравнения (7.1) найдем как решение следую-
щего вспомогательного уравнения, построенного на основании (7.3)–(7.6): 

 ( ) ( ; ) ( ),   n n nx K x F x  (7.11) 

где ( )nF x  – некоторая функция из класса [ 1,1],C  такая, что ( ) ( ),n j jF x f x  

2 1
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2 2
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 n nK x x H x t t dt  (7.12) 

Тогда 
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    (7.13) 
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Очевидно, что для уравнения (7.11) с оператором (7.12), тождествен-
ным (7.6), имеет место аналог теоремы 7.1, т. е. вследствие (7.6)–(7.9) урав-
нение (7.11) также разрешимо.  

Выполнив тождественные преобразования, используя (7.10) и (1.17), 

упростим ( ; ):nK x  
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1
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так как 
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Уравнение (7.11) с учетом (7.10), (7.14) тождественно следующему 
уравнению: 
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  (7.15) 

Вычислительная схема. В качестве внешних узлов x в (7.15) выберем 

узлы Чебышева первого рода, а именно 2 1
cos , 0,1, ..., .

2 2


 

j

j
x j n

n
 Из 

(7.15) получим систему линейных алгебраических уравнений 
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1
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1

      
 

n
j

k j k j j

k

x
c x U x f x j n

k
 (7.16) 

Описание и листинг функции по решению системы (7.16)  

(файл «Syst_7_16.xmcd») 

Функция .Syst  

Назначение: вычисляет значение коэффициентов , = 0, ,kc k n  из 
системы (7.16). 

Прототип: ( , , ).Syst f ff n  
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Параметры: 
n  – порядок системы; 

f  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( );x  

ff  – имя модуля, вычисляющего значение функции ( ).f x  

Возвращаемое значение: значение коэффициентов , = 0, ,kc k n  как 
решение системы (7.16). 

Syst f ff n( )

x
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2 j 1

2 n 2
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Согласно [11, с. 535] система (7.16) разрешима и имеет единственное 
решение , 0,1, ..., .kc k n  Приближенное решение задачи (7.1) – функция 

( )nu x  – вычисляется по (7.13). 

Заметим, что обоснование сходимости и оценки погрешности прибли-
женного решения можно получить по аналогии с [22]. 

Результаты численных экспериментов 

Рассмотрим интегро-дифференциальное уравнение  

 

12 2

2 2 22
1

2(1 ) 1 ( ) 3( 1)
( ) , ( 1) 0.

2(1 ) 2(1 )1

x u t dt x
u x u

t xx xt

      
  
   (7.17) 

Несложно показать, что решением задачи (7.17) в данном случае явля-

ется функция 
2

1
( ) .

21

x
u x

x
 


 

Решая систему (7.16) при n = 12, 24, 36,  получим точное решение ( ),u x  

отличное от приближенного ( ),nu x  вычисленного по формуле (7.13), в си-
стеме точек 0,99, 0,98, ..., 0,99  x  не более чем на 66,7 10 ,  101,5 10  и 

154,0 10  соответственно. Число обусловленности матриц системы при 
этом соответственно 31,conde  84conde   и 153.conde  
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Описание и листинг по приближенному решению уравнения  
(файл «Exampl_7_16.xmcd») 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В монографии представлены вычислительные схемы приближенного 
решения некоторых сингулярных интегральных и интегро-дифферен-

циальных уравнений методом ортогональных многочленов. Основной 
идеей используемого метода является применение спектральных или квази-

спектральных соотношений для входящих в уравнение интегралов Коши и 
со слабой особенностью. 

Данный подход был предложен ранее для приближенного решения 
сингулярных интегральных уравнений и отражен в шести монографиях. 

1. «Приближенное решение сингулярных интегральных уравнений 
с ядрами Коши методом ортогональных многочленов». Здесь рассматрива-
ются алгоритмы численного решения скалярных и векторных сингулярных 
интегральных уравнений с ядрами Коши с произвольными и постоянными 
коэффициентами, основанные на полученных спектральных соотношениях 
для характеристических операторов. 

2. «Спектральный метод решения сингулярных интегральных уравне-
ний второго рода : в 2 ч. Ч. 1 : Алгоритмы в MathCad». В книге описывается 
реализация алгоритмов численного решения сингулярных интегральных 
уравнений второго рода с произвольными коэффициентами и ядрами Коши 
в системе компьютерной математики MathCad, основанных на полученных 
спектральных соотношениях для характеристических операторов. 

3. «Спектральный метод решения сингулярных интегральных уравнений 
второго рода : в 2 ч. Ч. 2 : Алгоритмы в Mathematica» посвящен реализации 

алгоритмов численного решения сингулярных интегральных уравнений 
второго рода с произвольными коэффициентами и ядрами Коши в системе 
компьютерной математики Mathematica.  

4. В книге «Численное решение некоторых сингулярных интегральных 
уравнений с ядрами Коши методом ортогональных многочленов : в 2 ч. 
Ч. 1 : Алгоритмы в MathCad» рассматривается реализация алгоритмов 
численного решения сингулярных интегральных уравнений с постоянными 
коэффициентами и ядрами Коши в системе компьютерной математики 
MathCad, основанных на полученных спектральных соотношениях для 
характеристических операторов. 

5. «Численное решение некоторых сингулярных интегральных уравне-
ний с ядрами Коши методом ортогональных многочленов : в 2 ч. Ч. 2 : Ал-
горитмы в Mathematica» показывает реализацию алгоритмов численного 
решения сингулярных интегральных уравнений с постоянными 
коэффициентами и ядрами Коши в системе компьютерной математики 
Mathematica. 

6. «Спектральный метод решения сингулярных интегральных уравне-
ний первого рода со степенно-логарифмической особенностью» рассматри-
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вает алгоритмы численного решения как сингулярного интегрального урав-
нения первого рода с ядром Коши и специальной правой частью вида, так и 
простейшего сингулярного интегрального уравнения с кратными ядрами 
Коши, основанные на разложении сингулярного интеграла по многочленам 
Чебышева. 

Построенные спектральные схемы позволяют получить приближенное 
решение задачи, не прибегая к квадратурным формулам. Благодаря этому, 
как показывают численные примеры, предложенные алгоритмы при 
небольших вычислительных затратах на достаточно грубой сетке 
обеспечивают высокую точность приближенного решения, ограниченную 
лишь вычислительной погрешностью. 
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