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УСЛОВИЯ ЭФФЕКТИВНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ 
КВАДРАТИЧНОЙ ЗАДАЧИ ВЫБОРА . ЧАСТЬ 1

В. М. ДЕМИДЕНКО1)

1)Белорусский государственный экономический университет,  
пр. Партизанский, 26, 220070, г. Минск, Беларусь

Аннотация. Описан класс четырехиндексных вещественных матриц, для которых гарантирована эффективная 
разрешимость квадратичной задачи выбора – достижение экстремальных значений ее функционала на одной из 
подстановок специального вида, приведенных в классической теореме Харди, Литлвуда и Полиа о перестановке 
трех систем. Условия, определяющие введенный класс матриц, обобщают все ранее предложенные условия, накла-
дываемые на вид матриц и гарантирующие строгую разрешимость задач минимизации билинейной формы на 
декартовом произведении симметрической группы (условия теоремы о перестановке трех систем), квадратичной 
формы на симметрической группе, а также результаты аналогичного плана, полученные для квадратичной задачи 
о назначениях.
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CONDITIONS FOR THE EFFECTIVE SOLVABILITY 
OF THE QUADRATIC CHOICE PROBLEM. PART 1

V. M. DEMIDENKO a

aBelarusian State Economic University, 26 Partyzanski Avenue, Minsk 220070, Belarus

Abstract. A class of four-index real matrices is described for which the effective solvability of the quadratic choice 
problem is guaranteed. This means achieving the extreme values of its functional on one of the permutations of a spe-
cial kind, which are given in the classical theorem of Hardy, Littlewood and Pólya on the permutation of three systems. 
The introduced conditions generalise all the previously proposed conditions imposed on the kind of matrices that gua-
rantee strict solvability of the problems of minimising the bilinear form on the Cartesian product of the symmetric group 
(conditions of the theorem on the permutation of three systems), the quadratic form of the symmetric group, and also 
generalise the similar results obtained for the quadratic assignment problem.

Keywords: combinatorial optimisation; quadratic assignment problem; substation optimisation; strict solvability of 
problems.
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Введение
Одним из направлений в исследовании NP-трудных оптимизационных задач на подстановках яв-

ляется выделение их полиномиально или строго разрешимых случаев. Последние описываются такими 
ограничениями, накладываемыми на входные данные оптимизационной задачи, которые гарантируют 
достижение оптимума на одной или нескольких заранее заданных подстановках. Результаты исследо-
вания частного случая квадратичной задачи выбора в этом направлении впервые были сформулирова-
ны Г. Х. Харди, Дж. И. Литлвудом и Г. Полиа в виде теоремы о перестановке трех систем [1]. Условия 
указанной теоремы гарантировали достижение максимума билинейной формы на двух заданных под-
становках специального вида. Значительно позже рядом исследователей были получены результаты 
минимизации квадратичной формы на одной из подстановок, приведенных в теореме о перестановке 
трех систем [2–5], которые были обобщены в статьях [6; 7]. Дальнейшие исследования задач миними-
зации билинейной и квадратичной форм на множестве подстановок продолжены в работах [8–10]. Со-
временное состояние этой тематики отражено в монографиях [11; 12]. 

В данной работе предложены условия достижения экстремальных значений функционала квадратич-
ной задачи выбора на одной из подстановок из теоремы Харди, Литлвуда и Полиа, которые обобщают по-
лученные до настоящего времени аналогичные результаты для всех частных случаев указанной задачи, 
включая квадратичную задачу о назначениях [8–10].

Предварительные сведения и обозначения
Пусть Sn – симметрическая группа, определенная на множестве N nn1

1 2
,

, , , .� �� �  Любая подста-
новка s ∈ Sn является взаимно однозначным отображением, переводящим элемент i в � i� �, где i ∈ N1, n. 
В дальнейшем подстановки будем обозначать через � � � � �� � � � � � � � � � �1 2, , , , , ,i n  где � i� � – об-
раз элемента i ∈ N1, n, а i – прообраз � i N n� �� 1,

. Подмножество i i j j, 1, , 1,� �� �  далее обозначается 
через Ni,  j. Произведением пары подстановок s, r называется подстановка s o r, переводящая элемент i  
в � � i� �� �, где i ∈ N1, n, а символ o обозначает операцию умножения подстановок. 

Пусть A ai j k� � �, , , l  – произвольная вещественная четырехиндексная матрица размера n × n × n × n. 
Определим на Sn функционал, полагая, что для любой подстановки s

 f aA
i

n

j

n

i j i j� � �� � �
� �

� � � ���
1 1

, , ,
.  (1)

Квадратичная задача выбора состоит в нахождении такой подстановки s0 ∈ Sn, что неравенство 
f fA A� �0� � � � � выполняется для любой подстановки s ∈ Sn.

Подстановка s определяет в N1, n восемь подмножеств:
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Введенные подмножества I I
1 1 2 1, ,

,
s s  определяют две подстановки:

 � �� �
� �

� � �� � � � �� �
� �
� �i n i j n j

i I j I

, , , ,

, ,

1 2

1 1 2 1

 (4)

где i n i j n j, , ,� �� � � �� �1 2  – транспозиции, которые меняют местами соответственно i и n + 1 – i, 
j и n + 2 - j, оставляя все остальные элементы множества N1, n на месте. В силу определения подмноже-
ства (2), (3) и подстановки (4) обладают следующими свойствами:

(i) набор подмножеств I r1,
,

s  r = 1, 2, 3, 4, является разбиением множества N1, n при четном n и множе-

ства N n
n1

2
,

\
�
��
�
��
 при нечетном n;

(ii) набор подмножеств I s2,
,

s  s = 1, 2, 3, 4, является разбиением множества N2, n при нечетном n и мно-

жества N n
n2

2
,

\
�
��
�
��
 при четном n;

(iii) для подстановок ys, js справедливы равенства
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при нечетном n,
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при четном n.
Подстановки (4) однозначно определяют пару подстановок

  sy = s o ys, sj = s o js, s ∈ Sn. (7)
Приращением функционала (1) на упорядоченной паре подстановок s, r называется разность 

� f f fA A A� � � �, .� � � � � �

Условия достижения минимума функционала  
квадратичной задачи выбора

При описании условий, гарантирующих достижение минимума функционала fA �� � на подстановке 
�

0
1 3 5 6 4 2� � � �, , , , , , , , ,n Sn  и их доказательстве используется следующая лемма.

Лемма 1. Для любой подстановки s ∈ Sn существует такая последовательность подстановок 
 � � � � � � �� � � ��0 1 01

, , , , , ,i i k ,  (8)

что � ��i i
�

�1
 либо � ��i i

�
�1

 для всех i = 1, 2, …, k.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Чтобы доказать лемму 1, достаточно убедиться в существовании для s0 и лю-

бой подстановки s последовательности вида (8). Проверка показывает, что из равенств 
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вытекает s = s0. Следовательно, для любой подстановки s, отличной от s0, в N n
1

2
,
�
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�
��
 должен существо-

вать минимальный элемент 1
2
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i n
, нарушающий равенства (9). Для такого элемента i должны вы-

полняться соотношения
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где j N i� �1 1,
. С другой стороны, если известно, что для некоторой подстановки s минимальный эле-

мент i, удовлетворяющий соотношениям (10), равен n
2

�
��
�
��
, то в силу равенств (9) s = s0.

Предположим, что для произвольной подстановки s, отличной от s0, с минимальным элементом 

1 <
2

� �
��
�
��

i n
, нарушающим равенства (9), можно построить последовательность вида (8), в которой для 

последней подстановки r′ минимальный элемент i′, нарушающий равенства (9), будет не меньше i + 1. 
Если сформулированное предположение верно, то с его помощью нетрудно убедиться в справедли-
вости леммы 1. Действительно, если минимальный нарушающий равенства (9) элемент i′ последней 

подстановки r′ в построенной последовательности вида (8) строго меньше n
2

�
��
�
��
, то строим новую по-

следовательность такого же вида, начинающуюся с подстановки r′ и заканчивающуюся подстановкой rʹ́ , 
для которой минимальный элемент iʹ́, нарушающий равенства (9), будет не меньше i′ + 1. Если по-

преж нему �� �
��
�
��

i n
<

2
, то продолжаем процесс построения новой последовательности, начиная с подста-

новки rʹ́ , и т. д. Таким образом, ввиду строгого возрастания минимальных элементов, нарушающих 
равенства (9), за конечное число шагов можно построить последовательность подстановок вида (8), 
последняя подстановка которой в качестве минимального элемента, нарушающего равенства (9), будет 

иметь число n
2

�
��
�
��
. Следовательно, в силу равенств (9) последняя подстановка в построенной последо-

вательности будет совпадать с s0. Объединив все построенные последовательности в одну, получим 
последовательность вида (8) с начальной и конечной подстановками s и s0.

Докажем справедливость приведенного выше предположения. Пусть s ≠ s0, тогда в силу соотноше-

ний (10) для подстановки s возможны две ситуации: � i i� � � �2 1 либо � n i i� �� � �1 2 , где 1 <
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В первой ситуации (т. е. при � i i� � � �2 1) имеем 
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Если для l имеет место первый случай, то � l� � � �2 1i  стоит слева от � n
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Так как � n N i n� �� ��2
2 ,

l , то � �l l� � � � �� �= 2 1 < 2i n ,  откуда с учетом подмножеств (3) имеем 
включение l� I

2 1,
.

�  Таким образом, транспозиция l l, n � �� �2  входит в запись подстановки js, и в силу 
определения подмножества I

2 1,

s  из равенств (6) и независимости транспозиций, порождающих подста-
новку js, вытекают соотношения
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Из полученных соотношений и определения произведения подстановок для r1 = s o js следует спра-
ведливость равенств
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�  Таким образом, построена подстановка � � ��2 1 1

� o  
вида

� � � �

�

2 2 2 2

2

1 3 2 3 2 1
2

� � � � � � � � � � �
��
�
��

�

�
�

�

�
� �

�

, , , , , , , , , , ,i i i n

n

l

11 1 1 2 2 4 2
2 2

�� � �� � � � �� � � �l l, , , , , , , ,� � n i i

в записи которой элемент 2i – 1 стоит на l �� �1 -м месте. Если l – 1 = i, то построена последовательность 
s = r0, r1, r2 вида (8), в которой элементы 1, 2, …, 2i – 1 расположены на тех же местах, что и в подста-
новке s0. Если l – 1 > i, то, повторив для элемента 2i – 1 аналогичные вышеприведенным построения 
l – i раз, получим последовательность � � � �

1 2 2 1 2
, , , ,� �� � � �� �l li i  вида (8) с последней подстановкой 

� � �
2 2 2

1 3 2 3 2 1 1
2

l l l�� � �� � �� �� � � � �� � � �
��
�
��

�

�
�

�
i i ii i i n

, , , , , , ,

��
� �

� �� � � ��� �

, ,

, , , , ,�
2

1 2 2 4 2
l i n i i

в записи которой элемент 2i – 1 стоит на i-м месте. Доказано, что в первом случае (т. е. при выполнении 

соотношений i i n� � � �� � � �
��
�
��

�
1 2 1

2

1
l � ) существует последовательность длины 2 l �� �i  вида (8), в за-

писи последней подстановки �2 l �� �i  которой элементы 1, 2, …, 2i – 1 расположены на тех же местах, 
что и в подстановке s0.



50

Журнал Белорусского государственного университета. Математика. Информатика. 2024;1:45–58
Journal of the Belarusian State University. Mathematics and Informatics. 2024;1:45–58 

Убедимся в существовании аналогичной последовательности во втором случае. Так как n i n i
2

2 1 1
1�

��
�
��
� � �� � � � ��
l � ,

n i n i
2

2 1 1
1�

��
�
��
� � �� � � � ��
l � , то l = n + 1 – k, где i k n� � �

��
�
��2
. Следовательно, � l� � � �2 1i  стоит справа от 

� n
2
�
��
�
��

�

�
�

�

�
� в записи подстановки s вида 

� � � � �

�

� � � � � � �� � � � � �
��
�
��

�

�
�

�

�
� �

�� �

1 3 2 3 1
2

, , , , , , , , , , ,i i k k n

n k ,, , , , , , , .2 1 1 2 2 4 2i n i i� � � �� � � ��

Поскольку � k N i n� �� 2 ,
, то � �k i n k� � � � � � �� �2 1 1 , откуда k I�

1 1,
.

�  Следовательно, транспозиция 
k n k, � �� �1  входит в запись подстановки ys вида (4), и в силу определения подмножества I

1 1,

s  из ра-
венств (5) и независимости транспозиций, порождающих подстановку ys, имеем

� � � �

� � � �
1

1

1 2 1 1

1

1

1

k n k i n k k

j j n j n
� � � � �� � � � � �� � � � �

� � � � � � �� � �
, ,

, �� �� �1 j

для k и всех 1 ≤  j ≤ i – 1 ввиду j I�
1 1,

�  и k I�
1 1,

.
�  Таким образом, построена подстановка r1 = s o ys вида 

 

� � � �

�

1 1 1 1

1

1 3 2 3 1 2 1
2

� � � � � � �� � � � �
��
�
��

�

�
�

�

�
� �, , , , , , , , , , ,i i k i n

nn k k n i i�� � � � � � �� � � �, , , , , , , ,� �
1

1 2 2 4 2

где i k n� �
��
�
��

<
2

. Если k = i, то в записи подстановки r1 элемент 2i – 1 стоит на i-м месте, т. е. в построен-

ной подстановке r1 элементы 1, 2, …, 2i – 1 располагаются на тех же позициях, что и в подстановке s0. 

Если i k n� � � �
��
�
��

1
2

, то для подстановки r1 имеет место первый случай, который рассмотрен выше для 

подстановки s, когда в ее записи элемент 2i – 1 стоит слева от � n
2

�
��
�
��

�

�
�

�

�
�. Для этого случая доказано 

существование последовательности вида (8) с последней подстановкой, в записи которой элементы 
1, 2, …, 2i – 1 расположены на тех же местах, что и в подстановке s0. 

В результате доказано, что в первой ситуации, когда минимальный элемент i подстановки s нару-
шает первое из равенств (9), можно построить последовательность вида (8), для последней подстанов-
ки которой всегда имеет место только вторая ситуация.

Следовательно, для завершения доказательства леммы 1 осталось показать, что для подстановки 
s ≠ s0 и во второй ситуации (т. е. при � n i i� �� � �1 2 ) существует последовательность вида (8), в по-
следней подстановке которой минимальный элемент, нарушающий равенства (9), строго больше ана-
логичного элемента из s.

Если имеет место � n i i� �� � �1 2 , где 1
2

� � �
��
�
��

i n
, то подстановка s записывается как 

� � � �� � � � �� � � �
��
�
��

�

�
�

�

�
� � � �� � �1 3 2 3 2 1 1

2
1 , 2 2, , , , , , , , ,i i i n n i i ,, , 4, 2 .

Из приведенной записи s видно, что элемент 2i может стоять между 2i – 1 и � n i� �� �1  либо справа, либо 

слева от � n
2

�
��
�
��

�

�
�

�

�
�. Таким образом, для элемента l � � ��� 1

2i  возможны только два случая: n n i
2
�
��
�
��
� � �l  

либо i n� � � �
��
�
��

1
2

l . В первом случае l = n + 1 – k, где i k n� � � �
��
�
��

1
2

, и элемент 2i стоит справа от � n
2

�
��
�
��

�

�
�

�

�
�. 

Следовательно, подстановка s записывается как 
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� � � � �� � � � �� � � �� � � � � �
��
�
��

�

�
�

�

�
� �1 3 2 3 2 1 1 1

2
, , , , , , , , , , ,i i i k k n

,,

, , , , , , , .2 2 1 2 2 4 2i n k n i i� �� �� � � � �� � � �

Из данной записи s видно, что � � �k i n k� � � � � � � � �� �2 1l , так как � k N i n� �� �2 1,
, т. е. k I�

1 1,

�  и транс-
позиция k n k, � �� �1  входит в запись подстановки ys. Таким образом, в силу определения подмноже-
ства I

1 1,

s  из равенств (5) и независимости транспозиций, порождающих постановку ys, выполняются 
соотношения 

� � � �� � � �
�k n k n k k j j n j n j j I� � � � � � �� � � � � � � �� � � � � �1 1 1 1
1 1

, ; , , ,
,

из которых для подстановки r1 = s o ys следует справедливость равенств

� � � �

� � �

1 1

1 1 1

1 2 1

  1

k n k i n k k

j j j N ni

� � � � �� � � � �� � � � �
� � � � �

, ,

( ), ,
,

��� � � � �� � � �j n j j N i� 1
1 1

, .
,

Таким образом, подстановка r1 = s o js записывается как 

� � � �
1 1 1 1

1 3 2 3 2 1 1 1 2
2

� � � � �� � � �� � � �
��
�
��

�

�
�

�

�
�, , , , , , , , , ,i i i k i n
,, ,

, , , , , , , .

�

� �� � � �� � � � �� � � �� � �n k n k n i i1 2 1 2 2 4 2
1 1

Из приведенной записи r1 видно, что � �
1 1

2 2k i n k� � � � � �� �, так как �
1 2 1

2n k N i n� �� �� � ,
, т. е. k I�

2 1,

�  
и транспозиция k n k, � �� �2  входит в запись подстановки ��1

. В силу независимости транспозиций, по-
рождающих подстановку ��1

, справедливости включения k I�
2 1,

�  и равенств (5) для подстановки ��1
 вы-

полняются соотношения 

� � � �� � � �1 1 1 1
2 2 2 2

2 1
n k k k n k j j n j n j j I� �� � � � � � � � � � � � �� � � � � �, ; , ,

,

��
,

из которых следует справедливость равенств 

� � � �

� � �
2 1 2 1

2 1 1 2

2 2 2n k k i k n k

j j j N ni

� �� � � � � � � � � � �� �
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, ,

, ,
,

11 1
1 1 1

�� � � � �� � � �j n j j N i� , .
,

Таким образом, подстановка r2 записывается как 

� � � � �
2 2 2 1 2

1 3 2 3 2 1 1 1 2
2

� � � � �� � � �� � � �� � � �
��
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, , , , , , , .� �
2 2

1 2 1 2 2 4 2n k i n i i

Поскольку l = n + 1 – k, то в записи r2 элемент 2i стоит на n k� �� �2 -м месте. Следовательно, если 
l + 1 = n + 2 – k = n + 1 – i, то построена подстановка r2, в записи которой элементы 1, 2, 3, …, 2i – 1, 2i 
расположены на тех же местах, что и в подстановке s0, т. е. минимальный элемент подстановки r2, на-
рушающий равенства (9), должен быть не меньше i + 1. Таким образом, при l + 1 = n + 1 – i доказано 
существование последовательности подстановок s = r0, r1, r2, где 

� � � �
1 1 1 1

1 3 2 3 2 1 1 1 2
2

� � � � �� � � �� � � �
��
�
��

�

�
�

�

�
�, , , , , , , , , ,i i i k i n
,, ,

, , , , , , , ,

�

� �� � � �� � � � �� � � �� � �n k n k n i i1 2 1 2 2 4 2
1 1

а r2 – подстановка указанного выше вида. 
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Если для l + 1 выполняются соотношения n n i
2

1 1 1
�
��
�
��
� � � � � �l , то, начав с подстановки r2 

и проделав еще n – i – l аналогичных преобразований, получим последовательность подстановок 
� � � �

1 2 2 1 2
, , , ,� � �� � � � �� �n i n il l

 вида (8), при этом в записи последней подстановки �2 n i� �� �l  элементы 
1, 2, 3, …, 2i – 1, 2i  будут стоять на тех же местах, что и в подстановке s0. Таким образом, минимальный 
элемент подстановки �

2 n i� �� �l , нарушающий равенства (9), будет не меньше i + 1.

Осталось рассмотреть второй случай, когда i i n� � � � � � �
��
�
��

�
1 2

2

1
l �  и l стоит слева от � n

2
�
��
�
��

�

�
�

�

�
� в запи-

си подстановки s (при этом допускается равенство � �l� � � �
��
�
��

�

�
�

�

�
�

n
2

).  В данном случае подстановка s 
имеет вид

� � � �

�
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��
�
��
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�
�

�

�
� �1 3 2 3 2 1 1 1 2

2
, , , , , , , , , , , ,i i i i n

l

nn n n i i� �� � � �� � � � �� � � �1 2 1 2 2 4 2l l, , , , , , , .� �

Так как � n N i n� �� �� �2
2 1

l

,
, то выполняются соотношения � �l l� � � � � �� �2 2i n , из которых следует, 

что транспозиция l l, n � �� �2  входит в разложение подстановки js. Таким образом, в силу независимо-
сти транспозиций, порождающих подстановку js, справедливости включения N N I Ii n1 1 2 1 2 2, , , ,

� �� �\
� �  

и формулы (4) для подстановки js выполняются соотношения
� � � �� � � �

�n n j j n j n j j I� �� � � � � � � � � � � � �� � � � � �2 2 2 2
2 1

l l l l, ; , , .
,

Полученные соотношения и цепочка включений N N N I Ii i n1 1 1 1 2 1 2 2, , , , ,� � � �� �\
� �  показывают, что для 

подстановки r1 = s o js справедливы равенства
� � � �

� � �
1 1

1 1 1

2 2 2

1

n i n

j j j N n ji
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l l l l, ( ),

, ,
, �� � � � �� � � �� n j j N i1

1 1
, ,

,

которые допускают следующую запись подстановки r1:

� � � � �
1 1 1 1

1 3 2 3 2 1 1 1 2
2
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Из приведенной записи подстановки r1 видно, что для нее имеет место первый случай, рассмотренный 

выше для подстановки s, когда элемент 2i стоит справа от � n
2
�
��
�
��

�

�
�

�

�
� в записи s. Для этого случая дока-

зано существование последовательности вида (8), последняя подстановка которой имеет минимальный 
элемент, нарушающий равенства (9), не меньший i + 1. 

В итоге доказано, что во всех возможных случаях для любой подстановки s ≠ s0 с минимальным 
элементом i, нарушающим равенства (9), существует последовательность вида (8), в последней подста-
новке которой минимальным элементом является число, не меньшее i + 1. Лемма 1 доказана.

С помощью леммы 1 доказывается следующее утверждение, в котором приводятся достаточные ус-
ловия достижения минимума функционала fA �� � на подстановке s0. 

Лемма 2. Если для любой подстановки s ∈ Sn выполняются неравенства 

 � �f fA A� � � � � �� �, ,o o� �0 0, ,  (11)

то подстановка �
0

1 3 5 6 4 2� � �, , , , , , , ,n  минимизирует функционал fA �� � на симметрической груп-
пе Sn .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любой подстановки s в силу леммы 1 существует такая конечная последо-
вательность подстановок s = r0, r1, r2, …, r

l – 1, rl, …, rk = s0, что � � ��� � �
�

� � �1 1
 либо � � ��� � �

�
� � �1 1
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для всех l = 1, 2, …, k. Непосредственная проверка показывает, что для этой последовательности имеет 
место равенство 
 f f fA A

k

A� � � � �
0

1

1 1 1� � � � � � � �
�

� � ��
�

� � ��� , ,  (12)

где r0 = s, rk = s0 и � ��l

l

� �
�1 1

 либо � ��l

l

� �
�1 1

. Так как в силу неравенств (11) приращение для любых 
пар подстановок s, s o ys и s, s o js неположительно, то для пар соседних подстановок r

l – 1, rl – 1 o wl – 1 
указанной последовательности должны выполняться неравенства � f � � �� � ��� � �� � �1 1 1

0,  для всех 
l = 1, 2, …, k. Следствием последних неравенств и равенства (12) является неравенство f f� �

0� � � � �. 
Лемма 2 доказана.

Строгая разрешимость квадратичной задачи выбора
Назовем частичной суммой функционала fA �� � часть его слагаемых, определяемых парами i j,  де-

картова произведения I × J двух непересекающихся либо совпадающих подмножеств I,  J, т. е. сумму вида
 f I J aA

i I j J
i j i j� � �; .
, , ,

�� � �
� �

� � � �� �  (13)

Лемма 3.  Для любой пары подстановок s, sy приращение � fA � ��,� � неположительно, если элемен-
ты матрицы A ai j k� � �, , , l  удовлетворяют неравенствам

 
a a a a

a
i j m i n j m q n i j p n i n j p q

i j

, , , , , , , , , , , ,

, ,

l l

� � � �

�
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pp q i n j p n i j m q n i n j ma a a
, , , , , , , , , ,
� � � �� � � � � � � �1 1 1 1

0
l l

 
(14)

при четном n, где 1
2

� � �
��
�
��

i j n
, , 1 ≤ m < p ≤ n, 1 ≤ l < q ≤ n,

 
a a a a

a
i k m i n k m q n i k p n i n k p q

k i
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pp k n i p q n k i m n k n i m qa a a
, , , , , , , , , ,l l

� � � �� � � � � � � �1 1 1 1
0,

 
(15)

 
a a a a

a
i j m i n j m q n i j p n i n j p q

i j

, , , , , , , , , , , ,

, ,

l l

� � � �

�
� � � � � � � �1 1 1 1

mm q i n j m n i j p q n i n j pa a a
, , , , , , , , , ,
� � � �� � � � � � � �1 1 1 1

0
l l

 
(16)

при четном n, где m, l, p, q – попарно различные индексы, 1
2

� � �
��
�
��

i k n
, , 1 ≤ m < p ≤ n, 1 ≤ l < q ≤ n, и до-

полнительно неравенствам 
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при нечетном n, где l, p, q – попарно различные индексы, 1
2

� � �
��
�
��

j n , 1 ≤ l < q ≤ n, 1 ≤ p ≤ n.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подмножества I r1,
,

s  r = 1, 2, 3, 4, вида (2), определяемые любой подстанов-

кой s, в силу свойства (i) являются разбиением множества N1, n при четном n и множества N n
n1

2
,

\
�
��
�
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при нечетном n. Таким образом, подмножества I Ir s1 1, ,
,

� ��  r, s = 1, 2, 3, 4, при четном n и дополнительно 

подмножества I n
r1

2
,

,
� � �

��
�
��

 r = 1, 2, 3, 4, при нечетном n являются разбиением декартова произведения 

N Nn n1 1, ,
.×  В силу этого c учетом равенства f f N NA n nA� �� � � �� �;
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Для пары подстановок s, sy = s o ys и подмножеств I r1,
,

s  I s1
,

,

s  r, s = 3, 4, из равенств (5) и формулы (7) 
следуют соотношения � � � �� �i i i� � � � �� � � � �, i I I� �

1 3 1 4, ,
,
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n n
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� при нечетном n. Таким образом, для указанных подстановок и подмножеств при 

r, s = 3, 4 выполняются равенства 
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Из данных равенств и формулы (18) следует, что приращение функционала (1) на паре подстановок s, 
sy при четном n представимо в виде суммы 
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(19)

При нечетном n эта сумма дополняется слагаемыми 
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С помощью равенства (13) выписываем в явном виде частичные суммы правой части равенства (19). 
Далее, используя взаимосвязь подмножеств I r1,

s  и I s1,
,

s  определяемую формулами (2), а также равенст-
ва (5) и группируя слагаемые с одинаковыми знаками, получаем выражение приращения � fA � ��,� � 
функционала при четном n в виде следующих двойных сумм: 
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При нечетном n к указанным суммам добавляется сумма вида
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Слагаемые сумм (20) – (23), стоящие в скобках, далее называются общими членами.
Полагая, что m n i� � �� �� 1 , l � � �� �� n j1 , p i� � �� , q j� � �� , нетрудно убедиться в том, что об-

щий член суммы (20) совпадает с левой частью неравенства (14) из условий леммы 3. Действительно, 

в силу определения I
1 1,

s  для четверки m, l, p, q справедливы соотношения 1 ≤ i, j n� �
��
�
��2
 и 1 ≤ m < p ≤ n, 

1 ≤ l < q ≤ n, которые гарантируют выполнение неравенства (14), что влечет неположительность общего 
члена суммы (20) и, следовательно, всей этой суммы.

Полагая, что m n i� � �� �� 1 , l � � �� k , p i� � �� , q n k� � �� �� 1 , убеждаемся в том, что общие чле-
ны сумм (21) и (22) совпадают с левыми частями неравенств (15) и (16) соответственно. Так как в силу 

подмножеств (2) для i I�
1 1,

�  и k I�
1 2,

�  справедливы соотношения 1
2

� � �
��
�
��

i k n
, , а элементы введенной 

четверки m, l, p, q попарно различны, то для них гарантируется выполнение неравенств (15) и (16). 
Следовательно, общие члены сумм (21) и (22) не превосходят нуля, что влечет неположительность этих 
сумм. Доказана справедливость леммы 3 при четном n.

Для завершения доказательства леммы 3 достаточно убедиться в неположительности суммы (23). 

Из подмножеств (2) следует, что для произвольного i I�
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2
,  убеждаемся в том, что общий член 

суммы (23) совпадает с левой частью неравенства (17), выполнение которого обеспечивают соотноше-

ния 1
2
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j n
,  1 ≤ l < q ≤ n, 1 ≤ p ≤ n и попарное различие индексов l, p, q. Следовательно, общий член 

суммы (23) не превосходит нуля, что гарантирует неположительность этой суммы. Лемма 3 доказана.
Лемма 4. Для любой пары подстановок s, sj приращение � fA � ��,� � � 0 неположительно, если эле-

менты матрицы A ai j k� � �, , , l  удовлетворяют неравенствам 
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при нечетном n, где 2
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i j n
, , 1 ≤ m < p ≤ n, 1 ≤ l < q ≤ n,
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при нечетном n, где m, l, p, q – попарно различные индексы, 2
2

� � �
��
�
��

i j n
, , 1 ≤ m < p ≤ n, 1 ≤ l < q ≤ n, 

и дополнительно неравенствам 
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при четном n, где m, l, p – попарно различные индексы, 2
2

� � �
��
�
��

j n , 1 ≤ m < p ≤ n, 1 ≤ l ≤ n.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подмножества I r2,
,

s  r = 1, 2, 3, 4, вида (3), определяемые подстановкой s, 

в силу свойства (ii) являются разбиением множества N2, n при нечетном n и множества N n
n2
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,
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при четном n. Таким образом, декартовы произведения этих подмножеств I Ir s2 2, ,
,
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r = 1, 2, 3, 4, при четном n являются разбиением N Nn n1 1, ,
.×  Следовательно, для произвольной подста-

новки s ∈ Sn частичная сумма f N NA n n�;
, ,1 1

,�� �  равная значению функционала fA �� �, при нечетном n 
представима в виде суммы
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При четном n эта сумма дополняется слагаемыми 
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Для пары подстановок s, sj и подмножеств I r2,
,

s  I s2,
,

s  r, s = 3, 4, в силу формул (3) и равенств (6) 
выполняются соотношения � � � �� �i i i� � � � �� � � � � для любых i I I� �
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 при четном n. Из приведенных соотношений и фор-
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Из полученных равенств следует, что при нечетном n приращение функционала (1), определяемое ра-
венствами (29) и (30), на паре подстановок s, sj представимо в виде суммы

 

� f f I I f I IA
r s

A r s r sA� � � �� �
� � � �

; ; ;
, , , ,� � � �� � � �� �� �

� �
� �

1

2

1

2

2 2 2 2
��

� �� � � �� �� � �
� � �
� � �
r s

A r s r s
r s

f I I f I IA
1

2

3

4

2 2 2 2

3

4

� ��
� � � �

; ;
, , , ,

��

�

�

�

�� � � �� �� � �

� �

1

2

2 2 2 2

1

2

1

f I I f I I

f I

A r s r s

s
A

A� �

�

�
� � � �

�

; ;

;

, , , ,

22 2

1

2

2 2
1 1 1

, , , ,
; ; ;s A s

s
A s A sf I f I f I� �

�
� �� � �� � � �� �� � � �� � � �� ��

�
� ��.

 

(31)



57

Дискретная математика и математическая кибернетика
Discrete Mathematics and Mathematical Cybernetics

При четном n эта сумма дополняется суммой следующего вида: 
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Далее доказательство проводится по аналогии с доказательством леммы 3. Вначале с помощью ра-
венства (13) выписываем в явном виде разности частичных сумм, входящих в формулы (31) и (32). 
Затем, используя взаимосвязь подмножеств I r2,

s  и I s2,
,

s  s ≠ r, определяемую равенствами (6), и груп-
пируя слагаемые с одинаковыми знаками, получаем выражение приращения � fA � ��,� � в виде суммы 
двойных сумм. Общие члены таких двойных сумм совпадают с левыми частями неравенств (24) – (28), 
а индексы элементов соответствующих матриц удовлетворяют соотношениям, гарантирующим выпол-
нение указанных неравенств. Доказана неположительность всех общих членов и, соответственно, двой-
ных сумм, определяющих приращение функционала (1) на паре подстановок s, sj. Лемма 4 доказана.

Из лемм 3 и 4 непосредственно вытекает следующий основной результат.
Теорема. Подстановка �

0
1 3 5 6 4 2� � �, , , , , , , ,n  минимизирует функционал квадратичной зада-

чи выбора fA �� � на симметрической группе Sn , если элементы матрицы A ai j k� � �, , , l  удовлетворяют 
неравенствам (14) – (17) и (24) – (28).

Выделенные условия строгой разрешимости квадратичной задачи выбора обобщают все ранее по-
лученные условия достижения на подстановке s0 минимума квадратичной и билинейной форм, а также 
функционала квадратичной задачи о назначениях, которые приведены в работах [5-10].

Заключение
В работе продолжено исследование строго разрешимых случаев оптимизационных задач на под-

становках. В частности, для квадратичной задачи выбора в виде системы неравенств описаны условия, 
обеспечивающие достижение минимума ее функционала на заданной подстановке, которая впервые 
была приведена в теореме о перестановке трех систем. Предложенные условия обобщают на сегодняш-
ний день аналогичные результаты, связанные с теоремой о перестановке трех систем.
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