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Работа посвящена модификации модели экономического роста Харрода-Домара 

посредством введения дискретного запаздывающего аргумента для моделирования 

эффекта последействия между вводом инвестиций и увеличением конечного продук-

та. Показано, что положение равновесия данной модели асимптотически устойчиво. 

Предложенная модель может быть использована для описания экономической дина-

мики как валового внутреннего продукта государства, так и валового регионального 

продукта его субъектов.   
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The work is devoted to modification of the Harrod-Domar model of economic 

growth. We introduce a discrete delay argument to model the aftereffect between the input 

of investments and the increase in the final product. It is shown that the equilibrium 

position of this model is asymptotically stable. The proposed model can be used to describe 
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the economic dynamics of the gross domestic product of the state and the gross regional 

product of its subjects. 
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Гибридные системы функционально-дифференциальных уравнений – 

это системы, состояние которых описывается переменными, которые явля-
ются функциями как непрерывного, так и дискретного времени. Такие си-

стемы возникают в моделях экономической динамики, в которых, с одной 

стороны, экономические показатели непрерывны, с другой результаты их 
наблюдения доступны дискретно по времени, а также управленческие ре-

шения принимаются регулярно через равные промежутки времени [1]. 

В моделях экономической динамики используются инерционные и 
постоянные запаздывания между входными и выходными процессами. В 

работе [2] предлагается использовать уравнения с дискретным запазды-

вающим аргументом, что эквивалентно построению гибридной системы. 
Модель Харрода-Домара описывает рост односекторной экономики 

при следующих предположениях: 

1) капитал рассматривается в качестве единственного фактора роста; 
все прочие факторы (преобразования в производстве, повышение занято-

сти и уровень использования оборудования и т. д.) не берутся в расчет; 

2) коэффициенты капиталоемкости и склонности к сбережению яв-
ляются постоянными; 

3) инвестиции мгновенно индуцируют рост капитала. 

Последнее предположение означает, что классическая модель Хар-
рода-Домара не учитывает предысторию экономических процессов. В 

работе [3] исследована модифицированная модель, учитывающая посто-

янное запаздывание между введением инвестиций и ростом капитала. 

В настоящей работе рассматривается иная модификация модели 
Харрода-Домара: предлагается рассмотреть гибридную систему функци-

онально-дифференциальных уравнений для моделирования экономиче-

ского роста, заменив предположение 3) на следующее: 
4) решение об инвестировании принимается дискретно через равные 

промежутки времени, влияя на рост капитала в текущем временном ин-

тервале. 

Рассмотрим следующие функции непрерывного времени : 

  –  конечный продукт;   – непроизводственное по-

требление;  – инвестиции в конечный продукт. 

Величина  допускает измерение через равные промежутки времени 

длиной ; последовательность этих значений обозначим через . 
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Рассмотрим следующую гибридную систему: 

 

                        (1) 

 

где  – предельная склонность к потреблению;  – положитель-

ный коэффициент капиталоёмкости. Через  и  обозначены автономные 

инвестиции и автономное потребление соответственно. 

Исключив переменные , ,  сведём гибридную систему (1) к 

уравнению с дискретным запаздывающим аргументом: 

 

                    (2) 

 

где через  обозначена целая часть числа. 

Пусть . Масштабируем ось времени заменой перемен-

ных  и исключим правую часть заменой  . 

Тогда уравнение (2) принимает вид: .  

Можно показать [4], что , следовательно, 

. 

Иными словами, положение равновесия системы (1) асимптотически 

устойчиво. 
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