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Ïîÿñíèòåëüíàÿ çàïèñêà

Äèñöèïëèíà ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿ ÿâëÿåòñÿ áàçîâîé äëÿ ïðåïîäà-
âàíèÿ áîëüøèíñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ êóðñîâ. Íàèáîëåå òåñíîé ÿâëÿåòñÿ ñâÿçü
äàííîé äèñöèïëèíû ñ òàêèìè äèñöèïëèíàìè êàê ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ¿, ¾Òåîðèÿ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî¿, ¾Ôóíêöèîíàëüíûé
àíàëèç¿, ¾Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè¿, ¾Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è è
âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå¿. Ïðè èçó÷åíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ñòóäåí-
òû çíàêîìÿòñÿ ñ îñíîâàìè äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ
ôóíêöèé îäíîé è íåñêîëüêèõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ. Îñíîâíûå ïîíÿ-
òèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ áàçîâûìè äëÿ
îñâîåíèÿ óêàçàííûõ âûøå ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí.

Ýëåìåíòû òåîðèè ïðåäåëà è äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ èñïîëü-
çóþòñÿ ïðè èçó÷åíèè äèñöèïëèí ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿, ¾Ôóíê-
öèîíàëüíûé àíàëèç¿, ¾Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè¿. Áàçîâûå êîí-
ñòðóêöèè èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðåøåíèè èíòåãðàëü-
íûõ óðàâíåíèé â ðàìêàõ èçó÷åíèÿ äèñöèïëèíû ¾Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç è
èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ¿, ïðè ñîçäàíèè âàðèàöèîííûõ ïðèíöèïîâ â çàäà-
÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (äèñöèïëèíà ¾Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-
çèêè¿), ïðè èçó÷åíèè ãåîìåòðèè ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé â ðàìêàõ äèñöèïëèíû
¾Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ¿, ïðè ïîñòðîåíèè íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷-
íûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè (äèñöèïëèíà ¾Ýêñòðå-
ìàëüíûå çàäà÷è è âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå è ìåòîäû îïòèìèçàöèè¿).

Îñíîâíûìè ìåòîäàìè èçó÷åíèÿ äèñöèïëèíû ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿
ÿâëÿþòñÿ îñâîåíèå òåîðåòè÷åñêèõ çíàíèé íà áàçå ëåêöèîííîãî êóðñà, à òàê-
æå ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ïðîðàáîòêà ñòóäåíòàìè òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà. Êîí-
òðîëü îñâîåíèÿ òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ïðîâîäèòñÿ â ôîðìå ýêçàìåíîâ,
êîëëîêâèóìîâ, ñàìîñòîÿòåëüíûõ ðàáîò è îïðîñîâ íà ïðàêòè÷åñêèõ è ëàáîðà-
òîðíûõ çàíÿòèÿõ.

Ìåòîäû ïðèâèòèÿ ñòóäåíòàì ïðàêòè÷åñêèõ íàâûêîâ èñïîëüçîâàíèÿ òåî-
ðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ è óïðàæíåíèé îòðà-
áàòûâàþòñÿ íà ïðàêòè÷åñêèõ è ëàáîðàòîðíûõ çàíÿòèÿõ, à òàêæå â ôîðìå
ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòóäåíòîâ. Êîíòðîëü îñâîåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ íàâû-
êîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ âî âðåìÿ ïðàêòè÷åñêèõ è ëàáîðàòîðíûõ çàíÿòèé â ôîðìå
ïðîâåðêè äîìàøíèõ çàäàíèé, êîìïüþòåðíîãî òåñòèðîâàíèÿ, à òàêæå íà êîí-
òðîëüíûõ ðàáîòàõ è çà÷åòàõ.
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Öåëü äèñöèïëèíû "Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç": ñîçäàíèå áàçû äëÿ
îñâîåíèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé è ìåòîäîâ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè.

Îáðàçîâàòåëüíàÿ öåëü: èçëîæåíèå îñíîâ äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòå-
ãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ôóíêöèé îäíîé è íåñêîëüêèõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåí-
íûõ.

Ðàçâèâàþùàÿ öåëü:ôîðìèðîâàíèå ó ñòóäåíòîâ îñíîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìûøëåíèÿ, çíàêîìñòâî ñ ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ, èçó÷åíèå
àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷.

Îñíîâíûå çàäà÷è, ðåøàåìûå â ðàìêàõ èçó÷åíèÿ äèñöèïëèíû ¾Ìàòå-
ìàòè÷åñêèé àíàëèç¿:

� ôîðìèðîâàíèå ó ñòóäåíòîâ ïîíÿòèé ÷èñëà;
� èçó÷åíèå ïîíÿòèÿ ïðåäåëà è îñâîåíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ ñ öåëüþ ïðàêòè-

÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ìàòåìàòèêè;
� èçó÷åíèå îñíîâ äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ, èñïîëüçîâàíèå ýëå-

ìåíòîâ äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðè ðåøåíèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ è
äðóãèõ çàäà÷ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè;

� èñïîëüçîâàíèå îñíîâ èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìà-
òåìàòèêè, ìåõàíèêè, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Â ðåçóëüòàòå èçó÷åíèÿ äèñöèïëèíû îáó÷àåìûé äîëæåí:
çíàòü:
� îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî

èñ÷èñëåíèÿ ôóíêöèé îäíîé è íåñêîëüêèõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ;
� ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâ è àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî

àíàëèçà;
� íîâåéøèå äîñòèæåíèÿ â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è èõ ïðèëî-

æåíèÿ â çàäà÷àõ åñòåñòâîçíàíèÿ;
óìåòü:
� èñïîëüçîâàòü îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà â ïðàê-

òè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè;
� èñïîëüçîâàòü òåîðåòè÷åñêèå è ïðàêòè÷åñêèå íàâûêè îñíîâ äèôôåðåí-

öèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ â ìàòåìàòèêå.
Ýëåêòðîííûé ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèé êîìïëåêñ (ÝÓÌÊ) ïðåñëåäóåò öåëü

îêàçàòü ïîñèëüíóþ ïîìîùü ñòóäåíòàì â óñâîåíèè ó÷åáíîãî è íîðìàòèâíîãî
ìàòåðèàëà, ñîðèåíòèðîâàòü â ïîäáîðå ñïåöèàëüíîé ëèòåðàòóðû äëÿ ïîäãîòîâ-
êè ê ïðàêòè÷åñêèì è ëàáîðàòîðíûì (ñåìèíàðñêèì) çàíÿòèÿì, íàïðàâèòü íà
ðàçâèòèå íàâûêîâ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

Ñîäåðæàíèå òåì ÝÓÌÊ ñòðóêòóðèðîâàíî ñ ó÷åòîì âîïðîñîâ, ðàññìàò-
ðèâàåìûõ íà ëåêöèîííûõ çàíÿòèÿõ è ñîîòâåòñòâóåò ó÷åáíûì ïðîãðàììàì
äëÿ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé ïî äèñöèïëèíå ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿
äëÿ ñïåöèàëüíîñòåé 6-05-0533-06 ¾Ìàòåìàòèêà¿, 6-05-0533-07 ¾Ìàòåìàòèêà è
êîìïüþòåðíûå íàóêè¿, 6-05-0533-07 ¾Êîìïüþòåðíàÿ ìàòåìàòèêà è ñèñòåìíûé
àíàëèç¿, 6-05-0533-13 ¾Ìåõàíèêà è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå¿.
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Â ÝÓÌÊ èìåþòñÿ ñëåäóþùèå ðàçäåëû: ëåêöèîííûé ìàòåðèàë, ïðàêòè÷å-
ñêèé ìàòåðèàë, ðàçäåë êîíòðîëÿ çíàíèé è âñïîìîãàòåëüíûé ìàòåðèàë. Ëåêöè-
îííûé ìàòåðèàë îñíîâàí íà êóðñå ëåêöèé ïðîôåññîðà êàôåäðû òåîðèè ôóíê-
öèé Â.Ã. Êðîòîâà, ÿâëÿþùèìñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ëåêöèîííûõ êóðñîâ, ïî
êîòîðîìó ñòóäåíòû ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÁÃÓ èçó÷àþò ìà-
òåìàòè÷åñêèé àíàëèç. Ïðàêòè÷åñêèé ìàòåðèàë ïðåäñòàâëåí ïðèìåðàìè òèïî-
âûõ çàäàíèé, êîòîðûå äîëæåí óìåòü ðåøàòü ñòóäåíò ïî êàæäîé èç ðàññìàò-
ðèâàåìûõ òåì. Ýòîò ìàòåðèàë ðàçáèò íà 18 ðàçäåëîâ: ¾Ââåäåíèå â àíàëèç¿,
¾Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè¿, ¾Ïðåäåë ôóíêöèè¿, ¾Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü
ôóíêöèè¿, ¾Ïðîèçâîäíàÿ¿, ¾Ïðèìåíåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ¿,
¾Èññëåäîâàíèå ôóíêöèé è ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ¿, ¾Íåîïðåäåëåííûé èíòå-
ãðàë¿, ¾Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë¿, ¾Ïðèëîæåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà¿,
¾Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ¿, ¾Äèôôåðåíöèàëü-
íîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ¿, ¾Äèôôåðåíöèðóåìûå âåêòîð-
íûå ôóíêöèè¿, ¾×èñëîâûå ðÿäû¿, ¾Ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è
ðÿäû¿, ¾Ñòåïåííûå ðÿäû¿, ¾Ðÿäû Ôóðüå¿. Ìû íå ðàññìàòðèâàåì çäåñü çà-
äà÷è ñ ðåøåíèÿìè, òàê êàê ïðåïîäàâàòåëÿìè êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé çà
ïîñëåäíèå íåñêîëüêî ëåò ðàçðàáîòàíû è îïóáëèêîâàíû ïîñîáèÿ äëÿ âåäåíèÿ
ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé. Ìû ïðèâîäèì ýòè ïîñîáèÿ â ñïèñêå ðåêîìåíäóåìîé
ëèòåðàòóðû. Â ðàçäåëå êîíòðîëü çíàíèé ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðíûå ïåðå÷íè âî-
ïðîñîâ ê êîëëîêâèóìàì è ýêçàìåíàì. Âñïîìîãàòåëüíûé ìàòåðèàë ñîñòîèò èç
ñïèñêîâ ðåêîìåíäóåìîé ëèòåðàòóðû: îñíîâíîé è äîïîëíèòåëüíîé.
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. 1. ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÐÀÇÄÅË

1.1. Ââåäåíèå â ìàòåìàòèêó

1.1.1. Ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêóþ ëîãèêó

Âûñêàçûâàíèÿ è îïåðàöèè íàä íèìè

Âûñêàçûâàíèåì áóäåì íàçûâàòü ëþáîå ïîâåñòâîâàòåëüíîå ïðåäëîæå-
íèå, êîòîðîìó ìîæåò áûòü ïðèïèñàíî çíà÷åíèå èñòèííîñòè, ò. å. èçâåñòíî,
ëîæíî îíî èëè èñòèííî.

Çíà÷åíèåì èñòèííîñòè âûñêàçûâàíèÿ P íàçûâàåòñÿ ÷èñëî1

α(P ) :=





1, åñëè P èñòèííî,

0, åñëè P ëîæíî.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Îòðèöàíèåì âûñêàçûâàíèÿ P íàçûâàåòñÿ âûñêà-
çûâàíèå P (÷èòàåòñÿ ¾íå P¿), èñòèííîå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P
ëîæíî.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Äèçúþíêöèåé (ëîãè÷åñêèì ñëîæåíèåì) âûñêàçû-
âàíèé P è Q íàçûâàåòñÿ âûñêàçûâàíèå P ∨Q (÷èòàåòñÿ ¾P èëè Q¿), ëîæ-
íîå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëîæíû è P , è Q.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Êîíúþíêöèåé (ëîãè÷åñêèì óìíîæåíèåì) âûñêà-
çûâàíèé P è Q íàçûâàåòñÿ âûñêàçûâàíèå P ∧ Q (÷èòàåòñÿ ¾P è Q¿), èñ-
òèííîå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èñòèííû è P , è Q.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Èìïëèêàöèåé âûñêàçûâàíèé P è Q è íàçûâàåòñÿ
âûñêàçûâàíèå P =⇒ Q (÷èòàåòñÿ ¾èç P ñëåäóåò Q¿), ëîæíîå òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà P èñòèííî, à Q ëîæíî.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ýêâèâàëåíòîñòüþ âûñêàçûâàíèé P è Q è íàçû-
âàåòñÿ âûñêàçûâàíèå P ⇐⇒ Q (÷èòàåòñÿ ¾P ðàâíîñèëüíî Q¿), èñòèííîå
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P è Q èìåþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ èñòèííî-
ñòè.

Óäîáíî îïðåäåëÿòü òàêæå ýòè îïåðàöèè íàä âûñêàçûâàíèÿìè ñ ïîìîùüþ
òàê íàçûâàåìîé òàáëèöû èñòèííîñòè:

1Çäåñü è äàëåå çíàê ¾:=¿ ÷èòàåòñÿ êàê ¾îáîçíà÷èì¿.
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P Q P ∨Q P ∧Q P =⇒ Q P ⇐⇒ Q

0 0 0 0 1 1
0 1 1 0 1 0
1 0 1 0 0 0
1 1 1 1 1 1

Ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé, èñõîäÿ èç ïðîñòåéøèõ âûñêàçûâàíèé, ìîæíî ñòðî-
èòü íîâûå áîëåå ñëîæíûå âûñêàçûâàíèÿ, íàçûâàåìûå ôîðìóëàìè, íàïðèìåð
(P ∨Q) ⇐⇒ R. Îòâëåêàÿñü îò êîíêðåòíîãî ñîäåðæàíèÿ âûñêàçûâàíèé P , Q,
R, áóäåì íàçûâàòü èõ âûñêàçûâàòåëüíûìè ïåðåìåííûìè. Ôîðìóëàìè
àëãåáðû âûñêàçûâàíèé ÿâëÿþòñÿ:

1) ëþáàÿ âûñêàçûâàòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ;
2) åñëè F1 è F2 � ôîðìóëû, òî F 1, F1 ∧ F2, F1 ∨ F2, F1 =⇒ F2 òàêæå

ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ëþáàÿ ôîðìóëà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç âûñêàçûâà-

òåëüíûõ ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

Ëîãè÷åñêèå çàêîíû (òàâòîëîãèè)

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ëîãè÷åñêèì çàêîíîì èëèòàâòîëîãèåé íàçûâà-
åòñÿ ëþáàÿ ôîðìóëà àëãåáðû âûñêàçûâàíèé, çíà÷åíèå èñòèííîñòè êîòîðîé
ðàâíî 1 ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ èñòèííîñòè âûñêàçûâàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ,
âõîäÿùèõ â íåå.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, òàâòîëîãèè ïîçâîëÿþò ñòðîèòü èñòèííûå âûñêàçûâà-
íèÿ íåçàâèñèìî îò èñòèííîñòè âûñêàçûâàíèé, âõîäÿùèõ â íèõ. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, è ýòî îñîáåííî âàæíî, îíè ìîãóò äàâàòü ïðàâèëüíûå ñïîñîáû óìîçà-
êëþ÷åíèé. Ïðèâåäåì ïðèìåðû ïðîñòåéøèõ è â òî æå âðåìÿ âàæíåéøèõ òàâ-
òîëîãèé.

Óïðàæíåíèå 1.1. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå âûñêàçûâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ
ëîãè÷åñêèìè çàêîíàìè:

a) P ∨ P (çàêîí èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî),

b) P ∧ P (çàêîí íåïðîòèâîðå÷èâîñòè),

c) P ⇐⇒ P (ïðàâèëî äâîéíîãî îòðèöàíèÿ),
d) P ∨Q ⇐⇒ Q ∨ P (êîììóòàòèâíîñòü äèçúþíêöèè),
e) P ∨ (Q ∨R) ⇐⇒ (P ∨Q) ∨R (àññîöèàòèâíîñòü äèçúþíêöèè),
f) P ∧Q ⇐⇒ Q ∧ P (êîììóòàòèâíîñòü êîíúþíêöèè),
g) P ∧ (Q ∧R) ⇐⇒ (P ∧Q) ∧R (àññîöèàòèâíîñòü êîíúþíêöèè),
h) P ∧ (Q ∨R) ⇐⇒ (P ∧Q) ∨ (P ∧R) (äèñòðèáóòèâíîñòü äèçúþíêöèè îò-

íîñèòåëüíî êîíúþíêöèè),
i) P ∨ (Q ∧R) ⇐⇒ (P ∨Q) ∧ (P ∨R) (äèñòðèáóòèâíîñòü êîíúþíêöèè îò-
íîñèòåëüíî äèçúþíêöèè),
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j) P ∨Q ⇐⇒ P ∧Q (ïðàâèëî Äå Ìîðãàíà),
k) P ∧Q ⇐⇒ P ∨Q (ïðàâèëî Äå Ìîðãàíà),
l) ((P =⇒ Q) ∧ (Q =⇒ R)) =⇒ (P =⇒ R) (òðàíçèòèâíîñòü èìïëèêàöèè),
m) (P ∧ (P =⇒ Q)) =⇒ Q,
n) (P =⇒ Q) ⇐⇒

(
Q =⇒ P

)
(çàêîí êîíòðàïîçèöèè).

Óïðàæíåíèå 1.2. Ïóñòü A =⇒ B � èñòèííîå âûñêàçûâàíèå. Íàéòè
çíà÷åíèÿ èñòèííîñòè ñëåäóþùèõ âûñêàçûâàíèé: A =⇒ B, A =⇒ B, A =⇒ B,
B =⇒ A, B =⇒ A, B =⇒ A, B =⇒ A.

Òåîðåìû

Ïîä ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðåìîé îáû÷íî ïîíèìàþò óòâåðæäåíèå, èñòèí-
íîñòü êîòîðîãî óñòàíàâëèâàåòñÿ ïóòåì äîêàçàòåëüñòâà.

Ìàòåìàòè÷åñêèå òåîðåìû èìåþò ôîðìó èìïëèêàöèè

P =⇒ Q, (1.1)

â êîòîðîé âûñêàçûâàíèå P ïðåäïîëàãàåòñÿ èñòèííûì, òîãäà ñîãëàñíî òàáëè-
öå èñòèííîñòè èìïëèêàöèè òåîðåìà (1.1) èñòèííà òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
èñòèííî è Q. À çà çíà÷êîì èìïëèêàöèè ¾=⇒¿ ñêðûâàåòñÿ ïðîöåññ äîêàçà-
òåëüñòâà, ïîçâîëÿþùèé âûâåñòè èñòèííîñòü Q èç èñòèííîñòè P .

Ïðè ýòîì P íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì òåîðåìû, à Q � åå óòâåðæäåíèåì
(èëè çàêëþ÷åíèåì).

Åñëè òåîðåìà (1.1) èñòèííà, òî ãîâîðÿò, ÷òî Q ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì
óñëîâèåì äëÿ P , à P � äîñòàòî÷íûì äëÿ Q.

Ñ òåîðåìîé (1.1) ìîæíî ñâÿçàòü åùå òðè âûñêàçûâàíèÿ:
1) Q =⇒ P � îáðàòíàÿ òåîðåìà;
2) P =⇒ Q � ïðîòèâîïîëîæíàÿ òåîðåìà;
3) Q =⇒ P � òåîðåìà, îáðàòíàÿ ïðîòèâîïîëîæíîé.

Óïðàæíåíèå 1.3. 1) Âûäåëèòå óñëîâèå è çàêëþ÷åíèå:
à) â òåîðåìå Ïèôàãîðà;
á) â ïðèçíàêå äåëèìîñòè íà 3;
â) â òåîðåìå î òðåõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ;
ã) â òåîðåìå Âèåòà.
2) Ñôîðìóëèðóéòå îáðàòíóþ, ïðîòèâîïîëîæíóþ è îáðàòíóþ ê ïðîòèâî-

ïîëîæíîé ê òåîðåìàì èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà.
3) ßâëÿåòñÿ ëè íåîáõîäèìûì èëè äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì:
à) îòñóòñòâèå ÷åòíûõ äåëèòåëåé ó öåëîãî ÷èñëà äëÿ åãî ïðîñòîòû;
á) ÷åòíîñòü îäíîãî èç äâóõ öåëûõ ÷èñåë è äåëèìîñòü íà 3 äðóãîãî äëÿ

äåëèìîñòè èõ ïðîèçâåäåíèÿ íà 6;
â) ðàâíîóäàëåííîñòü òî÷åê ìíîæåñòâà íà ïëîñêîñòè (â ïðîñòðàíñòâå) îò

ôèêñèðîâàííîé òî÷êè äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî ìíîæåñòâî áûëî îêðóæíîñòüþ;
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ã) ïîëîæèòåëüíîñòü äèñêðèìèíàíòà äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîðíÿ ó êâàäðàò-
íîãî òðåõ÷ëåíà;

ä) ñîâïàäåíèå äâóõ ïàð ÷èñåë äëÿ ñîâïàäåíèÿ èõ ñðåäíèõ àðèôìåòè÷å-
ñêèõ (ñðåäíèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ)?

Èç òàâòîëîãèè 14) â óïðàæíåíèè 1.1 ñëåäóåò, ÷òî òåîðåìà è îáðàòíàÿ
ïðîòèâîïîëîæíîé åé ðàâíîñèëüíû.

Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ëîãè÷åñêèé çàêîí:
(
(P =⇒ Q) ∧ (Q =⇒ P )

)
⇐⇒ (P ⇐⇒ Q).

Ïîýòîìó åñëè âåðíû îáå òåîðåìû

P =⇒ Q è Q =⇒ P,

òî èõ óòâåðæäåíèÿ îáúåäèíÿþò â ôîðìå ýêâèâàëåíòíîñòè P ⇐⇒ Q, êîòîðàÿ
íàçûâàåòñÿ êðèòåðèåì. Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî:

à) P ðàâíîñèëüíî Q;
á) Q åñòü íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ P ;
â) P âåðíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåðíî Q;
ã) Q åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî äëÿ P .

Óïðàæíåíèå 1.4. 1) Êàêèå èç ñëåäóþùèõ òåîðåì äîïóñêàþò îáðàùå-
íèå: òåîðåìà Ïèôàãîðà, ïðèçíàê äåëèìîñòè íà 3, òåîðåìà î òðåõ ïåðïåíäè-
êóëÿðàõ, òåîðåìà Âèåòà?

2) Ñôîðìóëèðîâàòü ïðèçíàêè ïàðàëëåëîãðàììà è âûÿñíèòü, êàêèå èç
íèõ ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè.

3) Êàêîå ñâîéñòâî ðîìáà ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì?

Èíîãäà êðèòåðèé ìîæåò èìåòü áîëåå ñëîæíóþ ôîðìó, íàïðèìåð ¾óòâåð-
æäåíèÿ P1, P2, . . . , Pn ðàâíîñèëüíû¿. Â òàêîì ñëó÷àå óäîáíî äîêàçûâàòü
êðèòåðèé ïî ¾êðóãîâîé¿ ñõåìå

P1 =⇒ P2 =⇒ . . . =⇒ Pn =⇒ P1.

Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî

Ðàññìîòðèì òàâòîëîãèþ
(
(P =⇒ Q) ∧ (P =⇒ Q)

)
=⇒ P

(ïðîâåðüòå ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òî ýòî � äåéñòâèòåëüíî òàâòîëîãèÿ).
Îíà ÿâëÿåòñÿ âåñüìà âàæíîé, òàê êàê âûðàæàåò ÷àñòî âñòðå÷àþùèéñÿ

ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî. Îïèøåì ýòîò ìåòîä.
Ïóñòü íåîáõîäèìî äîêàçàòü íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå P . Ïðåäïîëîæèì,

÷òî îíî ëîæíî, òîãäà èñòèííî P (ýòî � ïðåäïîëîæåíèå ¾îò ïðîòèâíîãî¿).
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Ïóñòü èìååòñÿ òàêæå íåêîòîðîå çàâåäîìî èñòèííîå âûñêàçûâàíèå Q, à â ðå-
çóëüòàòå ëîãè÷åñêè ïðàâèëüíîãî ðàññóæäåíèÿ óäàåòñÿ óñòàíîâèòü, ÷òî èç P
ñëåäóåò Q.

Òàêèì îáðàçîì, èñòèííûQ èQ, ïîýòîìó èñòèííî èQ∧Q, ÷òî íåâîçìîæíî
â ñèëó òàâòîëîãèè 2) èç óïðàæíåíèÿ 1.1. Ñëåäîâàòåëüíî, íóæíî ïðèçíàòü, ÷òî
ïðåäïîëîæåíèå î ëîæíîñòè P áûëî íåâåðíûì.

ßðêèì ïðèìåðîì äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî ìîæåò ñëóæèòü äîêà-
çàòåëüñòâî Åâêëèäà áåñêîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë: åñëè ïðåäïî-
ëîæèòü, ÷òî p1, . . . , pn � âñå ïðîñòûå ÷èñëà, òî ÷èñëî p = p1 · · · pn + 1 ÿâ-
ëÿåòñÿ ñîñòàâíûì è äåëèòñÿ íà êàêîå-òî èç pk (1 ⩽ k ⩽ n). Òîãäà è ÷èñëî
1 = p− p1 · · · pn � ñîñòàâíîå, òàê êàê äåëèòñÿ íà òî æå ñàìîå pk.

Çäåñü P � âûñêàçûâàíèå ¾ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî¿, à Q �
¾1 äåëèòñÿ òîëüêî íà ñåáÿ¿.

Ïðåäèêàòû è êâàíòîðû

Ïðåäèêàòîì (îäíîìåñòíûì) íàçûâàåòñÿ âûñêàçûâàíèå P (x), çàâèñÿùåå
îò íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà x, ïðèíàäëåæàùåãî íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó X. Çíà-
÷åíèå èñòèííîñòè ïðåäèêàòà çàâèñèò îò âûáðàííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà è íå
îáÿçàíî áûòü îäèíàêîâûì äëÿ âñåõ x ∈ X. Ìíîæåñòâî âñåõ x ∈ X, äëÿ êîòî-
ðûõ èñòèííî P (x), íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì èñòèííîñòè ïðåäèêàòà P (x).

Êâàíòîðîì îáùíîñòè íàçûâàåòñÿ âûñêàçûâàíèå

∀x ∈ X P (x)

(÷èòàåòñÿ ¾äëÿ ëþáîãî x ∈ X èñòèííî P (x)¿), èñòèííîå â òî÷íîñòè òîãäà,
êîãäà ìíîæåñòâî èñòèííîñòè ïðåäèêàòà P (x) ñîâïàäàåò ñ X.

Êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ íàçûâàåòñÿ âûñêàçûâàíèå

∃x ∈ X P (x)

(÷èòàåòñÿ ¾ñóùåñòâóåò x ∈ X, äëÿ êîòîðîãî èñòèííî P (x)¿), èñòèííîå â òî÷-
íîñòè òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî èñòèííîñòè ïðåäèêàòà P (x) íåïóñòî.

Êâàíòîðû âàæíû â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå. Êðîìå òîãî, îíè äàþò âîç-
ìîæíîñòü ïðåâðàùàòü îáû÷íûå òåêñòû â ôîðìàëüíûå. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî
ïðèâîäèò ê áîëåå óäîáíûì è êîìïàêòíûì çàïèñÿì, à ñ äðóãîé � ïðèìåíåíèå
êâàíòîðíûõ çàïèñåé ïîçâîëÿåò ïðîùå èññëåäîâàòü ñìûñë òåêñòà è èçáåãàòü
ìíîãèõ îøèáîê.

Äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ â ìàòåìàòèêå êâàíòîðíûõ çàïèñåé
â ðàçãîâîðíîé ðå÷è ÷àñòî èñïîëüçóþò ñëîæèâøèåñÿ ñëîâîñî÷åòàíèÿ. Ïðèâå-
äåì äâà ïðèìåðà, â êîòîðûõ P (n) � íåêîòîðîå ñâîéñòâî, çàâèñÿùåå îò íàòó-
ðàëüíîãî ïàðàìåòðà n.

Çàïèñü
∀m ∈ N ∃n > m P (n)
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ìîæåò áûòü ïðî÷èòàíà òàê: ñâîéñòâî P (n) âûïîëíåíî äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ
çíà÷åíèé n. Çàïèñü

∃m ∈ N ∀n > m P (n)

ìîæåò áûòü ïðî÷èòàíà òàê: ñâîéñòâî P (n) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ çíà÷åíèé n.

Åùå îäèí âàæíûé ïðèìåð � çàïèñü
[
∃x ∈ X P (x)

]
∧
[
∀ y ∈ X (P (y) ⇒ y = x)

]

îçíà÷àåò, ÷òî íàéäåòñÿ îáúåêò x, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì P , è òàêîé, ÷òî åñëè
y � ëþáîé îáúåêò, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì P , òî y = x, ò. å. ñóùåñòâóåò,
è ïðèòîì åäèíñòâåííûé, îáúåêò x, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì P . Îáû÷íî ýòî
âûñêàçûâàíèå çàïèñûâàþò â âèäå ∃ !x ∈ X P (x), è äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü
òàêîå ñîêðàùåíèå.

Óïðàæíåíèå 1.5. Ñôîðìóëèðîâàòü â êâàíòîðàõ ñëåäóþùèå âûñêàçû-
âàíèÿ:

1) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ìíîæåñòâà A ñïðàâåäëèâî âûñêàçûâàíèå P (a);
2) ëþáàÿ òî÷êà íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê îòðåçêó ðàâíîóäàëåíà

îò åãî êîíöîâ;
3) åñëè A íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà B, òî íàéäåòñÿ ýëåìåíò

a ∈ A, íå ïðèíàäëåæàùèé B.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé êâàíòîðîâ îáùíîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ
âûòåêàþò ñëåäóþùèå ïðàâèëà îòðèöàíèÿ êâàíòîðîâ:

∀x ∈ X P (x) ⇐⇒ ∃x ∈ X P (x);

∃x ∈ X P (x) ⇐⇒ ∀x ∈ X P (x).

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â êâàíòîðíîé çàïèñè îäíîòèïíûå êâàíòîðû, èäóùèå
ïîäðÿä, ìîæíî çàïèñûâàòü â ëþáîì ïîðÿäêå.

Ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ êâàíòîðîâ âàæåí � åãî íåëüçÿ ìåíÿòü,
òàê êàê èíà÷å èçìåíèòñÿ ñìûñë âûñêàçûâàíèÿ. Ïîÿñíèì ýòî íà ïðèìåðå.

Ðàññìîòðèì âûñêàçûâàíèå ¾äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñóùåñòâó-
åò íàòóðàëüíîå ÷èñëî m > n¿, èëè

∀n ∈ N ∃m ∈ N m > n.

Ïîìåíÿåì çäåñü ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ êâàíòîðîâ:

∃m ∈ N ∀n ∈ N m > n.

Ïîëó÷åííîå âûñêàçûâàíèå, ðàçóìååòñÿ, ëîæíî, õîòÿ ïðåäûäóùåå � èñòèííî.
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Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ìàòåìàòèêå ïðèíÿòî ñëåäóþùåå ñîãëàøåíèå: åñëè
â êâàíòîðíîé çàïèñè äëÿ íåêîòîðûõ ïåðåìåííûõ îòñóòñòâóþò êâàíòîðû, òî ïî
óìîë÷àíèþ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ýòè ïåðåìåííûå ðàñïîëîæåíû â íà÷àëå êâàíòîðíîé
çàïèñè ïîä êâàíòîðàìè îáùíîñòè.

1.1.2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ

Ïîíÿòèå ìíîæåñòâà

Ìíîæåñòâî � ýòî îäíî èç îñíîâíûõ ïåðâè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïî-
íÿòèé. Îíî íå îïðåäåëÿåòñÿ, ìîæíî äàòü ëèøü åãî îïèñàíèå. Ñèíîíèìàìè
òåðìèíà ¾ìíîæåñòâî¿ ÿâëÿþòñÿ ¾íàáîð¿, ¾ñåìåéñòâî¿, ¾êëàññ¿, ¾êîëëåêöèÿ¿,
¾ñîâîêóïíîñòü¿ è ò. ä.

Ïî ñëîâàì Ã.Êàíòîðà (ñîçäàòåëü òåîðèè ìíîæåñòâ è îñíîâàòåëü òåî-
ðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî ÿçûêà â ìàòåìàòèêå), ïîä ìíîæåñòâîì ìû ïîíèìàåì
îáúåäèíåíèå â îäíî öåëîå îïðåäåëåííûõ, âïîëíå ðàçëè÷èìûõ îáúåêòîâ íàøåé
èíòóèöèè èëè íàøåé ìûñëè.

Ýòî îïèñàíèå íå ìîæåò ñëóæèòü, êîíå÷íî, îïðåäåëåíèåì ìíîæåñòâà, òàê
êàê îíî èñïîëüçóåò äðóãèå ïîíÿòèÿ, êîòîðûå íå îïðåäåëåíû. Åãî öåëü � äàòü
ðàçúÿñíåíèÿ ýòîìó òåðìèíó.

Ñèòóàöèÿ, êîãäà ïîíÿòèå ¾ìíîæåñòâî¿ íå îïðåäåëÿåòñÿ, ìàòåìàòèêîâ íå
óñòðàèâàåò. Ïîýòîìó â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå â ïðîòèâîâåñ òàêîìó øèðîêîìó
òîëêîâàíèþ ìíîæåñòâà ýòî ïîíÿòèå ôîðìàëèçóþò, ò. å. îïðåäåëÿþò àêñèîìà-
òè÷åñêè ïîñðåäñòâîì ñèñòåìû àêñèîì.

Îáúåêòû, ñîñòàâëÿþùèå ìíîæåñòâî, íàçûâàþò åãî ýëåìåíòàìè. Çàäàòü
ìíîæåñòâî � ýòî çíà÷èò óêàçàòü ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó ìîæíî îòëè÷èòü åãî
ýëåìåíòû îò îáúåêòîâ, åìó íå ïðèíàäëåæàùèõ. Çàïèñü x ∈ X áóäåò âñåãäà
îçíà÷àòü, ÷òî x ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà X, à çàïèñü x /∈ X îçíà÷àåò,
÷òî x íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì X.

Ðàññìîòðèì íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûå ñïîñîáû çàäàíèÿ ìíîæåñòâà.
1) Ïåðå÷èñëåíèå ýëåìåíòîâ, íàïðèìåð, çàïèñü

X = {a, b, c}
îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ a, b, c. Äðóãèìè ñëîâàìè, çäåñü
ÿâíî óêàçûâàþòñÿ âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà.

×àùå âñåãî ýòîò ñïîñîá óïîòðåáëÿåòñÿ äëÿ òàê íàçûâàåìûõ êîíå÷íûõ
ìíîæåñòâ.

2) Èíäåêñàöèÿ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà � ýòî ñïîñîá ïåðå÷èñëåíèÿ ýëå-
ìåíòîâ ìíîæåñòâà ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî äðóãîãî ìíîæåñòâà1

X = {xα}α∈A.
1Ýòîò ñïîñîá çàäàíèÿ ìíîæåñòâà ëó÷øå âîñïðèíèìàåòñÿ ïîñëå òîãî, êàê ââåäåíî ïîíÿòèå ôóíêöèè (ñì.

îïðåäåëåíèå 1.19) � çäåñü íåÿâíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàäàíà ôóíêöèÿ α 7→ xα, α ∈ A.
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Çäåñü ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ.
3) Îïðåäåëåíèå ïî ñâîéñòâó ïðèìåíÿåòñÿ òîãäà, êîãäà èìååòñÿ íåêî-

òîðîå ñâîéñòâî P , êîòîðûì îáëàäàþò ýëåìåíòû ìíîæåñòâà, à îáúåêòû, íå
ÿâëÿþùèåñÿ åãî ýëåìåíòàìè, ýòèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàþò. Â òàêîì ñëó÷àå
èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü

X = {x : x îáëàäàåò ñâîéñòâîì P},

à P íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñâîéñòâîì äëÿ ìíîæåñòâà X.
Äàííûé ñïîñîá � íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûé è ñëóæèò èñòî÷íèêîì ïî-

ñòðîåíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ ïðèìåðîâ, èñïîëüçóåìûõ â ìàòåìàòèêå.

Ïàðàäîêñû òåîðèè ìíîæåñòâ

Îòìåòèì, ÷òî ñòîëü øèðîêîå òîëêîâàíèå ìíîæåñòâà (ïî Êàíòîðó) ÿâ-
ëÿåòñÿ âíóòðåííå ïðîòèâîðå÷èâûì. Íàèáîëåå èçâåñòíîé èëëþñòðàöèåé ýòîìó
ñëóæèò ñëåäóþùèé ïàðàäîêñ.

Ïàðàäîêñ Ðàññåëà. Ïóñòü M � ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå íå
ñîäåðæàò ñåáÿ â êà÷åñòâå ýëåìåíòà.

Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû, åñëè M ∈ M , òî M íå ñîäåðæèò ñåáÿ â êà÷åñòâå
ýëåìåíòà è äîëæíî áûòü M /∈ M . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè M /∈ M , òî M
ñîäåðæèò ñåáÿ â êà÷åñòâå ýëåìåíòà, ò. å. M ∈ M . Òàêèì îáðàçîì, çäåñü ìû
èìååì äåëî ñ ïðîòèâîðå÷èâûì ìíîæåñòâîì.

×òîáû íå ïîëüçîâàòüñÿ òàêèìè ïðîòèâîðå÷èâûìè ìíîæåñòâàìè, áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ìíîæåñòâà, èçíà÷àëüíî ðàññìàòðèâàåìûå â ðàìêàõ êàêîé-
ëèáî òåîðèè, ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè îäíîãî ìíîæåñòâà, êîòîðîå íàçûâà-
åòñÿ óíèâåðñàëüíûì ìíîæåñòâîì äëÿ äàííîé òåîðèè.

Ïðèìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â àðèôìåòè-
êå, ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå, ìíîæåñòâî
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé è ò. ä.

Ïðè ýòîì â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ òåîðèè óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî ìîæåò
ðàñøèðÿòüñÿ. Íî âñåãäà â êàæäîé êîíêðåòíîé ñèòóàöèè ýòî óíèâåðñàëüíîå
ìíîæåñòâî áóäåò óêàçûâàòüñÿ âïîëíå êîíêðåòíî, åñëè åãî âûáîð íåÿñåí èç
êîíòåêñòà.

Íà ýòîé áàçå áóäåì ñòðîèòü äðóãèå ìíîæåñòâà, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå ïîä-
ìíîæåñòâà, à òàêæå îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè, êîòîðûå áóäóò ðàññìàòðè-
âàòüñÿ äàëåå.

×òîáû èçáåæàòü ïðîòèâîðå÷èé, àíàëîãè÷íûõ ïàðàäîêñó Ðàññåëà, â òåî-
ðèè ìíîæåñòâ (êàê è â äðóãèõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè) ïðèìåíÿåòñÿ àêñèîìà-
òè÷åñêèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ òåîðèè. Ýòîò ìåòîä áóäåò ðàññìîòðåí íåñêîëüêî
ïîçæå ïðè èçó÷åíèè ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ïðè ïåðâè÷íîì îçíà-
êîìëåíèè ñ òåîðèåé ìíîæåñòâ äëÿ ïîíèìàíèÿ åå îñíîâíûõ êîíñòðóêöèé è
òåîðåì íàì áóäåò âïîëíå äîñòàòî÷íî ¾íàèâíîãî¿ êàíòîðîâñêîãî ïîäõîäà.
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Îòíîøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ è ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ïóñòü X è Y � äâà ìíîæåñòâà. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî ìíîæåñòâî X ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà Y , åñëè ëþáîé
ýëåìåíò èç X ïðèíàäëåæèò è Y .

Â òàêîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü òàêæå, ÷òî X ñîäåðæèòñÿ â Y . Äëÿ ýòîãî
èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ êðàòêàÿ çàïèñü:

X ⊂ Y.

Ââåäåííîå â îïðåäåëåíèè 1.7 îòíîøåíèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè íàçûâàåòñÿ
îòíîøåíèåì âêëþ÷åíèÿ. Îíî îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) X ⊂ X (ðåôëåêñèâíîñòü);
2) åñëè X ⊂ Y è Y ⊂ Z, òî X ⊂ Z (òðàíçèòèâíîñòü).

Îïðåäåëåíèå 1.8. Äâà ìíîæåñòâà X è Y íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñ-
ëè êàæäîå èç íèõ ñîäåðæèòñÿ â äðóãîì, ò. å. X ⊂ Y è Y ⊂ X.

Ðàâåíñòâî ìíîæåñòâ çàïèñûâàåòñÿ òàê: X = Y .
Îòìåòèì, ÷òî âêëþ÷åíèå ìíîæåñòâ X ⊂ Y íå èñêëþ÷àåò èõ ðàâåíñòâà.
Åñëè X ⊂ Y , íî X ̸= Y , òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåí-

íûì ïîäìíîæåñòâîì äëÿ Y 1.
Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû óñòàíîâèòü, ÷òî âêëþ÷åíèå X ⊂ Y ÿâëÿåòñÿ ñîá-

ñòâåííûì, íàäî äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) ëþáîé ýëåìåíò x ∈ X ïðèíàäëåæèò Y ;
2) íåêîòîðûé ýëåìåíò x0 ∈ Y íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà X.
×òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî âêëþ÷åíèå X ⊂ Y ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì, èíî-

ãäà ïèøóò X ⊊ Y .

Îïðåäåëåíèå 1.9. Ïóñòîå ìíîæåñòâî � ýòî ìíîæåñòâî, íå èìå-
þùåå ýëåìåíòîâ. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ∅.

Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî ïóñòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ëþ-
áîãî ìíîæåñòâà. Òîãäà íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïóñòîå ìíîæåñòâî åäèíñòâåííî:
åñëè ∅1 è ∅2 � äâà ïóñòûõ ìíîæåñòâà, òî äîëæíî áûòü ∅1 ⊂ ∅2 è ∅2 ⊂ ∅1,
ñëåäîâàòåëüíî, ∅1 = ∅2.

Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè

Îïðåäåëåíèå 1.10. Ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ X è Y íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî X ∩ Y , ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ êàæ-
äîìó èç ìíîæåñòâ X è Y .

1Èíîãäà â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå èñïîëüçóþòñÿ íåñêîëüêî èíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âêëþ÷åíèé ìíî-
æåñòâ: âìåñòî X ⊂ Y ïèøóò X ⊆ Y , à çàïèñü X ⊂ Y ïðèìåíÿþò äëÿ ñîáñòâåííûõ âêëþ÷åíèé.

18



Îïðåäåëåíèå 1.11. Îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ X è Y íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî X ∪ Y , ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ õîòÿ
áû îäíîìó èç ìíîæåñòâ X èëè Y .

×àñòî äëÿ èëëþñòðàöèè îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè èñïîëüçóþòñÿ òàê
íàçûâàåìûå äèàãðàììû Ýéëåðà � Âåííà. Íà ðèñ. 1.1, à ñõåìàòè÷åñêè èçîáðà-
æåíî ïåðåñå÷åíèå äâóõ ìíîæåñòâ, à íà ðèñ. 1.1, á � èõ îáúåäèíåíèå.

X ∩ Y

X Y

X ∪ Y

X Y

а б

Ðèñ. 1.1. Äèàãðàììû Ýéëåðà � Âåííà: à � ïåðåñå÷åíèå; á � îáúåäèíåíèå

Íà ðèñ. 1.1 ìíîæåñòâà X è Y èçîáðàæàþòñÿ ýëëèïñàìè (ýòî ìîãóò áûòü
è äðóãèå ôèãóðû), à èëëþñòðèðóåìûå ìíîæåñòâà (â äàííîì ñëó÷àå ýòî ïåðå-
ñå÷åíèå X ∩ Y è îáúåäèíåíèå X ∪ Y ) çàøòðèõîâàíû.

Îïðåäåëåíèå 1.12. Ìíîæåñòâà X è Y íàçûâàþòñÿ íåïåðåñåêàþ-
ùèìèñÿ èëè äèçúþíêòíûìè, åñëè X ∩ Y = ∅.

Îïðåäåëåíèå 1.13. Ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ X è Y íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî X \Y , ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ X è íå ïðè-
íàäëåæàùèõ Y (ðèñ. 1.2, à).

Îïðåäåëåíèå 1.14. Ïóñòü X ⊂ Y , òîãäà ìíîæåñòâî Xc = Y \ X
íàçûâàåòñÿ äîïîëíåíèåì îòíîñèòåëüíî Y ìíîæåñòâà X (ðèñ. 1.2, á).

X \ Y

X Y

Xc = Y \XX

Y

а б

Ðèñ. 1.2. Äèàãðàììû Ýéëåðà � Âåííà: à � ðàçíîñòü; á � äîïîëíåíèå

Ñâîéñòâà îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè

Ïóñòü Ω � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî è X, Y, Z � åãî ïîäìíîæåñòâà. Òîãäà
îïåðàöèè íàä ýòèìè ìíîæåñòâàìè îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) X ∪ Y = Y ∪X (êîììóòàòèâíîñòü îáúåäèíåíèÿ);
2) X ∪ (Y ∪ Z) = (X ∪ Y ) ∪ Z (àññîöèàòèâíîñòü îáúåäèíåíèÿ);
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3) X ∩ Y = Y ∩X (êîììóòàòèâíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ);
4) X ∩ (Y ∩ Z) = (X ∩ Y ) ∩ Z (àññîöèàòèâíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ);
5) X ∩ (Y ∪ Z) = (X ∩ Y ) ∪ (X ∩ Z) (äèñòðèáóòèâíîñòü îáúåäèíåíèÿ

îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ);
6) X ∪ (Y ∩ Z) = (X ∪ Y ) ∩ (X ∪ Z) (äèñòðèáóòèâíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ

îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ);
7) (X ∪ Y )c = Xc ∩ Y c (ïðàâèëî äå Ìîðãàíà);
8) (X ∩ Y )c = Xc ∪ Y c (ïðàâèëî äå Ìîðãàíà);
9) (Xc)c = X (ïðàâèëî äâîéíîãî îòðèöàíèÿ).
Â ñâîéñòâàõ 7)�9) äîïîëíåíèÿ áåðóòñÿ îòíîñèòåëüíî îáúåìëþùåãî ìíî-

æåñòâà Ω.
Ýòè ñâîéñòâà îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè ëåãêî âûòåêàþò íåïîñðåäñòâåí-

íî èç îïðåäåëåíèé è òàâòîëîãèé èç óïðàæíåíèÿ 1.1 (ïðîâåðüòå ýòî ñàìîñòîÿ-
òåëüíî).

1.1.3. Îòîáðàæåíèÿ è ôóíêöèè

Îòíîøåíèÿ

Ïîä óïîðÿäî÷åííîé ïàðîé áóäåì ïîíèìàòü ïàðó, â êîòîðîé îäèí èç åå
ýëåìåíòîâ îòìå÷åí. Ýòîò îòìå÷åííûé ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ ïåðâûì â ïàðå, à
îñòàâøèéñÿ � âòîðûì.

Îïðåäåëåíèå 1.15. Äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ X è Y
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

X × Y := {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y }

âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (x, y), ãäå x ∈ X è y ∈ Y .

Îïðåäåëåíèå 1.16. Ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî R ⊂ X×Y äåêàðòî-
âîãî ïðîèçâåäåíèÿ X × Y áóäåì íàçûâàòü îòíîøåíèåì ìåæäó X è Y .

Åñëè (x, y) ∈ R, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýëåìåíò x íàõîäèòñÿ â îò-
íîøåíèè R ê ýëåìåíòó y è êðàòêî çàïèñûâàòü ýòî òàê: xRy.

Íà ÿçûêå îòíîøåíèé ìîæíî âûðàçèòü ìíîãèå êîíñòðóêöèè, êîòîðûå
âñòðå÷àëèñü âûøå. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñîäåðæàòåëüíûõ ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 1.1. 1) Îòíîøåíèå ïðèíàäëåæíîñòè. Ïóñòü X � ìíîæå-
ñòâî è B(X) � ìíîæåñòâî âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ1. Îòíîøåíèå

xRY ⇔ x ∈ Y

íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ïðèíàäëåæíîñòè ýëåìåíòîâ x ∈ X ïîäìíîæåñòâàì
èç Y ∈ B(X).

1B(X) ÷àñòî íàçûâàþò áóëåàíîì ìíîæåñòâà X.
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2) Îòíîøåíèå íåðàâåíñòâà ìåæäó äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè:

xRy ⇔ x ⩽ y.

3) Îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ â áóëåàíå ëþáîãî ìíîæåñòâà X:

ARB ⇔ A ⊂ B.

4) Îòíîøåíèå ðàâåíñòâà. Ïóñòü X è Y � äâà ìíîæåñòâà. Îòíîøåíèå

xRy ⇔ x = y

íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ðàâåíñòâà ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâ X è Y . Åãî
ëåãêî çàïèñàòü êàê ïîäìíîæåñòâî â äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè:

{(x, x) : x ∈ X ∩ Y } ⊂ X × Y.

5) Îòíîøåíèå äåëèìîñòè ìåæäó íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè:

nRm ⇔ ∃ k ∈ N n = km.

Èç ýòèõ ïðèìåðîâ âèäíî, ÷òî äëÿ ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ è âàæíûõ îò-
íîøåíèé ââîäèëèñü ñïåöèàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü ïðè
çàïèñè òîãî ôàêòà, ÷òî ýëåìåíòû íàõîäÿòñÿ â äàííîì îòíîøåíèè.

Îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè

Ñëåäóþùåå îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ âàæíûõ â ìàòåìàòèêå.
Îíî (íàðÿäó ñ îòíîøåíèåì ôóíêöèè) ëåæèò â îñíîâå ìàòåìàòèêè.

Îïðåäåëåíèå 1.17. Îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ îò-
íîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ∀x ∈ X xRx � ðåôëåêñèâíîñòü;
2) ∀x, y ∈ X xRy ⇒ yRx � ñèììåòðè÷íîñòü;
3) ∀x, y, z ∈ X (xRy) ∧ (yRz) ⇒ xRz � òðàíçèòèâíîñòü.

Óïðàæíåíèå 1.6. Ïîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿ-
þòñÿ:

à) îòíîøåíèå ðàâåíñòâà èç ïðèìåðà 1.1;
á) îòíîøåíèå

nRm ⇔ n è m èìåþò îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü

íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Îáû÷íî äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè èñïîëüçóåòñÿ ñèì-
âîë ¾∼¿ è âìåñòî xRy ïèøóò x ∼ y, ãîâîðÿ ïðè ýòîì, ÷òî ýëåìåíòû x è y
ýêâèâàëåíòíû.
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Îïðåäåëåíèå 1.18. Ïóñòü ∼ � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíî-
æåñòâå X è x ∈ X. Ìíîæåñòâî

x̂ := {y ∈ X : y ∼ x}

íàçûâàåòñÿ êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè1 ýëåìåíòà x. Ëþáîé ýëåìåíò èç
x̂ íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâèòåëåì êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè x̂.

Óïðàæíåíèå 1.7. Äîêàçàòü, ÷òî
1) äëÿ ëþáîãî x ∈ X êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè x̂ íåïóñò;
2) ëþáûå äâà êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïà-

äàþò;
3) îáúåäèíåíèå âñåõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ñîâïàäàåò ñ X.

Ðîëü îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè â ìàòåìàòèêå, íàóêå è äàæå â ïðàêòè-
÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè âåñüìà âåëèêà. ×àñòî ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ îãðîì-
íûìè ñîâîêóïíîñòÿìè îáúåêòîâ, êàæäîìó èç êîòîðûõ ïðèñóùè ñâîè ÷åðòû,
îñîáåííîñòè è ïðèçíàêè. Íî ó÷åñòü èõ âñå îäíîâðåìåííî íåâîçìîæíî, è â çàâè-
ñèìîñòè îò ñèòóàöèè èíòåðåñóþòñÿ òåìè èëè èíûìè ïðèçíàêàìè, èãíîðèðóÿ
âñå îñòàëüíûå. Åñëè ýòè âûäåëåííûå ïðèçíàêè ñîâïàäàþò ó äâóõ îáúåêòîâ,
òî îíè ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè (óñëîâíî ðàâíûìè), ïðèíàäëåæàùèìè îä-
íîìó êëàññó. Äàëåå âñÿ èññëåäóåìàÿ ñîâîêóïíîñòü ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåñå-
êàþùèåñÿ êëàññû, ïðè÷åì â îäèí êëàññ îáúåäèíÿþòñÿ òå îáúåêòû, êîòîðûå
ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè. Òàêèì îáðàçîì ïðîèñõîäèò ïîñòðîåíèå ëþáîé êëàññèôè-
êàöèè.

Îáùåå ïîíÿòèå ôóíêöèè

Íàðÿäó ñ ïîíÿòèåì ìíîæåñòâà îñíîâîïîëàãàþùèì â ìàòåìàòèêå ÿâëÿåò-
ñÿ ïîíÿòèå ôóíêöèè, áåç êîòîðîãî íåâîçìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå êàêîé-ëèáî
èç ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè.

Ñòàíîâëåíèå ñîâðåìåííîãî ïîíÿòèÿ ôóíêöèè íà÷èíàåòñÿ ñ ðàáîò Ëîáà-
÷åâñêîãî è Äèðèõëå, êîòîðûå âïåðâûå äàëè îïðåäåëåíèå ôóíêöèè êàê ñîîò-
âåòñòâèÿ: íà ìíîæåñòâåX çàäàíà ôóíêöèÿ f ñî çíà÷åíèÿìè â Y , åñëè ëþáîìó
x ∈ X ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííûé ýëåìåíò y = f(x) ∈ Y , íàçû-
âàåìûé îáðàçîì ýëåìåíòà.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî îïðåäåëåíèå ïðàâèëüíî âûðàæàåò ñóòü ïîíÿòèÿ
ôóíêöèè, íî ñ äðóãîé � îíî çàìåíÿåò òåðìèí ¾ôóíêöèÿ¿ òåðìèíîì ¾ñîîò-
âåòñòâèå¿, êîòîðûé íå ðàñøèôðîâàí.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îáùåïðèíÿòûì ñ÷èòàåòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå,
ïðèíàäëåæàùåå Äåäåêèíäó. Â íåì îò÷åòëèâî ðàçúÿñíÿåòñÿ ïîíÿòèå ñîîòâåò-
ñòâèÿ.

1Èíîãäà èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí ¾êëàññ ñìåæíîñòè¿.
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Îïðåäåëåíèå 1.19. Îòíîøåíèå f ìåæäó X è Y íàçûâàåòñÿ îòîáðà-
æåíèåì èëè ôóíêöèåé, çàäàííîé íà X ñî çíà÷åíèÿìè â Y , åñëè âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

1) ∀x ∈ X ∃ y ∈ Y xfy;
2) ∀x ∈ X ∀ y1, y2 ∈ Y

(
(xfy1) ∧ (xfy2) =⇒ y1 = y2

)
.

Ïåðâîå èç óñëîâèé â ýòîì îïðåäåëåíèè îçíà÷àåò, ÷òî êàæäîìó ýëåìåíòó
x ∈ X ôóíêöèÿ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò y ∈ Y , à âòîðîå � ÷òî ýòîò
ýëåìåíò y ∈ Y ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì (ðèñ. 1.3).

b

b

x

y = f(x)
f

X

Y

Ðèñ. 1.3. Ôóíêöèÿ f : X → Y

Ôàêò çàäàíèÿ ôóíêöèè ïðèíÿòî çàïèñûâàòü òàê: f : X → Y , à âìå-
ñòî xfy äëÿ ôóíêöèé áóäåì ïèñàòü y = f(x). Â òàêîì ñëó÷àå y íàçûâàåòñÿ
îáðàçîì ýëåìåíòà x, à x � ïðîîáðàçîì ýëåìåíòà y.

×àñòî ôóíêöèþ çàäàþò ñ ïîìîùüþ ¾ïîòî÷å÷íîãî¿ ïðàâèëà

x 7→ f(x), x ∈ X.

Îáðàçû è ïðîîáðàçû

Ââåäåì åùå ðÿä âàæíûõ òåðìèíîâ è îáîçíà÷åíèé, ñâÿçàííûõ ñ ïîíÿòèåì
ôóíêöèè, êîòîðûå áóäóò ñèñòåìàòè÷åñêè èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.

ÌíîæåñòâîX íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿôóíêöèè f : X → Y .
×àñòî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü Df èëè ïðîñòî D, êîãäà ÿñ-
íî, î êàêîé ôóíêöèè èäåò ðå÷ü.

Åñëè A ⊂ X, òî ìíîæåñòâî

f(A) := {f(x) : x ∈ A}

íàçûâàåòñÿ îáðàçîì ìíîæåñòâà A, à f(X) � îáëàñòüþ çíà÷åíèé ôóíêöèè.
Åñëè B ⊂ Y , òî ìíîæåñòâî

f−1(B) := {x ∈ X : f(x) ∈ B}

íàçûâàåòñÿ ïðîîáðàçîì ìíîæåñòâà B.
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Óïðàæíåíèå 1.8. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îáðàçîâ è ïðîîáðàçîâ
ìíîæåñòâ:

1) A ⊂ B ⇒ f(A) ⊂ f(B);
2) f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B);
3) f(A ∩B) ⊂ f(A) ∩ f(B);
4) A ̸= ∅ ⇒ f(A) ̸= ∅;
5) A ⊂ B ⇒ f−1(A) ⊂ f−1(B);
6) f−1(A ∪B) = f−1(A) ∪ f−1(B);
7) f−1(A ∩B) = f−1(A) ∩ f−1(B);
8) A ⊂ f−1(f(A));
9) f(f−1(A)) ⊂ A;
Ïðèâåñòè ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî â 3), 8) è 9) ðàâåíñòâà íå âñåãäà

èìåþò ìåñòî.

Òåðìèí ¾ôóíêöèÿ¿ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ãåîìåòðè÷åñêè: ãðàôèêîì
ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Γf := {(x, f(x)) : x ∈ Df} .

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ ôóíêöèé.

Ïðèìåð 1.2. 1) Ïóñòü ÷èñëà a, b ∈ Rôèêñèðîâàíû. Ôóíêöèÿ x 7→ ax+b,
x ∈ R, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé.

2) Ïóñòü ÷èñëà a, b, c ∈ R ôèêñèðîâàíû. Ôóíêöèÿ x 7→ ax2+bx+c, x ∈ R,
íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé.

3) Ïóñòü n ∈ N è çàäàíû ÷èñëà ak ∈ R, k = 0, . . . , n. Ôóíêöèÿ

x 7→
n∑

k=0

akx
k, x ∈ R

(îáîçíà÷åíèå
∑

äëÿ ñóììû ñì. â (1.23)), íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì èëè ïî-
ëèíîìîì ñòåïåíè n.

4) ×èñëî

signx :=





1, x > 0,
0, x = 0,

−1, x < 0,
(1.2)

íàçûâàåòñÿ çíàêîì ÷èñëà x ∈ R, à ôóíêöèÿ x 7→ signx, x ∈ R, � ôóíêöèåé
çíàêà èëè ¾ñèãíóì¿.

5) Åñëè X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ a : N → X
íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñî çíà÷åíèÿìè â X. Òîãäà îáðàç ÷èñëà
n ∈ N îáû÷íî çàïèñûâàþò â âèäå an (âìåñòî a(n)) è íàçûâàþò n-ì ýëå-
ìåíòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñàìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàïèñûâàþò òàê:
{an} = {an}∞n=1.
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Â ïðèíöèïå, íå âàæíî, ÷òî íóìåðàöèÿ ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà-
÷èíàåòñÿ ñ åäèíèöû. Îíà ìîæåò íà÷èíàòüñÿ ñ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà.

Òåðìèí ¾ïîñëåäîâàòåëüíîñòü¿ ñîõðàíÿþò, åñëè N çàìåíèòü íà ìíîæåñòâî
öåëûõ ÷èñåë Z. Òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàþò äâóñòîðîííèìè.

6) Åñëè X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî è A ⊂ X � ïîäìíîæåñòâî â X, òî
ôóíêöèÿ

χA(x) :=





1, x ∈ A,

0, x ∈ Ac,
(1.3)

íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé äëÿ A èëè èíäèêàòîðîì A.
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå A = Q ⊂ R (Q � ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë)

ïîëó÷èì òàê íàçûâàåìóþ ôóíêöèþ Äèðèõëå

D(x) :=





1, x ∈ Q,

0, x ∈ R \Q.
(1.4)

7) Åñëè X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, òî ôóíêöèÿ

IdX(x) = x, x ∈ X, (1.5)

îòîáðàæàþùàÿ êàæäûé ýëåìåíò â ñåáÿ, íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííûì îòîá-
ðàæåíèåì ìíîæåñòâà X.

Èíîãäà òðåáóåòñÿ ñóçèòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, íå ìåíÿÿ ñàìîãî
ïðàâèëà, ïî êîòîðîìó ýòà ôóíêöèÿ äåéñòâóåò. Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ ôóíêöèè
f : X → Y è ìíîæåñòâà A ⊂ X îïðåäåëèì åå ñóæåíèå íà A êàê ôóíêöèþ
f |A : A → Y , äåéñòâóþùóþ ïî ïðàâèëó f |A : x 7→ f(x), x ∈ A.

Êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé

Ïóñòü çàäàíû äâå ôóíêöèè: f : X → Y è g : Y → Z. Îáðàòèì âíèìàíèå,
÷òî îáëàñòü çíà÷åíèé f(X) ïåðâîé èç íèõ ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
âòîðîé � Y .

Îïðåäåëåíèå 1.20. Îòîáðàæåíèå g ◦ f : X → Z, äåéñòâóþùåå ïî
ïðàâèëó

g ◦ f : x 7→ g(f(x)), x ∈ X,

íàçûâàåòñÿ êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèé f è g (ðèñ. 1.4).
Ïðè ýòîì â êîìïîçèöèè g ◦ f ôóíêöèÿ g íàçûâàåòñÿ âíåøíåé, à f �

âíóòðåííåé.

×àñòî âìåñòî òåðìèíà ¾êîìïîçèöèÿ¿ óïîòðåáëÿþò òåðìèí ¾ñóïåðïîçè-
öèÿ¿, èëè ¾ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ¿.
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b

b

b

x

y = f(x)

z = g(f(x))

f

g

g ◦ fX

Y

Z

Ðèñ. 1.4. Êîìïîçèöèÿ ôóíêöèé

Îòìåòèì, ÷òî â êîìïîçèöèè g◦f âàæåí ïîðÿäîê, â êîòîðîì çàïèñûâàþòñÿ
ôóíêöèè f è g. Êîìïîçèöèÿ f ◦ g ìîæåò äàæå íå ñóùåñòâîâàòü (ïðèâåäèòå
òàêèå ïðèìåðû ñàìîñòîÿòåëüíî).

Ñþðúåêöèÿ, èíúåêöèÿ, áèåêöèÿ

Îïðåäåëåíèå 1.21. Ôóíêöèÿ f : X → Y íàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâíîé
èëè ñþðúåêöèåé, åñëè

∀ y ∈ Y ∃x ∈ X f(x) = y.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñþðúåêòèâíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî f(X) = Y . ×àñòî âìå-
ñòî ñëîâîñî÷åòàíèÿ ¾ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå¿ èñïîëüçóåòñÿ áîëåå âûðà-
çèòåëüíûé òåðìèí � ¾îòîáðàæåíèå íà¿ Y .

Îïðåäåëåíèå 1.22. Ôóíêöèÿ f : X → Y íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíîé
èëè èíúåêöèåé, åñëè

∀x1, x2 ∈ X
(
x1 ̸= x2 =⇒ f(x1) ̸= f(x2)

)
,

ò. å. ðàçíûå ýëåìåíòû èç X èìåþò ðàçëè÷íûå îáðàçû.

Äðóãèìè ñëîâàìè, èíúåêòèâíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî

∀x1, x2 ∈ X
(
f(x1) = f(x2) =⇒ x1 = x2

)
.

Îïðåäåëåíèå 1.23. Ôóíêöèÿ f : X → Y íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíîé,
èëè áèåêöèåé, èëè âçàèìíî îäíîçíà÷íîé, åñëè îíà îäíîâðåìåííî ñþðú-
åêòèâíà è èíúåêòèâíà.

Ñâîéñòâà ñþðúåêòèâíîñòè è èíúåêòèâíîñòè ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü
íà ÿçûêå ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ:

f(x) = y. (1.6)

Ñþðúåêòèâíîñòü ôóíêöèè f : X → Y îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèå (1.6) èìååò
ðåøåíèå x ∈ X äëÿ ëþáîãî y ∈ Y . Èíúåêòèâíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî
y ∈ Y óðàâíåíèå (1.6) èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ x ∈ X.
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Óïðàæíåíèå 1.9. 1) Äëÿ êàêèõ α ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ x 7→ xα, x > 0,
ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíîé, èíúåêòèâíîé, áèåêòèâíîé?

2) Êàêèå èç òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ ñþðúåêòèâíûìè,
èíúåêòèâíûìè, áèåêòèâíûìè?

3) ßâëÿåòñÿ ëè ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ñþðúåêòèâíîé, èíúåêòèâíîé?
4) Äîêàçàòü, ÷òî êîìïîçèöèÿ ñþðúåêòèâíûõ (èíúåêòèâíûõ, áèåêòèâíûõ)

îòîáðàæåíèé íàñëåäóåò ýòî ñâîéñòâî.
5) Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ñþðúåêòèâ-

íîãî è èíúåêòèâíîãî îòîáðàæåíèé.

Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ 1.23 âûòåêàåò, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ
f : X → Y � áèåêöèÿ, òî îòíîøåíèå

f−1 := {(y, x) : f(x) = y} (1.7)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé (ïðîâåðüòå ýòî).
Ôóíêöèÿ (1.7) íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ôóíêöèè f : X → Y (ðèñ. 1.5).

b

b

x = f−1(y)

y = f(x)f
f−1

X

Y

Ðèñ. 1.5. Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ f−1 : Y → X

Îòìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå f−1 èñïîëüçóåòñÿ â îáîçíà÷åíèÿõ äâóõ îáúåê-
òîâ � äëÿ ïîëíîãî ïðîîáðàçà f−1(A) ìíîæåñòâà A ïðè îòîáðàæåíèè f è äëÿ
îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ. Ïðè ýòîì îáà îáîçíà÷åíèÿ îáùåïðèíÿòû ñðåäè ìà-
òåìàòèêîâ è íàäî áûòü âíèìàòåëüíûì ïðè èõ èñïîëüçîâàíèè.

Óïðàæíåíèå 1.10. 1) Íàéòè îáðàòíûå ôóíêöèè ê ñòåïåííûì.
2) ßâëÿþòñÿ ëè ïîêàçàòåëüíàÿ è ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèè ñ îäíèì îñ-

íîâàíèåì âçàèìíî îáðàòíûìè?
3) Îáðàòíûìè êàêèì ôóíêöèÿì ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå

ôóíêöèè?
4) Äîêàçàòü ðàâåíñòâà (f−1)−1 = f è (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1 ïðè óñëîâèè,

÷òî f, g : X → Y � áèåêöèè.

Èíîãäà ïîíÿòèå îáðàòíîé ôóíêöèè ïîëåçíî ðàçëîæèòü íà äâå ñîñòàâëÿ-
þùèå. Ïóñòü f : X → Y � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ.

Îòîáðàæåíèå f−1
l : Y → X íàçûâàåòñÿ ëåâûì îáðàòíûì ôóíêöèè f ,

åñëè (ñì. (1.5))
f−1
l ◦ f = IdX .
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Ñóùåñòâîâàíèå ëåâîãî îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ f−1
l îçíà÷àåò, ÷òî åñëè äëÿ

çàäàííîãî y ∈ Y ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.6), òî îíî åäèíñòâåííî. Â
ñàìîì äåëå, ïóñòü x � êàêîå-íèáóäü ðåøåíèå (1.6). Òîãäà, äåéñòâóÿ íà íåãî
îòîáðàæåíèåì f−1

l , ïîëó÷èì x = f−1
l (y) � ðåøåíèå îáÿçàíî áûòü òàêèì.

Îòîáðàæåíèå f−1
r : Y → X íàçûâàåòñÿ ïðàâûì îáðàòíûì ôóíêöèè f ,

åñëè (ñì. (1.5))
f ◦ f−1

r = IdY .

Ñóùåñòâîâàíèå ïðàâîãî îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ f−1
l îçíà÷àåò, ÷òî ðåøå-

íèå óðàâíåíèÿ (1.6) ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî y ∈ Y . Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþ-
áîãî y ∈ Y ïîëîæèì x = f−1

r (y), òîãäà f(f−1
r (y)) = y è x = f−1

r (y) ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.6).

Óïðàæíåíèå 1.11. 1) Ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå z 7→ z2, z ∈ Z, íå
èìååò íè ëåâîãî, íè ïðàâîãî îáðàòíîãî.

2) Ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèè, ó êîòîðîé íå ñóùåñòâóåò ëåâîé îáðàòíîé,
íî åñòü ïðàâàÿ.

3) Ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèè, ó êîòîðîé íå ñóùåñòâóåò ïðàâîé îáðàòíîé,
íî åñòü ëåâàÿ.

4) Ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèè, ó êîòîðîé åñòü áîëåå îäíîé ïðàâîé (ëåâîé)
îáðàòíîé.

5) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ó ôóíêöèè ñóùåñòâóþò è ëåâàÿ, è ïðàâàÿ îáðàòíûå
ôóíêöèè, òî îíè ñîâïàäàþò. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé è
f−1 = f−1

r = f−1
l .

Âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ èëëþñòðàöèè ïîëîæåíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà
èãðàþò ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè � òàê íàçûâàþò (ïðè åñòåñòâåííûõ çíà÷å-
íèÿõ ïàðàìåòðîâ è ïåðåìåííûõ) ñòåïåííóþ, ïîêàçàòåëüíóþ, òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèå ôóíêöèè, èì îáðàòíûå, ëèíåéíûå êîìáèíàöèè è êîìïîçèöèè êîíå÷íîãî
÷èñëà òàêèõ ôóíêöèé. Îïðåäåëåíèå êàæäîé èç ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé îòëî-
æèì äî óäîáíîãî ìîìåíòà. Ñåé÷àñ æå áóäåì ñâîáîäíî ïîëüçîâàòüñÿ ïðèâû÷-
íûìè ñâîéñòâàìè ýòèõ ôóíêöèé, ìíîãèå èç íèõ íåçàâèñèìî äîêàæåì ïîçæå.

1.1.4. Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

Ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

Îáîçíà÷èì N ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë:

N = {1, 2, . . .}.

Íàòóðàëüíûå ÷èñëà âîçíèêëè äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñ÷åòà. Äëÿ íèõ îïðåäåëå-
íû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Îäíàêî âûïîëíèòü îïåðàöèþ, îáðàòíóþ
ñëîæåíèþ (âû÷èòàíèå), îñòàâàÿñü â ðàìêàõ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
íå âñåãäà âîçìîæíî.
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Äëÿ òîãî ÷òîáû èñïðàâèòü ýòîò ïðîáåë, ìíîæåñòâî N áûëî ðàñøèðåíî äî
ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë Z, â êîòîðîì âû÷èòàíèå âñåãäà âîçìîæíî è êîòîðîå
îáëàäàåò îïðåäåëåííûìè åñòåñòâåííûìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå áóäóò óêàçàíû
äàëåå.

Îäíàêî âîçíèêàåò íîâàÿ ïðîáëåìà, ñâÿçàííàÿ ñ òåì, ÷òî îïåðàöèÿ, îáðàò-
íàÿ óìíîæåíèþ (äåëåíèå), òàêæå íå âñåãäà âûïîëíèìà âî ìíîæåñòâå öåëûõ
÷èñåë. Äëÿ åå óñòðàíåíèÿ ââîäèòñÿ ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q. Ïîêà-
æåì ñåé÷àñ, êàê ýòî ìîæíî ñäåëàòü, èñõîäÿ èç ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë Z.

Îïðåäåëåíèå 1.24. Ìíîæåñòâîì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë áóäåì íà-
çûâàòü ìíîæåñòâî

Q := {(m,n) : m ∈ Z, n ∈ N}

âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ñ ïåðâûì ýëåìåíòîì m ∈ Z (÷èñëèòåëåì) è âòî-
ðûì n ∈ N (çíàìåíàòåëåì).

Äâà ÷èñëà (m1, n1) ∈ Q è (m2, n2) ∈ Q íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè

n2m1 = n1m2.

Ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî (0, n), ãäå n ∈ N ëþáîå, íàçûâàåòñÿ íóëåì è îáî-
çíà÷àåòñÿ ïðîñòî 0.

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà áûëè ââåäåíû äëÿ âû-
ïîëíèìîñòè îïåðàöèè äåëåíèÿ. Ïîýòîìó áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ èõ çàïèñè
òðàäèöèîííóþ ôîðìó1

m

n
âìåñòî (m,n).

Ââåäåì òåïåðü îïåðàöèè íàä ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè è îïðåäåëèì ïðà-
âèëî äëÿ èõ ñðàâíåíèÿ.

Äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
m1

n1
,
m2

n2
∈ Q îïðåäåëèì èõ ñóììó

m1

n1
+

m2

n2
=

m1n2 +m2n1

n1n2

è ïðîèçâåäåíèå
m1

n1
· m2

n2
=

m1m2

n1n2
.

×èñëî
−m

n
áóäåì íàçûâàòü ïðîòèâîïîëîæíûì ÷èñëó

m

n
, äëÿ íåãî èñ-

ïîëüçóåòñÿ çàïèñü −m

n
. Åñëè

m

n
̸= 0 , òî ÷èñëî

n

m
íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì

÷èñëó
m

n
.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
m1

n1
⩾

m2

n2
, åñëèm1n2−m2n1 ⩾ 0 (÷èñëèòåëü ðàçíîñòè

ýòèõ ÷èñåë íåîòðèöàòåëåí).

1×àñòî òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå m/n.
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Ïîñòðîåííîå ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è ââåäåííûå íà íåì îïåðà-
öèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ è îòíîøåíèå ïîðÿäêà óäîâëåòâîðÿþò îïðåäåëåí-
íûì ñâîéñòâàì, î êîòîðûõ ïîéäåò ðå÷ü â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Àêñèîìàòèêà ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

Íåîáõîäèìî äàëüíåéøåå ðàñøèðåíèå ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë,
òàê êàê â åãî ðàìêàõ íåëüçÿ ðåøèòü ðÿä âàæíûõ è åñòåñòâåííûõ çàäà÷, èç
êîòîðûõ îäíîé èç ñàìûõ âûðàçèòåëüíûõ ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ x2 = 2.

Îïèøåì íóæíûé íàáîð ñâîéñòâ, êîòîðûìè äîëæíî îáëàäàòü ðàñøèðåíèå
ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ÷òîáû çàäà÷è òàêîãî ñîðòà (è ìíîãèå äðó-
ãèå) ìîæíî áûëî óñïåøíî ðåøàòü. Ýòî ðàñøèðåíèå íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Óñëîâèìñÿ ãîâîðèòü, ÷òî íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå X çàäàíà áèíàðíàÿ
îïåðàöèÿ R, åñëè çàäàíà ôóíêöèÿ

R : X ×X → X

èç äåêàðòîâîãî êâàäðàòà X × X â X. Äëÿ ðåçóëüòàòà R(x, y) îïåðàöèè R ñ
ýëåìåíòàìè x è y áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå xRy âìåñòî R(x, y).

Îïðåäåëåíèå 1.25. Ìíîæåñòâîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë áóäåì
íàçûâàòü ëþáîå ìíîæåñòâî R, ïîä÷èíÿþùååñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìå óñëî-
âèé, íàçûâàåìûõ àêñèîìàìè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (êîòîðûå ðàçäåëå-
íû íà åñòåñòâåííûå ãðóïïû).

Àêñèîìû ñëîæåíèÿ: íà R îïðåäåëåíà áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ

+ : R× R→ R,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1) ∃ 0 ∈ R ∀x ∈ R x + 0 = x (ñóùåñòâîâàíèå íóëÿ � íåéòðàëüíîãî

ýëåìåíòà äëÿ ñëîæåíèÿ);
2) ∀x ∈ R ∃−x ∈ R x+(−x) = 0 (ñóùåñòâîâàíèå ïðîòèâîïîëîæíîãî

ýëåìåíòà);
3) x+ (y + z) = (x+ y) + z (àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ);
4) x+ y = y + x (êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ).
Àêñèîìû óìíîæåíèÿ: íà R îïðåäåëåíà áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ óìíîæå-

íèÿ
· : R× R→ R,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
5) ∃ 1 ∈ R ∀x ∈ R x ·1 = x (ñóùåñòâîâàíèå åäèíèöû � íåéòðàëüíîãî

ýëåìåíòà äëÿ óìíîæåíèÿ);
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6) ∀x ∈ R \ {0} ∃x−1 ∈ R x · x−1 = 1 (ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî
ýëåìåíòà);

7) x · (y · z) = (x · y) · z (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ);
8) x · y = y · x (êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ).
Àêñèîìà ñâÿçè óìíîæåíèÿ è ñëîæåíèÿ:
9) x · (y + z) = x · y + x · z (äèñòðèáóòèâíîñòü).
Àêñèîìû ïîðÿäêà: íà R îïðåäåëåíî îòíîøåíèå ïîðÿäêà ⩽, óäîâëåòâî-

ðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
10) ∀x, y ∈ R (x ⩽ y) ∨ (y ⩽ x);
11) ∀x ∈ R x ⩽ x;
12) (x ⩽ y) ∧ (y ⩽ x) =⇒ x = y;
13) (x ⩽ y) ∧ (y ⩽ z) =⇒ x ⩽ z (òðàíçèòèâíîñòü ïîðÿäêà).
Àêñèîìû ñâÿçè ïîðÿäêà è îïåðàöèé óìíîæåíèÿ è ñëîæåíèÿ:
14) x ⩽ y =⇒ x+ z ⩽ y + z;
15) (x ⩽ y) ∧ (z ⩾ 0) =⇒ x · z ⩽ y · z.
Àêñèîìà ïîëíîòû:
16) äëÿ ëþáûõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ X, Y ⊂ R, óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèþ
∀x ∈ X ∀ y ∈ Y x ⩽ y,

ñóùåñòâóåò òàêîå c ∈ R, ÷òî

∀x ∈ X ∀ y ∈ Y x ⩽ c ⩽ y.

Åñëè ýòà ñîâîêóïíîñòü àêñèîì âûïîëíÿåòñÿ íà êàêîì-ëèáî ìíîæåñòâå,
òî îíî íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ (êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèåé) ìíîæåñòâà äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë.

Ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìà àêñèîì ÿâëÿåòñÿ íåïðîòèâîðå÷èâîé, ò. å. ñóùåñòâó-
åò ìíîæåñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå ýòîé ñèñòåìå àêñèîì. Ïîñòðîåíèå òàêèõ ìî-
äåëåé ìîæíî äîêàçàòü, èñõîäÿ èç àêñèîì òåîðèè ìíîæåñòâ.

Äâå ìîäåëè R1 è R2 ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íàçûâàþòñÿ èçî-
ìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ f : R1 → R2 ñî ñâîéñòâàìè

f(x+ y) = f(x) + f(y), f(x · y) = f(x) · f(y), x ⩽ y ⇐⇒ f(x) ⩽ f(y)

äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R. Îòîáðàæåíèå f â òàêîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ èçîìîð-
ôèçìîì ìîäåëåé. Äðóãèìè ñëîâàìè, èçîìîðôèçì ñîõðàíÿåò îïåðàöèè è
ïîðÿäîê.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ëþáûå äâå ìîäåëè ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôíûìè. Ïîýòîìó ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ëþáûå
ìîäåëè ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñîâåðøåííî ðàâíîïðàâíû.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè áóäåì ÷àñòî ïðèâëåêàòü îáðàçíûé ãåîìåòðè÷åñêèé
ÿçûê, îòîæäåñòâëÿÿ äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ñ òî÷êàìè íåêîòîðîé ïðÿìîé (êî-
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òîðóþ íàçîâåì ÷èñëîâîé ïðÿìîé èëè êîîðäèíàòíîé îñüþ). Íå áóäåì îñòà-
íàâëèâàòüñÿ íà ïîäðîáíîì èññëåäîâàíèè ýòîãî îòîæäåñòâëåíèÿ, òàê êàê íå
èñïîëüçóåì åãî â äîêàçàòåëüñòâàõ.

Ìîäåëü ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

Äàäèì ïðåäñòàâëåíèå îá îäíîì èç ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ìíîæå-
ñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, îòòàëêèâàÿñü îò ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
Äàííûé ñïîñîá íîñèò íàçâàíèå ìåòîäà ñå÷åíèé Äåäåêèíäà.

Îïðåäåëåíèå 1.26. Ñå÷åíèåì âî ìíîæåñòâå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q
íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèå Q íà äâà íåïóñòûõ ìíîæåñòâà A è A′, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) A ∪A′ = Q (êàæäîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ïðèíàäëåæèò ëèáî A, ëèáî
A′) è A ∩ A′ = ∅ (A è A′ íå èìåþò îáùèõ ýëåìåíòîâ);

2) ∀ a ∈ A ∀ a′ ∈ A′ a < a′ (ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A ìåíüøå
ëþáîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà A′);

3) â A íåò íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà.

Îáîçíà÷èì ñå÷åíèÿ òàê: A|A′, ïðè ýòîì A íàçûâàåòñÿ íèæíèì êëàññîì
ñå÷åíèÿ A|A′, à A′ � åãî âåðõíèì êëàññîì.

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òàêèõ ñå÷åíèé è äàåò ìîäåëü ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë R.

Ïðåæäå âñåãî âûÿñíèì, êàêèå ñå÷åíèÿ áóäóò èãðàòü ðîëü ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë, à êàêèå � èððàöèîíàëüíûõ.

Âîçìîæíû ñëåäóþùèå òèïû ñå÷åíèé: â âåðõíåì êëàññå ñå÷åíèÿ ëèáî åñòü
íàèìåíüøèé ýëåìåíò, ëèáî åãî íåò.

Ïðèìåð ñå÷åíèÿ ïåðâîãî òèïà:

A = {a ∈ Q : a < 0}, A′ = {a′ ∈ Q : a′ ⩾ 0};

ïðèìåð ñå÷åíèÿ âòîðîãî òèïà:

A = {a ∈ Q : (a < 0) ∨ (a2 < 2)}, A′ = {a′ ∈ Q : (a′ > 0) ∧ ((a′)2 > 2)} (1.8)

(õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî íåò ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà, êâàäðàò êîòîðîãî ðàâåí 2).
Ñå÷åíèå ïåðâîãî òèïà ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì �

íàèìåíüøèì ÷èñëîì âåðõíåãî êëàññà. Òàêîå ñå÷åíèå ñòðîèòñÿ äëÿ ëþáîãî ðà-
öèîíàëüíîãî ÷èñëà r ∈ Q:

A = {a ∈ Q : a < r}, A′ = {a′ ∈ Q : a′ ⩾ r}. (1.9)

Â ÷àñòíîñòè, ñå÷åíèå

O = {a ∈ Q : a ⩽ 0}, O′ = {a′ ∈ Q : a′ > 0} (1.10)
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èçîáðàæàåò íóëü.
Òåïåðü ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíîé ðîëü óñëîâèÿ 3) â îïðåäåëåíèè 1.26 � îíî

èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà äâóìÿ ðàçëè÷-
íûìè ñå÷åíèÿìè. Åñëè èçúÿòü óñëîâèå 3) èç îïðåäåëåíèÿ 1.26, òî êðîìå ñå-
÷åíèÿ (1.9) ÷èñëî r ∈ Q áóäåò èçîáðàæàòü òàêæå

A = {a ∈ Q : a ⩽ r}, A′ = {a′ ∈ Q : a′ > r}.

Ó ñå÷åíèé âòîðîãî òèïà íåò ïîãðàíè÷íîãî ÷èñëà, ¾ðàçäåëÿþùåãî¿ ÷èñ-
ëà èç íèæíåãî è âåðõíåãî êëàññîâ ñå÷åíèÿ. Êàæäîå òàêîå ñå÷åíèå êàê áóäòî
ïîêàçûâàåò ìåñòî, ãäå äîëæíî áûòü ðàñïîëîæåíî ¾íîâîå¿ ÷èñëî. Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî êàæäîå ñå÷åíèå âòîðîãî òèïà îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå èððàöèîíàëüíîå
÷èñëî. Â ÷àñòíîñòè, ñå÷åíèå èç ïðèìåðà (1.8) îïðåäåëÿåò

√
2.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî âñåõ ñå÷åíèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìíî-
æåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Îäíàêî íóæíî îïðåäåëèòü îòíîøåíèÿ
ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà äëÿ ¾íîâûõ¿ ÷èñåë, à òàêæå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ.

Äâà ñå÷åíèÿ A|A′ è B|B′ áóäåì íàçûâàòü ðàâíûìè, åñëè A = B (òîãäà
àâòîìàòè÷åñêè áóäåò è A′ = B′).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñå÷åíèå A|A′ ìåíüøå ñå÷åíèÿ B|B′, åñëè A ⊂ B è
A ̸= B. Êîíå÷íî, ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî A′ ⊃ B′ è A′ ̸= B′ (ýòî
íåòðóäíî ïðîâåðèòü ñàìîñòîÿòåëüíî).

Èòàê, îòíîøåíèÿ ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà äëÿ ñå÷åíèé ââåäåíû. Ïåðåé-
äåì ê îïðåäåëåíèþ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Ñóììîé ñå÷åíèé A|A′ è B|B′ áóäåì íàçûâàòü ñå÷åíèå C|C ′, ãäå

C = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}, C ′ = {a′ + b′ : a′ ∈ A′, b′ ∈ B′}

(êîíå÷íî, íåîáõîäèìî äîêàçûâàòü, ÷òî C|C ′ � äåéñòâèòåëüíî ñå÷åíèå).
Íàêîíåö, ïðîèçâåäåíèå íåîòðèöàòåëüíûõ1 ñå÷åíèé A|A′ è B|B′ îïðåäå-

ëÿåòñÿ êàê ñå÷åíèå C|C ′, ó êîòîðîãî

C = {r ∈ Q : (r < 0) ∨ (r = ab, ãäå a ∈ A, b ∈ B)}

è C ′ = Q\C. Íà ïðîèçâåäåíèå ñå÷åíèé ïðîèçâîëüíîãî çíàêà ýòî îïðåäåëåíèå
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ îáû÷íûì ñïîñîáîì ñ ó÷åòîì çíàêîâ ñîìíîæèòåëåé.

Çäåñü ïðîäåìîíñòðèðîâàíî òîëüêî òî, êàêèì îáðàçîì ââîäÿòñÿ îñíîâíûå
ïîíÿòèÿ â ýòîé ìîäåëè ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Âîïðîñû êîððåêò-
íîñòè îïðåäåëåíèé è äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü óäîâëå-
òâîðÿåò âñåì ñâîéñòâàì, îïèñàííûì â ñèñòåìå àêñèîì îïðåäåëåíèÿ 1.25, íå
ðàññìàòðèâàëèñü (áîëåå ïîäðîáíî ñ ýòèì ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ ïî èíûì ëèòå-
ðàòóðíûì èñòî÷íèêàì, ñì., íàïðèìåð, [9]).

1Ñå÷åíèå A|A′ íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì, åñëè A|A′ ⩾ O|O′ (ñì. (1.10)).
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Äðóãèì ðàñïðîñòðàíåííûì ñïîñîáîì ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ìíîæåñòâà R
ÿâëÿåòñÿ ìåòîä áåñêîíå÷íûõ äðîáåé ïî êàêîìó-ëèáî îñíîâàíèþ. Òàêèå ðàçëî-
æåíèÿ ÷èñåë â áåñêîíå÷íûå äðîáè áóäóò ðàññìîòðåíû â ïîäï. 1.1.4.

Âàæíåéøèå ïîäìíîæåñòâà

Ïîäìíîæåñòâî A ⊂ R íàçîâåì èíäóêòèâíûì, åñëè

∀x ∈ A x+ 1 ∈ A.

Îïðåäåëåíèå 1.27. Íàèìåíüøåå èíäóêòèâíîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæà-
ùåå 1, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, îáîçíà÷åíèå N.

Â ýòîì îïðåäåëåíèè ¾íàèìåíüøåå¿ ïîíèìàåòñÿ ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâ.
Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ìíîæåñòâî èíäóêòèâíî è åäèíèöà åìó ïðèíàäëåæèò,
òî îíî ñîäåðæèò N.

Ïðÿìûì ñëåäñòâèåì îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿ-
åòñÿ óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ëåæèò â îñíîâå ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èí-
äóêöèè: åñëè ïîäìíîæåñòâî A ⊂ N òàêîâî, ÷òî 1 ∈ A è âìåñòå ñ ëþáûì
÷èñëîì x ∈ A ìíîæåñòâó A ïðèíàäëåæèò òàêæå x+ 1, òî A = N.

Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ÷àùå èñïîëüçóåòñÿ â ñëåäóþùåé ôîð-
ìóëèðîâêå: ïóñòü íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå P (n) âåðíî ïðè n = 1 è èç òîãî,
÷òî âåðíî P (n), ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü P (n+ 1), òîãäà P (n) ñïðàâåäëèâî
ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n.

Îïðåäåëåíèå 1.28. Ìíîæåñòâîì öåëûõ ÷èñåë Z íàçûâàåòñÿ

Z := N ∪ {0} ∪ {−n : n ∈ N} .

Îïðåäåëåíèå 1.29. Ìíîæåñòâî

Q :=
{
m · n−1 : m ∈ Z, n ∈ N

}

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q óäîâëåòâîðÿåò
ñèñòåìå àêñèîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñ åäèíñòâåííûì èçìåíåíèåì � àêñèîìó
ïîëíîòû ñëåäóåò çàìåíèòü íà ñëåäóþùóþ àêñèîìó Àðõèìåäà:

∀ r ∈ Q ∃n ∈ N n > r.

Ïîëó÷åííîé ñèñòåìîé àêñèîì ìíîæåñòâî Q îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ñ òî÷-
íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî áûëî äëÿ ìíîæåñòâà R.

Äëÿ ÷èñåë a, b ∈ R, a ⩽ b, ââåäåì ñåãìåíò (îòðåçîê) (ðèñ. 1.6):

[a, b] := {x ∈ R : a ⩽ x ⩽ b} ;
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b b
a [a, b] b

bc bc
a (a, b) b

Ðèñ. 1.6. Ñåãìåíò (îòðåçîê) è èíòåðâàë

ïðè a < b ââåäåì èíòåðâàë (ðèñ. 1.6):

(a, b) := {x ∈ R : a < x < b} ;

ïîëóèíòåðâàë (ïîëóñåãìåíò), îòêðûòûé ñëåâà (ðèñ. 1.7):

(a, b] := {x ∈ R : a < x ⩽ b} ;

ïîëóèíòåðâàë (ïîëóñåãìåíò), îòêðûòûé ñïðàâà (ñì. ðèñ. 1.7):

[a, b) = {x ∈ R : a ⩽ x < b} .

b bc
a [a, b) b

bc b
a (a, b] b

Ðèñ. 1.7. Ïîëóèíòåðâàëû (ïîëóñåãìåíòû)

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ a � ëåâûé êîíåö, à b � ïðàâûé. Îáùåå íàçâàíèå äëÿ òà-
êèõ ìíîæåñòâ � ïðîìåæóòêè, îáùåå îáîçíà÷åíèå � ⟨a, b⟩ (êîãäà íåèçâåñòíî
èëè íå âàæíî, ïðèíàäëåæàò ëè êîíöû ïðîìåæóòêó).

Åñëè íåèçâåñòíî, âûïîëíåíî ëè óñëîâèå a < b äëÿ êîíöîâ ïðîìåæóòêà
⟨a, b⟩, òî áóäåì çàïèñûâàòü åãî â âèäå ⟨a, b⟩∗ (çâåçäî÷êà ðàññòàâëÿåò â çàïèñè
êîíöû ïðîìåæóòêà â ïðàâèëüíîì ïîðÿäêå). Äðóãèìè ñëîâàìè,

⟨a, b⟩∗ =





⟨a, b⟩, a < b,

⟨a, b⟩, a > b.
(1.11)

Ââåäåì áåñêîíå÷íûå ïðîìåæóòêè:

(a, +∞) = {x ∈ R : a < x} , [a, +∞) = {x ∈ R : a ⩽ x} ,

(−∞, b) = {x ∈ R : x < b} , (−∞, b] = {x ∈ R : x ⩽ b}

è

R+ = {x ∈ R : x > 0} , (−∞,+∞) = R.
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Ãðàíèöû ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ

×èñëî M ∈ X èç ìíîæåñòâà X ⊂ R íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì äëÿ
X, åñëè

∀x ∈ X x ⩽ M.

Îáîçíà÷åíèå äëÿ ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà � maxX.
Àíàëîãè÷íî ýëåìåíò m ∈ X ìíîæåñòâà X ⊂ R íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëü-

íûì äëÿ X, åñëè

∀x ∈ X x ⩾ m.

Îáîçíà÷åíèå äëÿ ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà � minX.
Åñëè ìíîæåñòâî êîíå÷íî, òî îíî èìååò ìèíèìàëüíûé è ìàêñèìàëüíûé

ýëåìåíòû. Åñëè æå ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî, òî ýòî óæå íå âñåãäà òàê, â ÷åì
ëåãêî óáåäèòüñÿ íà ïðèìåðå èíòåðâàëà. Äàëåå îïðåäåëèì ïîäõîäÿùèå àíàëîãè
ýòèõ ïîíÿòèé äëÿ áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 1.30. ×èñëî M ∈ R íàçûâàåòñÿ âåðõíåé ãðàíèöåé
èëè ãðàíüþ ìíîæåñòâà X ⊂ R, åñëè

∀x ∈ X x ⩽ M.

Ìíîæåñòâî X ⊂ R íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñâåðõó, åñëè îíî èìå-
åò âåðõíþþ ãðàíèöó.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â îïðåäåëåíèè âåðõíåé ãðàíèöû ìíîæåñòâà íå òðåáóåò-
ñÿ, ÷òîáû îíà ïðèíàäëåæàëà ýòîìó ìíîæåñòâó.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè M ∈ R � âåðõíÿÿ ãðàíèöà ìíîæåñòâà X ⊂ R,
òî ëþáîå ÷èñëî M ′ > M òàêæå ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíèöåé äëÿ X. Èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿåò íàèìåíüøàÿ èç âåðõíèõ ãðàíèö: îíà áëèæå âñåõ êî ìíîæåñòâó.

Îïðåäåëåíèå 1.31. ×èñëî M ∈ R íàçûâàåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðà-
íèöåé ìíîæåñòâà X ⊂ R, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

1) ∀x ∈ X x ⩽ M ;
2) ∀M ′ < M ∃x ∈ X x > M ′.

Â îïðåäåëåíèè òî÷íîé âåðõíåé ãðàíèöû ìíîæåñòâà òàêæå íå òðåáóåòñÿ,
÷òîáû îíà ïðèíàäëåæàëà ýòîìó ìíîæåñòâó.

Òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà îáîçíà÷àåòñÿ supX, è äëÿ íåå èñïîëüçóåòñÿ òåð-
ìèí ñóïðåìóì (ëàò. supremum).

Ïåðâîå óñëîâèå â îïðåäåëåíèè 1.31 îçíà÷àåò, ÷òî supX � âåðõíÿÿ ãðà-
íèöà äëÿ X. Âòîðîå æå îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîå ìåíüøåå ÷èñëî âåðõíåé ãðàíèöåé
óæå íå ÿâëÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñóïðåìóì � ýòî íàèìåíüøàÿ âåðõíÿÿ ãðà-
íèöà ìíîæåñòâà.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî äàòü îïðåäåëåíèå òî÷íîé íèæíåé ãðàíèöû.
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Îïðåäåëåíèå 1.32. ×èñëî m ∈ R íàçûâàåòñÿ íèæíåé ãðàíèöåé
èëè ãðàíüþ ìíîæåñòâà X ⊂ R, åñëè

∀x ∈ X x ⩾ m.

Ìíîæåñòâî X ⊂ R íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñíèçó , åñëè îíî èìå-
åò íèæíþþ ãðàíèöó.

Îïðåäåëåíèå 1.33. ×èñëî m ∈ R íàçûâàåòñÿ òî÷íîé íèæíåé ãðà-
íèöåé ìíîæåñòâà X ⊂ R, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

1) ∀x ∈ X x ⩾ m;
2) ∀m′ > m ∃x ∈ X x < m′.

Òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà îáîçíà÷àåòñÿ infX, è äëÿ íåå èñïîëüçóåòñÿ òåð-
ìèí èíôèìóì (ëàò. in�mum).

Ïåðâîå óñëîâèå â îïðåäåëåíèè 1.33 îçíà÷àåò, ÷òî infX ÿâëÿåòñÿ íèæíåé
ãðàíèöåé äëÿ X. Âòîðîå æå îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîå áîëüøåå ÷èñëî íèæíåé ãðà-
íèöåé óæå íå ÿâëÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, èíôèìóì � ýòî íàèáîëüøàÿ íèæíÿÿ
ãðàíèöà ìíîæåñòâà.

Óïðàæíåíèå 1.12. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) infX è supX îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî;
2) åñëè âî ìíîæåñòâå X ⊂ R åñòü íàèáîëüøèé (íàèìåíüøèé) ýëåìåíò, òî

îí è áóäåò ñîâïàäàòü ñ supX (infX).

Åñëè ìíîæåñòâî X ⊂ R íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñâåðõó (ñíèçó), òî
óñëîâèìñÿ êðàòêî çàïèñûâàòü ýòî òàê:

supX = +∞ (ñîîòâåòñòâåííî infX = −∞).

Çäåñü âïåðâûå èñïîëüçîâàëñÿ ñèìâîë áåñêîíå÷íîñòè∞ â ðàâåíñòâå. Ïîä-
÷åðêíåì, îäíàêî, ÷òî ýòî ëèøü êðàòêàÿ çàïèñü âïîëíå îïðåäåëåííîãî ôàêòà
(íåîãðàíè÷åííîñòü X ñâåðõó èëè ñíèçó). Íèêàêèå ¾áåñêîíå÷íûå ÷èñëà¿ íå
ââîäèëèñü è ââîäèòüñÿ íå áóäóò. Èñïîëüçîâàíèå ñèìâîëîâ ∞ è ±∞ â êàæäîì
ñëó÷àå áóäåò îãîâàðèâàòüñÿ êîíêðåòíî âî èçáåæàíèå äâóñìûñëåííîñòåé.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê âàæíåéøåìó ñâîéñòâó ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë, êîòîðîå îáåñïå÷åíî àêñèîìîé ïîëíîòû èç îïðåäåëåíèÿ 1.25.

Òåîðåìà 1.1 (Äåäåêèíäà). Åñëè ìíîæåñòâî X ⊂ R íåïóñòî è îãðà-
íè÷åíî ñâåðõó (ñíèçó), òî ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ âåðõíÿÿ (ñîîòâåòñòâåííî
íèæíÿÿ) ãðàíèöà äëÿ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îãðàíè÷èìñÿ äîêàçàòåëüñòâîì ñóùåñòâîâàíèÿ supX
(îáîñíîâàíèå äðóãîé ÷àñòè òåîðåìû ðåêîìåíäóåòñÿ ïðîâåñòè ñàìîñòîÿòåëü-
íî). Îáîçíà÷èì Y ìíîæåñòâî âñåõ âåðõíèõ ãðàíèö äëÿ X, ïðè ýòîì ìíîæå-
ñòâî Y íå ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì, òàê êàê X îãðàíè÷åíî ñâåðõó. Òîãäà äëÿ ëþáûõ
x ∈ X è y ∈ Y âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî x ⩽ y.
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Â ñèëó àêñèîìû ïîëíîòû ñóùåñòâóåò ÷èñëî M òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ x ∈ X
è y ∈ Y âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà x ⩽ M ⩽ y. Ïîñêîëüêó x ⩽ M äëÿ âñåõ
x ∈ X, òî M � âåðõíÿÿ ãðàíèöà äëÿ X è M ∈ Y , à òàê êàê M ⩽ y äëÿ âñåõ
y ∈ Y , òî M � íàèìåíüøèé ýëåìåíò â Y , ò. å. M = supX. □

Îïðåäåëåíèå 1.34. Åñëè ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíî è ñâåðõó, è ñíèçó, òî
îíî íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì.

Â ÿâíîì âèäå îãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâà X ⊂ R îçíà÷àåò, ÷òî ñóùå-
ñòâóþò òàêèå ÷èñëà m ⩽ M , ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ X âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà
m ⩽ x ⩽ M .

Ïðèíöèï Àðõèìåäà è åãî ñëåäñòâèÿ

Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà íàòóðàëüíûõ è öåëûõ ÷èñåë, ñâÿçàííûå ñ àêñèî-
ìîé ïîëíîòû. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò çäåñü � ïðèíöèï Àðõèìåäà, âàæíûé ïðè
èçìåðåíèÿõ è âû÷èñëåíèÿõ. Îí áóäåò èñïîëüçîâàí òàêæå ïðè ïîñòðîåíèè ïî-
çèöèîííîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ â ñëåäóþùåì ïîäï. 1.1.4.

Ëåììà 1.1. Ïóñòü ìíîæåñòâî A ⊂ Z íåïóñòî è îãðàíè÷åíî ñâåðõó
(ñíèçó). Òîãäà â A åñòü ìàêñèìàëüíûé (ìèíèìàëüíûé) ýëåìåíò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî A îãðàíè÷åíî ñâåðõó è íåïóñòî. Ïî
òåîðåìå 1.1 ñóùåñòâóåò M = supA. Ïî îïðåäåëåíèþ 1.31 ñóùåñòâóåò òàêîé
ýëåìåíò n ∈ A, ÷òî M − 1 < n ⩽ M . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî n + 1 /∈ A è âñå
á�îëüøèå öåëûå ÷èñëà òàêæå íå âõîäÿò â A è n = M = maxA. □

Ëåììà 1.2 (ïðèíöèï Àðõèìåäà). Ïóñòü x > 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
h > 0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå n ∈ Z ñî ñâîéñòâîì

nh ⩽ x < (n+ 1)h.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî
{
k ∈ Z : k ⩽

x

h

}
îãðàíè÷åíî ñâåðõó è ïî

ëåììå 1.1 èìååò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò n ∈ Z. ×èñëî n ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì,
òàê êàê x < (n+ 1)h. □

Ïðèíöèï Àðõèìåäà ïðîèëëþñòðèðîâàí íà ðèñ. 1.8.

x
b

(n− 1)h nh (n+ 1)h (n+ 2)h

Ðèñ. 1.8. Ïðèíöèï Àðõèìåäà

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèëîæåíèÿ ýòîãî ïðèíöèïà äîêàæåì ñâîéñòâî ïëîò-
íîñòè ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q âî ìíîæåñòâå R. Òàê ÷àñòî íàçûâà-
þò ñâîéñòâî ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ñôîðìóëèðîâàííîå â ñëåäóþùåé
ëåììå.
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Ëåììà 1.3 (î ïëîòíîñòè Q â R). Äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
a, b ∈ R, a < b, ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî r ∈ Q, äëÿ êîòîðîãî
a < r < b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî n ∈ N
ñî ñâîéñòâîì

1

n
< b−a. Â ñàìîì äåëå, ïî ïðèíöèïó Àðõèìåäà äëÿ íåêîòîðîãî

n ∈ N âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 1 < n(b− a).
Âçÿâ òàêîå n è, ñíîâà èñïîëüçóÿ ïðèíöèï Àðõèìåäà, íàéäåì m ∈ Z òàê,

÷òîáû
m− 1

n
⩽ a <

m

n
. Òîãäà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

m

n
< b, òàê êàê èíà÷å

áûëî áû
m− 1

n
⩽ a < b ⩽

m

n
,

îòêóäà ñëåäîâàëî áû íåðàâåíñòâî
1

n
⩾ b−a, êîòîðîå ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó n.

Èòàê, ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî r =
m

n
óäîâëåòâîðÿåò íóæíûì òðåáîâàíèÿì. □

×àñòî èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ áîëåå âûðàçèòåëüíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ
ôîðìà ëåììû 1.3.

Ëåììà 1.4. Äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a, b ∈ R, a < b, ïåðåñå-
÷åíèå (a, b) ∩Q íåïóñòî.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ëþáîé èíòåðâàë (a, b) ⊂ R, a < b, ñîäåðæèò ðàöèî-
íàëüíîå ÷èñëî.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî èç ïðèíöèïà Àðõèìåäà âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå: äëÿ ëþáîãî x ∈ R ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå n ∈ Z ñî ñâîéñòâîì

n ⩽ x < n+ 1.

Ýòî ÷èñëî n (íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, ìåíüøåå ëèáî ðàâíîå x) íàçûâàåòñÿ
öåëîé ÷àñòüþ ÷èñëà x è îáîçíà÷àåòñÿ [x]. Ðàçíîñòü {x} = x− [x] íàçûâàåòñÿ
äðîáíîé ÷àñòüþ ÷èñëà x. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ÷èñëî x ∈ R ÿâëÿåòñÿ
ñóììîé ñâîèõ öåëîé è äðîáíîé ÷àñòåé:

x = [x] + {x}.

Ïîçèöèîííàÿ ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ

Ðàññìîòðèì ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé äëÿ êàæäîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà
ñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé è q-è÷íóþ çà-
ïèñü ÷èñëà. Äëÿ ýòîãî çàôèêñèðóåì ÷èñëî q ∈ N, q > 1, êîòîðîå áóäåì íàçû-
âàòü îñíîâàíèåì ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ.

Îïèøåì òåïåðü ïðîöåññ, ïîçâîëÿþùèé ïî ÷èñëó x > 0 îïðåäåëèòü åãî
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q-è÷íûå öèôðû, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû â q-è÷íîé çàïèñè ÷èñëà. Ïðè
ýòîì ïîä q-è÷íîé öèôðîé ïîíèìàåòñÿ ýëåìåíò ìíîæåñòâà

Nq = {0, 1, . . . , q − 1} . (1.12)

Èòàê, ïóñòü çàäàíî îñíîâàíèå 1 < q ∈ N ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ è x > 0.

Ëåììà 1.5. Ìíîæåñòâî
{
qk : k ∈ Z

}
íå îãðàíè÷åíî ñâåðõó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà åñëè M � òî÷íàÿ
âåðõíÿÿ ãðàíèöà ìíîæåñòâà (îíà ñóùåñòâóåò ïî òåîðåìå 1.1), òî íàéäåòñÿ
k ∈ Z, äëÿ êîòîðîãî M/q < qk è qk+1 > M � ïðîòèâîðå÷èå. □

Ëåììà 1.6. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà x ∈ R+ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
p ∈ Z, äëÿ êîòîðîãî

qp ⩽ x < qp+1. (1.13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî

Ax =
{
k ∈ Z : qk ⩽ x

}

íåïóñòî. Â ñàìîì äåëå, ïî ëåììå 1.5 ìíîæåñòâî
{
qk : k ∈ Z

}
íå îãðàíè÷åíî

ñâåðõó, ïîýòîìó íàéäåòñÿ k ∈ Z, äëÿ êîòîðîãî
1

x
< qk èëè q−k < x. Ñëåäîâà-

òåëüíî, −k ∈ Ax è Ax ̸= ∅.
Äàëåå îòìåòèì î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî k ⩽ 2k, ãäå k ∈ N (åãî ëåãêî

äîêàçàòü ïî èíäóêöèè èëè âûâåñòè èç ôîðìóëû äëÿ áèíîìà Íüþòîíà). Èç
ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî Ax îãðàíè÷åíî ñâåðõó. Â ñàìîì
äåëå, åñëè k ∈ Ax, òî ëèáî k ⩽ 0, ëèáî k ∈ N, òîãäà k ⩽ 2k ⩽ qk ⩽ x.

Òåïåðü êî ìíîæåñòâó Ax ìîæíî ïðèìåíèòü ëåììó 1.1, ñîãëàñíî êîòîðîé
â Ax ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò p ∈ Z. Òîãäà qp ⩽ x (òàê êàê p ∈ Ax)
è x < qp+1 (òàê êàê p+ 1 /∈ Ax). □

×èñëî p, îïðåäåëåííîå â ëåììå 1.6 (ðèñ. 1.9), íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ÷èñ-
ëà x ïî îñíîâàíèþ q.

qp−1 qp x
b

qp+1 qp+2

Ðèñ. 1.9. Âûáîð ïîðÿäêà p

Íàéäÿ ïîðÿäîê p ÷èñëà x òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà (1.13),
èñïîëüçóåì ëåììó 1.2 ñ h = qp, îïðåäåëÿÿ αp ∈ Nq òàê, ÷òîáû (ðèñ. 1.10)

αpq
p ⩽ x < αpq

p + qp.

Íà ñàìîì äåëå, αp ⩾ 1, ÷òî âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâ (1.13).
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qp 2qp . . . αpq
p x

b
(αp + 1)qp . . . qp+1

Ðèñ. 1.10. Âûáîð αp

Åñëè ñëåâà â ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâàõ � çíàê ðàâåíñòâà, òî ïîëîæèì

αp−1 = αp−2 = . . . = 0.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñíîâà ïðèìåíèì ëåììó 1.2 ê ÷èñëó x−αpq
p > 0 ñ h = qp−1,

îïðåäåëÿÿ αp−1 ∈ Nq òàê, ÷òîáû (ðèñ. 1.11)

αpq
p + αp−1q

p−1 ⩽ x < αpq
p + αp−1q

p−1 + qp−1.

αp−1q
p−1 x− αpq

p

b
(αp−1 + 1)qp−1

Ðèñ. 1.11. Âûáîð αp−1

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ ïî èíäóêöèè, ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

αp,αp−1, . . .

q-è÷íûõ öèôð αk ∈ Nq, k ⩾ p, ÷èñëà x. Ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë

rn =

p∑

k=p−n

αkq
k, n = 0, 1, . . . , (1.14)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

rn ⩽ x < rn + qp−n, n = 0, 1, . . . , (1.15)

ïðè÷åì åñëè ïðè íåêîòîðîì n ∈ N â (1.15) ñëåâà èìååò ìåñòî çíàê ðàâåíñòâà,
òî αk = 0 ïðè k ⩽ n− 1.

Ïðè îïèñàííîì àëãîðèòìå íå ìîæåò îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî âñå αk ðàâíû
q − 1, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî k. Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íå òàê è ñóùåñòâóåò òàêîå
n0 ∈ N, ÷òî ïðè âñåõ k < p− n0 áóäåò αk = q − 1. Òîãäà ïðè n ⩾ n0

rn =

p∑

k=p−n0

αkq
k +

p−n0−1∑

k=p−n

(q − 1)qk = rn0
+ qp−n0 − qp−n.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (1.15), ïîëó÷èì

rn0
+ qp−n0 − qp−n ⩽ x < rn0

+ qp−n0
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èëè

0 < rn0
+ qp−n0 − x ⩽ qp−n, qn ⩽

qp

rn0
+ qp−n0 − x

,

ïðè âñåõ n ⩾ n0. Ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê ìíîæåñòâî
{
qk : k ∈ Z

}
íå îãðà-

íè÷åíî ñâåðõó (ñì. ëåììó 1.5).
Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèìâîë

αpαp−1αp−2 . . . (αk ∈ Nq, αp > 0) (1.16)

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿë ïîñëåäîâàòåëüíîñòü rn, íåîáõîäèìî îòìåòèòü â íåì âå-
ëè÷èíó p� ïîðÿäîê ÷èñëà x. Óñëîâèìñÿ î ñëåäóþùåì ñîãëàøåíèè: åñëè p ⩾ 0,
òî ïîñëå α0 ñòàâèì òî÷êó (èëè çàïÿòóþ), åñëè æå p < 0, òî ñëåâà îò αp

äîïèñûâàåì |p| íóëåé è ïîñëå êðàéíåãî ëåâîãî ñòàâèì òî÷êó (èëè çàïÿòóþ).
Îáîçíà÷èì òåïåðü ÷åðåç Pq ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (1.16),

ïðè÷åì αk íå ìîãóò áûòü ðàâíûìè q − 1, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà (ó÷è-
òûâàÿ òàêæå ñîãëàøåíèå î òî÷êå-çàïÿòîé).

Óêàçàííûé íàìè àëãîðèòì çàäàåò îòîáðàæåíèå

f : R+ → Pq, (1.17)

ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå ïîëîæèòåëüíîìó ÷èñëó ñèìâîë (1.16). Ïîêàæåì, ÷òî
ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì è ñþðúåêòèâíûì.

Äîêàæåì èíúåêòèâíîñòü. Ïóñòü x ̸= x′ � äâà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà
(ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x > x′). Èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ αn è rn, ââå-
äåííûå âûøå äëÿ x. Ïóñòü òàêæå {r′n} è {α′

n} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñî-
îòâåòñòâóþùèå ÷èñëó x′. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî {αk} è {α′

k} � ðàçëè÷íûå ýëå-
ìåíòû Pq. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x è x′ èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê. Òîãäà èç
íåðàâåíñòâ (1.15), çàïèñàííûõ äëÿ ýòèõ ÷èñåë, è èç x > x′ âûòåêàåò, ÷òî

0 < x−x′ < rn− r′n+ qp−n. Âûáåðåì òåïåðü n ∈ N òàê, ÷òî qp−n <
x− x′

2
(ýòî

âîçìîæíî ïî ëåììå 1.5). Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî rn − r′n > 0 äëÿ âûáðàííîãî n.
Òàêèì îáðàçîì, {αk} è {α′

k} îòëè÷àþòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíèì ýëåìåíòîì.
Èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ (1.17) äîêàçàíà.

Äîêàæåì ñþðúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ (1.17). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (1.16) � ýëåìåíò Pq è p ∈ Z � åå ïîðÿäîê. Îïðåäåëèì ïî ôîðìóëàì
(1.14) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {rn}∞n=0. Òîãäà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

rn ⩽ rn+1 (n = 0, 1, . . .).

Êðîìå òîãî,

rn + qp−n ⩾ rn+1 + qp−n−1 (n = 0, 1, . . .),

ïðè÷åì åñëè αp−n−1 < q − 1, òî èìååò ìåñòî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî. Â ñàìîì
äåëå,

rn+1 + qp−n−1 = rn + αp−n−1q
p−n−1 + qp−n−1 ⩽
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⩽ rn + (q − 1)qp−n−1 + qp−n−1 = rn + qp−n

è çíàê íåðàâåíñòâà ñòðîãèé, åñëè αp−n−1 < q − 1.
Èç íåðàâåíñòâ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {rn}∞n=0 è {rn + qp−n}∞n=0 âûòå-

êàåò (ïîêàæèòå ýòî), ÷òî

rn ⩽ rm + qp−m (n,m = 0, 1, . . .).

Ïîýòîìó êî ìíîæåñòâàì X = {rn}∞n=0 è Y = {rn + qp−n}∞n=0 ìîæíî ïðèìå-
íèòü àêñèîìó ïîëíîòû: ñóùåñòâóåò ÷èñëî x ∈ R, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû
íåðàâåíñòâà

rn ⩽ x ⩽ rn + qp−n (n = 0, 1, . . .). (1.18)

Íà ñàìîì äåëå, çíàê ðàâåíñòâà ñïðàâà íåâîçìîæåí, òàê êàê αp−n−1 < q−1 äëÿ
áåñêîíå÷íî ìíîãèõ n ∈ N. Ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà (1.15) è
÷èñëî x ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì ýëåìåíòà (1.16) ïðè îòîáðàæåíèè (1.17). Ñþðú-
åêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ äîêàçàíà (1.17).

Èòàê, êàæäîìó ïîëîæèòåëüíîìó ÷èñëó x > 0 âçàèìíî îäíîçíà÷íî
ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå ñèìâîë âèäà αp . . .α0,α−1 . . ., åñëè p ⩾ 0, è
0, 0 . . . 0αp . . . (|p| íóëåé), åñëè p < 0. Îí íàçûâàåòñÿ q-è÷íîé ïîçèöèîííîé
çàïèñüþ ÷èñëà x. ×èñëó x < 0 óñëîâèìñÿ ñîïîñòàâëÿòü â êà÷åñòâå q-è÷íîé
ïîçèöèîííîé çàïèñè âçÿòûé ñî çíàêîì ìèíóñ ñèìâîë ÷èñëà −x. Ñèìâîëîì
÷èñëà 0 áóäåì ñ÷èòàòü ñèìâîë 0, 0 . . . .

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíà ïîçèöèîííàÿ q-è÷íàÿ ñèñòåìà çàïèñè äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë. Èñòîðè÷åñêè íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèå
10. Â èíôîðìàòèêå ïðèìåíÿåòñÿ äâîè÷íàÿ ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ, íî èñïîëüçó-
þòñÿ òàêæå âîñüìåðè÷íàÿ è øåñòíàäöàòåðè÷íàÿ.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ êàæäîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà x ∈ R ïî ôîð-
ìóëàì (1.14) ïîñòðîåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé
{rn}∞n=0, ïðè÷åì rn ïðèáëèæàåò x ñ òî÷íîñòüþ qp−n (ñì. (1.18)).

1.1.5. Ïîíÿòèå î ìîùíîñòè ìíîæåñòâà

Ðàâíîìîùíûå ìíîæåñòâà

Ñëåäóþùåå âàæíîå ïîíÿòèå ëåæèò â îñíîâå îáîáùåíèÿ ïðåäñòàâëåíèé î
êîëè÷åñòâå ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 1.35. Äâà íåïóñòûõ ìíîæåñòâà X è Y íàçûâàþòñÿ
ðàâíîìîùíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ X íà Y.

Ïóñòîå ìíîæåñòâî ðàâíîìîùíî ñàìîìó ñåáå è íå ðàâíîìîùíî íèêàêî-
ìó äðóãîìó ìíîæåñòâó.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàâíîìîùíîñòü ìíîæåñòâ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê òîò
ôàêò, ÷òî îíè èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ.
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî X èìååò n ∈ N ýëåìåíòîâ, åñëè îíî
ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó {1, 2, . . . , n}. Â ýòîì ñëó÷àå åãî ìîùíîñòü ðàâíà n.
Êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî êîíå÷íî, åñëè ïðè íåêîòîðîì n ∈ N îíî ðàâíîìîùíî
ìíîæåñòâó {1, 2, . . . , n}.

Ìîùíîñòüþ ìíîæåñòâà èëè åãî êàðäèíàëüíûì ÷èñëîì íàçûâàåò-
ñÿ êëàññ ìíîæåñòâ, ðàâíîìîùíûõ ýòîìó ìíîæåñòâó. Äëÿ ìîùíîñòè ìíîæå-
ñòâà áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå cardX. Ìîùíîñòü ïóñòîãî ìíîæåñòâà
ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíà íóëþ.

Çàïèñü cardX ⩽ cardY áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî X ðàâíîìîùíî íåêîòîðîìó
ïîäìíîæåñòâó ìíîæåñòâà Y . Åñëè ïðè ýòîì åùå X è Y íå ÿâëÿþòñÿ ðàâíî-
ìîùíûìè, òî áóäåì ïèñàòü, ÷òî cardX < cardY .

Ñìûñë ýòîé êîíñòðóêöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà ïîçâîëÿåò ñðàâíèâàòü
êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ âî ìíîæåñòâàõ, íå ïðèáåãàÿ ê èõ ïåðåñ÷åòó. Ïîíÿòèå
ìîùíîñòè îáîáùàåò ïîíÿòèå ¾êîëè÷åñòâà¿ ýëåìåíòîâ â êîíå÷íîì ìíîæåñòâå.

Âàæíåéøèå ìíîæåñòâà è èõ ìîùíîñòè

Äëÿ ìîùíîñòåé íåêîòîðûõ ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ ìíîæåñòâ èìåþòñÿ ñïå-
öèàëüíûå íàçâàíèÿ:

1) êëàññ, ñîäåðæàùèé ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅, íå ñîäåðæèò äðóãèõ ìíî-
æåñòâ; ýòà ìîùíîñòü íàçûâàåòñÿ íóëåâîé èëè íóëåì;

2) ïóñòü n ∈ N, âñå ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùèå ðîâíî èç n ýëåìåíòîâ, ïîïàäà-
þò â îäíó ìîùíîñòü � îíà íàçûâàåòñÿ n è ñîâïàäàåò ñ ïðèâû÷íûì ïîíÿòèåì
÷èñëà ýëåìåíòîâ â êîíå÷íîì ìíîæåñòâå;

3) êëàññ, ñîäåðæàùèé N, íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíîñòüþ; äðóãèìè ñëîâàìè, ìíî-
æåñòâî íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíûì, åñëè îíî ðàâíîìîùíî N;

4) êëàññ, ñîäåðæàùèé R, íàçûâàåòñÿ ìîùíîñòüþ êîíòèíóóìà.

Óïðàæíåíèå 1.13. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ðàâíîìîùíû:
1) N è Z;
2) N è Q;
3) [0, 1] è [a, b] (äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R, a < b);
4) (0, 1) è [0, 1];
5) (0, 1) è R.
Èç óïðàæíåíèÿ 1.13 âèäíî, ÷òî ìíîæåñòâà Z è Q ÿâëÿþòñÿ ñ÷åòíûìè.

Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ: ÿâëÿåòñÿ ëè ñ÷åòíûì R? Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà
äàåò îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ.

Òåîðåìà 1.2 (Êàíòîðà). cardN < cardR.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ âàæíîãî è ÷àñòî

èñïîëüçóåìîãî ïðèåìà, íîñÿùåãî íàçâàíèå ¾äèàãîíàëüíûé ïðîöåññ Êàí-
òîðà¿.
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Äîêàæåì, ÷òî èíòåðâàë (0, 1) íå ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì. Ïðåäïîëîæèì ïðî-
òèâíîå, ò. å. ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå f : N → (0, 1)
ìåæäó N è (0, 1). Ïóñòü f(n) = xn. Ðàññìîòðèì ¾òðîè÷íóþ¿ ïîçèöèîííóþ
çàïèñü êàæäîãî èç ÷èñåë1:

xn = 0,αn
1α

n
2 . . .αn

k . . . .

Ïîñòðîèì òåïåðü íîâóþ ïîçèöèîííóþ çàïèñü:

0,α1α2 . . .αk . . . ,

ãäå αk ̸= αk
k è αk ̸= 2. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòà òðîè÷íàÿ çàïèñü ñîîòâåòñòâóåò

íåêîòîðîìó ÷èñëó x ∈ (0, 1): â íåé âñå öèôðû îòëè÷íû îò 2 è ïî ïîðÿäêó
âèäíî, ÷òî x < 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòî ÷èñëî îòëè÷íî îò ëþáîãî èç xn.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó. □

Äîëãîå âðåìÿ îñòàâàëàñü íåðåøåííîé ¾êîíòèíóóì-ãèïîòåçà¿ (ïîñòàâëåí-
íàÿ åùå â 1877 ã. Êàíòîðîì, èçâåñòíàÿ åùå ïîä íàçâàíèåì ¾ïåðâàÿ ïðîáëå-
ìà Ãèëüáåðòà¿) î ñóùåñòâîâàíèè ìîùíîñòåé, ïðîìåæóòî÷íûõ ìåæäó ñ÷åòíî-
ñòüþ è êîíòèíóóìîì. Îêàçàëîñü, ÷òî íè êîíòèíóóì-ãèïîòåçó, íè åå îòðèöàíèå
íåâîçìîæíî äîêàçàòü â ðàìêàõ îáùåïðèíÿòîé àêñèîìàòèêè òåîðèè ìíîæåñòâ
Öåðìåëî � Ôðåíêåëÿ.

1Çäåñü è äàëåå èíäåêñû èíîãäà ïèøóòñÿ ñâåðõó. Íå ñëåäóåò ïóòàòü èõ ñ ïîêàçàòåëÿìè ñòåïåíåé.
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1.2. Òåîðèÿ ïðåäåëà

1.2.1. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ÷èñëà. Îêðåñòíîñòè

Îïðåäåëåíèå 1.36. Ìîäóëåì èëè àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé ÷èñëà
x ∈ R íàçûâàåòñÿ

|x| :=





x, åñëè x ⩾ 0,

−x, åñëè x < 0.
(1.19)

Ëåãêî ïîêàçàòü (óáåäèòåñü â ýòîì ñàìîñòîÿòåëüíî), ÷òî îïðåäåëåíèå ìî-
äóëÿ ìîæíî äàòü è â îäíó ñòðî÷êó:

|x| = max {x,−x} . (1.20)

Òåîðåìà 1.3 (ñâîéñòâà ìîäóëÿ). Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R âûïîëíåíî:

1) |x| ⩾ 0;
2) |x| = 0 ⇐⇒ x = 0;

3) |x+ y| ⩽ |x|+ |y|;
4) ||x| − |y|| ⩽ |x− y|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâà 1) è 2) î÷åâèäíû. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà 3)
ñíà÷àëà çàïèøåì äâà íåðàâåíñòâà � x ⩽ |x|, y ⩽ |y| (ñì. (1.20)) è ñëîæèì èõ:
x + y ⩽ |x| + |y|. Òî÷íî òàê æå èç íåðàâåíñòâ −x ⩽ |x| è −y ⩽ |y| ñëåäóåò,
÷òî −(x+ y) ⩽ |x|+ |y|. Òàêèì îáðàçîì, max {x+ y,−(x+ y)} ⩽ |x|+ |y|, è,
ñíîâà èñïîëüçóÿ (1.20), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî 3).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà 4) èç óæå äîêàçàííîãî ñâîéñòâà 3) âûâåäåì íåðàâåí-
ñòâî |x| = |(x− y) + y| ⩽ |y| + |x− y| èëè |x| − |y| ⩽ |x− y|. Ìåíÿÿ â íåì
ðîëÿìè x è y, ïîëó÷èì |y| − |x| ⩽ |x− y|. Ñëåäîâàòåëüíî,

||x| − |y|| = max {|x| − |y| ,−(|x| − |y|)} ⩽ |x− y| ,

è òåîðåìà äîêàçàíà. □
Óòâåðæäåíèå 3) òåîðåìû 1.3 íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà.

Ðàâåíñòâî â íåì âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x è y èìåþò îäèíàêî-
âûå çíàêè (ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî òàê).

Îïðåäåëåíèå 1.37. Îêðåñòíîñòüþ (ðèñ. 1.12) Ua ÷èñëà a ∈ R íàçî-
âåì ëþáîé èíòåðâàë (α,β) ⊂ R, ñîäåðæàùèé ýòî ÷èñëî. Èíòåðâàë

Ua(ε) := {x ∈ R : |x− a| < ε} = (a− ε, a+ ε)

áóäåì íàçûâàòü ε-îêðåñòíîñòüþ (ñì. ðèñ. 1.12) ÷èñëà a.
Ìíîæåñòâî U ◦

a = Ua \ {a} (U ◦
a (ε) = Ua(ε) \ {a}) áóäåì íàçûâàòü ïðî-

êîëîòîé (ε-)îêðåñòíîñòüþ ÷èñëà a (ðèñ. 1.13).
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( )b
α a β

Ua

( )b
a− ε a a− ε

Ua(ε)

Ðèñ. 1.12. Îêðåñòíîñòü è ε-îêðåñòíîñòü

( )bc
α a β

U◦
a

( )bc
a− ε a a− ε

U◦
a (ε)

Ðèñ. 1.13. Ïðîêîëîòûå îêðåñòíîñòè

Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Íàïîìíèì (ñì. ïðèìåð 1.2), ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (ñî çíà÷åíèÿìè â
X) íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ôóíêöèÿ a : N → X. Ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè) îáîçíà÷àþòñÿ an. Çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ñî çíà÷åíèÿìè âî ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 1.38. ×èñëî a ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {an} ⊂ R, åñëè (ðèñ. 1.14)

∀ ε > 0 ∃Nε ∈ N ∀n ⩾ Nε |an − a| < ε. (1.21)

a− ε
(

a
b

a+ ε
)

a1 an+1 an a2 a3

Ðèñ. 1.14

Äëÿ êðàòêîé çàïèñè ýòîãî èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ

a = lim
n→∞

an èëè an → a (n → ∞).

Èíäåêñ ó ÷èñëà Nε ïîä÷åðêèâàåò åãî çàâèñèìîñòü îò ε � ïðè èçìåíåíèè
ε ýòîò íîìåð áóäåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ìåíÿòüñÿ.

Íà ÿçûêå îêðåñòíîñòåé îïðåäåëåíèå 1.38 ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê:
â ëþáîé ε-îêðåñòíîñòè ïðåäåëà íàõîäÿòñÿ âñå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî.

Äðóãàÿ ôîðìóëèðîâêà (áåç ε): â ëþáîé îêðåñòíîñòè ïðåäåëà íàõîäÿòñÿ
âñå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèìè íîìåðàìè.

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë, òî îíà íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùåéñÿ.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñâîéñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäèòüñÿ (ðàñõîäèòü-
ñÿ) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì � îíî íå çàâèñèò îò ëþáîãî ÷èñëà ïåðâûõ
ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Áîëåå òî÷íî, åñëè çàìåíèòü ëþáîå êîíå÷íîå
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÷èñëî ïåðâûõ ýëåìåíòîâ ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëþáûìè äðóãèìè,
òî ïîëó÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåò òàêæå ñõîäèòüñÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðÿä ïðèìåðîâ, èëëþñòðèðóþùèõ îïðåäåëåíèå 1.38. Â
íåêîòîðûõ èç íèõ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëà äëÿ áèíîìà Íüþòîíà

(a+ b)n =
n∑

k=0

Ck
na

kbn−k, ãäå Ck
n :=

n!

k!(n− k)!
(1.22)

(÷èñëà Ck
n íàçûâàþòñÿ áèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè).

Òîëüêî ÷òî âïåðâûå áûëî èñïîëüçîâàíî îáùåïðèíÿòîå ìàòåìàòè÷åñêîå
îáîçíà÷åíèå äëÿ ñóììû: åñëè èìååòñÿ íàáîð a1, . . . , an ÷èñåë, òî äëÿ ñóììû
âñåõ ÷èñåë èç ýòîãî íàáîðà èñïîëüçóåòñÿ çíàê

n∑

k=1

ak := a1 + . . .+ an. (1.23)

Ïîäîáíîå îáîçíà÷åíèå ìîæíî ââåñòè è äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ

n∏

k=1

ak := a1 · · · an. (1.24)

Ïðèìåð 1.3. lim
n→∞

1

n
= 0.

Â ñàìîì äåëå, çàäàäèì ïðîèçâîëüíî ε > 0 è îáîçíà÷èì nε = [1/ε] + 1.
Òîãäà 1/nε < ε è äëÿ ëþáîãî n ⩾ nε âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∣∣∣∣
1

n
− 0

∣∣∣∣ =
1

n
⩽

1

nε
< ε.

Ïðèìåð 1.4. lim
n→∞

qn = 0, |q| < 1.

Îáîçíà÷èì δ = 1/|q|−1 > 0 è âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé áèíîìà Íüþòîíà
(1.22):

|qn − 0| = 1

(1/|q|)n =
1

(1 + δ)n
=

1
n∑

k=0

Ck
nδ

k

<
1

nδ
< ε

ïðè âñåõ n ⩾ nε, åñëè nε = [1/(δε)] + 1.

Ïðèìåð 1.5. lim
n→∞

nqn = 0, |q| < 1.

Çäåñü ðàññóæäàåì àíàëîãè÷íî ïðèìåðó 1.4, òîëüêî èñïîëüçóåì îöåíêó

n∑

k=0

Ck
nδ

k >
n(n− 1)

2
δ2.
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Ïðèìåð 1.6. lim
n→∞

n
√
n = 1.

Íåðàâåíñòâî | n
√
n − 1| < ε ðàâíîñèëüíî òàêîìó: n < (1 + ε)n. Ïîñëåäíåå

æå âûïîëíåíî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà â ñèëó ïðèìåðà 1.5.

Îáùèå ñâîéñòâà ïðåäåëà

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé (ñâåðõó, ñíèçó), åñëè
ìíîæåñòâî åå ýëåìåíòîâ îãðàíè÷åíî (ñâåðõó, ñíèçó).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} îãðàíè÷åíà, åñëè ñóùåñòâó-
þò òàêèå ÷èñëà m,M ∈ R, ÷òî äëÿ âñåõ n ∈ N âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

m ⩽ an ⩽ M.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ýòî ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ ÷èñëà
M > 0, äëÿ êîòîðîãî ïðè âñåõ n ∈ N

|an| ⩽ M.

×àñòî áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ èìåííî òàêàÿ ôîðìà îãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè.

Òåîðåìà 1.4. 1) Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.
2) Ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü a′ = lim
n→∞

an è a′′ = lim
n→∞

an, íî a′ ̸= a′′.

Ïîëîæèì ε = |a′ − a′′| /2 > 0 è äëÿ íåãî íàéäåì íîìåðà N ′
ε è N ′′

ε òàê,
÷òîáû |an − a′| < ε ïðè n ⩾ N ′

ε è |an − a′′| < ε ïðè n ⩾ N ′′
ε . Îáîçíà÷èì

n = max {N ′
ε, N

′′
ε }, òîãäà

|an − a′| < ε è |an − a′′| < ε.

Îòñþäà ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå

ε =
1

2
|a′ − a′′| ⩽ 1

2
(|an − a′|+ |an − a′′|) < ε.

2) Äëÿ ε = 1 íàéäåòñÿ òàêîå N ∈ N, ÷òî |an − a| < 1 ïðè âñåõ n ⩾ N .
Òîãäà

|an| ⩽ |an − a|+ |a| ⩽ 1 + |a| ïðè n ⩾ N.

Åñëè îáîçíà÷èòü M = max {|a1| , . . . , |aN−1| , |a|+ 1}, òî íåðàâåíñòâî
|an| ⩽ M âûïîëíåíî ïðè âñåõ n ∈ N. □
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Ïðåäåë è àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè

Åñëè {an} è {bn} � äâå ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî èõ ñóììîé,
ïðîèçâåäåíèåì è ÷àñòíûì íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{an + bn}, {anbn} è {an/bn} (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå äîëæíî áûòü bn ̸= 0 äëÿ
âñåõ n ∈ N).

Òåîðåìà 1.5. Ïóñòü {an} è {bn} � ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
a = lim

n→∞
an è b = lim

n→∞
bn, òîãäà

1) lim
n→∞

(an + bn) = a+ b;

2) lim
n→∞

anbn = ab;

3) åñëè bn ̸= 0, n ∈ N, è b ̸= 0, òî lim
n→∞

an
bn

=
a

b
.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Çàäàäèì ε > 0 è íàéäåì íîìåðàN ′
ε èN

′′
ε òàê, ÷òîáû

|an − a| < ε

2
ïðè n ⩾ N ′

ε è |bn − b| < ε

2
ïðè n ⩾ N ′′

ε .

Îáîçíà÷èì Nε = max {N ′
ε, N

′′
ε }, òîãäà

|an − a| < ε

2
, |bn − b| < ε

2
ïðè n ⩾ Nε.

Ïîýòîìó äëÿ n ⩾ Nε

|(an + bn)− (a+ b)| ⩽ |an − a|+ |bn − b| < ε

2
+
ε

2
= ε.

2) Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2) òåîðåìû 1.4 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} îãðàíè-
÷åíà, ò. å. ñóùåñòâóåò ÷èñëî A > 0 òàêîå, ÷òî |an| ⩽ A ïðè âñåõ n ∈ N.

Çàäàäèì ε > 0 è íàéäåì íîìåðà N ′
ε è N ′′

ε òàê, ÷òîáû

|an − a| ⩽ ε

2 (|b|+ 1)
ïðè n ⩾ N ′

ε è |bn − b| ⩽ ε

2A
ïðè n ⩾ N ′′

ε .

Îáîçíà÷èì Nε = max {N ′
ε, N

′′
ε }. Òîãäà ïîñëåäíèå äâà íåðàâåíñòâà âûïîëíåíû

îäíîâðåìåííî ïðè âñåõ n ⩾ Nε. Ïîýòîìó äëÿ òàêèõ n

|anbn − ab| = |(anbn − anb) + (anb− ab)| ⩽ |an| |bn − b|+ |b| |an − a| ⩽

⩽ A
ε

2A
+ |b| ε

2 (|b|+ 1)
<
ε

2
+
ε

2
= ε.

3) Íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N0 ∈ N, ÷òî

|bn − b| < |b|
2

ïðè n ⩾ N0.
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Ïîñêîëüêó |bn − b| ⩾ |b| − |bn|, èç ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷èì

|bn| ⩾
|b|
2

ïðè n ⩾ N0.

Çàäàäèì òåïåðü ε > 0 è íàéäåì íîìåðà N ′
ε è N ′′

ε òàê, ÷òîáû

|an − a| ⩽ |b| ε
4

ïðè n ⩾ N ′
ε è |bn − b| ⩽ |b|2 ε

4 |a| ïðè n ⩾ N ′′
ε .

Îáîçíà÷èì Nε = max {N0, N
′
ε, N

′′
ε }. Òîãäà ïðè âñåõ n ⩾ Nε

∣∣∣∣
an
bn

− a

b

∣∣∣∣ =
|anb− abn|
|b| |bn|

=
|(anb− ab) + (ab− abn)|

|b| |bn|
⩽

⩽
|an − a|
|bn|

+
|a| |bn − b|
|b| |bn|

⩽
2 |an − a|

|b| +
2 |a| |bn − b|

|b|2
<
ε

2
+
ε

2
= ε.

Ýòî ðàññóæäåíèå ñïðàâåäëèâî, åñëè a ̸= 0. Ïðè a = 0 äîêàçàòåëüñòâî
òîëüêî óïðîùàåòñÿ (ïðîâåäèòå åãî ñàìîñòîÿòåëüíî). □

Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â íåðàâåíñòâàõ

Òåîðåìà 1.6. Ïóñòü {an} è {bn} � ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
a = lim

n→∞
an è b = lim

n→∞
bn.

1) Åñëè a < b, òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, âûïîëíåíû íåðàâåí-
ñòâà an < bn, ò. å.

∃N ∈ N ∀n ⩾ N an < bn.

2) Åñëè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà an ⩽ bn,
òî a ⩽ b.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Âîçüìåì ε =
b− a

2
, òîãäà ìîæíî óêàçàòü íîìåð

N ∈ N òàê, ÷òî |an − a| < ε è |bn − b| < ε ïðè n ⩾ N . Â ÷àñòíîñòè, äëÿ
n ⩾ N

an − a < ε è − ε < bn − b,

ïîýòîìó an < a+ ε =
a+ b

2
= b− ε < bn.

2) Ïðåäïîëîæèâ ïðîòèâíîå, ñðàçó ïðèäåì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ óòâåðæäå-
íèåì 1). □

Îòìåòèì, ÷òî èç íåðàâåíñòâ an < bn íå ñëåäóåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ÷òî a < b.
Äëÿ ïðèìåðà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an = 1/n è bn = 0.

Â ÷àñòíîñòè, èç òåîðåìû 1.6 âûòåêàåò, ÷òî
1) åñëè a = lim

n→∞
an è an ⩾ 0, òî a ⩾ 0;

2) åñëè a > 0, òî an > 0, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà.
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Òåîðåìà 1.7 (î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ). Ïóñòü çàäàíû ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {an}, {bn} è {xn} è ïåðâûå äâå èç íèõ ñõîäÿòñÿ ê îäíîìó ïðåäåëó

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = a,

ïðè÷åì, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

an ⩽ xn ⩽ bn.

Òîãäà {xn} � ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è lim
n→∞

xn = a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäàäèì òåïåðü ε > 0 è íàéäåì íîìåðà N ′
ε è N ′′

ε òàê,
÷òîáû

|an − a| < ε ïðè n ⩾ N ′
ε è |bn − a| < ε ïðè n ⩾ N ′′

ε .

Îáîçíà÷èì Nε = max {N ′
ε, N

′′
ε }. Òîãäà ïðè âñåõ n ⩾ Nε

an > a− ε, bn < a+ ε,

ïîýòîìó
a− ε < an ⩽ xn ⩽ bn < a+ ε,

ò. å. |xn − a| < ε ïðè n ⩾ Nε. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî lim
n→∞

xn = a. □

Øóòî÷íîå íàçâàíèå ýòîé òåîðåìû îáúÿñíÿåòñÿ òàê: ¾ìèëèöèîíåðû¿ {an}
è {bn} èäóò â îòäåëåíèå a, ¾õóëèãàí¿ {xn}, íàõîäÿùèéñÿ ìåæäó íèìè, åñòå-
ñòâåííî, ïîïàäàåò òóäà æå.

Áåñêîíå÷íî ìàëûå è áåñêîíå÷íî áîëüøèå

Åñëè lim
n→∞

an = 0, òî {an} íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé.
Òåîðåìà 1.8. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà;
2) ñóììà êîíå÷íîãî ÷èñëà áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé �

áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü;
3) ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà îãðàíè÷åííóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäèòå ñàìîñòîÿòåëüíî � ýòî íåñëîæíî.

Îïðåäåëåíèå 1.39. Åñëè

∀A > 0 ∃NA ∈ N ∀n ⩾ NA |an| > A,

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé, áóäåì ïè-
ñàòü òîãäà lim

n→∞
an = ∞.
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Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò. Óñëîâèìñÿ çàïè-
ñûâàòü â òàêîì âèäå ôàêò ñïåöèàëüíîé ðàñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Åñëè {αn} � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîëîæèòåëüíàÿ (îò-
ðèöàòåëüíàÿ), íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, òî áóäåì ïèñàòü

lim
n→∞

an = +∞
(
lim
n→∞

an = −∞
)
.

Ñèìâîëû Ëàíäàó äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Ïóñòü {an} è {bn} � äâå ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïðè÷åì bn ̸= 0
äëÿ âñåõ n ∈ N.

Çàïèñü an = O (bn) (÷èòàåòñÿ ¾an åñòü O-áîëüøîå îò bn¿) îçíà÷àåò, ÷òî
{an/bn} � îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ò. å.

∃M > 0 ∀n ∈ N
∣∣∣∣
an
bn

∣∣∣∣ ⩽ M.

Çàïèñü an = o (bn) (÷èòàåòñÿ ¾an åñòü o-ìàëîå îò bn¿) îçíà÷àåò, ÷òî
{an/bn} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ò. å.

lim
n→∞

an
bn

= 0.

Çàïèñü an ≍ bn (÷èòàåòñÿ ¾an è bn ñëàáî ýêâèâàëåíòíû¿) îçíà÷àåò, ÷òî
îäíîâðåìåííî

an = O (bn) è bn = O (an) .

Çàïèñü an ∼ bn (÷èòàåòñÿ ¾an è bn ýêâèâàëåíòíû¿) îçíà÷àåò, ÷òî

lim
n→∞

an
bn

= 1.

Òàêèå òåðìèíû è îáîçíà÷åíèÿ îáû÷íî ïðèìåíÿþò ê ïàðå áåñêîíå÷íî ìà-
ëûõ èëè áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëÿ ñðàâíåíèÿ èõ ïîâåäå-
íèÿ1.

Âàæíåéøèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è èõ ñðàâíåíèå

Ðàññìîòðèì íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøèå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè è âûÿñíèì, êàêèå èç íèõ ðàñòóò áûñòðåå, à êàêèå ìåäëåííåå.
Ïðè ýòîì ðåçóëüòàòû áóäóò ñôîðìóëèðîâàíû â òåðìèíàõ ïðåäûäóùåãî ðàç-
äåëà.

1Îáû÷íî ââåäåííûå âûøå ñèìâîëû íàçûâàþò ñèìâîëàìè Ëàíäàó. Íà ñàìîì äåëå ñèìâîëû ¾O¿ è ¾o¿
ââåëè Áàõìàí è Ëàíäàó, ñèìâîë ¾∼¿ âïåðâûå èñïîëüçîâàë Äþáóà-Ðåéìîí (ñì. îá ýòîì â [1, ñ. 19]).
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Ñíà÷àëà ïåðå÷èñëèì ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ðàñïîëàãàÿ èõ â ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ ñêîðîñòè ðîñòà:

(loga n)
α, nβ, an, n!, nn.

Çäåñü α è β � ëþáûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, a > 1.
Äîêàæåì òåïåðü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

(loga n)
α = o

(
nβ
)
ïðè ëþáûõ α,β > 0, a > 1, (1.25)

nα = o (an) ïðè ëþáûõ α > 0, a > 1, (1.26)

an = o (n!) ïðè ëþáîì a > 1, (1.27)

n! = o (nn) . (1.28)

Äîêàæåì (1.25). Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

(loga n)
α

nβ
=

(
α

β

)α(
loga an
an

)α
, ãäå an = nβ/α.

Èòàê, íàäî äîêàçàòü, ÷òî lim
n→∞

loga an
an

= 0. Äëÿ ýòîãî çàäàäèì ε > 0, òîãäà

íåðàâåíñòâî
loga an
an

< ε ðàâíîñèëüíî òàêîìó: an < (aε)an. Îäíàêî

an
(aε)an

⩽ 2
[an]

(aε)[an]
< 1,

ïðè÷åì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n â
ñèëó ïðèìåðà 1.5, òàê êàê aε > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî (1.26) âûòåêàåò èç ïðèìåðà 1.5 è ðàâåíñòâà

nβ

an
=

(
n(

a1/β
)n
)β

.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (1.27) âîçüìåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî m > a. Òîãäà

an

n!
⩽

an

mn−m
= mm

( a

m

)n
,

è ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòîì ïðèìåðà 1.4.
Íàêîíåö, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (1.28) èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî

n!

nn
=

(n− 1)!

nn−1
<

1

n

è òåîðåìó 1.7.
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1.2.2. Ðàçëè÷íûå ôîðìû ïîëíîòû

Èç àêñèîìû ïîëíîòû (ñì. àêñèîìó 16) â îïðåäåëåíèè 1.25) ìíîæåñòâà
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë âûâåäåì ðÿä âàæíûõ óòâåðæäåíèé. Íåêîòîðûå èç íèõ
ìîãóò ñëóæèòü ýêâèâàëåíòíîé çàìåíîé ýòîé àêñèîìû äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Äðóãèå ïîñëóæàò îñíîâîé äëÿ äàëüíåéøèõ îáîáùå-
íèé, êîòîðûå ñûãðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ðàçâèòèè òîïîëîãèè è ôóíêöè-
îíàëüíîãî àíàëèçà. Â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå ýòè óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
áàçîâìè òåõíè÷åñêèìè ïðèåìàìè ïðè äîêàçàòåëüñòâàõ òåîðåì.

Ñòÿãèâàþùèåñÿ ñåãìåíòû

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåãìåíòîâ {In = [an, bn]}∞n=1 íàçûâàåòñÿ âëîæåí-
íîé, åñëè (ðèñ. 1.15)

In+1 ⊂ In, n ∈ N.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ ñåãìåíòîâ íàçûâàåòñÿ ñòÿãèâàþùåéñÿ, åñ-
ëè äîïîëíèòåëüíî

lim
n→∞

(bn − an) = 0.

an an+1 bn+1 bn

Ðèñ. 1.15. Âëîæåííûå ñåãìåíòû

Ëåììà 1.7 (Êàíòîðà î âëîæåííûõ ñåãìåíòàõ). Åñëè {In} � ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ ñåãìåíòîâ, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî, ïðèíàä-
ëåæàùåå âñåì ñåãìåíòàì, ò. å.

∞⋂

n=1

In ̸= ∅.

Åñëè {In} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòÿãèâàþùèõñÿ ñåãìåíòîâ, òî ýòî ÷èñëî
åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå âëîæåííîñòè ñåãìåíòîâ îçíà÷àåò âîçðàñòàíèå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} è óáûâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {bn}, ò. å.

an ⩽ an+1, bn+1 ⩽ bn (n ∈ N).

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

an ⩽ bm äëÿ âñåõ n,m ∈ N.

Â ñàìîì äåëå, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî an > bm ïðè íåêîòîðûõ n è m, òîãäà
an > bm ⩾ bn ïðè n > m è am ⩾ an > bm ïðè n < m, ÷òî íåâîçìîæíî.
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Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâà {an} è {bn} óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
àêñèîìû ïîëíîòû, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ÷èñëî c ∈ R, äëÿ êîòîðîãî

an ⩽ c ⩽ bm äëÿ âñåõ n, m ∈ N.

Â ÷àñòíîñòè, an ⩽ c ⩽ bn äëÿ âñåõ n ∈ N è c ∈ ⋂∞
n=1 In.

Â ñëó÷àå ñòÿãèâàþùèõñÿ ñåãìåíòîâ

0 ⩽ bn − c ⩽ bn − an → 0.

Ïî òåîðåìå 1.7 lim
n→∞

bn = c, çíà÷èò, òàêîå ÷èñëî c åäèíñòâåííî. □

Ïîêðûòèÿ

Ïóñòü S = {X} � íåêîòîðàÿ ñèñòåìà ìíîæåñòâ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî S
ïîêðûâàåò ìíîæåñòâî Y , åñëè

Y ⊂
⋃

X∈S
X.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà Y ïðèíàäëåæèò
ïî êðàéíåé ìåðå îäíîìó èç ìíîæåñòâ ñèñòåìû S. Â ýòîì ñëó÷àå S òàêæå
íàçûâàåòñÿ ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà Y .

Ëåììà 1.8 (Áîðåëÿ � Ëåáåãà). Èç ëþáîé ñèñòåìû èíòåðâàëîâ, ïî-
êðûâàþùåé ñåãìåíò, ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íóþ ïîäñèñòåìó èíòåðâàëîâ,
ïîêðûâàþùóþ ýòîò ñåãìåíò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S � ñèñòåìà èíòåðâàëîâ, ïîêðûâàþùàÿ ñåã-
ìåíò I = [a, b]. Äîïóñòèì, ÷òî I íå ïîêðûâàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì èíòåðâà-
ëîâ èç S. Òîãäà îäíà èç åãî ïîëîâèí � [a, (a+ b)/2] èëè [(a+ b)/2, b] � òàêæå
íå ïîêðûâàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì èíòåðâàëîâ èç S. Îáîçíà÷èì ýòó ïîëîâè-
íó I1 = [a1, b1]. Îäíà èç ïîëîâèí I1 òàêæå íå ïîêðûâàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì
èíòåðâàëîâ èç S � ïóñòü ýòî I2 = [a2, b2]. Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ ïî èíäóêöèè,
ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåãìåíòîâ {In = [an, bn]} ñî ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè:

1) {In} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ ñåãìåíòîâ;
2) bn − an = 2−n(b− a);
3) In íå ïîêðûâàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì ìíîæåñòâ èç S.
Ïî ëåììå Êàíòîðà ñóùåñòâóåò òî÷êà c, ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì In. Òàê êàê

c ∈ I, òî íàéäåòñÿ èíòåðâàë (α,β) ∈ S, ñîäåðæàùèé òî÷êó c. Îáîçíà÷èì
ε = min {c− α,β− c} > 0, òîãäà bn − an < ε äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n.
Îòñþäà In ⊂ (α,β) äëÿ òàêèõ n è In ïîêðûâàåòñÿ îäíèì (!) èíòåðâàëîì èç
S. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî êàæäûé In íå ïîêðûâàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì
èíòåðâàëîâ èç ïîêðûòèÿ. □
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Îòìåòèì, ÷òî èç ïîêðûòèÿ èíòåðâàëà èíòåðâàëàìè êîíå÷íîå ïîäïîêðû-
òèå ìîæíî âûäåëèòü íå âñåãäà. Â ñàìîì äåëå,

(0, 1) =
∞⋃

n=1

(
1

n
, 1

)
,

è íèêàêîå êîíå÷íîå ÷èñëî èíòåðâàëîâ èç îáúåäèíåíèÿ ñïðàâà íå ïîêðûâàåò
èíòåðâàë (0, 1).

Ïðåäåëüíûå òî÷êè

Îïðåäåëåíèå 1.40. ×èñëî x ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé
ìíîæåñòâà X ⊂ R, åñëè â ëþáîé îêðåñòíîñòè x íàõîäèòñÿ áåñêîíå÷íî
ìíîãî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X.

Óïðàæíåíèå 1.14. Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëåíèå ïðåäåëüíîé òî÷êè ìíî-
æåñòâà ðàâíîñèëüíî êàæäîìó èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

1) â ëþáîé îêðåñòíîñòè x åñòü ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ýëåìåíò èç X, îò-
ëè÷íûé îò x;

2) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ðàçëè÷íûõ òî÷åê ìíîæåñòâà X,
ñõîäÿùàÿñÿ ê x.

Ëåììà 1.9 (Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà). Êàæäîå áåñêîíå÷íîå îãðà-
íè÷åííîå ìíîæåñòâî X ⊂ R èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó ïðåäåëüíóþ òî÷-
êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê X îãðàíè÷åíî, òî ñóùåñòâóåò ñåãìåíò [a, b],
ñîäåðæàùèé ýòî ìíîæåñòâî: X ⊂ [a, b].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X íå èìååò ïðåäåëüíûõ òî÷åê. Â ÷àñòíîñòè, êàæäàÿ
òî÷êà x ∈ [a, b] íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ X. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî
x ∈ [a, b] ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Ux (ñì. îïðåäåëåíèå 1.37) ýòîé òî÷êè, â
êîòîðîé ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê èç X.

Ñåìåéñòâî èíòåðâàëîâ {Ux : x ∈ [a, b]} ïîêðûâàåò ñåãìåíò [a, b]. Ïî ëåì-
ìå 1.8 Áîðåëÿ � Ëåáåãà ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå Ux1

, Ux2
, . . . , Uxn

îòðåçêà [a, b], â ÷àñòíîñòè, ýòè èíòåðâàëû ïîêðûâàþò X. Â òî æå âðåìÿ â
êàæäîì èíòåðâàëå Uxk

, k = 1, . . . , n, åñòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ èç
X, à ìíîæåñòâî X áåñêîíå÷íî � ïðîòèâîðå÷èå. □

Êðèòåðèé Êîøè

Èñïîëüçîâàíèå îïðåäåëåíèÿ 1.38 ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ ïðî-
âåðêè åå ñõîäèìîñòè íå âñåãäà óäîáíî. Åñëè ñ åãî ïîìîùüþ ïûòàòüñÿ äîêà-
çàòü ñõîäèìîñòü, òî íåîáõîäèìî çàðàíåå çíàòü, ÷åìó ðàâåí ïðåäïîëàãàåìûé
ïðåäåë. Åñëè æå íóæíî äîêàçàòü ðàñõîäèìîñòü, òî ïðèäåòñÿ äîêàçûâàòü, ÷òî
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íèêàêîå ÷èñëî íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì. Ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â
îòûñêàíèè ¾âíóòðåííèõ óñëîâèé¿, ïîçâîëÿþùèõ ñóäèòü î ñõîäèìîñòè, îñíî-
âûâàÿñü òîëüêî íà èíôîðìàöèè î ïîâåäåíèè ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1.41. ×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàåòñÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé (ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè), åñëè

∀ ε > 0 ∃Nε ∈ N ∀n,m ⩾ Nε |an − am| < ε. (1.29)

Óñëîâèå ôóíäàìåíòàëüíîñòè ìîæíî ïåðåïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîì âèäå:

∀ ε > 0 ∃Nε ∈ N ∀n ⩾ Nε ∀ p ∈ N |an − an+p| < ε.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëü-

íîé. Â ñàìîì äåëå, ïî ε > 0 íàéäåì Nε ∈ N òàê, ÷òîáû |an − a| < ε

2
ïðè

n ⩾ Nε. Òîãäà ïðè n,m ⩾ Nε

|an − am| ⩽ |an − a|+ |am − a| < ε

2
+
ε

2
= ε.

Ãîðàçäî âàæíåå òî, ÷òî ñïðàâåäëèâî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.9 (êðèòåðèé Êîøè). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ⊂ R ñõî-
äèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ôóíäàìåíòàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíäàìåíòàëüíîñòü ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
îòìå÷àëàñü ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû. Äîêàæåì îáðàòíîå.

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷å-
íà. Äëÿ ε > 0 íàéäåì íîìåð Nε ∈ N òàê, ÷òîáû

|an − am| <
ε

2
ïðè n,m ⩾ Nε

èëè ïðè m = Nε:

aNε
− ε

2
< an < aNε

+
ε

2
ïðè n ⩾ Nε (1.30)

(îòñþäà ïðè ε = 1 ëåãêî ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü {an} � ñì. äîêàçàòåëüñòâî
÷àñòè 2) òåîðåìû 1.4).

Äàëåå ââåäåì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

an = inf {ak : k ⩾ n} , an = sup {ak : k ⩾ n} .

ßñíî, ÷òî an óáûâàåò, à an âîçðàñòàåò. Òîãäà {[an, an]} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âëîæåííûõ ñåãìåíòîâ, ïðè÷åì

an ⩽ am ⩽ an ïðè m ⩾ n.
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Ïî ëåììå Êàíòîðà íàéäåòñÿ òî÷êà a ∈ R, îáùàÿ äëÿ âñåõ ñåãìåíòîâ, ò.
å.

an ⩽ a ⩽ an ïðè n ⩾ 1.

Èòàê, ïðè n ⩾ Nε âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (ñì. (1.30))

|an − a| ⩽ an − an ⩽ aNε
− aNε

⩽
ε

2
< ε ïðè n ⩾ Nε. □

Ïðèìåð 1.7. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Hn := 1 +
1

2
+ . . .+

1

n
=

n∑

k=1

1

k
(1.31)

è ïîêàæåì ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ Êîøè, ÷òî îíà ðàñõîäèòñÿ.

Â ñàìîì äåëå,

H2n −Hn =
2n∑

k=n+1

1

k
⩾

2n∑

k=n+1

1

2n
=

1

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∃ ε > 0 ∀N ∃m ⩾ n ⩾ N |Hm −Hn| ⩾ ε

(ìîæíî âçÿòü ε = 1/2, m = 2N , n = N). Ïîëó÷åíî îòðèöàíèå óòâåðæäåíèÿ
î òîì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Hn ôóíäàìåíòàëüíà. Â ñèëó êðèòåðèÿ Êîøè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Hn} ðàñõîäèòñÿ.

1.2.3. Ìîíîòîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ïðåäåë ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå 1.42. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ⊂ R íàçûâàåòñÿ âîç-
ðàñòàþùåé (óáûâàþùåé), åñëè

an ⩽ an+1 (an ⩾ an+1) ïðè n ⩾ 1.

Åñëè ýòè íåðàâåíñòâà ñòðîãèå, òî {an} íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âîçðàñ-
òàþùåé (ñîîòâåòñòâåííî ñòðîãî óáûâàþùåé).

×àñòî ïðèìåíÿþò îáúåäèíÿþùèå òåðìèíû: ¾ìîíîòîííàÿ¿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü � äëÿ óáûâàþùåé è âîçðàñòàþùåé, à òàêæå ¾ñòðîãî ìîíîòîí-
íàÿ¿ � äëÿ ñòðîãî óáûâàþùåé è ñòðîãî âîçðàñòàþùåé.
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Òåîðåìà 1.10. Ïóñòü {an} � âîçðàñòàþùàÿ (óáûâàþùàÿ) ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) {an} ñõîäèòñÿ;
2) {an} îãðàíè÷åíà ñâåðõó (ñíèçó).
Ïðè ýòîì

lim
n→∞

an = sup {an}
(
lim
n→∞

an = inf {an}
)
. (1.32)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå 1) =⇒ 2) ñïðàâåäëèâî è áåç ïðåäïîëî-
æåíèÿ î ìîíîòîííîñòè (ñì. ÷àñòü 2) òåîðåìû 1.4).

Óòâåðæäåíèå 2) =⇒ 1) äîêàæåì äëÿ âîçðàñòàþùèõ {an}. Äëÿ óáûâàþ-
ùèõ îíî òàêîå æå (ïðîâåäèòå åãî ñàìîñòîÿòåëüíî).

ÏóñòüM = sup {an}. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíèöû äëÿ
ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð Nε, ÷òî aNε

> M − ε. Ïîýòîìó â ñèëó
ìîíîòîííîñòè ïðè n ⩾ Nε

M − ε < aNε
⩽ an ⩽ M è 0 ⩽ M − an < ε. □

×èñëî Ýéëåðà

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

an =

(
1 +

1

n

)n

. (1.33)

Ïðè âîçðàñòàíèè n îñíîâàíèå ñòåïåíè ñòàíîâèòñÿ âñå áëèæå ê åäèíèöå, à
ïîêàçàòåëü ñòåïåíè n íåîãðàíè÷åí. Ïîýòîìó àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðåäñêàçóåìî, ïî êðàéíåé ìåðå ñ ïåðâîãî âçãëÿäà. Òåì
íå ìåíåå îíà âåäåò ñåáÿ äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíî è, â ÷àñòíîñòè, ñõîäèòñÿ. Â
ýòîì áóäåò ñîñòîÿòü ñîäåðæàíèå ñëåäóþùåé òåîðåìû 1.11.

Ïðåäåë ýòîé çàìå÷àòåëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (îáîçíà÷àåòñÿ e è íà-
çûâàåòñÿ ÷èñëîì Ýéëåðà) èìååò íå ìåíüøåå çíà÷åíèå â ìàòåìàòèêå, ÷åì
çíàìåíèòîå ÷èñëî π (îòíîøåíèå äëèíû ëþáîé îêðóæíîñòè ê åå äèàìåòðó).

Ìåæäó ýòèìè äâóìÿ âåëèêèìè ÷èñëàìè ñóùåñòâóåò òåñíàÿ ñâÿçü. Íà÷è-
íàþùèé ìàòåìàòèê óäèâèòñÿ, ÷òî π è e îáû÷íî äåéñòâóþò ñîâìåñòíî â ñà-
ìûõ ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàêîíàõ1. Íî îí íåîäíîêðàòíî áóäåò èìåòü
âîçìîæíîñòü óáåäèòüñÿ â ýòîì ïðè èçó÷åíèè òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è äðóãèõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.33) ïîíàäîáèòñÿ
âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

1Òåì íå ìåíåå äî ñèõ ïîð íèêîìó íå èçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ ëè ðàöèîíàëüíûì ÷èñëî π− e.
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Ëåììà 1.10 (íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè). Äëÿ ëþáûõ α > −1 è n ∈ N
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(1 + α)n ⩾ 1 + αn. (1.34)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè. Ïðè n = 1 ýòî íåðàâåíñòâî
î÷åâèäíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî âåðíî äëÿ n, òîãäà

(1 + α)n+1 = (1 + α)n(1 + α) ⩾ (1 + nα)(1 + α) =

= 1 + nα+ α+ nα2 ⩾ 1 + (n+ 1)α.

Ñëåäîâàòåëüíî, îíî âåðíî äëÿ n+ 1. □

Òåîðåìà 1.11. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1.33) ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà (1.22), ïîëó÷èì

an =
n∑

k=0

Ck
nn

−k = 2 +
n∑

k=2

Ck
nn

−k = 2 +
n∑

k=2

1

k!

n

n

n− 1

n
. . .

n− k + 1

n
=

= 2 +
n∑

k=2

1

k!

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− k − 1

n

)
.

Êàæäîå ñëàãàåìîå â ïîñëåäíåé ñóììå óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì n è ÷èñëî ñëà-
ãàåìûõ òàêæå óâåëè÷èâàåòñÿ, ïîýòîìó {an} âîçðàñòàåò.

Êðîìå òîãî, â ñèëó î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà k! ⩾ 2k−1

an ⩽ 2 +
n∑

k=2

2−k+1 = 3− 2−(n−1) < 3

è {an} îãðàíè÷åíà. Ïî òåîðåìå 1.10 {an} ñõîäèòñÿ.
Ïðèâåäåì òåïåðü äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñõîäèìîñòü ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè bn =

(
1 +

1

n

)n+1

. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè (1.34), ïî-

ëó÷èì
bn
bn+1

=

(
1 +

1

n2 + 2n

)n+1

· n+ 1

n+ 2
>

>

(
1 +

n+ 1

n(n+ 2)

)
· n+ 1

n+ 2
=

n3 + 4n2 + 4n+ 1

n3 + 4n2 + 4n
> 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, {bn} � óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Êðîìå òîãî, î÷åâèä-
íî, ÷òî îíà îãðàíè÷åíà ñíèçó íóëåì. Ïî òåîðåìå 1.10 {bn} ñõîäèòñÿ. Òàê êàê
bn = an (1 + 1/n), òî ïî òåîðåìå 1.5 {an} òàêæå ñõîäèòñÿ. □

Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.33) íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì Ýéëåðà è îáî-
çíà÷àåòñÿ e.
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Àñèìïòîòèêà íåêîòîðûõ ñóìì

Îòìåòèì, ÷òî ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.11 ïîêàçûâàåò, ÷òî ñïðà-
âåäëèâû íåðàâåíñòâà

(
1 +

1

n

)n

< e <

(
1 +

1

n

)n+1

, n ⩾ 2. (1.35)

Èñïîëüçóÿ èõ, äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î ïîâåäåíèè ðàñõîäÿùèõñÿ
ñóìì (ñì. ïðèìåð 1.7):

Hn =
n∑

k=1

1

k
.

Òåîðåìà 1.12. Ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî C ∈ R, ÷òî
n∑

k=1

1

k
∼ ln(n+ 1) + C + εn, ãäå εn = O

(
1

n

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîëîãàðèôìèðóåì íåðàâåíñòâà (1.35):

1

n+ 1
< ln

(
1 +

1

n

)
<

1

n
, n ⩾ 2. (1.36)

Äàëåå, ñóììèðóÿ ýòè íåðàâåíñòâà, ïðèäåì ê ñîîòíîøåíèÿì

n+1∑

k=1

1

k
− 1 < ln(n+ 1) <

n∑

k=1

1

k
(1.37)

èëè

0 < an :=
n∑

k=1

1

k
− ln(n+ 1) < 1.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an îãðàíè÷åíà.
Ðàññìîòðèì ðàçíîñòè

an+1 − an =

[
n+1∑

k=1

1

k
− ln(n+ 2)

]
−
[

n∑

k=1

1

k
− ln(n+ 1)

]
=

=
1

n+ 1
− ln

n+ 2

n+ 1
=

1

n+ 1
− ln

(
1 +

1

n+ 1

)
> 0.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî â ñèëó (1.36). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü an ñòðîãî âîçðàñòàåò. Ïî òåîðåìå 1.10 ñóùåñòâóåò limn→∞ an = C.

62



Íàêîíåö, ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â âèäå

0 < ak+1 − ak =
1

k + 1
− ln

(
1 +

1

k + 1

)
<

1

k + 1
− 1

k + 2
.

Ñíîâà áûëî èñïîëüçîâàíî (1.36). Ïðîñóììèðóåì ýòî íåðàâåíñòâî ïî âñåì
k = n, n+ 1, . . . , n+ p− 1:

0 < an+p − an <
1

n+ 1
− 1

n+ p+ 1

è, ïåðåéäÿ çäåñü ê ïðåäåëó ïðè p → ∞, ïîëó÷èì

0 < εn := C − an ⩽
1

n+ 1
. □

Íåñêîëüêî ïîçæå (ñì. ïîäï. 1.5.8) áóäåò íàéäåí îáùèé ìåòîä ïîëó÷åíèÿ
àñèìïòîòèê ïîäîáíûõ ñóìì.

×èñëî C, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî óñòàíîâëåíî â òåîðåìå 1.12, òàêæå íà-
çûâàåòñÿ ÷èñëîì Ýéëåðà. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ëåãêî âûâåñòè íåðàâåí-
ñòâà 0 < C < 11.

1.2.4. ×àñòè÷íûå ïðåäåëû

Ëåììà Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà

Ïóñòü {an} ⊂ R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è n1 < n2 < . . . � ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà {ank

} íàçûâàåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ äëÿ {an}.

Îïðåäåëåíèå 1.43. ×èñëî a ∈ R íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðåäå-
ëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, åñëè äëÿ íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{ank

}
lim
k→∞

ank
= a.

Ëåììà 1.11 (Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà). Êàæäàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ÷àñòè÷íûé ïðåäåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ â ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {an} êîíå÷íî, òî ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç íèõ âñòðå÷àåòñÿ â ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç, ò. å. ank

= a äëÿ íåêîòîðîé ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè èíäåêñîâ {nk} è ñóùåñòâóåò lim

k→∞
ank

= a.

Åñëè ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ â {an} áåñêîíå÷íî, òî ïî ëåììå 1.9
Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà ýòî ìíîæåñòâî èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó a. Ïóñòü n1

òàêîâî, ÷òî |an1
− a| < 1. Åñëè íîìåðà n1 < n2 < . . . < nk−1 óæå ïîñòðîåíû,

òî íàéäåì nk òàê, ÷òîáû nk > nk−1 è |ank
− a| < 1/k. Òîãäà lim

k→∞
ank

= a. □

1Äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ ëè ÷èñëî C èððàöèîíàëüíûì.
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Âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû

Îïðåäåëåíèå 1.44. Òî÷íàÿ âåðõíÿÿ (íèæíÿÿ) ãðàíèöà ìíîæåñòâà
÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàåòñÿ åå
âåðõíèì (ñîîòâåòñòâåííî íèæíèì) ïðåäåëîì è îáîçíà÷àåòñÿ1

lim
n→∞

an

(
ñîîòâåòñòâåííî lim

n→∞
an

)
.

Ñóùåñòâîâàíèå âåðõíåãî è íèæíåãî ïðåäåëîâ ó îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè îáåñïå÷èâàåòñÿ òåîðåìîé 1.1 è ëåììîé 1.11.

Ñóòü âåðõíåãî è íèæíåãî ïðåäåëîâ õîòü è âûðàæåíà â îïðåäåëåíèè âåñü-
ìà êðàòêî, íî òåì íå ìåíåå ñêðûâàåòñÿ çà òåðìèíîëîãèåé, ÷òî çàòðóäíÿåò
èñïîëüçîâàíèå ýòèõ ïîíÿòèé. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò áîëåå ÿñíîå âû-
ðàæåíèå ñîäåðæàíèÿ ïîíÿòèÿ âåðõíåãî ïðåäåëà.

Òåîðåìà 1.13. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} îãðàíè÷åíà. Òîãäà
1) lim

n→∞
an ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì;

2) ∀ ε > 0 ∃Nε ∀n ⩾ Nε an < lim
n→∞

an + ε.

Âåðõíèé ïðåäåë lim
n→∞

an � åäèíñòâåííîå ÷èñëî ñî ñâîéñòâàìè 1) è 2).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü L � ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ äëÿ
{an}, òîãäà L ̸= ∅ ïî ëåììå 1.11. Îáîçíà÷èì

a = lim
n→∞

an = supL.

Ïî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíèöû íàéäåòñÿ òàêîå a ∈ L, ÷òî
a− 1 < a ⩽ a. Ïî îïðåäåëåíèþ ÷àñòè÷íîãî ïðåäåëà ìîæíî óêàçàòü íîìåð n1

òàê, ÷òî |a− an1
| < 1, òîãäà |a− an1

| < 2. Åñëè íîìåðà n1 < n2 < . . . < nk−1

óæå ïîñòðîåíû, òî nk > nk−1 îïðåäåëèì òàê: ñóùåñòâóåò a ∈ L ñî ñâîéñòâîì
a − 1/k < a ⩽ a è íàéäåòñÿ íîìåð nk > nk−1 ñî ñâîéñòâîì |a− ank

| < 1/k,
òîãäà |a− ank

| < 2/k. Òàêèì îáðàçîì, ïî èíäóêöèè ïîñòðîåíà ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {ank

}, äëÿ êîòîðîé lim
k→∞

ank
= a.

2) Åñëè äîïóñòèòü ïðîòèâíîå, ò. å.

∃ ε0 > 0 ∀N ∃n ⩾ N an > a+ ε0,

òî ïî èíäóêöèè ëåãêî ñòðîèòñÿ òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ank
}, ÷òî

ank
> a + ε0. Èç îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ank

} ìîæíî âûäåëèòü
ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü anki

→ a ⩾ a + ε0 (ñì. òåîðåìó 1.6). Ýòî
ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî a = supL.

1Â àíãëîÿçû÷íîé ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå âìåñòî lim è lim èñïîëüçóþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî îáîçíà÷å-
íèÿ lim sup è lim inf.
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Åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü ÷èñëî a òàêîâî, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðå-
äåëîì äëÿ {an} è

∀ ε > 0 ∃Nε ∀n ⩾ Nε an < a+ ε.

Äîêàæåì, ÷òî a = maxL. Ïóñòü a ∈ L è lim
k→∞

ank
= a, òîãäà ïî òåîðåìå 1.6

èç íåðàâåíñòâ ank
< a + ε ñëåäóåò a ⩽ a + ε. Çäåñü ε > 0 � ëþáîå, ïîýòîìó

a ⩽ a. Òàêèì îáðàçîì, a � ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò â L. □
Ïîäîáíîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî, êîíå÷íî, è äëÿ íèæíåãî ïðåäåëà.

Òåîðåìà 1.14. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} îãðàíè÷åíà. Òîãäà
1) lim

n→∞
an ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì;

2) ∀ ε > 0 ∃Nε ∀n ⩾ Nε an > lim
n→∞

an − ε.
Íèæíèé ïðåäåë lim

n→∞
an � åäèíñòâåííîå ÷èñëî ñî ñâîéñòâàìè 1) è 2).

Ïðåäëàãàåì ñàìîñòîÿòåëüíî äîêàçàòü ýòî óòâåðæäåíèå.
Â ÷àñòíîñòè, èç óòâåðæäåíèé òåîðåì 1.13 è 1.14 ñëåäóåò, ÷òî âåðõíèé è

íèæíèé ïðåäåëû ïîêàçûâàþò õàðàêòåð àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçáðîñà ýëåìåíòîâ
îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: äëÿ ëþáîãî ε > 0 èíòåðâàë

( lim
n→∞

an − ε, lim
n→∞

an + ε)

ñîäåðæèò âñå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî.
Òåîðåìà 1.15. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} îãðàíè÷åíà. Òîãäà äëÿ

ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
lim
n→∞

an = lim
n→∞

an.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ñõîäèòñÿ, òî
∀ ε > 0 ∃Nε ∀n ⩾ Nε a− ε < an < a+ ε.

Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 1.6 è ÷àñòè 1) òåîðåì 1.13 è 1.14 äëÿ ëþáîãî ε > 0

a− ε ⩽ lim
n→∞

an ⩽ a+ ε, a− ε ⩽ lim
n→∞

an ⩽ a+ ε

è 0 ⩽ lim
n→∞

an − lim
n→∞

an ⩽ 2ε. Ñëåäîâàòåëüíî, lim
n→∞

an = lim
n→∞

an.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç óòâåðæäåíèÿ 2) òåî-
ðåì 1.13 è 1.14. □

Ìîíîòîííûå ïåðåñòàíîâêè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ïîêàæåì, ÷òî âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî
âû÷èñëèòü ¾âíóòðåííèì îáðàçîì¿, ò. å. â òåðìèíàõ ýëåìåíòîâ ñàìîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, íå ïðèáåãàÿ ê íàõîæäåíèþ ìíîæåñòâà ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ è
åãî òî÷íûõ ãðàíèö.
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Åñëè {an} � îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî ìîæíî îïðåäåëèòü
ñëåäóþùèå äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

an = inf {ak : k ⩾ n} , an = sup {ak : k ⩾ n} , n = 1, 2, . . . (1.38)

(îíè óæå ïîÿâëÿëèñü ïðè äîêàçàòåëüñòâå êðèòåðèÿ Êîøè, ñì. òåîðåìó 1.9).
Ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

an ⩽ an ⩽ an, an+1 ⩽ an, an ⩽ an+1, n ⩾ 1, (1.39)

ïîýòîìó èõ ÷àñòî íàçûâàþò ìîíîòîííûìè ïåðåñòàíîâêàìè {an}: {an} �
âîçðàñòàþùåé, à {an} � óáûâàþùåé.

Òåîðåìà 1.16. Äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}

lim
n→∞

an = lim
n→∞

an, lim
n→∞

an = lim
n→∞

an.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû, íàïðèìåð äëÿ âåðõ-
íåãî ïðåäåëà (äëÿ íèæíåãî ïðåäåëà äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî).

Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ñõîäèòñÿ. Ýòî ñëåäóåò èç
òåîðåìû 1.10 � îíà óáûâàåò è îãðàíè÷åíà ñíèçó, òàê êàê îãðàíè÷åíà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {an} (ñì. (1.38)).

Åñëè lim
n→∞

an = lim
k→∞

ank
, òî

lim
n→∞

an = lim
k→∞

ank
⩾ lim

k→∞
ank

= lim
n→∞

an

è lim
n→∞

an ⩾ lim
n→∞

an. Äîêàæåì îáðàòíîå íåðàâåíñòâî. Ïóñòü ε > 0. Èç ÷à-

ñòè 2) òåîðåìû 1.14 âûòåêàåò, ÷òî an ⩽ lim
n→∞

an + ε ïðè n ⩾ Nε. Îòñþäà

lim
n→∞

an ⩽ lim
n→∞

an + ε äëÿ ëþáîãî ε > 0 è lim
n→∞

an ⩽ lim
n→∞

an. □

1.2.5. Ïðåäåë ôóíêöèè

Ïðåäåë ôóíêöèè ïî Êîøè

Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f : D → R è a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà åå îáëà-
ñòè îïðåäåëåíèÿ D. Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå îáû÷íî íàçûâàþò îïðåäåëåíèåì
ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Êîøè.

Îïðåäåëåíèå 1.45. ×èñëî b ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f â
òî÷êå a, åñëè

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ D 0 < |x− a| < δ =⇒ |f(x)− b| < ε. (1.40)
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Êðàòêàÿ çàïèñü ýòîãî:

lim
x→a

f(x) = b èëè lim
D∋x→a

f(x) = b.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ñàìîé òî÷êå a ôóíêöèÿ f íå îáÿçàíà áûòü îïðåäå-
ëåííîé � çíà÷åíèå f(a) íå èñïîëüçóåòñÿ â îïðåäåëåíèè. Íî òî÷êà a äîëæíà
áûòü ïðåäåëüíîé äëÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ò. å. ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê a åñòü
òî÷êè èç D, îòëè÷íûå îò a.

Â òåðìèíàõ îêðåñòíîñòåé (1.40) âûãëÿäèò òàê:

∀Vb ∃U ◦
a f (U ◦

a ∩D) ⊂ Vb

èëè
∀ ε > 0 ∃ δ > 0 f (U ◦

a (δ) ∩D) ⊂ Vb(ε).

Òåîðåìà 1.17 (êðèòåðèé Ãåéíå). Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû1:
1) lim

x→a
f(x) = b;

2) lim
n→∞

f(xn) = b äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ⊂ D, xn → a,

xn ̸= a.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) =⇒ 2). Ïóñòü lim
x→a

f(x) = b è çàäàíà ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {xn} ⊂ D, xn → a, xn ̸= a. Òîãäà ïî ε > 0 íàéäåì δ > 0 òàê, ÷òî
èç 0 < |x− a| < δ ñëåäóåò |f(x)− b| < ε. Ïî δ > 0 îïðåäåëèì íîìåð N ∈ N
òàê, ÷òî ïðè âñåõ n ⩾ N áóäåò |xn − a| < δ. Òîãäà ïðè n ⩾ N âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî |f(xn)− b| < ε è lim

n→∞
f(xn) = b.

2) =⇒ 1). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà

∃ ε0 > 0 ∀ δ > 0 ∃x ∈ D (0 < |x− a| < δ) ∧ (|f(x)− b| ⩾ ε0) .

Âçÿâ δ = 1/n, íàéäåì îòñþäà xn ∈ D òàê, ÷òîáû 0 < |xn − a| < 1
n è

|f(xn)− b| ⩾ ε0 � ïðîòèâîðå÷èå. □

Îïðåäåëåíèå 1.46. Ôóíêöèÿ f : D → R íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé,
åñëè ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé f (D) îãðàíè÷åíî. Åñëè f (D) îãðàíè÷åíî ñâåð-
õó (ñíèçó), òî è f íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé ñâåðõó (ñíèçó).

Â ÿâíîì âèäå îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè îçíà÷àåò, ÷òî

∃m ∃M ∀x ∈ D m ⩽ f(x) ⩽ M

èëè ýêâèâàëåíòíî
∃M ⩾ 0 ∀x ∈ D |f(x)| ⩽ M.

1Îáû÷íî íà óñëîâèå 2) òåîðåìû 1.17 ññûëàþòñÿ êàê íà îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Ãåéíå.
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Îïðåäåëåíèå 1.47. Ôóíêöèÿ f : D → R íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî îãðà-
íè÷åííîé â òî÷êå a, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü Ua ýòîé òî÷-
êè, ÷òî ìíîæåñòâî f (D ∩ Ua) îãðàíè÷åíî.

Òåîðåìà 1.18 (îáùèå ñâîéñòâà ïðåäåëà ôóíêöèè).
1) Ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü òîëüêî îäèí ïðåäåë â òî÷êå.
2) Åñëè ôóíêöèÿ èìååò ïðåäåë â íåêîòîðîé òî÷êå, òî îíà ëîêàëüíî

îãðàíè÷åíà â ýòîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå 1) ñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.17 è åäèí-
ñòâåííîñòè ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (òåîðåìà 1.4).

Óòâåðæäåíèå 2) äîêàçûâàåòñÿ òàê: ñóùåñòâóåò δ > 0, äëÿ êîòîðîãî
f (D ∩ U ◦

a (δ)) ⊂ Ub(1), ïîýòîìó ìíîæåñòâî f (D ∩ U ◦
a (δ)) îãðàíè÷åíî. □

Ïðåäåë è îïåðàöèè íàä ôóíêöèÿìè

Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä ôóíêöèÿìè îïðåäåëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì
îáðàçîì:

(f + g) (x) = f(x) + g(x), x ∈ Df ∩Dg;

(fg) (x) = f(x)g(x), x ∈ Df ∩Dg;
(
f

g

)
(x) =

f(x)

g(x)
, x ∈ (Df ∩Dg) \ g−1 ({0}) ,

ãäå Df è Dg � îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé f è g ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 1.19 (ïðåäåë è àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè). Ïóñòü a �
ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà D ⊂ R è ôóíêöèè f : D → R è g : D → R
èìåþò ïðåäåëû â òî÷êå a. Òîãäà

1) lim
x→a

(f + g) (x) = lim
x→a

f(x) + lim
x→a

g(x);

2) lim
x→a

(fg) (x) = lim
x→a

f(x) lim
x→a

g(x);

3) åñëè äîïîëíèòåëüíî lim
x→a

g(x) ̸= 0, òî lim
x→a

(
f

g

)
(x) =

lim
x→a

f(x)

lim
x→a

g(x)
.

Äîêàçàòåëüñòâî íåìåäëåííî âûòåêàåò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ
ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (òåîðåìà 1.5) è òåîðåìû 1.17. Ëèøü ïðè äîêà-
çàòåëüñòâå 3) íàäî ñíà÷àëà îòìåòèòü, ÷òî åñëè c = lim

x→a
g(x) ̸= 0, òî ïî îïðå-

äåëåíèþ ïðåäåëà äëÿ ε = |c| /2 > 0 ìîæíî íàéòè δ > 0 òàê, ÷òî ïðè âñåõ
x ∈ U ◦

a (δ) ∩ D âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |g(x)− c| < |c| /2, ò. å. äëÿ òàêèõ x
|g(x)| > |c| /2 > 0 è g(x) ̸= 0. □

Ìîæíî áûëî áû îæèäàòü, ÷òî èç

lim
x→a

f(x) = b, lim
y→b

g(y) = l
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ñëåäóåò, ÷òî

lim
x→a

g (f(x)) = l

(êîíå÷íî, â ïðåäïîëîæåíèè f (Df) ⊂ Dg). Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò,
÷òî ýòî íå òàê.

Ïóñòü

f(x) = 0, g(x) =

{
0, ïðè x ̸= 0,
1, ïðè x = 0.

Òîãäà

lim
x→0

f(x) = 0, lim
y→0

g(y) = 0, lim
x→0

g (f(x)) = 1.

Äîêàæåì äâå òåîðåìû, êîòîðûå ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ âñå æå ïîç-
âîëÿþò äåëàòü âûâîä î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëà ó ñóïåðïîçèöèè ôóíêöèé.

Òåîðåìà 1.20. Ïóñòü ôóíêöèè f : Df → R è g : Dg → R òàêîâû, ÷òî
f (Df) ⊂ Dg,

lim
x→a

f(x) = b, lim
y→b

g(y) = g(b).

Òîãäà

lim
x→a

g (f(x)) = g (b) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäàäèì ε > 0 è íàéäåì δ1 > 0 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
|g(y)− g(b)| < ε ïðè âñåõ y ∈ Dg, |y − b| < δ1. Äëÿ ýòîãî δ1 > 0 íàéäåì δ2 > 0
òàê, ÷òîáû |f(x)− b| < δ1 ïðè âñåõ x ∈ Df , 0 < |x− a| < δ2. Òîãäà ïðè âñåõ
x òàêèõ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |g (f(x))− g(b)| < ε. □

Òåîðåìà 1.21. Ïóñòü ôóíêöèè f : Df → R è g : Dg → R òàêîâû, ÷òî
f (Df) ⊂ Dg,

lim
x→a

f(x) = b, lim
y→b

g(y) = c

è f(x) ̸= b â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Òîãäà

lim
x→a

g (f(x)) = c.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäàäèì ε > 0 è íàéäåì δ1 > 0 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
|g(y)− c| < ε ïðè âñåõ y ∈ Dg, 0 < |y − b| < δ1. Äëÿ ýòîãî δ1 > 0 íàéäåì
δ2 > 0 òàê, ÷òîáû |f(x)− b| < δ1 ïðè âñåõ x ∈ Df , 0 < |x− a| < δ2. Êðîìå
òîãî, íàéäåòñÿ òàêîå δ3 > 0, ÷òî f(x) ̸= b ïðè âñåõ x ∈ Df , 0 < |x− a| < δ3.
Åñëè âçÿòü δ := min {δ2, δ3} > 0, òî ïðè âñåõ x ∈ Df , 0 < |x− a| < δ,
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |g (f(x))− c| < ε. □
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Ïðåäåë ôóíêöèè è íåðàâåíñòâà

Òåîðåìà 1.22. Ïóñòü ôóíêöèè f : D → R è g : D → R òàêîâû, ÷òî

lim
x→a

f(x) = b, lim
x→a

g(x) = c.

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) åñëè b < c, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü Ua, ÷òî

∀x ∈ U ◦
a f(x) < g(x);

2) åñëè íåðàâåíñòâî f(x) ⩽ g(x) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ x èç íåêîòîðîé
ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè U ◦

a , òî b ⩽ c.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïîëîæèì ε = (c− b) /2 > 0. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ
ïðåäåëà

∃ δ1 > 0 ∀x ∈ D 0 < |x− a| < δ1 =⇒ |f(x)− b| < ε,

∃ δ2 > 0 ∀x ∈ D 0 < |x− a| < δ2 =⇒ |g(x)− c| < ε.
Åñëè âçÿòü δ = min {δ1, δ2} > 0, òî ïðè âñåõ x ∈ D, 0 < |x− a| < δ,

âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

f(x) < b+ ε = c− ε < g(x).

2) Åñëè ïðåäïîëîæèòü ïðîòèâíîå, òî ìû ñðàçó ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ
ñ óæå äîêàçàííûì óòâåðæäåíèåì 1). □

Òåîðåìà 1.23. Ïóñòü f, g, h : D → R è

f(x) ⩽ h(x) ⩽ g(x)

â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè U ◦
a . Òîãäà

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = b =⇒ lim
x→a

h(x) = b.

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðåìû 1.7 äëÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé è ¾îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïî Ãåéíå¿ (ñì. òåîðåìó 1.17). □

Äâà çàìå÷àòåëüíûõ ïðåäåëà

Òåîðåìà 1.24. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

lim
x→0

sinx

x
= 1 � ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë; (1.41)

lim
x→0

(1 + x)1/x = e � âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë. (1.42)
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Äîêàçàòåëüñòâî (1.41) èñïîëüçóåò èçâåñòíûå íåðàâåíñòâà:

sinx < x < tg x, x ∈
(
0,
π

2

)
.

Îòñþäà

cosx <
sinx

x
< 1, x ∈

(
−π
2
,
π

2

)
\ {0},

èëè

1− x2

2
< 1− 2 sin2

x

2
<

sinx

x
< 1, x ∈

(
−π
2
,
π

2

)
\ {0}.

Êðàéíèå ÷àñòè íåðàâåíñòâà ñõîäÿòñÿ ê 1 ïðè x → 0, ïîýòîìó íàøå óòâåðæäå-
íèå âûòåêàåò èç òåîðåìû 1.23.

Äîêàæåì (1.42). Ïóñòü xn → 0, xn ̸= 0. Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî
xn > 0. Òîãäà 0 < xn < 1 äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Ïîýòîìó äëÿ êàæ-
äîãî n ∈ N íàéäåòñÿ mn ∈ N ñî ñâîéñòâîì

1

mn + 1
< xn ⩽

1

mn
.

Îòñþäà (
1 +

1

mn + 1

)mn

< (1 + xn)
1
xn ⩽

(
1 +

1

mn

)mn+1

.

Êðàéíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäÿòñÿ ê e ïî òåîðåìå 1.11.
Åñëè xn < 0 äëÿ âñåõ n, òî îáîçíà÷èì x′n = −xn è ïðåîáðàçóåì âûðàæå-

íèå

(1 + xn)

1

xn =

(
1 +

x′n
1− x′n

)1− x′n
x′n

+1

.

Ïîñêîëüêó yn =
x′n

1− x′n
> 0 è yn → 0, òî ïî äîêàçàííîìó ïîñëåäíåå âûðàæå-

íèå ñõîäèòñÿ ê e.
Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷èñåë

ðàçíûõ çíàêîâ, ðàçîáüåì åå íà äâå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè. □

Îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû

Äëÿ ìíîæåñòâà D ⊂ R ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

Da+ := D ∩ (a, +∞), Da− := D ∩ (−∞, a). (1.43)

Îïðåäåëåíèå 1.48. Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f : D → R. Åñëè a ÿâëÿ-
åòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé äëÿ Da+ (Da−), òî ïðàâûì (ëåâûì) ïðåäåëîì
ôóíêöèè f â òî÷êå a íàçûâàåòñÿ ïðåäåë ñóæåíèÿ f |Da+

(ñîîòâåòñòâåííî
f |Da−). Îáîçíà÷åíèå lim

x→a±0
f(x) èëè f(a± 0).
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Îáùåå íàçâàíèå äëÿ f(a± 0) � îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû.
Äðóãèìè ñëîâàìè, çàïèñü lim

x→a+0
f(x) = b â ÿâíîì âèäå îçíà÷àåò

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ D 0 < x− a < δ =⇒ |f(x)− b| < ε,

à çàïèñü lim
x→a−0

f(x) = b ñîîòâåòñòâåííî

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ D 0 < a− x < δ =⇒ |f(x)− b| < ε.

Òàê êàê D \ {a} = Da+ ∪Da−, òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.25. Ïóñòü f : D → R è a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé äëÿ
Da±. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) lim
x→a

f(x) = b ñóùåñòâóåò;

2) lim
x→a±0

f(x) ñóùåñòâóþò è îíè ðàâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ïðåäåëû íà áåñêîíå÷íîñòè

Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f : D → R, ïðè÷åì åå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D íå
ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé ñâåðõó. Òîãäà ÷èñëî b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè
f íà +∞, åñëè

∀ ε > 0 ∃∆ > 0 ∀x ∈ D x > ∆ =⇒ |f(x)− b| < ε.

Â òàêîì ñëó÷àå áóäåì ïèñàòü lim
x→+∞

f(x) = b.

Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ïðåäåë lim
x→−∞

f(x) = b íà −∞ (òîãäà D äîëæíî

áûòü íåîãðàíè÷åííûì ñíèçó):

∀ ε > 0 ∃∆ > 0 ∀x ∈ D x < −∆ =⇒ |f(x)− b| < ε.

Íàêîíåö, çàïèñü lim
x→∞

f(x) = b îçíà÷àåò, ÷òî

∀ ε > 0 ∃∆ > 0 ∀x ∈ D |x| > ∆ =⇒ |f(x)− b| < ε.

Íà òàêèå òèïû ïðåäåëîâ ëåãêî ðàñïðîñòðàíèòü òåîðåìû 1.18�1.23. Ïðè
ýòîì ïîä îêðåñòíîñòüþ áåñêîíå÷íîñòè ïîíèìàþòñÿ èíòåðâàëû âèäà (a,+∞)
äëÿ +∞, (−∞, a) äëÿ −∞ è (−∞, a) ∪ (a,+∞) äëÿ ∞.

Îáùåå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè ïî áàçå

Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå òèïû ïðåäåëîâ (îáû÷íûé ïðåäåë, îäíîñòîðîííèå
ïðåäåëû, ïðåäåëû íà áåñêîíå÷íîñòè) ñ åäèíîé òî÷êè çðåíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 1.49. Ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ B ìíîæåñòâà R íà-
çûâàåòñÿ áàçîé, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

1) ∀B ∈ B B ̸= ∅;
2) ∀B1, B2 ∈ B ∃B ∈ B B ⊂ B1 ∩B2.

Ïðèìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü áàçû
¾x → a¿:= {U ◦

a : U ◦
a � ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè a};

¾x → a+ 0¿:= {(a, a+ δ) : δ > 0};
¾x → a− 0¿:= {(a− δ, a) : δ > 0};
¾x → ∞¿:= {(−∞,−∆) ∪ (∆,+∞) : ∆ > 0};
¾x → +∞¿:= {(∆,+∞) : ∆ > 0};
¾x → −∞¿:= {(−∞,−∆) : ∆ > 0}.
Îïðåäåëåíèå 1.50. ×èñëî b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïî áàçå B ôóíê-

öèè f : D → R, åñëè D ∩B ̸= ∅ äëÿ ëþáîãî B ∈ B è

∀ ε > 0 ∃B ∈ B ∀ x ∈ D ∩B |f(x)− b| < ε.

Êðàòêî ýòî çàïèñûâàåòñÿ òàê: lim
B

f(x) = b.

Â òåðìèíàõ îêðåñòíîñòåé îïðåäåëåíèå 1.50 ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

∀Ub ∃B ∈ B f (D ∩B) ⊂ Ub.

ßñíî, ÷òî â ñëó÷àå ïåðå÷èñëåííûõ áàç ïîëó÷èì óæå ïðèíÿòûå íàìè îïðå-
äåëåíèÿ ïðåäåëà.

Áåñêîíå÷íî áîëüøèå è áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèè

Ïóñòü çàäàíû ôóíêöèÿ f : D → R è áàçà B. Áóäåì ïèñàòü lim
B

f(x) = ∞
è ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïî áàçå B, åñëè

∀A > 0 ∃B ∈ B ∀x ∈ D ∩B |f(x)| > A.

Åñëè ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî çàìåíèòü íà f(x) > A èëè íà f(x) < −A, òî
ïèøóò lim

B
f(x) = +∞ è lim

B
f(x) = −∞ ñîîòâåòñòâåííî. Íàêîíåö, ôóíêöèÿ f

íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïî áàçå B, åñëè lim
B

f(x) = 0.

Ñèìâîëû Ëàíäàó äëÿ ôóíêöèé

Ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñèìâîëû
¾O¿ è ¾o¿ ìîæíî ââåñòè è äëÿ ôóíêöèé.

Ïóñòü B � áàçà è çàäàíû ôóíêöèè f, g : D → R, ïðè÷åì g(x) ̸= 0 äëÿ
âñåõ x èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà èç áàçû. Òîãäà
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1) çàïèñü f(x)
B
= O (g(x)) îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî B ∈ B,

äëÿ êîòîðîãî ñóæåíèå (f/g)|B � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ;

2) çàïèñü f(x)
B
= o (g(x)) îçíà÷àåò, ÷òî lim

B
f(x)

g(x)
= 0;

3) çàïèñü f(x)
B≍ g(x) îçíà÷àåò, ÷òî f(x)

B
= O (g(x)) è g(x)

B
= O (f(x));

4) çàïèñü f(x)
B∼ g(x) îçíà÷àåò, ÷òî lim

B
f(x)

g(x)
= 1.

Êàê è â ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ýòè ñèìâîëû îáû÷íî èñïîëüçóþò
äëÿ ñðàâíåíèÿ ïîâåäåíèÿ áåñêîíå÷íî áîëüøèõ è áåñêîíå÷íî ìàëûõ ôóíêöèé.

Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà

Êàê è äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïîëåçíûì ÿâëÿåòñÿ ¾âíóòðåííèé¿ êðè-
òåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè.

Òåîðåìà 1.26 (êðèòåðèé Êîøè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f : D → R è a �
ïðåäåëüíàÿ òî÷êà äëÿ D. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) ñóùåñòâóåò lim
x→a

f(x);

2) ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x1, x2 ∈ D

0 < |x1 − a| < δ
0 < |x2 − a| < δ

}
=⇒ |f(x1)− f(x2)| < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) =⇒ 2) � î÷åâèäíî, à 2) =⇒ 1) ñëåäóåò èç òåîðåì
1.9 è 1.17. Ïðîâåäèòå ïîäðîáíûå ðàññóæäåíèÿ ñàìîñòîÿòåëüíî. □

Ïðåäåë ìîíîòîííîé ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 1.51. Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f : D → R è X ⊂ D. Òîãäà
1) f íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé íà ìíîæåñòâå X, åñëè

∀x1, x2 ∈ X x1 < x2 =⇒ f(x1) ⩽ f(x2);

2) f íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé íà ìíîæåñòâå X, åñëè

∀x1, x2 ∈ X x1 < x2 =⇒ f(x1) < f(x2);

3) f íàçûâàåòñÿ óáûâàþùåé íà ìíîæåñòâå X, åñëè

∀x1, x2 ∈ X x1 < x2 =⇒ f(x1) ⩾ f(x2);

4) f íàçûâàåòñÿ ñòðîãî óáûâàþùåé íà ìíîæåñòâå X, åñëè

∀x1, x2 ∈ X x1 < x2 =⇒ f(x1) > f(x2).
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Â êà÷åñòâå îáúåäèíÿþùèõ òåðìèíîâ èñïîëüçóåì òåðìèí ¾ìîíîòîííàÿ¿
(ñëó÷àè 1) è 3) â îïðåäåëåíèè 1.51) è ¾ñòðîãî ìîíîòîííàÿ¿ ôóíêöèÿ (ñëó-
÷àè 2) è 4) â îïðåäåëåíèè 1.51).

Åñëè ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ ìîíîòîííà, íå óêàçûâàåòñÿ, òî
ïîäðàçóìåâàåòñÿ ìîíîòîííîñòü íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 1.27. Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f : D → R. Òîãäà
1) åñëè a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà äëÿ D+

a , òî

f(a+ 0) = inf f (Da+) äëÿ âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè f,

f(a+ 0) = sup f (Da+) äëÿ óáûâàþùåé ôóíêöèè f ;

2) åñëè a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà äëÿ Da−, òî

f(a− 0) = sup f (Da−) äëÿ âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè f,

f(a− 0) = inf f (Da−) äëÿ óáûâàþùåé ôóíêöèè f.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îäèí èç ÷åòûðåõ ñëó÷àåâ, íàïðèìåð 1)
äëÿ óáûâàþùåé f (îñòàëüíûå ðàññìîòðèòå ñàìîñòîÿòåëüíî).

Åñëè M = sup f (Da+) < +∞, òî äëÿ çàäàííîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå
xε ∈ Da+, ÷òî f (xε) > M − ε. Òîãäà ïðè a < x < xε (x ∈ D) âûïîëíåíû
íåðàâåíñòâà

M − ε < f (xε) ⩽ f(x) ⩽ M < M + ε

è ìîæíî âçÿòü δ = xε − a > 0.
Åñëè M = sup f (Da+) = +∞, òî äëÿ ëþáîãî A > 0 íàéäåòñÿ xA ∈ Da+,

äëÿ êîòîðîãî f (xA) > A. Òîãäà äëÿ âñåõ a < x < xA (x ∈ D)

f(x) ⩾ f (xA) > A. □
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1.3. Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè

1.3.1. Ëîêàëüíûå ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè

Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f : D → R è a ∈ D. Â îòëè÷èå îò îïðåäåëå-
íèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè lim

x→a
f(x), ãäå òî÷êà a ìîãëà íå ïðèíàäëåæàòü îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ D, çäåñü òðåáîâàíèå a ∈ D íåîáõîäèìî.

Îïðåäåëåíèå 1.52. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â
òî÷êå a, åñëè

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ D |x− a| < δ =⇒ |f(x)− f(a)| < ε. (1.44)

Íà ÿçûêå îêðåñòíîñòåé (1.44) âûãëÿäèò òàê:

∀Uf(a) ∃Ua f (Ua) ⊂ Uf(a). (1.45)

Ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ îòíîøåíèÿ a è D. Åñëè a ÿâëÿåòñÿ
ïðåäåëüíîé òî÷êîé äëÿ D (ñì. îïðåäåëåíèå 1.40), òî (1.44) îçíà÷àåò, ÷òî

lim
x→a

f(x) = f(a) èëè (áîëåå âûðàçèòåëüíî) lim
x→a

f(x) = f
(
lim
x→a

x
)
,

ò. å. ìîæíî ñîâåðøàòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïîä çíàêîì ôóíêöèè.
Åñëè òî÷êà a íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ D, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ åå

îêðåñòíîñòü Ua, â êîòîðîé íåò äðóãèõ ýëåìåíòîâ èç D (â òàêîì ñëó÷àå òî÷-
êà a íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé äëÿ ìíîæåñòâà D). Òîãäà óñëîâèå (1.45)
âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè, ïîýòîìó ëþáàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â èçîëèðî-
âàííûõ òî÷êàõ ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Ñâîéñòâà ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ â òî÷êå

Òåîðåìà 1.28. Åñëè ôóíêöèÿ f : D → R íåïðåðûâíà â òî÷êå a ∈ D,
òî

1) f ëîêàëüíî îãðàíè÷åíà â òî÷êå a, ò. å. f îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè a;

2) åñëè f(a) ̸= 0, òî f ëîêàëüíî ñîõðàíÿåò çíàê sign f(a) â òî÷êå a,
ò. å. sign f(x) = sign f(a) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Ua.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñðàçó ñëåäóåò èç ÷àñòè 2) òåîðå-
ìû 1.18. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà 2) âîçüìåì ε = |f(a)| > 0, òîãäà äëÿ íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè Ua

|f(x)− f(a)| < |f(a)|
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ïðè âñåõ x ∈ Ua. Åñëè, ê ïðèìåðó, f(a) < 0, òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âëå÷åò

f(x)− f(a) < −f(a)

è f(x) < 0 äëÿ x ∈ Ua. □

Íåïðåðûâíîñòü è îïåðàöèè íàä ôóíêöèÿìè

Èç òåîðåì 1.19 è 1.20 ñîîòâåòñòâåííî âûòåêàþò ñëåäóþùèå äâå òåîðå-
ìû, îïèñûâàþùèå âçàèìîäåéñòâèå ïîíÿòèÿ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷êå
ñ îïåðàöèÿìè íàä ôóíêöèÿìè.

Òåîðåìà 1.29. Ïóñòü f, g : D → R, a ∈ D. Åñëè f è g íåïðåðûâíû â
òî÷êå a, òî ôóíêöèè f ± g, fg è f/g (åñëè g(a) ̸= 0) íåïðåðûâíû â òî÷êå a.

Òåîðåìà 1.30. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : Df → R íåïðåðûâíà â òî÷êå
a ∈ Df , à ôóíêöèÿ g : Dg → R, f (Df) ⊂ Dg, íåïðåðûâíà â òî÷êå b = f(a).
Òîãäà êîìïîçèöèÿ g ◦ f íåïðåðûâíà â òî÷êå a.

1.3.2. Ãëîáàëüíûå ñâîéñòâà

Âûøå íåñêîëüêî ðàç âñòðå÷àëñÿ òåðìèí ¾ëîêàëüíûé¿. Îáû÷íî ëîêàëüíû-
ìè íàçûâàþò ñâîéñòâà ôóíêöèè, îòíîñÿùèåñÿ ê íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè.
Ñâîéñòâà, îòíîñÿùèåñÿ êî âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, íàçûâàþò ãëîáàëüíû-
ìè. Çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ ãëîáàëüíûå ñâîéñòâà ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà
îòðåçêå. Îíè èìåþò áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ äàëüíåéøåãî ïîñòðîåíèÿ òåîðèè.

Îïðåäåëåíèå 1.53. Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f : D → R è X ⊂ D. Áó-
äåì ãîâîðèòü, ÷òî f íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå X, åñëè îíà íåïðåðûâíà
â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà X.

Ñèìâîëîì C(D) îáîçíà÷èì êëàññ âñåõ ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà ìíî-
æåñòâå D.

Äâå òåîðåìû Âåéåðøòðàññà

Äîêàæåì äâå âàæíûå òåîðåìû, èìåþùèå çíà÷åíèå íå òîëüêî â ìàòåìà-
òè÷åñêîì àíàëèçå. Îíè (è èõ îáîáùåíèÿ) áóäóò íåîäíîêðàòíî âñòðå÷àòüñÿ â
ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèíàõ.

Òåîðåìà 1.31 (Âåéåðøòðàññà). Åñëè ôóíêöèÿ f ∈ C[a, b], òî îíà
îãðàíè÷åíà íà [a, b] (ðèñ. 1.16, à).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ [a, b] ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñò-
íîñòü Ux ýòîé òî÷êè, ÷òî f (Ux ∩ [a, b]) � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî. Â ñèëó
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ëåììû 1.8 èç ïîêðûòèÿ {Ux}x∈[a,b] ñåãìåíòà [a, b] èíòåðâàëàìè ìîæíî âûäå-
ëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå Ux1

, . . . , Uxn
. Èòàê,

f ([a, b]) ⊂
n⋃

k=1

f (Uxk
∩ [a, b]) ,

à îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ îãðàíè÷åíî. □

a b

m

M
f

a b

m

M
f

b

b

α β
а б

Ðèñ. 1.16

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå è äî êîíöà òåêóùåãî ïóíêòà èñïîëüçóåòñÿ ñòàí-
äàðòíîå îáîçíà÷åíèå

m = inf f ([a, b]) , M = sup f ([a, b]) .

Òåîðåìà 1.32 (Âåéåðøòðàññà). Åñëè f ∈ C[a, b], òî ñóùåñòâóþò
òàêèå òî÷êè α,β ∈ [a, b], ÷òî f(α) = m è f(β) = M (ðèñ. 1.16, á).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé íèæíåé ãðàíèöû äëÿ ëþáîãî
n ∈ N ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà xn ∈ [a, b], ÷òî

m ⩽ f (xn) < m+
1

n
,

îòêóäà f (xn) → m. Èç îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ïî ëåììå 1.11
ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xnk

→ α ∈ [a, b]. Â ñèëó
íåïðåðûâíîñòè f (xnk

) → f (α). Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà f (α) = m.
Ñóùåñòâîâàíèå β äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. □

Òåîðåìû î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ

Îáùèé ñìûñë ñëåäóþùèõ äâóõ òåîðåì ñîñòîèò â òî÷íîì âûðàæåíèè èí-
òóèòèâíî ÿñíîãî ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå: ïðèíèìàòü âìå-
ñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ çíà÷åíèÿìè âñå ïðîìåæóòî÷íûå.

Òåîðåìà 1.33 (Áîëüöàíî � Êîøè). Åñëè ôóíêöèÿ f ∈ C[a, b] è íà
êîíöàõ îòðåçêà [a, b] ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ, òî ñóùåñòâóåò
òî÷êà x0 ∈ (a, b), äëÿ êîòîðîé f (x0) = 0 (ðèñ. 1.17, à).
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a bx0

f(a)
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f

a b
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M

f

b

b

b

b b

by

x x
а б

Ðèñ. 1.17

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì a0 = a, b0 = b è îáîçíà÷èì ÷åðåç [a1, b1] òó
èç ïîëîâèí [a0, b0], íà êîíöàõ êîòîðîé f ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ è
ò. ä. Ïî èíäóêöèè ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {[an, bn]} ñòÿãèâàþùèõñÿ ñåã-
ìåíòîâ, íà êîíöàõ êàæäîãî èç êîòîðûõ f ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ
(åñëè íà êàêîì-òî øàãå â òî÷êå äåëåíèÿ f îáðàùàåòñÿ â 0, òî âñå äîêàçàíî).
Ïî ëåììå 1.7 Êàíòîðà ñóùåñòâóåò òî÷êà x0, ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì ñåãìåíòàì.

Ïóñòü x′n � òîò èç êîíöîâ [an, bn], äëÿ êîòîðîãî f (x′n) > 0, à x′′n � äëÿ
êîòîðîãî f (x′′n) < 0. Òîãäà â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f (x0) = lim

n→∞
f (x′n) ⩾ 0 è

f (x0) = lim
n→∞

f (x′′n) ⩽ 0, ñëåäîâàòåëüíî, f (x0) = 0. □

Òåîðåìà 1.34 (Áîëüöàíî � Êîøè). Åñëè f ∈ C[a, b], òî äëÿ ëþáîãî
y ∈ [m,M ] ñóùåñòâóåò x ∈ [a, b] ñî ñâîéñòâîì f(x) = y (ðèñ. 1.17, á).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè m = M , òî äîêàçûâàòü íå÷åãî. Åñëè m < M ,
òî íàéäåì òî÷êè α,β ∈ [a, b] òàê, ÷òîáû f(α) = m, f(β) = M (ñì. òåîðåìó
1.32), è ê ôóíêöèè g(x) = f(x)− y íà îòðåçêå [α,β] ïðèìåíèì òåîðåìó 1.33.
□

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìû 1.31�1.34 äîïóñêàþò îáùóþ ôîðìóëèðîâêó.

Òåîðåìà 1.35 (î íåïðåðûâíîì îáðàçå îòðåçêà). Åñëè f ∈ C[a, b],
òî f ([a, b]) = [m,M ].

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ äîêàæèòå ýòî óòâåðæäåíèå ñàìîñòîÿòåëüíî. Êðî-
ìå òîãî, ïðîâåðüòå, ÷òî âñå òåîðåìû 1.31�1.34 âûòåêàþò èç òåîðåìû 1.35.

Ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü

Íàïîìíèì, ÷òî îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f : D → R íà ìíîæå-
ñòâå D (ñì. îïðåäåëåíèå 1.53):

∀x ∈ D ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x′ ∈ D |x− x′| < δ =⇒ |f(x)− f(x′)| < ε.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ýòîì îïðåäåëåíèè δ çàâèñèò êàê îò ε, òàê è îò âûáîðà
òî÷êè x ∈ D. Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì ε íè îäíî δ
íå ïîäõîäèò äëÿ âñåõ òî÷åê x ∈ D. Ïðîñòûì ïðèìåðîì ñëóæèò ôóíêöèÿ
f(x) = 1/x íà èíòåðâàëå (0, 1).
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Óêàçàííóþ çàâèñèìîñòü δ îò x ∈ D ìîæíî óñòðàíèòü, ïåðåäâèãàÿ êâàí-
òîð ∀x ∈ D ïðàâåå êâàíòîðà ∃ δ > 0, ïîëó÷àÿ ïðè ýòîì ñëåäóþùåå íîâîå
ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå 1.54. Ôóíêöèÿ f : D → R íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå D, åñëè

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x′, x′′ ∈ D |x′ − x′′| < δ =⇒ |f(x′)− f(x′′)| < ε. (1.46)

Êîíå÷íî, åñëè ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íàD, òî îíà íåïðåðûâíà
íà D. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî � ýòî ïîêàçûâàåò ôóíêöèÿ f(x) = 1/x
íà èíòåðâàëå (0, 1). Ëåãêî ïðèâåñòè è ïðèìåð íåïðåðûâíîé îãðàíè÷åí-
íîé ôóíêöèè, íå ÿâëÿþùåéñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé: f(x) = sin(1/x),
x ∈ (0, 1).

Òåîðåìà 1.36 (Êàíòîðà). Åñëè ôóíêöèÿ f ∈ C[a, b], òî îíà ðàâíîìåð-
íî íåïðåðûâíà íà [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà

∃ε0 > 0 ∀n ∈ N ∃x′n, x′′n ∈ [a, b] |x′n − x′′n| <
1

n
∧ |f(x′n)− f(x′′n)| ⩾ ε0.

Èç îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x′n} ⊂ [a, b] ïî ëåììå 1.11 ìîæíî âû-
äåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü x′nk

→ x0 ∈ [a, b]. Òîãäà x′′nk
→ x0.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f â òî÷êå x0 ∈ [a, b] äîëæíî áûòü
∣∣f(x′nk

)− f(x′′nk
)
∣∣→ 0 ïðè k → ∞,

÷òî íåâîçìîæíî. □
Äëÿ îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè f : D → R è ïîäìíîæåñòâà X ⊂ D åå

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ââåäåì îáîçíà÷åíèå

ωf(X) := sup f(X)− inf f(X). (1.47)

Ýòà âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ êîëåáàíèåì ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå X. Çà-
ïèñü ωf(X) = +∞ áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ôóíêöèÿ f íåîãðàíè÷åíà íà X.

Èç òåîðåìû 1.36 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå áóäåò ïîëåç-
íî ïðè ðàññìîòðåíèè îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

Òåîðåìà 1.37. Åñëè f ∈ C[a, b], òî

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ [x1, x2] ⊂ [a, b] x2 − x1 < δ =⇒ ωf([x1, x2]) < ε.

Ïîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåä-
ñòâèåì òåîðåìû 1.36.
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Ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè è êëàññû Ãåëüäåðà

Ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè f : [a, b] → R îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ω (δ, f) := sup {|f (x1)− f (x2)| : |x1 − x2| < δ, x1, x2 ∈ [a, b]} . (1.48)

Ýòó âåëè÷èíó óäîáíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îöåíêè ðàçíîñòåé çíà÷åíèé ôóíêöèè:

|x1 − x2| < δ =⇒ |f(x1)− f(x2)| ⩽ ω (δ, f) .

Êðîìå òîãî, ïî ñêîðîñòè óáûâàíèÿ ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè ïðè δ → +0
ìîæíî êîëè÷åñòâåííî êëàññèôèöèðîâàòü ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè.
Ïðîñòåéøóþ êëàññèôèêàöèþ çàäàþò êëàññû Ãåëüäåðà

Hα := {f : ω (δ, f) = O (δα) , δ→ 0} (1.49)

(ïðè α = 1 ýòîò êëàññ íàçûâàþò òàêæå êëàññîì Ëèïøèöà).

Óïðàæíåíèå 1.15. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) óñëîâèå lim

δ→0
ω (δ, f) = 0 ðàâíîñèëüíî ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè

ôóíêöèè f ;
2) åñëè ω (δ, f) = o (δ) ïðè δ→ 0, òî f � òîæäåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ;
3) ïðè 0 < β < α ⩽ 1 ñïðàâåäëèâû ñòðîãèå âêëþ÷åíèÿ

H1 ⊂ Hα ⊂ Hβ ⊂ C[a, b].

Óòâåðæäåíèå 2) èç ïîñëåäíåãî óïðàæíåíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî êëàññû Ãåëü-
äåðà (1.49) åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ëèøü ïðè 0 < α ⩽ 1, òàê êàê ïðè α > 1
êëàññ Hα ñîäåðæèò òîëüêî ïîñòîÿííûå ôóíêöèè.

1.3.3. Íåïðåðûâíîñòü è ìîíîòîííîñòü

Â ýòîì ïóíêòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå âîïðîñû:
1) ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ èìååò îáðàòíóþ;
2) ÷òî ìîæíî ñêàçàòü î íåïðåðûâíîñòè îáðàòíîé ôóíêöèè, åñëè ïîñëåä-

íÿÿ ñóùåñòâóåò?
Èçó÷åíèå ýòèõ âîïðîñîâ èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ óñòàíîâëåíèÿ îñ-

íîâíûõ ñâîéñòâ òàêèõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, êàê ñòåïåííàÿ, ïîêàçàòåëüíàÿ,
ëîãàðèôìè÷åñêàÿ, à òàêæå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ è îáðàòíûõ ê íèì.

Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Íà÷íåì ñî ñëåäóþùåãî î÷åâèäíîãî (ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî
òàê) óòâåðæäåíèÿ, â êîòîðîì ôóíêöèÿ íå ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíîé.
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Ëåììà 1.12. Åñëè ôóíêöèÿ f : D → R, D ⊂ R, ñòðîãî ìîíîòîííà, òî
îíà ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé D íà f(D).

Ãîðàçäî áîëåå èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
íà îòðåçêå âåðíî è îáðàòíîå.

Ëåììà 1.13. Åñëè ôóíêöèÿ f ∈ C[a, b] èíúåêòèâíà, òî îíà ñòðîãî ìî-
íîòîííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, íàïðèìåð, f(a) < f(b). Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà f
ñòðîãî âîçðàñòàåò íà [a, b]. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî

f(a) < f(x) < f(b), x ∈ (a, b).

Â ñàìîì äåëå, åñëè f(x) < f(a), òî íà (x, b) ôóíêöèÿ f äîëæíà ïðè-
íèìàòü çíà÷åíèå f(a), à åñëè f(b) < f(x), òî íà (a, x) ôóíêöèÿ f äîëæíà
ïðèíèìàòü çíà÷åíèå f(b) (ðèñ. 1.18).

bb

b

b

b

b

a bx

f(a)

f(b)
f(x) f

Ðèñ. 1.18

Åñëè òåïåðü a < x1 < x2 < b, òî, ïîâòîðÿÿ ýòî æå ðàññóæäåíèå íà îòðåçêå
[a, x2], ïîëó÷èì f (x1) < f (x2) è f ñòðîãî âîçðàñòàåò. □

Ëåììà 1.14. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : [a, b] → R ñòðîãî ìîíîòîííà. Òîãäà1

f ∈ C[a, b] ⇐⇒ f ([a, b]) = [f(a), f(b)]∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñëó÷àé ñòðîãî âîçðàñòàþùåé
ôóíêöèè. Óòâåðæäåíèå ¾=⇒¿ âûòåêàåò èç òåîðåìû 1.35, òàê êàê

sup f ([a, b]) = f(b) è inf f ([a, b]) = f(a).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ ¾⇐=¿ ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ôóíêöèÿ f ðàçðûâíà â íåêîòîðîé òî÷êå x0 ∈ (a, b). Ïî òåîðåìå 1.27 äëÿ
ìîíîòîííîé ôóíêöèè ñóùåñòâóþò îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû f (x0 ± 0), ïîýòîìó
åå ðàçðûâíîñòü â òî÷êå x0 îçíà÷àåò, ÷òî

f (x0 − 0) < f (x0 + 0) .

1Íàïîìíèì (ñì. (1.11)), ÷òî ¾∗¿ ñòàâèò êîíöû ïðîìåæóòêîâ â ïðàâèëüíîì ïîðÿäêå.
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Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ÷èñëà èç íåâûðîæäåííîãî èíòåðâàëà

(f (x0 − 0) , f (x0 + 0)) ⊂ [f(a), f(b)],

çà èñêëþ÷åíèåì îäíîãî, íå ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè f (ðèñ. 1.19) �
ïðîòèâîðå÷èå.

bc

bc

b

a bx0

f(x0 − 0)

f(x0 + 0)
f(x0)

f

Ðèñ. 1.19

Ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ f ðàçðûâíà â îäíîì èç êîíöîâ îòðåçêà [a, b],
ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî (ïðåäëàãàåòñÿ ñäåëàòü ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî).

Ñëó÷àé óáûâàþùåé ôóíêöèè ñâîäèòñÿ ê óæå äîêàçàííîìó ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèè −f . □

Ñâîéñòâà îáðàòíîé ôóíêöèè

Çäåñü ⟨a, b⟩ áóäåò îáîçíà÷àòü ëþáîé ïðîìåæóòîê (âîçìîæíû ñëó÷àè
a = −∞ è b = +∞). Åñëè ôóíêöèÿ f : ⟨a, b⟩ → R íå çàäàíà íà êîíöàõ
ïðîìåæóòêà ⟨a, b⟩, òî óñëîâèìñÿ ïîíèìàòü f(a) êàê lim

x→a+0
f(x), à f(b) � êàê

lim
x→b−0

f(x). Ýòî ñîãëàøåíèå èñïîëüçóåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 1.38. Ôóíêöèÿ f ∈ C⟨a, b⟩ âçàèìíî îäíîçíà÷íà òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îíà ñòðîãî ìîíîòîííà.

Åñëè f ñòðîãî ìîíîòîííà, òî îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ f−1 òàêæå ñòðî-
ãî ìîíîòîííà (â òîì æå ñìûñëå, ÷òî è f), à òàêæå íåïðåðûâíà íà
⟨f(a), f(b)⟩∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïóñòü ⟨a, b⟩ = [a, b]. Ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû
âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç ëåìì 1.12 è 1.13. Ñòðîãàÿ ìîíîòîííîñòü îáðàò-
íîé ôóíêöèè î÷åâèäíà, à åå íåïðåðûâíîñòü âûòåêàåò èç ëåììû 1.14.

Åñëè, íàïðèìåð, ⟨a, b⟩ = (a, b], òî íàäî âçÿòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an ↓ a
è ïðèìåíèòü óæå äîêàçàííîå ê îòðåçêó [an, b]. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ
äðóãèå âèäû ïðîìåæóòêîâ. □

Êëàññèôèêàöèÿ ðàçðûâîâ

a ∈ D � òî÷êà åå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé
òî÷êîé äëÿ Da+ è Da− (ñì. (1.43)). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f ðàçðûâíà
â òî÷êå a.
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Åñëè ïðåäåë lim
x→a

f(x) ñóùåñòâóåò, íî lim
x→a

f(x) ̸= f(a). Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî

a � òî÷êà óñòðàíèìîãî ðàçðûâà äëÿ ôóíêöèè f (åñëè ïåðåîïðåäåëèòü
åå çíà÷åíèå â òî÷êå a, âçÿâ åãî ðàâíûì lim

x→a
f(x), òî íîâàÿ ôóíêöèÿ áóäåò

íåïðåðûâíîé â òî÷êå a).
Åñëè æå ïðåäåë lim

x→a
f(x) íå ñóùåñòâóåò, òî âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

1) Ñóùåñòâóþò îáà îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëà f(a ± 0), íî îíè íå ðàâíû.
Òàêèå òî÷êè íàçûâàþòñÿ ðàçðûâàìè 1-ãî ðîäà èëè ñêà÷êàìè.

2) Ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ f(a−0) èëè f(a+0)
íå ñóùåñòâóåò. Â ýòîì ñëó÷àå a íàçûâàåòñÿ ðàçðûâîì 2-ãî ðîäà.

Äëÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè âîçìîæíû òîëüêî ñêà÷êè, ïðè÷åì èõ íå ìîæåò
áûòü î÷åíü ìíîãî.

Òåîðåìà 1.39. Ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ f : ⟨a, b⟩ → R ìîæåò èìåòü ðàç-
ðûâû òîëüêî 1-ãî ðîäà, ïðè÷åì ìíîæåñòâî åå ðàçðûâîâ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî òî÷êè ðàçðûâà ÿâëÿþòñÿ ñêà÷êàìè, âûòåêàåò
èç òåîðåìû 1.27.

Ïóñòü X � ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà è x ∈ X, òîãäà

Ix := (f(x− 0), f(x+ 0))∗ ̸= ∅,

ïðè÷åì ëþáûå äâà òàêèõ èíòåðâàëà íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ôèêñèðóÿ òî÷êó
rx ∈ Ix ∩ Q, ïîëó÷èì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå x 7→ rx ìíîæåñòâà
X íà íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî â Q. □

1.3.4. Ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè

Ñòåïåíè

Íàïîìíèì, ÷òî ïðè a ∈ R è n ∈ N ñòåïåíü an îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíî:

a0 := 1, an := a · an−1,

à íà ïîêàçàòåëè n ∈ Z îíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

an :=
1

a−n
, n < 0, a ̸= 0.

Ïðè ýòîì âûïîëíåíû îñíîâíûå ñâîéñòâà ñòåïåíè

am · an = am+n, n,m ∈ Z. (1.50)

Îïðåäåëèì òåïåðü ïîíÿòèå ñòåïåíè ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà äëÿ ëþáûõ
ïîêàçàòåëåé. Ïðè n ∈ N ðàññìîòðèì ôóíêöèþ fn(x) = xn, x ∈ R+. Òîãäà
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fn ∈ C (R+) (êàê ïðîèçâåäåíèå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé) è âîçðàñòàåò, òàê êàê
ïðè 0 < x1 < x2 âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

xn2 − xn1 = (x2 − x1)
n−1∑

k=0

xk2x
n−k−1
1 > 0.

Êðîìå òîãî, lim
x→+∞

fn(x) = +∞, ïîýòîìó

fn (R+) = R+.

Îòñþäà è èç òåîðåìû 1.38 âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîé ôóíêöèè f−1
n ,

êîòîðàÿ òàêæå âîçðàñòàåò è íåïðåðûâíà íà R+.
Äëÿ a ∈ R+ è n ∈ N ïîëîæèì

a1/n := f−1
n (a), a−1/n :=

(
a1/n

)−1

.

Îòìåòèì ðÿä ñâîéñòâ äðîáíûõ ñòåïåíåé: åñëè a > 0, òî

a−1/n =

(
1

a

)1/n

, n ∈ N, (1.51)

(am)1/n = (a1/n)m, m ∈ Z, n ∈ N, (1.52)

(aml)1/(nl) = (a1/n)m, m ∈ Z, n, l ∈ N. (1.53)

Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü ñòåïåíü ñ ëþáûì ðàöèîíàëüíûì ïîêàçàòåëåì:
åñëè a > 0 è r =

m

n
∈ Q, òî ïîëîæèì

ar := (a1/n)m. (1.54)

Ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî (íå çàâèñèò îò ñïîñîáà çàïèñè ïîêàçàòåëÿ â
âèäå äðîáè), ÷òî ñëåäóåò èç (1.53).

Äîêàæåì, ÷òî ñâîéñòâî (1.50) ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ïîêàçà-
òåëåé, ò. å.

ar1 · ar2 = ar1+r2, a > 0, r1, r2 ∈ Q. (1.55)

Â ñàìîì äåëå, åñëè r1 =
m1

n1
, r2 =

m2

n2
, òî

ar1 · ar2 (1.53)
= a

m1n2
n1n2 · a

m2n1
n2n1

(1.52)
=
(
a

1
n1n2

)m1n2

·
(
a

1
n1n2

)m2n1 (1.50)
=

(1.50)
=
(
a

1
n1n2

)m1n2+m2n1 (1.52)
= a

m1n2+m2n1
n1n2 = ar1+r2.
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Äàëåå îòìåòèì, ÷òî

ar > 1 ïðè a > 1, r > 0. (1.56)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè r =
m

n
> 0, òî a1/n > 1 è am/n > 1, òàê êàê ôóíêöèÿ f−1

n

âîçðàñòàåò.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ r 7→ ar (r ∈ Q) âîçðàñòàåò ïðè a > 1: åñëè

r1 < r2, òî ar2 = ar1+(r2−r1) = ar1 · ar2−r1 > ar1.

Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ

Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü ñòåïåíü ñ ëþáûì ïîêàçàòåëåì: åñëè a > 1 è
x ∈ R, òî ïîëîæèì

ax := sup {ar : r ∈ Q, r ⩽ x} .
Ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, òàê êàê ìíîæåñòâî {ar : r ∈ Q, r < x} îãðà-

íè÷åíî ñâåðõó: åñëè r0 > x ôèêñèðîâàíî, òî ïðè r ⩽ x áóäåò ar ⩽ ar0.
Êðîìå òîãî, îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà x ñòåïåíü ax

ñîâïàäàåò ñ åå ñòàðûì îïðåäåëåíèåì � ýòî ñëåäóåò èç âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè
r 7→ ar, r ∈ Q.

Åñëè 0 < a < 1, òî îïðåäåëèì ax := (1/a)−x. Íàêîíåö, ïóñòü 1x := 1 äëÿ
ëþáîãî x ∈ R.

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà a > 0 ôóíêöèÿ

x 7→ ax, x ∈ R, (1.57)

íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëüíîé ñ îñíîâàíèåì a (ðèñ. 1.20).

x

y

0

1

a > 1

x

y

0

1

0 < a < 1

Ðèñ. 1.20. Ãðàôèê ôóíêöèè f(x) = ax

Òåîðåìà 1.40. Ïóñòü 0 < a ̸= 1. Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ a 7→ ax ñ
îñíîâàíèåì a îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) ax1 · ax2 = ax1+x2 x1, x2 ∈ R;
2) ñòðîãî âîçðàñòàåò ïðè a > 1 è ñòðîãî óáûâàåò ïðè 0 < a < 1;
3) íåïðåðûâíà íà R;
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4) åñëè a > 1, òî lim
x→−∞

ax = 0, lim
x→+∞

ax = +∞;

5) åñëè 0 < a < 1, òî lim
x→−∞

ax = +∞, lim
x→+∞

ax = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñíà÷àëà a > 1.
1) Çàôèêñèðóåì x1, x2 ∈ R è âîçüìåì r1, r2 ∈ Q òàê, ÷òîáû r1 ⩽ x1 è

r2 ⩽ x2. Òîãäà r1 + r2 ⩽ x1 + x2 è

ax1+x2 ⩾ ar1+r2 = ar1 · ar2.

Ïåðåéäåì ê òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè ñíà÷àëà ïî r1 ⩽ x1, à çàòåì ïî r2 ⩽ x2,
ïîëó÷àÿ íåðàâåíñòâî ax1+x2 ⩾ ax1 · ax2.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîòèâîïîëîæíîãî íåðàâåíñòâà âîçüìåì r ∈ Q,
r ⩽ x1 + x2 è íàéäåì r1 ∈ Q òàê, ÷òîáû r − x2 ⩽ r1 ⩽ x1. Òîãäà ðàöèî-
íàëüíîå ÷èñëî r2 = r − r1 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó r2 ⩽ x2, ïîýòîìó

ar = ar1+r2 = ar1 · ar2 ⩽ ax1 · ax2.

Ïåðåéäÿ ê òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè ïî r ⩽ x1 + x2, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî
ax1+x2 ⩽ ax1+x2.

2) Â ñèëó (1.56) ar > 1 ïðè r > 0, ñëåäîâàòåëüíî, ax>1 ïðè x > 0. Îòñþäà
ïðè x1 < x2

ax2 − ax1 = ax1
(
ax2−x1 − 1

)
> 0.

3) Ñíà÷àëà äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü â òî÷êå x0 = 0. Ïî îïðåäåëåíèþ
ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî lim

n→∞
a1/n = 1 (ñì. ïðèìåð 1.6). Îòñþäà lim

x→+0
ax = 1 è

lim
x→−0

ax = lim
x→+0

1/ax = 1.

Â îáùåì ñëó÷àå

lim
x→x0

(ax − ax0) = lim
x→x0

ax0
(
ax−x0 − 1

)
= 0.

4) Ýòî ñâîéñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî lim
n→∞

an = +∞, lim
n→∞

a−n = 0.

5) Â ñëó÷àå 0 < a < 1 ñâîéñòâà ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè âûòåêàþò èç åå
îïðåäåëåíèÿ è óæå äîêàçàííîãî äëÿ a > 1. □

Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

Ïóñòü a > 0, ïðè÷åì a ̸= 1. Èç òåîðåìû 1.40 âûòåêàåò, ÷òî ïîêàçàòåëü-
íàÿ ôóíêöèÿ f(x) = ax, x ∈ R, ñ îñíîâàíèåì a îòîáðàæàåò R íà R+ âçàèìíî
îäíîçíà÷íî. Ïîýòîìó ó íåå åñòü îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ f−1 : R+ → R, êîòîðàÿ
íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ñ îñíîâàíèåì a. Çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè â
òî÷êå x ∈ R+ îáîçíà÷èì, êàê îáû÷íî, loga x. Òàêèì îáðàçîì, ëîãàðèôìè÷å-
ñêàÿ (ñ îñíîâàíèåì a) ôóíêöèÿ äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó

x 7→ loga x, x ∈ R+. (1.58)
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Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóþò ðàâåíñòâà

aloga x = x, x ∈ R+, è loga a
x = x, x ∈ R.

x

y

0
1

a > 1

x

y

0
1

0 < a < 1

Ðèñ. 1.21. Ãðàôèê ôóíêöèè f(x) = loga x

Îñíîâíûå ñâîéñòâà ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåé
òåîðåìå (ðèñ. 1.21).

Òåîðåìà 1.41. Ïóñòü 0 < a ̸= 1. Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ îñíîâà-
íèåì a îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) loga x1x2 = loga x1 + loga x2, x1, x2 ∈ R+;
2) ñòðîãî âîçðàñòàåò ïðè a > 1 è ñòðîãî óáûâàåò ïðè 0 < a < 1;
3) íåïðåðûâíà íà R+;
4) åñëè a > 1, òî lim

x→+0
loga x = −∞, lim

x→+∞
loga x = +∞;

5) åñëè 0 < a < 1, òî lim
x→+0

loga x = +∞, lim
x→+∞

loga x = −∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ 1) âîçüìåì ëþáûå x1, x2 > 0, è ïóñòü y1 = loga x1,
y1 = loga x2. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî x1 = ay1 è x2 = ay2. Ïîýòîìó â ñèëó
ñâîéñòâà 2) òåîðåìû 1.40

x1 · x2 = ay1 · ay1 = ay1+y2.

Âçÿâ ëîãàðèôìû îò êðàéíèõ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

loga x1 · x2 = y1 + y2 = loga x1 + loga x2.

Ñâîéñòâà 2) è 3) ñëåäóþò èç òåîðåìû 1.38 è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ
ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè èç òåîðåìû 1.40. □

Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ

Åñëè α ∈ R (α ̸= 0), òî ôóíêöèÿ

x 7→ xα := eα lnx, x ∈ R+,

íàçûâàåòñÿ ñòåïåííîé ñ ïîêàçàòåëåì α.

Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
(êàê êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé) è ìîíîòîííîé (âîçðàñòàþùåé ïðè
α > 0 è óáûâàþùåé ïðè α < 0, ðèñ. 1.22).
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x

y

0

α > 1

b

x

y

0

0 < α < 1

b

x

y α < 0

0

Ðèñ. 1.22. Ãðàôèê ôóíêöèè f(x) = xα

Òðè çàìå÷àòåëüíûõ ïðåäåëà

Äîïîëíèì òåîðåìó 1.24 åùå òðåìÿ ïðåäåëàìè, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçî-
âàíû ïðè èçó÷åíèè îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé � ïîêàçàòåëüíîé, ëî-
ãàðèôìè÷åñêîé è ñòåïåííîé.

Òåîðåìà 1.42. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

lim
x→0

loga(1 + x)

x
=

1

ln a
, a > 0, a ̸= 1; (1.59)

lim
x→0

ax − 1

x
= ln a, a > 0; (1.60)

lim
x→0

(1 + x)α − 1

x
= α, α ∈ R. (1.61)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (1.59) ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(x) =





(1 + x)1/x ïðè x ̸= 0,

e ïðè x = 0,

êîòîðàÿ íåïðåðûâíà â òî÷êå 0. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 1.30 î íåïðåðûâíîñòè
êîìïîçèöèè

lim
x→0

loga(1 + x)

x
= lim

x→0
loga(1 + x)1/x = loga e =

1

ln a
.

Ïîëîæèì t = t(x) = ax − 1, òîãäà x = loga(1 + t) è lim
x→0

t = 0. Èñïîëüçóÿ

òåîðåìó 1.20 î ïðåäåëå êîìïîçèöèè è ðàâåíñòâî (1.59), ïîëó÷èì

lim
x→0

ax − 1

x
= lim

t→0

t

loga(1 + t)
= ln a.

Åñëè α ∈ R, òî

lim
x→0

(1 + x)α − 1

x
= lim

x→0

eα ln(1+x) − 1

x
= lim

x→0

eα ln(1+x) − 1

α ln(1 + x)
· lim
x→0

α ln(1 + x)

x
= α.

Çäåñü ñíîâà áûëà èñïîëüçîâàíà òåîðåìà 1.20 è ðàâåíñòâà (1.59), (1.60). □
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1.4. Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå

1.4.1. Ïðîèçâîäíàÿ è äèôôåðåíöèðóåìîñòü

Ôðàçà ¾ôóíêöèÿ f çàäàíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè a ∈ R¿ áóäåò âñåãäà
îçíà÷àòü, ÷òî íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü Ua òî÷êè a ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ ôóíêöèè f .

Ïðîèçâîäíàÿ

Îïðåäåëåíèå 1.55. Ïóñòü ôóíêöèÿ f çàäàíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè a.
Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h
, (1.62)

òî îí íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå a è îáîçíà÷àåòñÿ f ′(a).

Ãåîìåòðè÷åñêè âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ïðåäåëà ðàâíî òàíãåíñó óãëà íà-
êëîíà ìåæäó ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A(a, f(a)) è Ah(a+h, f(a+h))
ãðàôèêà ôóíêöèè f , è îñüþ Ox (ðèñ. 1.23). Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâîâàíèå
ïðåäåëà (1.62) îçíà÷àåò, ÷òî óêàçàííàÿ ïðÿìàÿ ïðè h → 0 ñòðåìèòñÿ çàíÿòü
íåêîòîðîå ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå � ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (a, f(a))
íà ãðàôèêå ôóíêöèè, ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì f ′(a). Óðàâíåíèå ýòîé ïðÿ-
ìîé èìååò âèä

y = f(a) + f ′(a)(x− a).

Åå ïðèíÿòî íàçûâàòü êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè f â òî÷êå (a, f(a)).
Òàêèì îáðàçîì, ïî ýòîìó ñîãëàøåíèþ f ′(a) � óãëîâîé êîýôôèöèåíò êà-

ñàòåëüíîé (è â ýòîì ñîñòîèò ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé).
Ê ïîíÿòèþ ïðîèçâîäíîé ïðèâîäÿò ìíîãèå çàäà÷è åñòåñòâîçíàíèÿ. Ðàñ-

ñìîòðèì äâå èç íèõ.

x

y

a a+ h

f(a)

f(a+ h)

A

Ah

f

αhb

b

y
=
f(
a)
+
f
′ (a

)(
x
− a

)

Ðèñ. 1.23
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Ïóñòü ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà íåðàâíîìåðíî äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé è ôóíêöèÿ
s : t 7→ s(t), 0 < t ⩽ T , çàäàåò äëèíó ïóòè, ïðîéäåííîãî òî÷êîé çà âðåìÿ t.
Åñëè çàôèêñèðîâàòü ìàëîå ÷èñëî h > 0, òî îòíîøåíèå

s(t+ h)− s(t)

h

îòâå÷àåò íàøèì ïðåäñòàâëåíèÿì î ñðåäíåé ñêîðîñòè òî÷êè çà ïðîìåæóòîê
âðåìåíè [t, t + h]. Ïîýòîìó ïðåäåë òàêîãî îòíîøåíèÿ ïðè h → 0 åñòåñòâåííî
ïðèíÿòü çà çíà÷åíèå ìãíîâåííîé ñêîðîñòè òî÷êè â ìîìåíò âðåìåíè t. Ýòîò
ïðèìåð íàâîäèò íà ìûñëü èñïîëüçîâàòü ïðîèçâîäíóþ f ′(a) ôóíêöèè f êàê
ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå a.

Äðóãàÿ çàäà÷à � îá îïðåäåëåíèè ïëîòíîñòè íåîäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ.
Ïóñòü ôóíêöèÿ m : [0, l] → R+ çàäàåò ìàññó íåîäíîðîäíîãî ïðÿìîëèíåé-
íîãî ìàòåðèàëüíîãî ñòåðæíÿ, ò. å. ïðè x ∈ (0, l] çíà÷åíèå m(x) ðàâíî ìàññå
÷àñòè ñòåðæíÿ äëèíû x, ñ÷èòàÿ îò åãî ëåâîãî êîíöà. Òîãäà îòíîøåíèå

m(x+ h)−m(x)

h

ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåé ïëîòíîñòüþ ÷àñòè ñòåðæíÿ îò x äî x + h. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ïëîòíîñòè ñòåðæíÿ â òî÷êå x íóæíî óñòðåìèòü h ê 0.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ðàññìîòðåòü âîïðîñ îá îïðåäåëåíèè óñêî-
ðåíèÿ ïðè äâèæåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî ïðÿìîé. È ñíîâà ïðèäåì ê íåîá-
õîäèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ, ïîäîáíûõ òîìó, êîòîðûé
ó÷àñòâóåò â îïðåäåëåíèè ïðîèçâîäíîé.

Äèôôåðåíöèðóåìîñòü

Ãåîìåòðè÷åñêèé è ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé áûë ðàññìîòðåí ðàíåå.
Âûÿñíèì òåïåðü, â ÷åì ñîñòîèò åå ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñóòü.

Îïðåäåëåíèå 1.56. Ôóíêöèÿ f , çàäàííàÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè a ∈ R, íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå a, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîå A ∈ R, ÷òî

f(a+ h)− f(a) = Ah+ o(h), h → 0. (1.63)

Åñëè îáîçíà÷èòü x = a+h, òî ñîîòíîøåíèå (1.63) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

f(x)− f(a) = A(x− a) + o(x− a), x → a.

Äðóãèìè ñëîâàìè, äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè f îçíà÷àåò, ÷òî åå ïðè-
ðàùåíèå f(a + h) − f(a) àñèìïòîòè÷åñêè ëèíåéíî â òî÷êå a: ÷åì áëèæå h ê
0, òåì òî÷íåå ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ Ah ïðèáëèæàåò ðàçíîñòü f(a+ h)− f(a).

Ïîíÿòèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíî ñ ñóùåñòâîâàíè-
åì ïðîèçâîäíîé.
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Òåîðåìà 1.43. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a;
2) ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ f ′(a).
Åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ýòèõ óñëîâèé, òî ÷èñëî A â îïðåäåëåíèè äèô-

ôåðåíöèðóåìîñòè ñîâïàäàåò ñ f ′(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè h → 0 ñîîòíîøåíèå

lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h
= f ′(a)

îçíà÷àåò, ÷òî
f(a+ h)− f(a)

h
− f ′(a) = o(1).

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè íà h, ïîëó÷èì

f(a+ h)− f(a)− f ′(a)h = o(h) èëè f(a+ h)− f(a) = f ′(a)h+ o(h),

è èç 2) ñëåäóåò 1). Ïî ýòîé öåïî÷êå ìîæíî ïðîéòè è îáðàòíî, çàìåíèâ çäåñü
f ′(a) íà A. □

Èç ýòîé òåîðåìû, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèé ñìûñë ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé ñîñòîèò â âîçìîæíîñòè àñèìïòîòè÷åñêîé ëèíåàðèçà-
öèè ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè.

Â ñâÿçè ñ áëèçîñòüþ ïîíÿòèé äèôôåðåíöèðóåìîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ ïðî-
èçâîäíîé ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé îáû÷íî íàçûâàþò äèôôåðåíöè-
ðîâàíèåì.

Îïðåäåëåíèå 1.57. Åñëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a ∈ R,
òî ôóíêöèÿ

df(a) : h 7→ f ′(a)h (1.64)

íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì äëÿ f â ýòîé òî÷êå.

×òîáû óðàâíîâåñèòü îïðåäåëåíèå (1.64), äèôôåðåíöèàë ëèíåéíîé ôóíê-
öèè f0(x) = x îáîçíà÷àþò dx (ò. å. dx(h) = h ïðè âñåõ h) è íàçûâàþò äèô-
ôåðåíöèàëîì íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Òàêèì îáðàçîì,

df(a) = f ′(a)dx èëè f ′(a) =
df(a)

dx
.

Ñìûñë äèôôåðåíöèàëà ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé ÷àñòüþ
ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè

f(a+ h)− f(a) = df(a)h+ o(h),

÷òî ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

f(a+ h)− f(a) ≈ df(a)h = f ′(a)h,

êîòîðîå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ f(a + h) ïðè
äîñòàòî÷íî ìàëûõ h.
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Ïðîèçâîäíûå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé

Èñïîëüçóåì òåïåðü çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû èç òåîðåì 1.24 è 1.42 äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

1) (xn)′ = nxn−1 ïðè n ∈ N.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå,

lim
h→0

(x+ h)n − xn

h
= lim

h→0

h
n−1∑
k=0

(x+ h)kxn−k−1

h
= nxn−1. □

2) (ax)′ = ax ln a ïðè a > 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (1.60), ïîëó÷èì

lim
h→0

ax+h − ax

h
= ax lim

h→0

ah − 1

h
= ax ln a. □

3) (loga x)
′ =

1

x ln a
ïðè a > 0, a ̸= 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çäåñü íàäî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàâåíñòâîì (1.59) è òåî-
ðåìîé 1.20 î ïðåäåëå êîìïîçèöèè:

lim
h→0

loga (x+ h)− loga x

h
=

1

x
lim
h→0

loga (1 + h/x)

h/x
=

1

x ln a
. □

4) (sinx)′ = cosx.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ðàâåíñòâà (1.41) è òåîðåìû 1.20 î ïðåäåëå êîì-

ïîçèöèè

lim
h→0

sin(x+ h)− sinx

h
= lim

h→0

sin(h/2)

h/2
· lim
h→0

cos

(
x+

h

2

)
= cosx. □

Îñòàëüíûå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè áóäóò ðàññìîòðåíû íèæå.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå è îïåðàöèè íàä ôóíêöèÿìè

Äëÿ èçó÷åíèÿ õàðàêòåðà âçàèìîäåéñòâèÿ ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäíîé ñ îïåðà-
öèÿìè íàä ôóíêöèÿìè áóäåì ÷àñòî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ïðîñòîå, íî âàæ-
íîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1.15. Åñëè ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé òî÷êå, òî
îíà íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ

f(x)− f(a) = f ′(a)(x− a) + o(x− a) = o(1)
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ïðè x → a. □
Êàê ïîêàçûâàåò ïðèìåð ôóíêöèè f(x) = |x|, a = 0, îáðàòíîå óòâåðæäå-

íèå íåâåðíî.

Òåîðåìà 1.44. Ïóñòü ôóíêöèè f, g : D → R äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå

a ∈ D, λ ∈ R. Òîãäà ôóíêöèè λf , f+g, fg è
f

g
(ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè

g(a) ̸= 0) äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå a è ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(λf)′ (a) = λf ′(a), (f + g)′(a) = f ′(a) + g′(a),

(fg)′(a) = f ′(a)g(a) + f(a)g′(a),

(
f

g

)′
(a) =

f ′(a)g(a)− f(a)g′(a)

g2(a)
.

Äîêàçàòåëüñòâî.Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíî òîëüêî íà îáîñíîâàíèè ôîðìó-
ëû äëÿ ïðîèçâîäíîé îòíîøåíèÿ, îñòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ ðàñ-
ñìîòðåòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ïðåîáðàçóåì ðàçíîñòíîå îòíîøåíèå, ïðåäåëîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïðîèç-
âîäíàÿ îòíîøåíèÿ:

f(x)

g(x)
− f(a)

g(a)

x− a
=

[f(x)− f(a)]g(a)− f(a)[g(x)− g(a)]

g(x)g(a)(x− a)
=

=

f(x)− f(a)

x− a
g(a)− f(a)

g(x)− g(a)

x− a
g(x)g(a)

.

Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â ýòîì ðàâåíñòâå è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè g â òî÷êå a
(ïîñëåäíåå âûòåêàåò èç ëåììû 1.15) ïðèâîäèò ê íóæíîé ôîðìóëå. □

Òåîðåìà 1.45. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : Df → R äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå
a ∈ Df , à ôóíêöèÿ g : Dg → R äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå b = f(a), ïðè÷åì
f (Df) ⊂ Dg. Òîãäà êîìïîçèöèÿ g ◦ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a è

(g ◦ f)′ (a) = g′(f(a)) · f ′(a). (1.65)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü xn → a � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Ðàçîáüåì íàòóðàëüíûé ðÿä íà äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè N = {nk} ∪ {mk} òàê,
÷òî

f (xnk
)− f(a) = 0, f (xmk

)− f(a) ̸= 0.

Òîãäà åñëè {nk} ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ, òî f ′(a) = 0 è

lim
k→∞

g (f (xnk
))− g(f(a))

xnk
− a

= 0 = g′(f(a)) · f ′(a).
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Ïóñòü òåïåðü â {nk} ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ. Òîãäà ïîñêîëüêó
f (xmk

) → f(a) ïî ëåììå 1.15, òî

lim
k→∞

g (f (xmk
))− g(f(a))

xmk
− a

= lim
k→∞

g (f (xmk
))− g(f(a))

f (xmk
)− f(a)

f (xmk
)− f(a)

xmk
− a

=

= g′(f(a)) · f ′(a). □

Òåîðåìà 1.46. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : D → R èìååò îáðàòíóþ, íåïðå-
ðûâíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a ∈ D è äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå
a ∈ D, ïðè÷åì f ′(a) ̸= 0.

Òîãäà îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ f−1 äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå b = f(a) è

(
f−1
)′
(b) =

1

f ′(a)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (α,β) ⊂ D, ïðè-
÷åì a ∈ (α,β). Òîãäà ïî òåîðåìå 1.38 èç ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè
ñëåäóåò, ÷òî f ñòðîãî ìîíîòîííà íà (α,β).

Ïî òîé æå òåîðåìå 1.38 îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ f−1 îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà
â îêðåñòíîñòè

(
f(α), f(β)

)∗
òî÷êè b = f(a).

Ïóñòü yn → b, yn ̸= b, òîãäà yn ∈
(
f(α), f(β)

)∗
äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ

n ∈ N è ñóùåñòâóåò òàêîå xn ∈ (α,β), xn ̸= a, ÷òî f(xn) = yn è f−1(yn) = xn.
Ïðè ýòîì xn → a ïðè n → ∞. Çàïèøåì

f−1(yn)− f−1(b)

yn − b
=

1

f(xn)− f(a)

xn − a

.

Ñîâåðøàÿ çäåñü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä, ïîëó÷èì

lim
n→∞

f−1(yn)− f−1(b)

yn − b
=

1

f ′(a)
.

Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû (ñì. òàêæå òåîðåìó 1.17). □

Ïðîèçâîäíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé

Äîïîëíèì òàáëèöó ïðîèçâîäíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé èç ïîäï. 1.4.1
ôîðìóëàìè äëÿ ïðîèçâîäíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé è îáðàòíûõ èì.

1) (cosx)′ = − sinx.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 1.45 î ïðîèçâîäíîé êîìïîçèöèè ïîëó÷èì

(cosx)′ =
(
sin
(π
2
− x
))′

= − cos
(π
2
− x
)
= − sinx. □
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2) (xα)′ = αxα−1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çäåñü òàêæå èñïîëüçóåì òåîðåìó 1.45:

(xα)′ =
(
eα lnx

)′
= eα lnx · α

x
= xα · α

x
= αxα−1. □

3) (arcsinx)′ =
1√

1− x2
, x ∈ (−1, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y = arcsinx, x ∈ (−1, 1), òîãäà y ∈ (−π/2,π/2)
è cos y = +

√
1− x2. Ïðèìåíèì òåïåðü òåîðåìó 1.46 î ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé

ôóíêöèè:

(arcsinx)′ =
1

(sin y)′
=

1

cos y
=

1√
1− x2

. □

4) (arccosx)′ = − 1√
1− x2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî âûòåêàåò èç ïðåäûäóùåé ôîðìóëû è ðàâåíñòâà

arccosx =
π

2
− arcsinx. □

5) (tg x)′ =
1

cos2 x
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëà ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ ÷àñòíîãî èç òåîðåìû 1.44. □

6) (arctg x)′ =
1

1 + x2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çäåñü íàäî èñïîëüçîâàòü òåîðåìó 1.46 è ðàâåíñòâî
1 + tg2 y = 1/ cos2 y (ãäå y = arctg x):

(arctg x)′ =
1

(tg y)′
= cos2 y =

1

1 + tg2 y
=

1

1 + x2
. □

Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Åñëè ôóíêöèÿ f : D → R äèôôåðåíöèðóåìà íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå
X ⊂ D (ò. å. äèôôåðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå x ∈ X), òî ìîæíî ðàññìîò-
ðåòü íîâóþ ôóíêöèþ

f ′ : X → R

è ïîñòàâèòü âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ïðîèçâîäíîé ó íåå è ò. ä.
Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ îïðåäåëÿþòñÿ èíäóêòèâíî:

f (n)(a) = (f (n−1))′(a).

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ n-é ïðîèçâîäíîé â òî÷êå a íåîá-
õîäèìî ïîòðåáîâàòü íàëè÷èÿ âñåõ ïðîèçâîäíûõ f ′(x), f ′′(x), . . . , f (n−1)(x) â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a.
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Ïî èíäóêöèè íåòðóäíî óñòàíîâèòü ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ ïðîèçâîä-
íûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, ñïðàâåäëèâûå ïðè ëþáîì n ∈ N:

((1 + x)α)
(n)

= α(α− 1) · · · (α− n+ 1)(1 + x)α−n; (1.66)

(ln(1 + x))(n) = (−1)n−1(n− 1)!(1 + x)−n; (1.67)

(ex)(n) = ex; (1.68)

(sinx)(n) = sin
(
x+

πn

2

)
; (1.69)

(cosx)(n) = cos
(
x+

πn

2

)
. (1.70)

1.4.2. Òåîðåìû î äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèÿõ

Ýêñòðåìóìû è ëåììà Ôåðìà

Îïðåäåëåíèå 1.58. Ïóñòü ôóíêöèÿ f çàäàíà â íåêîòîðîé îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè a. Òîãäà a íàçûâàåòñÿ òî÷êîé

ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà, åñëè ∃Ua ∀x ∈ Ua f(x) ⩽ f(a);
ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, åñëè ∃Ua ∀x ∈ Ua f(x) ⩾ f(a);
ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà, åñëè ∃Ua ∀x ∈ U ◦

a f(x) < f(a);
ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, åñëè ∃Ua ∀x ∈ U ◦

a f(x) > f(a).

Îáùåå íàçâàíèå äëÿ âñåõ âèäîâ ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà � ýêñòðåìóìû.
Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî íåðàâåíñòâà â îïðåäåëåíèÿõ ýêñòðåìóìîâ âûïîëíÿ-
þòñÿ ëèøü â íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ýêñòðåìóìà.

Âïîëíå òèïè÷íûé âèä ãðàôèêà ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè ýêñòðåìóìà ïðåä-
ñòàâëåí íà ðèñ. 1.24.

b

a
Максимум

b

a
Минимум

Ðèñ. 1.24. Ýêñòðåìóìû

Ëåììà 1.16 (Ôåðìà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a.
Òîãäà åñëè a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà, òî f ′(a) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, íàïðèìåð, a � òî÷êà ìèíèìóìà (äëÿ ìàêñè-
ìóìîâ ðàññóæäåíèå àíàëîãè÷íîå). Çàìåòèì, ÷òî

f(x)− f(a)

x− a
⩽ 0 ïðè x < a è

f(x)− f(a)

x− a
⩾ 0 ïðè x > a,
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ïîýòîìó

0 ⩽ lim
x→a+0

f(x)− f(a)

x− a
= f ′(a) = lim

x→a−0

f(x)− f(a)

x− a
⩽ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, f ′(a) = 0. □
Ëåììà Ôåðìà äàåò ëèøü íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà, è îíî íå

ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì (â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ
f(x) = x3 â îêðåñòíîñòè òî÷êè a = 0). Ïîýòîìó äëÿ ïðîâåðêè íà ýêñòðå-
ìóì íóæíû äîïîëíèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ.

Ãåîìåòðè÷åñêè óòâåðæäåíèå f ′(a) = 0 îçíà÷àåò, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ê ãðà-
ôèêó äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè â òî÷êå ýêñòðåìóìà ïàðàëëåëüíà îñè Ox,
à ôèçè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ôóíêöèè f â òî÷êå a ðàâíà
íóëþ. Ïîýòîìó â ñëó÷àå f ′(a) = 0 ãîâîðÿò îáû÷íî, ÷òî a � ñòàöèîíàðíàÿ
òî÷êà1 ôóíêöèè f .

Ôîðìóëà êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé

Òåîðåìà 1.47 (Ðîëëÿ). Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ C[a, b] äèôôåðåíöèðóåìà
íà èíòåðâàëå (a, b), ïðè÷åì f(a) = f(b). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà
ξ ∈ (a, b), ÷òî f ′(ξ) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f � òîæäåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ, òî äîêàçûâàòü
íå÷åãî. Åñëè f íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî ïîñòîÿííîé, òî ïî êðàéíåé ìåðå
îäíî èç çíà÷åíèé M = sup f ([a, b]) èëè m = inf f ([a, b]) ïðèíèìàåòñÿ (ïî
òåîðåìå 1.32) â íåêîòîðîé òî÷êå ξ ∈ (a, b), è ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìóìîì
ôóíêöèè f . Â ñèëó ëåììû 1.16 f ′(ξ) = 0. □

Òåîðåìà 1.48 (Ëàãðàíæà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ C[a, b] äèôôåðåíöè-
ðóåìà íà èíòåðâàëå (a, b). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà ξ ∈ (a, b), ÷òî

f(b)− f(a) = f ′(ξ)(b− a). (1.71)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

φ(x) = f(x)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a), x ∈ [a, b],

êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 1.47. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òî÷êà
ξ ∈ (a, b), äëÿ êîòîðîé

φ′(ξ) = f ′(ξ)− f(b)− f(a)

b− a
= 0. □

1Èñïîëüçóåòñÿ òàêæå òåðìèí ¾êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà¿, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåòñÿ ãîðàçäî ìåíåå åñòåñòâåí-
íûì.
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Ãåîìåòðè÷åñêè óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.48 îçíà÷àåò, ÷òî íà èíòåðâàëå
(a, b) íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà ξ, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè f â òî÷-
êå (ξ, f(ξ)) ïàðàëëåëüíà îòðåçêó, ñîåäèíÿþùåìó òî÷êè (a, f(a)) è (b, f(b))
ãðàôèêà (ðèñ. 1.25).

b

b

b

b

b

a ξ b

Ðèñ. 1.25

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ÷ðåçâû÷àéíî âàæíà è ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ. Åå ñìûñë
ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà âûðàæàåò ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ÷åðåç ïðîèçâîäíóþ,
ïðåäâîñõèùàÿ ñòðàòåãèþ èñïîëüçîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîâå-
äåíèÿ ôóíêöèè. Ðàâåíñòâî 1.71 íàçûâàþò ôîðìóëîé êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé.

Òåîðåìà 1.48 ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé èç ñåìåéñòâà òàê íàçûâàåìûõ òåîðåì î
ñðåäíåì çíà÷åíèè, êîòîðûå, óòî÷íÿÿ ôîðìó (1.71) òåîðåìû Ëàãðàíæà, ïðè-
âîäÿò ê îñíîâíûì òåõíè÷åñêèì ñðåäñòâàì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà � ôîð-
ìóëàì Òåéëîðà è Íüþòîíà � Ëåéáíèöà.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îáîáùàåò òåîðåìó 1.48 íà ñëó÷àé äâóõ ôóíê-
öèé.

Òåîðåìà 1.49 (Êîøè). Ïóñòü ôóíêöèè f, g ∈ C[a, b] äèôôåðåíöèðóå-
ìû íà èíòåðâàëå (a, b), ïðè÷åì g′(x) ̸= 0 ïðè x ∈ (a, b).

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà ξ ∈ (a, b), ÷òî

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=

f ′(ξ)

g′(ξ)
. (1.72)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òàêîå æå, êàê è â ïðåäûäóùåé òåîðå-
ìå, íî ñ ôóíêöèåé

φ(x) = f(x)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
(g(x)− g(a)) , x ∈ [a, b]. □

Êîíå÷íî, åñëè g(x) ≡ x, òî èç òåîðåìû 1.49 ñíîâà ïîëó÷èì òåîðåìó 1.48.

1.4.3. Ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ

Ðàññìîòðèì ñïîñîáû ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé, ò. å. âû÷èñëåíèÿ
ïðåäåëîâ îòíîøåíèé, êîãäà è ÷èñëèòåëü, è çíàìåíàòåëü ÿâëÿþòñÿ îäíîâðå-
ìåííî èëè áåñêîíå÷íî áîëüøèìè, èëè áåñêîíå÷íî ìàëûìè.
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Íåîïðåäåëåííîñòü âèäà 0/0

Òåîðåìà 1.50 (0/0-ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ). Ïóñòü ôóíêöèè f è g äèô-
ôåðåíöèðóåìû â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a, ïðè÷åì g′(x) ̸= 0 è

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0. (1.73)

Òîãäà åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå a, òî
â ýòîé òî÷êå ñóùåñòâóåò ïðåäåë îòíîøåíèÿ ôóíêöèé è

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîîïðåäåëèì ôóíêöèè f è g â òî÷êå a ðàâåíñòâîì
f(a) = g(a) = 0 è ïðèìåíèì ê íèì òåîðåìó 1.49 äëÿ êàæäîãî x ∈ U ◦

a :

f(x)

g(x)
=

f(x)− f(a)

g(x)− g(a)
=

f ′(ξx)

g′(ξx)
,

ãäå ξx ∈ (a, x)∗. Òàê êàê lim
x→a

ξx = a, òî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.21.

Îòìåòèì, ÷òî â òåîðåìå 1.50 âìåñòî áàçû x → a, ïî êîòîðîé áåðåòñÿ
ïðåäåë, ìîæíî âçÿòü òàêæå áàçû x → a ± 0 èëè x → ∞, x → ±∞, êîòîðûå
ðàññìàòðèâàëèñü â ïîäï. 1.2.5.

Äëÿ áàç x → a ± 0 äîêàçàòåëüñòâî íå ìåíÿåòñÿ. Äëÿ x → ∞, x → ±∞
ðàññìîòðèì äðóãóþ ïàðó ôóíêöèé

f

(
1

x

)
, g

(
1

x

)

â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè íóëÿ. Ê íåé ìîæíî ïðèìåíèòü óæå äîêàçàííóþ
òåîðåìó 1.50 è

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

x→0

f (1/x)

g (1/x)
= lim

x→0

f ′ (1/x) ·
(
−1/x2

)

g′ (1/x) · (−1/x2)
=

= lim
x→0

f ′ (1/x)

g′ (1/x)
= lim

x→∞
f ′(x)

g′(x)
.

Ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. □

Íåîïðåäåëåííîñòü âèäà ∞/∞
Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ íåîïðåäåëåííîñòè âèäà ∞

∞ ,
íî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ñëîæíåå.
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Òåîðåìà 1.51 (∞/∞-ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ). Òåîðåìà 1.50 ñîõðàíÿåò
ñèëó ïðè çàìåíå óñëîâèÿ (1.73) íà

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = ∞. (1.74)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ÷èñëî δ > 0 (åãî âûáîð áóäåò óêàçàí íèæå)
è a < x < x0 = a+ δ. Òîãäà

f(x)

g(x)
=

f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)

1− g(x0)/g(x)

1− f(x0)/f(x)
=

f ′(ξx)

g′(ξx)
+
f ′(ξx)

g′(ξx)
·
[
1− g(x0)/g(x)

1− f(x0)/f(x)
− 1

]
,

ãäå ξx ∈ (x, x0) îïðåäåëÿåòñÿ ïî òåîðåìå 1.49.
Çàäàäèì ε > 0 è íàéäåì δ > 0 òàê, ÷òîáû
∣∣∣∣
f ′(ξ)

g′(ξ)
− l

∣∣∣∣ <
ε

2
,

∣∣∣∣
f ′(ξ)

g′(ξ)

∣∣∣∣ < |l|+ 1 ïðè a < ξ < x0 = a+ δ.

Çäåñü l = lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
.

Â ñèëó óñëîâèÿ (1.74)

lim
x→a+0

f(x0)

f(x)
= lim

x→a+0

g(x0)

g(x)
= 0

è íàéäåòñÿ òàêîå δ1 > 0, ÷òî
∣∣∣∣
f ′(ξx)

g′(ξx)

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
1− g(x0)/g(x)

1− f(x0)/f(x)
− 1

∣∣∣∣ <
ε

2

ïðè a < x < x1 = a+ δ1. Ïîýòîìó

|f(x)/g(x)− l| < ε ïðè a < x < a+min{δ, δ1}.
Òî÷íî òàê æå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðåäåë ñëåâà. □
Â òåîðåìå 1.51 âìåñòî x → a ìîæíî âçÿòü áàçû x → a ± 0 èëè x → ∞,

x → ±∞.

Äðóãèå âèäû íåîïðåäåëåííîñòåé

Êðîìå íåîïðåäåëåííîñòåé âèäà 0/0 è ∞/∞ âîçìîæíû è äðóãèå, íàïðè-
ìåð 0 ·∞, 1∞,∞−∞. Äëÿ èõ ðàñêðûòèÿ òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðàâèëà
Ëîïèòàëÿ, ïðåäâàðèòåëüíî ïðåîáðàçîâàâ èññëåäóåìûå âûðàæåíèÿ, íàïðèìåð

0 · ∞ =
0

1/∞ , 1∞ = e∞ ln 1.

Èíîãäà âìåñòî òåðìèíà ¾ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ¿ èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí ¾ïðà-
âèëî Ëîïèòàëÿ � Áåðíóëëè¿.
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1.4.4. Ôîðìóëà Òåéëîðà

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà Òåéëîðà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ëîêàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèè â âèäå ìíîãî-
÷ëåíà n-ãî ïîðÿäêà

f(x) = Pn(x) + o
(
(x− a)n

)
, x → a.

Ïðè n = 1 òàêàÿ çàäà÷à ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ äèôôåðåíöèðóåìîñòè.
Ëåãêî ïîêàçàòü (óáåäèòåñü â ýòîì ñàìîñòîÿòåëüíî), ÷òî àëãåáðàè÷åñêèé

ìíîãî÷ëåí ìîæíî çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ åãî ïðîèçâîäíûõ â íåêîòîðîé òî÷êå

Pn(x) =
n∑

k=0

P
(k)
n (a)

k!
(x− a)k.

Åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü ìíîãî÷ëåí òàêîãî òèïà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè:

Tn(x, a; f) :=
n∑

k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k. (1.75)

Áóäåì íàçûâàòü (1.75) ïîëèíîìîì Òåéëîðà n-ãî ïîðÿäêà äëÿ ôóíêöèè f â
òî÷êå a.

Äëÿ òîãî ÷òîáû çàïèñàòü ïîëèíîì Òåéëîðà n-ãî ïîðÿäêà, íåîáõîäèìî
ñóùåñòâîâàíèå f (n)(a) (òîãäà ïðîèçâîäíûå f ′(x), f ′′(x), . . . , f (n−1)(x) äîëæíû
ñóùåñòâîâàòü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a).

Ðàçíîñòü
rn(x) := f(x)− Tn(x, a ; f) (1.76)

áóäåì íàçûâàòü n-ì îñòàòêîì Òåéëîðà äëÿ f â òî÷êå a.

Òåîðåìà 1.52 (ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòêîì Ïåàíî). Åñëè ôóíê-
öèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà n ðàç â òî÷êå a, òî

rn(x) = o
(
(x− a)n

)
, x → a.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè. Ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå ñëåäó-
åò èç îïðåäåëåíèÿ 1.56 äèôôåðåíöèðóåìîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé
(ñì. òåîðåìó 1.43).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî ïðè n − 1 äëÿ ëþáîé ôóíêöèè,
óäîâëåòâîðÿþùåé ïðåäïîëîæåíèÿì. Çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

T ′
n(x, a ; f) = Tn−1(x, a ; f

′),

ïðîâåðÿåìîå íåïîñðåäñòâåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïîëèíîìà Òåéëîðà.
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Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ðàâåíñòâà, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ (òåîðåìà 1.50),
ïîëó÷èì

lim
x→a

f(x)− Tn(x, a ; f)

(x− a)n
= lim

x→a

f ′(x)− T ′
n(x, a ; f)

n(x− a)n−1
=

= lim
x→a

f ′(x)− Tn−1(x, a ; f
′)

n(x− a)n−1
= 0

â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè, ïðèìåíåííîãî ê ïðîèçâîäíîé f ′. □

Àñèìïòîòèêà ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé

Ïðèìåíåíèå òåîðåìû 1.52 ê îñíîâíûì ýëåìåíòàðíûì ôóíêöèÿì ïðèâî-
äèò ê ñëåäóþùèì àñèìïòîòè÷åñêèì ñîîòíîøåíèÿì ïðè x → 0:

(1 + x)α = 1 +
n∑

k=1

α(α− 1) · · · (α− k + 1)

k!
xk + o (xn) ;

ln(1 + x) =
n∑

k=1

(−1)k−1

k
xk + o (xn) ;

ex =
n∑

k=0

1

k!
xk + o (xn) ;

sinx =
n∑

k=1

(−1)k−1

(2k − 1)!
x2k−1 + o

(
x2n
)
;

cosx =
n∑

k=0

(−1)k

(2k)!
x2k + o

(
x2n+1

)
.

Êîíå÷íî, çäåñü áûëè èñïîëüçîâàíû ôîðìóëû (1.66)�(1.70) äëÿ ïðîèçâîäíûõ
ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

Îáùàÿ ôîðìà îñòàòêà Òåéëîðà

Ïðèâåäåì äðóãóþ ôîðìó îñòàòêà â ôîðìóëå Òåéëîðà, êîòîðàÿ áóäåò èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ïðè èçó÷åíèè ïîâåäåíèÿ îñòàòêà Òåéëîðà rn(x) ïðè n → ∞.

Òåîðåìà 1.53 (îáùàÿ ôîðìà îñòàòêà Òåéëîðà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f
èìååò (n + 1) ïðîèçâîäíóþ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Ua òî÷êè a ∈ R.
Ïóñòü åùå çàäàíà ôóíêöèÿ φ, äèôôåðåíöèðóåìàÿ â Ua, ïðè÷åì φ

′(x) ̸= 0.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ Ua ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà ξ ∈ (a, x)∗, ÷òî

rn(x) =
φ(x)−φ(a)
φ′(ξ)n!

f (n+1)(ξ)(x− ξ)n. (1.77)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

F (t) = f(x)− Tn(x, t ; f),

òîãäà

F ′(t) =

(
−

n∑

k=0

f (k)(t)

k!
(x− t)k

)′

=

= −
n∑

k=0

f (k+1)(t)

k!
(x− t)k +

n∑

k=1

f (k)(t)

(k − 1)!
(x− t)k−1 = −f (n+1)(t)

n!
(x− t)n.

Ïðèìåíèì ê ïàðå ôóíêöèé F è φ íà [a, x]∗ òåîðåìó 1.49, ñîãëàñíî êîòîðîé
ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ ∈ (a, x)∗ ñî ñâîéñòâîì

F (x)− F (a)

φ(x)−φ(a) =
F ′(ξ)

φ′(ξ)
.

Îñòàëîñü ïîäñòàâèòü ñþäà âûðàæåíèå äëÿ F ′(ξ) è çàìåòèòü, ÷òî
F (x)− F (a) = −rn(x). □

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.53 ïîêàçûâàåò, ÷òî åå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñè-
òåëüíî ôóíêöèè f ìîæíî îñëàáèòü. Äëÿ èõ îïèñàíèÿ ââåäåì êëàññû Cn[a, b],
êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ è â äàëüíåéøåì.

Ïóñòü Cn[a, b] îáîçíà÷àåò êëàññ1 ôóíêöèé, èìåþùèõ íåïðåðûâíûå ïðî-
èçâîäíûå äî ïîðÿäêà n âêëþ÷èòåëüíî â êàæäîé òî÷êå x ∈ [a, b]. Ïðè ýòîì
â îïðåäåëåíèè ïðîèçâîäíîé â êðàéíèõ òî÷êàõ a è b ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü
ñîîòâåòñòâóþùèé îäíîñòîðîííèé ïðåäåë.

Òåîðåìà 1.54. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ Cn[a, x]∗ èìååò (n+1)-þ ïðîèçâîä-
íóþ íà èíòåðâàëå (a, x)∗. Ïóñòü åùå çàäàíà ôóíêöèÿ φ ∈ C[a, x]∗, äèôôå-
ðåíöèðóåìàÿ íà (a, x)∗, ïðè÷åì φ′(x) ̸= 0.

Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî ξ ∈ (a, x)∗ âûïîëíåíî (1.77).

Âûáèðàÿ êîíêðåòíóþ ôóíêöèþφ, ïîëó÷èì íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå ôîð-
ìû îñòàòêà Òåéëîðà.

Ïóñòü φ(t) = x− t, òîãäà

rn(x) =
f (n+1)(ξ)

n!
(x− ξ)n(x− a) (ôîðìà Êîøè). (1.78)

Åñëè φ(t) = (x− t)n+1, òî

rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− a)n+1 (ôîðìà Ëàãðàíæà). (1.79)

1Çäåñü è â äàëüíåéøåì òåðìèí ¾êëàññ¿ èñïîëüçóåòñÿ êàê åùå îäèí ñèíîíèì òåðìèíà ¾ìíîæåñòâî¿.
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Ïîâåäåíèå îñòàòêîâ ïðè n → ∞
Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå îñòàòêîâ Òåéëîðà äëÿ îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ

ôóíêöèé ïðè n → ∞.

Òåîðåìà 1.55. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

(1 + x)α = lim
n→∞

(
1 +

n∑

k=1

α(α− 1) · · · (α− k + 1)

k!
xk

)
, |x| < 1;

ln(1 + x) = lim
n→∞

n∑

k=1

(−1)k−1

k
xk, |x| < 1;

ex = lim
n→∞

n∑

k=0

1

k!
xk, x ∈ R;

sinx = lim
n→∞

n∑

k=1

(−1)k−1

(2k − 1)!
x2k−1, x ∈ R;

cosx = lim
n→∞

n∑

k=0

(−1)k

(2k)!
x2k, x ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñòåïåííîé ôóíêöèè ðàññìîòðèì îñòàòîê ôîðìó-
ëû Òåéëîðà â ôîðìå Êîøè (1.78):

rn(x) =
α(α− 1) · · · (α− n)

n!
(1 + ξ)α−n(x− ξ)nx,

ãäå ξ ∈ (0, x)∗. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
∣∣∣∣
x− ξ
1 + ξ

∣∣∣∣ ⩽
|x| − |ξ|
1− |ξ| = 1− 1− |x|

1− |ξ| ⩽ 1− 1− |x|
1− 0

⩽ |x| . (1.80)

Èñïîëüçóÿ (1.80), îöåíèì îñòàòîê

|rn(x)| ⩽
∣∣∣α
(
1− α

1

)
. . .
(
1− α

n

)∣∣∣ (1 + ξ)α |x|n+1 .

Ïðè óâåëè÷åíèè n íà åäèíèöó ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà óìíî-

æàåòñÿ íà

∣∣∣∣
(
1− α

n+ 1

)
x

∣∣∣∣. Òàê êàê |x| < 1, òî íàéäåòñÿ òàêîå n0, ÷òî
∣∣∣∣
(
1− α

n+ 1

)
x

∣∣∣∣ < q < 1 ïðè n ⩾ n0. Ñëåäîâàòåëüíî, |rn(x)| ⩽ |rn0
(x)| qn−n0

è lim
n→∞

rn(x) = 0.
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Äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè òàêæå èñïîëüçóåì ôîðìó Êîøè (1.78)
äëÿ îñòàòêà

rn(x) = (−1)n
(x− ξ)nx
(1 + ξ)n+1

,

ãäå ξ ∈ (0, x)∗. Òàê êàê |1 + ξ| ⩾ 1 − |ξ| ⩾ 1 − |x|, òî èç íåðàâåíñòâà (1.80)
ïîëó÷èì |rn(x)| ⩽ |x|n+1 (1− |x|)−1 → 0 ïðè n → ∞.

Äëÿ ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè, à òàêæå äëÿ ñèíóñà è êîñèíóñà íàäî èñ-
ïîëüçîâàòü ôîðìó Ëàãðàíæà. Ðàññóæäåíèÿ çäåñü îäíè è òå æå, ïîýòîìó ðàñ-
ñìîòðèì òîëüêî ïîêàçàòåëüíóþ ôóíêöèþ. Äëÿ íåå â ñèëó (1.79)

|rn(x)| =
∣∣∣∣

eξ

(n+ 1)!
xn+1

∣∣∣∣ ⩽ e|x|
|x|n+1

(n+ 1)!
→ 0 ïðè n → ∞. □

Â ñëåäóþùåì óïðàæíåíèè ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåðåñíûé ïðèìåð ôóíê-
öèè, äëÿ êîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åå ïîëèíîìîâ Òåéëîðà íå ñõîäèòñÿ ê
çíà÷åíèÿì ôóíêöèè.

Óïðàæíåíèå 1.16. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèè

f(x) =





e−1/x2

ïðè x ̸= 0,

0 ïðè x = 0

ïðè âñåõ n ∈ N âûïîëíåíû ðàâåíñòâà f (n)(0) = 0.

Ïîíÿòèå î ñõîäèìîñòè ÷èñëîâûõ ðÿäîâ

Åñëè çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ak} ⊂ R, òî ñèìâîë
∞∑

k=1

ak (1.81)

íàçûâàþò ÷èñëîâûì ðÿäîì. Íî ïîêà ýòî ëèøü ñèìâîë, íå èìåþùèé îïðå-
äåëåííîãî ñìûñëà, òàê êàê ìû íå çíàåì, êàê ìîæíî ñêëàäûâàòü áåñêîíå÷íî
ìíîãî ñëàãàåìûõ.

Ñ êàæäûì ÷èñëîâûì ðÿäîì ñâÿæåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóìì

sn :=
n∑

k=1

ak,

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ åãî ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè.

Îïðåäåëåíèå 1.59. Ðÿä (1.81) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñó-
ùåñòâóåò ïðåäåë

lim
n→∞

sn = s.
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Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî s íàçûâàåì ñóììîé ðÿäà è ïèøåì
∞∑
k=1

ak = s.

Åñëè ïðåäåë lim
n→∞

sn íå ñóùåñòâóåò, òî ðÿä íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ.

Íàïðèìåð, ðÿä
∞∑
k=1

1

k
ðàñõîäèòñÿ (ñì. ïðèìåð 1.7), à ðÿä

∞∑
k=1

aqk ñõîäèòñÿ

ïðè |q| < 1 è
∞∑
k=1

aqk =
a

1− q
.

Â òåðìèíàõ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ óäîáíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ïðåäûäóùèå
ðåçóëüòàòû î ðàçëîæåíèÿõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé ïî ôîðìóëå Òåéëîðà.

Òåîðåìà 1.56. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1 + x)α = 1 +
∞∑

k=1

α(α− 1) · · · (α− k + 1)

k!
xk, |x| < 1;

ln(1 + x) =
∞∑

k=1

(−1)k−1

k
xk, |x| < 1;

ex =
∞∑

k=0

1

k!
xk, x ∈ R;

sinx =
∞∑

k=1

(−1)k−1

(2k − 1)!
x2k−1, x ∈ R;

cosx =
∞∑

k=0

(−1)k

(2k)!
x2k, x ∈ R.

Íà ñàìîì äåëå ÿçûê ðÿäîâ ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî óäîáíûì ïðè èññëå-
äîâàíèè ìíîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé. Ïîýòîìó â ãë. 1.9 òåîðèè
ðÿäîâ áóäåò óäåëåíî äîñòàòî÷íî ìíîãî âíèìàíèÿ, ó÷èòûâàÿ èõ âîçìîæíûå
ïðèìåíåíèÿ â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè.

1.4.5. Ìîíîòîííîñòü è ýêñòðåìóìû

Ðàññìîòðèì òåïåðü, êàê äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå ìîæåò èñïîëüçî-
âàòüñÿ â ïðèêëàäíûõ âîïðîñàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Îñíîâíîé çàäà÷åé
çäåñü áóäåò èçó÷åíèå õàðàêòåðà ïîâåäåíèÿ ôóíêöèé.

Ïðîèçâîäíàÿ è ìîíîòîííîñòü

Èçó÷èì óñëîâèÿ, ïîçâîëÿþùèå ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé îïðåäåëÿòü ïðî-
ìåæóòêè ìîíîòîííîñòè (ñì. ïîäï. 1.2.5) ôóíêöèè.
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Òåîðåìà 1.57. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : (a, b) → R äèôôåðåíöèðóåìà íà
(a, b). Òîãäà

1) f ′(x) > 0 íà (a, b) =⇒ f ñòðîãî âîçðàñòàåò íà (a, b);
2) f ′(x) ⩾ 0 íà (a, b) ⇐⇒ f âîçðàñòàåò íà (a, b);
3) f ′(x) < 0 íà (a, b) =⇒ f ñòðîãî óáûâàåò íà (a, b);
4) f ′(x) ⩽ 0 íà (a, b) ⇐⇒ f óáûâàåò íà (a, b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèÿ ¾=⇒¿ âî âñåõ ñëó÷àÿõ âûòåêàþò èç
ôîðìóëû Ëàãðàíæà (òåîðåìà 1.48). Îáðàòíûå óòâåðæäåíèÿ â ñëó÷àÿõ 2) è
4) âûòåêàþò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé. □

Îòìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèÿ, îáðàòíûå ê 1) è 3) â òåîðåìå 1.57, íåâåðíû.
Äëÿ ñëó÷àÿ 1) ýòî ïîêàçûâàåò ïðèìåð ôóíêöèè f(x) = x3, x ∈ (−1, 1).

Ïðîèçâîäíàÿ è ýêñòðåìóìû

Â ëåììå 1.16 áûëî ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà äèôôåðåí-
öèðóåìîé ôóíêöèè (ðàâåíñòâî f ′(a) = 0). Íî îíî íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì.
Ïðèâåäåì ðÿä äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé äëÿ ýêñòðåìóìîâ è óêàæåì ñïîñîáû îïðå-
äåëåíèÿ âèäà ýêñòðåìóìà.

Óñëîâèìñÿ ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè a, ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó a ñ ¾+¿ íà ¾−¿
(èëè ñ ¾−¿ íà ¾+¿), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü Ua, ÷òî ïðè x ∈ U ◦

a

âûïîëíåíî sign f(x) = − sign(x− a) (ñîîòâåòñòâåííî sign f(x) = sign(x− a)).

Òåîðåìà 1.58. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â íåêîòîðîé îêðåñòíî-
ñòè Ua òî÷êè a è äèôôåðåíöèðóåìà â U ◦

a . Òîãäà åñëè ïðîèçâîäíàÿ f ′ ìåíÿåò
çíàê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç a, òî a � òî÷êà ýêñòðåìóìà, ïðè÷åì

1) a � ñòðîãèé ìèíèìóì, åñëè f ′ ìåíÿåò çíàê ¾ñ − íà +¿;
2) a � ñòðîãèé ìàêñèìóì, åñëè f ′ ìåíÿåò çíàê ¾ñ + íà −¿.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, íàïðèìåð, f ′ ìåíÿåò çíàê ñ ¾−¿ íà ¾+¿. Òîãäà

äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U ◦
a ïî òåîðåìå 1.48

f(x)− f(a) = f ′(ξ)(x− a) > 0, ξ ∈ (x, a) ∩ Ua,

f(x)− f(a) = f ′(ξ)(x− a) > 0 ξ ∈ (a, x) ∩ Ua. □

Òåîðåìà 1.59. Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a n ðàç,
n ∈ N, ïðè÷åì

f ′(a) = . . . = f (n−1)(a) = 0, f (n)(a) ̸= 0.

Òîãäà
1) åñëè n ÷åòíîå, òî a � ñòðîãèé ìàêñèìóì ïðè f (n)(a) < 0 è a �

ñòðîãèé ìèíèìóì ïðè f (n)(a) > 0;
2) åñëè n íå÷åòíîå, òî a íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ñ îñòàòêîì Ïåàíî (òåîðåìà 1.52)

f(x)− f(a) =

[
f (n)(a)

n!
+ α(x)

]
(x− a)n,

ãäå α(x) → 0 ïðè x → a. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü Ua, ÷òî

sign

[
f (n)(a)

n!
+ α(x)

]
= sign f (n)(a), x ∈ U ◦

a .

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

sign [f(x)− f(a)] = sign f (n)(a)(x− a)n,

ò. å. ðàçíîñòü f(x)− f(a) èìååò òîò æå çíàê, ÷òî è f (n)(a)(x− a)n. Ïîñëåäíåå
âûðàæåíèå ïðè ÷åòíîì n íå ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó a, à ïðè
íå÷åòíîì n � ìåíÿåò. □

Ïîèñê ãëîáàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ

Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ C[a, b]. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ âåëè÷èí

m = inf f ([a, b]) , M = sup f ([a, b]) ,

êîòîðûå ñóùåñòâóþò ïî òåîðåìå 1.31.
Åñëè f äèôôåðåíöèðóåìà íà (a, b), òî óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì

àëãîðèòìîì:
1) íàéòè âñå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ôóíêöèè, ò. å. ðåøèòü óðàâíåíèå

f ′(x) = 0;
2) íàéòè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ñòàöèîíàðíûõ òî÷êàõ, à òàêæå f(a) è f(b);
3) ñðåäè íàéäåííûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè âûáðàòü íàèìåíüøåå è íàèáîëü-

øåå � ýòî è áóäóò m è M .
Â ï. 2) âìåñòî çíà÷åíèé âî âñåõ ñòàöèîíàðíûõ òî÷êàõ äîñòàòî÷íî èñêàòü

èõ òîëüêî â òî÷êàõ ýêñòðåìóìà (òàê ïîñòóïàþò, åñëè ïðîâåðêà íà ýêñòðåìóì
íå ÿâëÿåòñÿ çàòðóäíèòåëüíîé).

Âûãîäà â èñïîëüçîâàíèè òàêîãî àëãîðèòìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî, êàê ïðàâè-
ëî, ïðèõîäèòñÿ âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â íåáîëüøîì êîëè÷åñòâå òî÷åê.

1.4.6. Âûïóêëûå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå âûïóêëîñòè

Ïîíÿòèå âûïóêëîñòè � îäíî èç âàæíåéøèõ â ìàòåìàòèêå. Îíî øèðîêî
èñïîëüçóåòñÿ âî ìíîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèíàõ è èãðàåò âàæíóþ ðîëü
â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ. Îçíàêîìèìñÿ ñ ýòèì ïîíÿòèåì ñ òî÷êè çðåíèÿ àíàëèçà
ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî.
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Îïðåäåëåíèå 1.60. Ôóíêöèÿ f : (a, b) → R íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé íà
(a, b), åñëè äëÿ ëþáûõ a < x0 < x1 < b è ëþáîãî λ ∈ (0, 1) âûïîëíåíî

f ((1− λ)x0 + λx1) ⩽ (1− λ)f(x0) + λf(x1). (1.82)

Åñëè (1.82) � ñòðîãîå, òî f íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé íà (a, b).

Ãåîìåòðè÷åñêè âûïóêëîñòü îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê x0, x1 ∈ (a, b)
îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè (x0, f(x0)) è (x1, f(x1)) ãðàôèêà ôóíêöèè f ,
ëåæèò íå íèæå ýòîãî ãðàôèêà íà (x0, x1) (ðèñ. 1.26).

b

b

b

b

a bx0 xλ x1

f(xλ)

A

xλ = (1− λ)x0 + λx1

A = (1− λ)f(x0) + λf(x1)

Ðèñ. 1.26

Åñëè â îïðåäåëåíèè âûïóêëîñòè ôóíêöèè çíàêè íåðàâåíñòâ èçìåíèòü íà
ïðîòèâîïîëîæíûå, òî ïîëó÷èì äâîéñòâåííûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.61. Ôóíêöèÿ f : (a, b) → R íàçûâàåòñÿ âîãíóòîé íà
(a, b), åñëè äëÿ ëþáûõ a < x0 < x1 < b è ëþáîãî λ ∈ (0, 1) âûïîëíåíî

f ((1− λ)x0 + λx1) ⩾ (1− λ)f(x0) + λf(x1). (1.83)

Åñëè íåðàâåíñòâî (1.83) � ñòðîãîå, òî f íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âîãíóòîé
íà (a, b) (ðèñ. 1.27).

b

b

b

b

a bx0 xλ x1

f(xλ)

A

xλ = (1− λ)x0 + λx1

A = (1− λ)f(x0) + λf(x1)

Ðèñ. 1.27

ßñíî, ÷òî äîñòàòî÷íî èçó÷àòü ëèáî âûïóêëûå ôóíêöèè, ëèáî âîãíóòûå,
òàê êàê èçó÷åíèå îäíèõ ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ äðóãèõ. Íèæå ðàññìîòðèì òîëü-
êî âûïóêëûå ôóíêöèè.
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Ïðèäàäèì óñëîâèþ (1.82) èç îïðåäåëåíèÿ íåñêîëüêî èíóþ ôîðìó. Îáî-
çíà÷èì x = (1− λ)x0 + λx1, òîãäà

λ =
x− x0
x1 − x0

. (1.84)

Èñêëþ÷àÿ λ èç (1.82), ïîëó÷èì

f(x) ⩽
x1 − x

x1 − x0
f(x0) +

x− x0
x1 − x0

f(x1). (1.85)

Ïåðåïèøåì ýòî íåðàâåíñòâî â âèäå
[
x1 − x

x1 − x0
+

x− x0
x1 − x0

]
f(x) ⩽

x1 − x

x1 − x0
f(x0) +

x− x0
x1 − x0

f(x1)

è ñãðóïïèðóåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèé ñ îäèíàêîâûìè êîýôôèöèåíòàìè:

x1 − x

x1 − x0
[f(x)− f(x0)] ⩽

x− x0
x1 − x0

[f(x1)− f(x)] .

Ñîêðàùàÿ íà çíàìåíàòåëè è äåëÿ îáå ÷àñòè íà (x1 − x)(x− x0), ïîëó÷èì

f(x)− f(x0)

x− x0
⩽

f(x1)− f(x)

x1 − x
. (1.86)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

f(x1)− f(x2)

x1 − x2
⩽

f(x2)− f(x3)

x2 − x3
⩽

f(x3)− f(x4)

x3 − x4
(1.87)

ïðè ëþáûõ a < x1 < x2 < x3 < x4 < b. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýòèõ
íåðàâåíñòâ âèäíà íà ðèñ. 1.28.

b

b

b

b

a bx1 x2 x3 x4

Ðèñ. 1.28

Ïðåîáðàçóåì äàëåå íåðàâåíñòâî (1.85) äðóãèì ñïîñîáîì, çàïèñûâàÿ åãî
ñíà÷àëà â âèäå

f(x) ⩽

[
1− x− x0

x1 − x0

]
f(x0) +

x− x0
x1 − x0

f(x1),
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à çàòåì â âèäå

f(x) ⩽
x1 − x

x1 − x0
f(x0) +

[
1− x1 − x

x1 − x0

]
f(x1).

Ñãðóïïèðîâàâ çäåñü, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå (1.86), çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ñ
îäèíàêîâûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïðèäåì ê íåðàâåíñòâàì

f(x)− f(x0)

x− x0
⩽

f(x1)− f(x0)

x1 − x0
⩽

f(x1)− f(x)

x1 − x
, (1.88)

ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë êîòîðûõ ìîæíî óÿñíèòü èç ðèñ. 1.29.

b

b

b

a bx0 x x1

Ðèñ. 1.29

Äëÿ ñëó÷àÿ ñòðîãîé âûïóêëîñòè ýêâèâàëåíòíûå íåðàâåíñòâà (1.82)�(1.88)
ÿâëÿþòñÿ ñòðîãèìè.

Ëåììà 1.17. Åñëè ôóíêöèÿ f âûïóêëà (ñòðîãî âûïóêëà) íà (a, b), òî
äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî x ∈ (a, b) ôóíêöèÿ

t 7→ f(x)− f(t)

x− t
, t ∈ (a, b), t ̸= x,

âîçðàñòàåò (ñòðîãî âîçðàñòàåò).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç íåðà-
âåíñòâ (1.87). □

Ñâîéñòâà âûïóêëûõ ôóíêöèé

Îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû

f ′
±(a) := lim

x→a±0

f(x)− f(a)

x− a

áóäåì íàçûâàòü îäíîñòîðîííèìè ïðîèçâîäíûìè ôóíêöèè â òî÷êå a
(f ′

−(a) � ëåâàÿ ïðîèçâîäíàÿ, f ′
+(a) � ïðàâàÿ ïðîèçâîäíàÿ).

Èç òåîðåìû 1.25 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå f ′(a) ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâî-
âàíèþ îáåèõ îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ f ′

±(a) è èõ ðàâåíñòâó.
Êðîìå òîãî, èç ñóùåñòâîâàíèÿ îäíîñòîðîííåé ïðîèçâîäíîé âûòåêàåò ñî-

îòâåòñòâóþùàÿ îäíîñòîðîííÿÿ íåïðåðûâíîñòü.
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Òåîðåìà 1.60. Åñëè ôóíêöèÿ f : (a, b) → R âûïóêëà (ñòðîãî âûïóêëà)
íà (a, b), òî

1) äëÿ ëþáîãî x ∈ (a, b) ñóùåñòâóþò îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå f ′
±(x);

2) äëÿ ëþáûõ a < x1 < x2 < b âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

f ′
−(x1) ⩽ f ′

+(x1) ⩽ f ′
−(x2) ⩽ f ′

+(x2),

â ÷àñòíîñòè, îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå f ′
± âîçðàñòàþò (ñòðîãî âîçðàñ-

òàþò) íà (a, b);
3) ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) ñóùåñòâóåò âñþäó íà (a, b), êðîìå, áûòü ìîæåò,

íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà òî÷åê, è f ′ âîçðàñòàåò (ñòðîãî âîçðàñ-
òàåò) íà ìíîæåñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ;

4) f íåïðåðûâíà íà (a, b).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ñóùåñòâîâàíèå îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ f ′
±(x)

ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ëåììû 1.17.
2) Íåðàâåíñòâî f ′

−(x1) ⩽ f ′
+(x1) âûòåêàåò èç (1.86).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà f ′
+(x1) ⩽ f ′

−(x2) ñ ïîìîùüþ (1.87) çàïè-
øåì

f(x1 + h)− f(x1)

h
⩽

f(x2 − h)− f(x2)

−h

ñ äîñòàòî÷íî ìàëûì h > 0 (â (1.87) íàäî çàìåíèòü x2 íà x1 + h, x3 íà x2 − h,
x4 íà x2 ñîîòâåòñòâåííî) è ñîâåðøèì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè h → +0.

3) Ïî òåîðåìå 1.39 âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ f ′
− èìååò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå

ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà. Åñëè x ∈ (a, b) � òî÷êà íåïðåðûâíî-
ñòè äëÿ f ′

− è h > 0, òî â ñèëó óæå äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ 2)

f ′
−(x) ⩽ f ′

+(x) ⩽ f ′
−(x+ h),

è ïðè h → 0 ïîëó÷èì f ′
−(x) = f ′

+(x), ò. å. x � òî÷êà äèôôåðåíöèðóåìîñòè.
4) Íåïðåðûâíîñòü f ñëåâà è ñïðàâà â êàæäîé òî÷êå èíòåðâàëà (a, b) âû-

òåêàåò èç îäíîñòîðîííåé äèôôåðåíöèðóåìîñòè. □
Îòìåòèì, ÷òî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ íå îáÿçàíà áûòü äèôôåðåíöèðóåìîé

âñþäó. Ýòî ìîæíî âèäåòü íà ïðèìåðå ñòðîãî âûïóêëîé ôóíêöèè f(x) = |x|,
x ∈ R, íå èìåþùåé ïðîèçâîäíîé â òî÷êå 0.

Óñëîâèÿ âûïóêëîñòè

Âûÿñíèì òåïåðü, êàêèì îáðàçîì ìîæíî ïðîâåðèòü, âûïóêëà ëè ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 1.61. Åñëè f : (a, b) → R äèôôåðåíöèðóåìà íà (a, b), òî
1) f âûïóêëà íà (a, b) ⇐⇒ f ′ âîçðàñòàåò íà (a, b);
2) f ñòðîãî âûïóêëà íà (a, b) ⇐⇒ f ′ ñòðîãî âîçðàñòàåò íà (a, b).

113



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ñòðîãî âûïóêëà íà (a, b) è a < x1 < x2 < b.
Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî f ′(x1) < f ′(x2). Âîçüìåì âñïîìîãàòåëüíóþ òî÷êó
x ∈ (x1, x2) è äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ h > 0 çàïèøåì íåðàâåíñòâî (1.87) äëÿ
ïÿòè òî÷åê a < x1 − h < x1 < x < x2 < x2 + h:

f(x1 − h)− f(x1)

−h
⩽

f(x)− f(x1)

x− x1
<

f(x2)− f(x)

x2 − x
⩽

f(x2 + h)− f(x2)

h
.

Ïåðåéäåì çäåñü ê ïðåäåëó ïðè h → +0:

f ′(x1) ⩽
f(x)− f(x1)

x− x1
<

f(x2)− f(x)

x2 − x
⩽ f ′(x2).

Òî÷íî òàê æå ïîëó÷èì âîçðàñòàíèå ïðîèçâîäíîé ó âûïóêëîé ôóíêöèè.
Ïóñòü òåïåðü f ′ (ñòðîãî) âîçðàñòàåò íà (a, b). Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè

xλ = (1− λ)x0 + λx1 è çàïèøåì ðàçíîñòü

∆ = (1− λ)f(x0) + λf(x1)− f(xλ)

â âèäå
∆ = (1− λ)f(x0) + λf(x1)− [(1− λ) + λ]f(xλ) =

= λ[f(x1)− f(xλ)]− (1− λ)[f(xλ)− f(x0)].

Ïî ôîðìóëå Ëàãðàíæà (1.71) íàéäóòñÿ òî÷êè ξ0 ∈ (x0, xλ) è ξ1 ∈ (xλ, x1),
äëÿ êîòîðûõ

∆ = λ(x1 − xλ)f
′(ξ1)− (1− λ)(xλ − x0)f

′(ξ0).

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî

x1 − xλ = (1− λ)(x1 − x0), xλ − x0 = λ(x1 − x0),

ïîýòîìó ∆ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∆ = λ(1− λ)(x1 − x0)[f
′(ξ1)− f ′(ξ0)].

Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ (ñòðîãèì) âîçðàñòàíèåì ïðîèçâîäíîé. □

Òåîðåìà 1.62. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : (a, b) → R äâàæäû äèôôåðåíöèðóå-
ìà íà (a, b). Òîãäà

1) f âûïóêëà íà (a, b) ⇐⇒ f ′′(x) ⩾ 0 íà (a, b);
2) f ′′(x) > 0 íà (a, b) =⇒f ñòðîãî âûïóêëà íà (a, b).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäèòå ñàìîñòîÿòåëüíî ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåì
1.61 è 1.57.

Îáðàòíîå ê óòâåðæäåíèþ 2) òåîðåìû 1.62 íåâåðíî. Â ýòîì ìîæíî óáå-
äèòüñÿ íà ïðèìåðå ñòðîãî âûïóêëîé ôóíêöèè f(x) = x4, x ∈ R, ïðîèçâîäíàÿ
êîòîðîé â òî÷êå 0 îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Ðåêîìåíäóåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü àíà-
ëîãè âñåõ óòâåðæäåíèé ýòîãî ïóíêòà äëÿ âîãíóòûõ ôóíêöèé.
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Óïðàæíåíèå 1.17. Äîêàæèòå, ÷òî çíàê âûïóêëîñòè ñòåïåííîé ôóíê-
öèè fα(x) = xα, x > 0, çàâèñèò îò ïîêàçàòåëÿ α ñëåäóþùèì îáðàçîì:

à) åñëè α > 1, òî fα ñòðîãî âûïóêëà íà (0,+∞);
á) åñëè 0 < α < 1, òî fα ñòðîãî âîãíóòà íà (0,+∞);
â) åñëè α < 0, òî fα ñòðîãî âûïóêëà íà (0,+∞).

Óïðàæíåíèå 1.18. Äîêàæèòå, ÷òî ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ fa(x) = ax

ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé íà R, çíàê âûïóêëîñòè ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè
fa(x) = loga x, x > 0, çàâèñèò îò îñíîâàíèÿ 0 < a ̸= 1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

à) åñëè a > 1, òî fa ñòðîãî âîãíóòà íà (0,+∞);
á) åñëè 0 < a < 1, òî fa ñòðîãî âûïóêëà íà (0,+∞).

Óïðàæíåíèå 1.19. Èññëåäóéòå íà âûïóêëîñòü ôóíêöèè sinx, cosx è
îáðàòíûå èì.

Íåêîòîðûå êëàññè÷åñêèå íåðàâåíñòâà

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò îáîáùåíèå íåðàâåíñòâà (1.82) èç îïðåäåëåíèÿ
âûïóêëîé ôóíêöèè. Â äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåðìèíîëî-
ãèÿ: åñëè íàáîð ÷èñåë {λk}nk=1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

n∑

k=1

λk = 1, 0 < λk < 1, k = 1, . . . , n, (1.89)

òî
n∑

k=1

λkxk íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé òî÷åê xk, k = 1, . . . , n.

Òåîðåìà 1.63 (íåðàâåíñòâî Éåíñåíà). Åñëè ôóíêöèÿ f âûïóêëà íà
èíòåðâàëå (a, b), òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê xk ∈ (a, b), k = 1, . . . , n, è ÷èñåë λk,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (1.89), âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

f

(
n∑

k=1

λkxk

)
⩽

n∑

k=1

λkf (xk) . (1.90)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî n, íà÷èíàÿ ñî ñëó÷àÿ n = 2,
êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì âûïóêëîñòè.

Äàëåå äëÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèè èç (n+1) òî÷êè â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ
èíäóêöèè ïîëó÷èì

f

(
n+1∑

k=1

λkxk

)
= f

(
(1− λn+1)

n∑

k=1

λk

1− λn+1
xk + λn+1xn+1

)
⩽

⩽ (1− λn+1) f

(
n∑

k=1

λk

1− λn+1
xk

)
+ λn+1f (xn+1) ⩽
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⩽ (1− λn+1)
n∑

k=1

λk

1− λn+1
f (xk) + λn+1f (xn+1) =

n+1∑

k=1

λkf (xk) . □

Â òåðìèíàõ âûïóêëûõ êîìáèíàöèé íåðàâåíñòâî Éåíñåíà (1.90) èìååò
ïðîñòóþ òðàêòîâêó: çíà÷åíèå âûïóêëîé ôóíêöèè îò ëþáîé âûïóêëîé êîìáè-
íàöèè òî÷åê íå ïðåâîñõîäèò ñîîòâåòñòâóþùåé (ñ òåìè æå êîýôôèöèåíòàìè)
âûïóêëîé êîìáèíàöèè çíà÷åíèé ôóíêöèè â ýòèõ òî÷êàõ.

Ïðèìåðîì ïðèìåíåíèÿ íåðàâåíñòâà Éåíñåíà ìîæåò ñëóæèòü íåðàâåí-
ñòâî Þíãà

n∏

k=1

xλkk ⩽
n∑

k=1

λkxk, xk > 0, λk > 0,
n∑

k=1

λk = 1. (1.91)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (1.91) íàäî èñïîëüçîâàòü âîãíóòîñòü ôóíêöèè lnx:

ln
n∑

k=1

λkxk ⩾
n∑

k=1

λk lnxk = ln
n∏

k=1

xλkk .

Ïðè λk = 1/n, k = 1, . . . , n, èç íåðàâåíñòâà Þíãà ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî
ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì

(
n∏

k=1

xk

)1/n

⩽
1

n

n∑

k=1

xk, xk > 0.

Äàëåå ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Þíãà äîêàæåì äâà âàæíûõ è ÷àñòî èñ-
ïîëüçóåìûõ íåðàâåíñòâà. Åñëè p > 1, òî ÷èñëî p′, îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì

1

p
+

1

p′
= 1, (1.92)

íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê p. Î÷åâèäíî, ÷òî p′ =
p

p− 1
.

Òåîðåìà 1.64 (íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà). Ïóñòü p > 1. Òîãäà äëÿ ëþ-
áûõ xk, yk ⩾ 0, k = 1, . . . , n, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

n∑

k=1

ykxk ⩽

(
n∑

k=1

xpk

)1/p( n∑

k=1

yp
′

k

)1/p′

. (1.93)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì íåðàâåíñòâî (1.93) ïðè äîïîëíè-
òåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

X :=

(
n∑

k=1

xpk

)1/p

= 1, Y :=

(
n∑

k=1

yp
′

k

)1/p′

= 1. (1.94)
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Çàïèøåì íåðàâåíñòâî Þíãà ïðè n = 2, λ1 = 1/p, λ2 = 1/p′:

a1/pb1/p
′
⩽

a

p
+

b

p′
,

âîçüìåì çäåñü a = xpk è b = yp
′

k (k = 1, . . . , n) è ñëîæèì ïîëó÷åííûå íåðàâåí-
ñòâà

n∑

k=1

ykxk ⩽
1

p

n∑

k=1

xpk +
1

p′

n∑

k=1

yp
′

k =
1

p
+

1

p′
= 1

â ñèëó (1.94).
×òîáû èçáàâèòüñÿ îò ïðåäïîëîæåíèÿ (1.94), íàäî ïðèìåíèòü óæå äîêà-

çàííûé ñëó÷àé ê íàáîðàì xk/X è yk/Y , äëÿ êîòîðûõ óñëîâèå (1.94) âûïîë-
íåíî. □

Ïðè p = 2 íåðàâåíñòâî (1.93) íàçûâàþò íåðàâåíñòâîì Êîøè èëè Êî-
øè � Áóíÿêîâñêîãî � Øâàðöà.

Òåîðåìà 1.65 (íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî). Ïóñòü p ⩾ 1. Òîãäà äëÿ
ëþáûõ xk, yk ∈ R (k = 1, . . . , n) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(
n∑

k=1

|xk + yk|p
)1/p

⩽

(
n∑

k=1

|xk|p
)1/p

+

(
n∑

k=1

|yk|p
)1/p

. (1.95)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè p = 1 äîêàçàòåëüñòâî ñðàçó ñëåäóåò èç íåðàâåí-
ñòâà òðåóãîëüíèêà.

Ïóñòü òåïåðü p > 1. Ñíà÷àëà ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå

S =
n∑

k=1

|xk + yk|p =
n∑

k=1

|xk + yk|p−1 |xk + yk| ⩽

⩽
n∑

k=1

|xk| |xk + yk|p−1 +
n∑

k=1

|yk| |xk + yk|p−1 ,

à çàòåì ïðèìåíèì ê êàæäîìó ñëàãàåìîìó íåðàâåíñòâî (1.93):

S ⩽

(
n∑

k=1

|xk|p
)1/p( n∑

k=1

|xk + yk|p
)1/p′

+

(
n∑

k=1

|yk|p
)1/p( n∑

k=1

|xk + yk|p
)1/p′

.

Òåïåðü íàäî âûíåñòè çà ñêîáêè îáùèé ìíîæèòåëü ñïðàâà è ðàçäåëèòü íà íåãî
îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà. □
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1.5. Èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå

1.5.1. Ïåðâîîáðàçíàÿ è íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë

Êëàññ ïåðâîîáðàçíûõ

Ââåäåì ïîíÿòèå, îáðàòíîå, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå, ïîíÿòèþ ïðîèçâîä-
íîé ôóíêöèè. Ïóñòü ôóíêöèè F è f çàäàíû íà èíòåðâàëå (a, b).

Îïðåäåëåíèå 1.62. Ôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ f íà
(a, b), åñëè F äèôôåðåíöèðóåìà íà (a, b) è äëÿ ëþáîãî x ∈ (a, b) ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

F ′(x) = f(x). (1.96)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî çàâèñèìîñòü ïîíÿòèÿ ïåðâîîáðàçíîé îò ðàññìàòðèâàå-
ìîãî èíòåðâàëà (a, b) ìîæåò îêàçàòüñÿ ñóùåñòâåííîé. Íàïðèìåð, äëÿ ëþáîãî
èíòåðâàëà, íå ñîäåðæàùåãî òî÷êó 0, ôóíêöèÿ |x| ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ
ôóíêöèè signx íà ýòîì èíòåðâàëå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà ëþáîì èíòåðâàëå,
ñîäåðæàùåì òî÷êó 0, ôóíêöèÿ signx íå èìååò ïåðâîîáðàçíîé.

Â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå óñëîâèå (1.96) íå âûïîëíÿåòñÿ âî âñåõ òî÷êàõ.
Ïîýòîìó ïîëåçíî ñëåãêà ðàñøèðèòü ïîíÿòèå ïåðâîîáðàçíîé.

Îïðåäåëåíèå 1.63. Ôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ îáîáùåííîé ïåðâîîá-
ðàçíîé äëÿ f íà (a, b), åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) F äèôôåðåíöèðóåìà âñþäó íà (a, b), êðîìå, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà òî÷åê A ⊂ (a, b);

2) äëÿ ëþáîãî x ∈ (a, b) \ A âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (1.96);
3) F íåïðåðûâíà íà (a, b).

Íà ëþáîì èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì òî÷êó 0, ôóíêöèÿ 1/x íå èìååò äàæå
îáîáùåííîé ïåðâîîáðàçíîé íà íåì. Ýòî ïðîèñõîäèò ïîòîìó, ÷òî åñòåñòâåííûé
êàíäèäàò äëÿ ýòîãî � ôóíêöèÿ ln |x| � íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå 0.

Äàëåå ÷àùå áóäåì èìåòü äåëî ñ ïåðâîîáðàçíîé, ÷åì ñ îáîáùåííîé ïåðâî-
îáðàçíîé. Òåì íå ìåíåå ðåêîìåíäóåì ñëåäèòü çà òåì, îñòàåòñÿ ëè ñïðàâåäëè-
âûì òî èëè èíîå óòâåðæäåíèå äëÿ îáîáùåííûõ ïåðâîîáðàçíûõ.

Åñëè ôóíêöèÿ f èìååò ïåðâîîáðàçíóþ F íà (a, b), òî äëÿ ëþáîé ïîñòîÿí-
íîé C ∈ R ôóíêöèÿ x 7→ F (x) +C, x ∈ (a, b), òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé
äëÿ f íà (a, b).

Îáðàòíîå òîæå âåðíî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü F è Φ � äâå ïåðâîîáðàçíûå
äëÿ f íà (a, b). Îáîçíà÷èì R(x) = F (x)−Φ(x), òîãäà R′(x) = 0 íà (a, b) è ïî
òåîðåìå 1.48 (ôîðìóëà Ëàãðàíæà)

R(x)−R(x0) = R′(ξ)(x− x0) = 0

è R(x) ≡ R(x0). Äðóãèìè ñëîâàìè, ëþáûå äâå ïåðâîîáðàçíûå ôóíêöèè f
îòëè÷àþòñÿ íà ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ.
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Òàêèì îáðàçîì, êëàññ âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèè f íà (a, b) çàäàåòñÿ
ôîðìóëîé F +C, ãäå F � êàêàÿ-íèáóäü ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f íà (a, b), à C �
ëþáàÿ ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.64. Êëàññ âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèè f íà èíòåðâà-
ëå (a, b) íàçûâàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì ýòîé ôóíêöèè íà (a, b)
è îáîçíà÷àåòñÿ w

f(x) dx. (1.97)

Òàêèì îáðàçîì, w
f(x) dx = F + C,

ãäå F � êàêàÿ-íèáóäü ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ ôóíêöèè f , à C � ëþáàÿ ïîñòîÿííàÿ
ôóíêöèÿ.

Ñâîéñòâà íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

Ïîä ïðîèçâîäíîé íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà áóäåì ïîíèìàòü ïðîèçâîä-
íóþ ëþáîé ôóíêöèè èç ýòîãî êëàññà. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(w
f(x) dx

)′
= f.

Êðîìå òîãî, äàëåå ÷àñòî áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ðàâåíñòâî íåîïðåäåëåííûõ èí-
òåãðàëîâ, ïîíèìàåìîå êàê ñîâïàäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ. Íàêîíåö,
ïîä ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ áóäåì ïîíèìàòü ìíî-
æåñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ïåðâîîáðàçíûõ.

Óïðàæíåíèå 1.20. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ïåðâîîáðàçíîé è ñâîé-
ñòâîì ëèíåéíîñòè îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (òåîðåìà 1.44), äîêàæèòå
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà íà (a, b), òî åå ïðîèçâîäíàÿ f ′ èìååò
ïåðâîîáðàçíóþ íà (a, b) è

w
f ′(x) dx = f + C;

2) åñëè ôóíêöèè f è g èìåþò ïåðâîîáðàçíûå íà (a, b), òî èõ ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ αf + βg, α,β ∈ R, òàêæå èìååò ïåðâîîáðàçíóþ íà (a, b) è

w
[αf(x) + βg(x)] dx = α

w
f(x) dx+ β

w
g(x) dx.

Íà íåêîòîðîå âðåìÿ îñòàâèì â ñòîðîíå âîïðîñ î òîì, ïðè êàêèõ óñëîâè-
ÿõ ôóíêöèÿ èìååò ïåðâîîáðàçíóþ (ïîçæå âåðíåìñÿ ê ýòîìó î÷åíü âàæíîìó
âîïðîñó), à ñåé÷àñ èçó÷èì îñíîâíûå òåõíè÷åñêèå ìåòîäû íàõîæäåíèÿ íåîïðå-
äåëåííîãî èíòåãðàëà.

Îáû÷íî äëÿ ïðîöåññà íàõîæäåíèÿ íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà èñïîëüçó-
åòñÿ òåðìèí ¾èíòåãðèðîâàíèå¿.
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Òàáëèöà íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ
w
xα dx =

xα+1

α+ 1
+ C (α ̸= −1);

w dx

x
= ln |x|+ C;

w
ax dx =

ax

ln a
+ C;w

sinx dx = − cosx+ C;w
cosx dx = sinx+ C;

w dx

cos2 x
= tg x+ C;

w dx

sin2 x
= − ctg x+ C;

w dx√
1− x2

= arcsinx+ C;

w dx

1 + x2
= arctg x+ C;

w dx

x2 − 1
=

1

2
ln

∣∣∣∣
x− 1

x+ 1

∣∣∣∣+ C;

w dx√
x2 ± 1

= ln
∣∣∣x+

√
x2 ± 1

∣∣∣+ C.

Îñíîâíûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ

Îáùèõ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ íåìíîãî, ðàññìîòðèì âàæíåéøèå èç íèõ.
Îíè ñâÿçàíû ñ ïðàâèëàìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè è ïðîèçâå-
äåíèÿ.

Òåîðåìà 1.66 (ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì). Ïóñòü ôóíê-
öèè u, v ∈ C1(a, b). Òîãäà uv′ è u′v èìåþò ïåðâîîáðàçíûå íà (a, b) è

w
u(x)v′(x) dx = uv −

w
u′(x)v(x) dx. (1.98)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ ôóíêöèé uv′ è u′v
ðàññìîòðèì â ñëåäóþùåé ãëàâå, ãäå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ èìååò ïåðâîîáðàçíóþ.

Ôîðìóëà (1.98) âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ ïðîèçâåäåíèÿ (òåîðåìà 1.44). □

Òåîðåìà 1.67 (ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííîé). Ïóñòü ôóíêöèÿ F
ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ f íà (a, b) è ôóíêöèÿ φ ∈ C1(α,β), ïðè÷åì
φ ((α,β)) ⊂ (a, b). Òîãäà (f ◦φ) ·φ′ èìååò ïåðâîîáðàçíóþ íà (α,β) è

w
f (φ(t))φ′(t) dt = F ◦φ+ C. (1.99)

Äîêàçàòåëüñòâî ñðàçó ñëåäóåò èç ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæ-
íîé ôóíêöèè (òåîðåìà 1.45). □

Ôîðìóëó (1.99) ÷àùå çàïèñûâàþò â ñëåäóþùåì âèäå:
w
f (φ(t))φ′(t) dt =

w
f(x) dx.

Ïðèìåíÿòü åå ìîæíî äâóìÿ ñïîñîáàìè: ñëåâà íàïðàâî è ñïðàâà íàëåâî.
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Ïðè ïðèìåíåíèè ñëåâà íàïðàâî åå íàçûâàþò ôîðìóëîé ïîäñòàíîâêè. Ïðè
ýòîì, îïðåäåëèâ ïåðâîîáðàçíóþ äëÿ f , íåîáõîäèìî âåðíóòüñÿ ê ïåðåìåííîé
t.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîãî ðàâåíñòâà ñïðàâà íàëåâî åãî íàçûâàþò ôîðìó-
ëîé çàìåíû ïåðåìåííîé. Òîãäà, íàéäÿ ïåðâîîáðàçíóþ äëÿ (f ◦φ) ·φ′, ñëåäóåò
âåðíóòüñÿ ê ïåðåìåííîé x.

Îòìåòèì, ÷òî îïåðàöèÿ íàõîæäåíèÿ íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà íå òàê
ïðîñòà, êàê îïåðàöèÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé. Ýòî ïðîèñõîäèò ïîòîìó, ÷òî
ïåðâîîáðàçíàÿ ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè íå îáÿçàíà áûòü ýëåìåíòàðíîé. Ïðè-
ìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü òàêèå ïðîñòûå ôóíêöèè, êàê

sinx

x
,

1

lnx
, e−x2

.

Ïðè ýòîì ïîä ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè ïîíèìàþòñÿ òå, êîòîðûå ïî-
ëó÷àþòñÿ èç ôóíêöèé

xα, loga x, ax, sinx, cosx, arcsinx, arccosx, arctg x

ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è ñóïåðïîçèöèé.
Ðÿä êëàññîâ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ ïåðâîîáðàçíàÿ òàêæå

ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé, ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿ íà ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ
ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó.

1.5.2. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà

Çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå ê êîíñòðóêöèè èíòåãðàëà

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì òðè çàäà÷è, èìåþùèå ðàçëè÷íûå öåëè, â êàæäîé èç
êîòîðûõ ïîÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ îáùàÿ êîíñòðóêöèÿ.

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïåðâîîáðàçíîé. Ïóñòü òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü
çíà÷åíèÿ ïåðâîîáðàçíîé F â òî÷êå x ∈ (a, b) äëÿ ôóíêöèè f . Äëÿ ýòîãî îò-
ìåòèì íåêîòîðûå òî÷êè a = x0 < x1 < . . . < xn = x è çàïèøåì

F (x)− F (a) =
n∑

k=1

[F (xk)− F (xk−1)] =

=
n∑

k=1

F ′ (ξk) (xk − xk−1) =
n∑

k=1

f (ξk) (xk − xk−1) ,

ãäå ξk ∈ [xk−1, xk], k = 1, . . . , n.
Òî÷êè ξk îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå Ëàãðàíæà (1.71), êîòîðàÿ íå äàåò

ñïîñîáà èõ âû÷èñëåíèÿ, à óòâåðæäàåò ëèøü ñóùåñòâîâàíèå. Ïîýòîìó ìîæíî
ξk âçÿòü íàóäà÷ó. Íî òîãäà, ÷òîáû íèâåëèðîâàòü ñëó÷àéíîñòü â èõ âûáîðå,
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íàì âûãîäíåå áîëåå ìåëêî ðàçáèâàòü èíòåðâàë, òàê êàê òî÷êè ξk ∈ [xk−1, xk]
áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ òî÷íåå.

Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ äëèíû ïóòè. Ïóñòü òî÷êà äâèæåòñÿ ïî ÷èñëîâîé
îñè ñ ìãíîâåííîé ñêîðîñòüþ v(t) è s(t) � åå êîîðäèíàòà â ìîìåíò âðåìåíè t.
×òîáû âû÷èñëèòü ïóòü, ïðîéäåííûé çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè [0, T ], ðàçîáüåì
åãî íà ÷àñòè òî÷êàìè 0 = t0 < t1 < . . . < tn = T . Ñ÷èòàÿ ñðåäíþþ ñêîðîñòü
íà ìàëîì ïðîìåæóòêå [tk−1, tk] ïðèìåðíî ïîñòîÿííîé è èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå
åå ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ v(τk), ãäå τk ∈ [tk−1, tk], ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå
çíà÷åíèå äëèíû ïóòè

s =
n∑

k=1

v (τk) (tk − tk−1) .

Òàêîé ñïîñîá ðàññóæäåíèé êàæåòñÿ òåì òî÷íåå, ÷åì ìåëü÷å ðàçáèâàåòñÿ
îòðåçîê [0, T ].

Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè. Ïóñòü
íà îòðåçêå çàäàíà ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f ∈ C[a, b]. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëî-
ùàäè S êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè

{(x, y) : a ⩽ x ⩽ b, 0 ⩽ y ⩽ f(x)}
ðàçîáüåì îòðåçîê [a, b] íà ÷àñòè òî÷êàìè a = x0 < x1 < . . . xn = b è ïðèáëè-
æåííî çàìåíèì S (ðèñ. 1.30) ñóììîé ïëîùàäåé ïðÿìîóãîëüíèêîâ (ðèñ. 1.31):

S ≈
n∑

k=1

f (ξk) (xk − xk−1) ,

ãäå ξk ∈ [xk−1, xk], k = 1, . . . , n.
Èíòóèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå î ïëîùàäè òðåáóåò èçìåëü÷åíèÿ ðàçáèåíèÿ

îòðåçêà [a, b] äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî áûëî òî÷íåå. Ïðèìåðíî
òàêîé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè âïåðâûå ïðèìåíèë Àðõèìåä (ìåòîä èñ-
÷åðïûâàíèÿ Àðõèìåäà), êîòîðûé ðàññìàòðèâàë ñëó÷àé f(x) = x2, x ∈ [0, 1].

Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà Ðèìàíà

Ïóñòü çàäàí îòðåçîê [a, b] ⊂ R, ïðè÷åì a < b. Ïðåæäå ÷åì ââåñòè ïî-
íÿòèå èíòåãðàëà, äîãîâîðèìñÿ î íåñêîëüêèõ íîâûõ òåðìèíàõ, êîòîðûå áóäóò
èñïîëüçîâàòüñÿ ñèñòåìàòè÷åñêè.

Ðàçáèåíèåì îòðåçêà íàçûâàåòñÿ ëþáîé óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ðàçëè÷-
íûõ òî÷åê èç ýòîãî îòðåçêà, âêëþ÷àþùèé åãî êîíöû (ðèñ. 1.32):

Π := {a = x0 < x1 < . . . < xn = b}. (1.100)

Ðàíãîì ðàçáèåíèÿ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

λ = λΠ := max
1⩽k⩽n

(xk − xk−1) ,
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x

y

a

f

b

S

Ðèñ. 1.30. Ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè

x

y

b b b

b

b

b

a = x0

ξ1

x1 . . . xk−1

ξk

xk . . . xn−1

ξn

b = xn

. . .

. . .

f

Ðèñ. 1.31. Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå ïëîùàäè S

õàðàêòåðèçóþùåå ñòåïåíü èçìåëü÷åíèÿ îòðåçêà ïðè åãî ðàçáèåíèè.
x

a = x0 x1 . . . xk−1 xk . . . xn−1 b = xn

Ðèñ. 1.32. Ðàçáèåíèå

Ðàçáèåíèå Π îòðåçêà [a, b] äàåò åãî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå îáúåäèíåíèÿ

[a, b] =
n⋃

k=1

[xk−1, xk] .

Îòðåçêè [xk−1, xk], k = 1, . . . , n, áóäåì íàçûâàòü ÷àñòè÷íûìè. Ðàíã ðàçáèå-
íèÿ õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü èçìåëü÷åíèÿ îòðåçêà òî÷êàìè ðàçáèåíèÿ.

Åñëè çàäàíî ðàçáèåíèå Π îòðåçêà [a, b] è íà êàæäîì ÷àñòè÷íîì îòðåçêå
çàôèêñèðîâàíà òî÷êà

ξk ∈ [xk−1, xk] , k = 1, . . . , n,

òî îáîçíà÷èì ξ = (ξ1, . . . , ξn) è ïàðó (Π, ξ) íàçîâåì ðàçáèåíèåì ñ îòìå-
÷åííûìè òî÷êàìè (ðèñ. 1.33).
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x

a = x0

ξ1

x1 . . . xk−1

ξk

xk . . . xn−1

ξn

b = xn

b b b

Ðèñ. 1.33. Ðàçáèåíèå ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè

Åñëè çàäàíà ôóíêöèÿ f : [a, b] → R è ðàçáèåíèå (Π, ξ) îòðåçêà [a, b] ñ
îòìå÷åííûìè òî÷êàìè, òî ñóììà

s = s (Π, ξ) = sf (Π, ξ) :=
n∑

k=1

f (ξk) (xk − xk−1) (1.101)

íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ñóììîé Ðèìàíà ôóíêöèè f , ñîîòâåòñòâóþùåé
ðàçáèåíèþ (Π, ξ) ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè.

Îïðåäåëåíèå 1.65. Ïóñòü ôóíêöèÿ f çàäàíà íà îòðåçêå [a, b]. ×èñëî
I íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì èíòåãðàëüíûõ ñóìì, åñëè

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ (Π, ξ) λΠ < δ =⇒ |sf(Π, ξ)− I| < ε. (1.102)

Êðàòêàÿ çàïèñü ýòîãî: I = lim
λ→0

s. ×èñëî I íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííûì èí-

òåãðàëîì Ðèìàíà ôóíêöèè f ïî îòðåçêó [a, b] è îáîçíà÷àåòñÿ

I =

bw

a

f(x) dx =

bw

a

f dx. (1.103)

Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà áóäåì ãîâîðèòü òàêæå, ÷òî ôóíêöèÿ
f èíòåãðèðóåìà (ïî Ðèìàíó) íà [a, b]. Êëàññ âñåõ èíòåãðèðóåìûõ íà [a, b]
ôóíêöèé îáîçíà÷èì R[a, b].

Â îáîçíà÷åíèè îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà (1.103) a íàçûâàåòñÿ íèæíèì
ïðåäåëîì èíòåãðèðîâàíèÿ, b � âåðõíèì ïðåäåëîì èíòåãðèðîâàíèÿ,
f � ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèåé è f(x) dx � ïîäûíòåãðàëüíûì âû-
ðàæåíèåì.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé íà [a, b], òî ïðè
ôèêñèðîâàííîì ðàçáèåíèè èíòåãðàëüíàÿ ñóììà ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñêîëü
óãîäíî áîëüøîé çà ñ÷åò âûáîðà îäíîé èç îòìå÷åííûõ òî÷åê. Ïîýòîìó â òàêîì
ñëó÷àå ïðåäåëà èíòåãðàëüíûõ ñóìì íå ñóùåñòâóåò è íåîãðàíè÷åííûå ôóíêöèè
íå âõîäÿò â êëàññ R[a, b].

Äðóãèìè ñëîâàìè, îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè f íà [a, b] � íåîáõîäèìîå
óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè, íî äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì îíî íå ÿâëÿåòñÿ. Íàïðè-
ìåð, äëÿ ôóíêöèè Äèðèõëå (1.4) ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì ðàçáèåíèè Π
îòðåçêà [0, 1] áóäåò s(Π, ξ) = 1, åñëè ξk ∈ Q è s(Π, ξ) = 0, åñëè ξk /∈ Q.
Ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ Äèðèõëå íå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé
íà îòðåçêå [0, 1].
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1.5.3. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà

Îïðåäåëåíèå 1.65 ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ñëîæíûì äëÿ òîãî, ÷òîáû èñïîëüçî-
âàòü åãî äëÿ ïðîâåðêè ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà. Â ýòîì ïóíêòå ðàññìîòðèì
óñëîâèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿò ïî ñâîéñòâàì ôóíêöèè ïðîâåðÿòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà
èíòåãðèðóåìîé.

Ñóììû Äàðáó è èõ ñâîéñòâà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f : [a, b] → R îãðàíè÷åíà íà [a, b].

Îïðåäåëåíèå 1.66. Åñëè Π � ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b],
òî âåëè÷èíû

s∗(Π) := inf
ξ
s(Π, ξ), s∗(Π) := sup

ξ

s(Π, ξ) (1.104)

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íèæíåé è âåðõíåé ñóììàìè Äàðáó äëÿ
ôóíêöèè f , îòâå÷àþùèìè çàäàííîìó ðàçáèåíèþ Π.

Â îïðåäåëåíèè 1.66 òî÷íûå ãðàíè áåðóòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì íàáîðàì ξ
îòìå÷åííûõ òî÷åê. Ïðè çàäàííîì ðàçáèåíèè Π ñóììû Äàðáó ïîêàçûâàþò âîç-
ìîæíóþ ñòåïåíü ðàçáðîñà èíòåãðàëüíûõ ñóìì, ïîëó÷àåìóþ çà ñ÷åò ñâîáîäû
â âûáîðå îòìå÷åííûõ òî÷åê ξk (íèæå ýòîìó âûñêàçûâàíèþ áóäåò ïðèäàí òî÷-
íûé ñìûñë). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñóììû Äàðáó îïðåäåëåíû êîððåêòíî ëèøü äëÿ
îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé.

Ñóììû Äàðáó íå ÿâëÿþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, èíòåãðàëüíûìè ñóììàìè. Íî
åñëè ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà [a, b], òî ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Âåéåðøòðàññà î
äîñòèæåíèè òî÷íûõ ãðàíèö (òåîðåìà 1.32) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóììû Äàðáó
ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè ñóììàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè íåêîòîðîìó âûáîðó
îòìå÷åííûõ òî÷åê.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóììû Äàðáó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå, áëèçêîì ê
èíòåãðàëüíûì ñóììàì:

s∗(Π) =
n∑

k=1

mk (xk − xk−1) , s∗(Π) =
n∑

k=1

Mk (xk − xk−1) , (1.105)

ãäå
mk := inf f ([xk−1, xk]) , Mk := sup f ([xk−1, xk]) . (1.106)

Ââåäåì êîëåáàíèå ôóíêöèè f íà k-ì ÷àñòè÷íîì îòðåçêå

ωk := Mk −mk (1.107)

(ñì. (1.47)). Îáîçíà÷åíèÿ (1.106) è (1.107) èñïîëüçóþòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêè.
Çàïèñü Π ⊂ Π′ âñåãäà áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçáèåíèÿ Π

ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå òî÷åê ðàçáèåíèÿ Π′.

125



Ëåììà 1.18. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà íà [a, b]. Òîãäà ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè (Π, ξ) âûïîëíåíû
íåðàâåíñòâà s∗(Π) ⩽ s(Π, ξ) ⩽ s∗(Π);

2) åñëè Π ⊂ Π′, òî s∗(Π) ⩽ s∗(Π′) è s∗(Π′) ⩽ s∗(Π);
3) äëÿ ëþáûõ ðàçáèåíèé Π è Π′ âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

s∗(Π) ⩽ s∗(Π′). (1.108)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâî 1) âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëå-
íèÿ 1.66.

Ñâîéñòâî 2) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ðàçáèåíèå Π′ ïî-
ëó÷àåòñÿ èç ðàçáèåíèÿ Π äîáàâëåíèåì îäíîé òî÷êè x ∈ [xl−1, xl] ñ íåêîòîðûì
1 ⩽ l ⩽ n. Îáùèé ñëó÷àé ïîëó÷àåòñÿ èíäóêöèåé ïî äîáàâëåííûì òî÷êàì.

Ðàññìîòðèì, ê ïðèìåðó, íèæíèå ñóììû Äàðáó. Åñëè m′
l = inf f ([xl−1, x])

è m′′
l = inf f ([x, xl]), òî

s∗(Π
′)− s∗(Π) = m′

l (x− xl−1) +m′′
l (xl − x)−ml (xl − xl−1) ⩾

⩾ ml (x− xl−1 + xl − x− xl + xl−1) = 0,

ïîñêîëüêó m′
l ⩾ ml è m′′

l ⩾ ml.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâà 3) ðàññìîòðèì íîâîå ðàçáèåíèå Π ∪ Π′ è

èñïîëüçóåì óæå äîêàçàííîå ñâîéñòâî 2):

s∗(Π) ⩽ s∗(Π ∪ Π′) ⩽ s∗(Π ∪ Π′) ⩽ s∗(Π′). □

Îòìåòèì, ÷òî åñëè Π ⊂ Π′, òî

s∗(Π
′)− s∗(Π) ⩽ Ωl, s∗(Π)− s∗(Π′) ⩽ Ωl, (1.109)

ãäå l � ñóììà äëèí ÷àñòè÷íûõ îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ Π, ñîäåðæàùèõ òî÷êè èç
Π′, è Ω � êîëåáàíèå ôóíêöèè íà îòðåçêå [a, b].

Èíòåãðàëû Äàðáó

Îïðåäåëåíèå 1.67. Åñëè f : [a, b] → R � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, òî
÷èñëà

I∗ := sup
Π

s∗(Π), I∗ := inf
Π

s∗(Π) (1.110)

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íèæíèì è âåðõíèì èíòåãðàëàìè Äàðáó
ôóíêöèè f íà îòðåçêå [a, b].

Ëåììà 1.19. Åñëè f : [a, b] → R � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, òî äëÿ ëþ-
áûõ ðàçáèåíèé Π è Π′ âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

s∗(Π) ⩽ I∗ ⩽ I∗ ⩽ s∗(Π′).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 3) ëåììû 1.18 �
â íåðàâåíñòâå (1.108) íàäî ïåðåéòè ñíà÷àëà ê òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì
ðàçáèåíèÿì Π, ïðèõîäÿ ê íåðàâåíñòâó

s∗(Π) ⩽ I∗ ⩽ s∗(Π′).

Çàòåì â ýòîì íåðàâåíñòâå íåîáõîäèìî ïåðåéòè ê òî÷íîé íèæíåé ãðàíè ïî âñåì
ðàçáèåíèÿì Π′. □

Ëåììà 1.20. Åñëè f : [a, b] → R � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, òî

I∗ = lim
λ→0

s∗(Π), I∗ = lim
λ→0

s∗(Π).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, íàïðèìåð, ïåðâîå ðàâåíñòâî (âòîðîå äîêà-
æèòå ñàìîñòîÿòåëüíî). Çàäàäèì ε > 0 è íàéäåì ðàçáèåíèå Πε òàê, ÷òîáû
s∗ (Πε) > I∗ − ε/2. Ïóñòü ðàçáèåíèå Πε ñîäåðæèò nε òî÷åê (íå ñ÷èòàÿ òî÷êè
a è b). Ïîëîæèì δ = ε/(2nεΩ) è âîçüìåì ëþáîå ðàçáèåíèå Π, äëÿ êîòîðîãî
λ(Π) < δ. Òîãäà

0 ⩽ I∗ − s∗(Π) = I∗ − s∗(Π ∪ Πε) + s∗(Π ∪ Πε)− s∗(Π) ⩽

⩽
ε

2
+ (s∗(Π ∪ Πε)− s∗(Π)) ⩽

ε

2
+ Ωλ(Π)nε <

ε

2
+
ε

2
= ε. □

Óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ñóìì è èíòåãðàëîâ
Äàðáó � ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî ïðîâåðÿòü, èíòåãðèðóåìà ôóíêöèÿ èëè íåò.

Òåîðåìà 1.68 (êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè). Åñëè f : [a, b] → R �
îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) f èíòåãðèðóåìà íà [a, b];
2) lim

λ→0
(s∗(Π)− s∗(Π)) = 0;

3) I∗ = I∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) =⇒ 2). Ïóñòü I � èíòåãðàë ôóíêöèè f . Çàäàäèì
ε > 0 è íàéäåì δ > 0 òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ ñ îòìå÷åííûìè
òî÷êàìè (Π, ξ), λ(Π) < δ, âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

−ε
2
< s(Π, ξ)− I <

ε

2
.

Ïåðåéäÿ çäåñü ê òî÷íûì âåðõíåé è íèæíåé ãðàíÿì ïî ξ, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà

−ε
2
⩽ s∗(Π)− I ⩽

ε

2
, −ε

2
⩽ s∗(Π)− I ⩽

ε

2
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äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ Π ñ λ(Π) < δ. Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ âûòåêàåò, ÷òî

−ε ⩽ s∗(Π)− s∗(Π) ⩽ ε.

Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå 2).
2) =⇒ 3). Ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç ëåììû 1.19:

0 ⩽ I∗ − I∗ ⩽ s∗(Π)− s∗(Π) → 0 ïðè λ(Π) → 0.

3) =⇒ 1). Ïóñòü I = I∗ = I∗ � îáùåå çíà÷åíèå èíòåãðàëîâ Äàðáó. Òîãäà
íåðàâåíñòâà

s(Π, ξ)− I ⩽ s∗(Π)− I∗, s(Π, ξ)− I ⩾ s∗(Π)− I∗

âìåñòå ñ ëåììîé 1.20 äàþò óñëîâèå 1). Òåîðåìà äîêàçàíà ïîëíîñòüþ. □
Óñëîâèå 2) òåîðåìû 1.68 ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

lim
λ→0

n∑

k=1

ωk (xk − xk−1) = 0. (1.111)

(ñì. îáîçíà÷åíèå (1.107)). Ïîýòîìó îáû÷íî åãî íàçûâàþò óñëîâèåì èíòåãðè-
ðóåìîñòè â òåðìèíàõ êîëåáàíèé.

Òåîðåìà 1.69 (êëàññû èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé). 1) Åñëè ôóíê-
öèÿ îãðàíè÷åíà è èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà íà îòðåçêå [a, b],
òî îíà èíòåãðèðóåìà íà [a, b].

2) Ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a, b], èíòåãðèðóåìà íà [a, b].
3) Ôóíêöèÿ, ìîíîòîííàÿ íà îòðåçêå [a, b], èíòåãðèðóåìà íà [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü x1, . . . , xN � òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè f . Äëÿ
ε > 0 ïîëîæèì δ1 = ε/(8ΩN) (Ω � êîëåáàíèå ôóíêöèè f íà [a, b], ñì. (1.47)) è
ïóñòü Ui � δ1-îêðåñòíîñòü òî÷êè xi, i = 1, . . . , N , à X = [a, b]\⋃N

k=1 Uk. ßñíî,
÷òî X ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà îòðåçêîâ. Òàê êàê f íåïðå-
ðûâíà íà êàæäîì èç îòðåçêîâ, îáðàçóþùèõX, òî îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà
íà êàæäîì èç íèõ è, çíà÷èò, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà X. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ
òàêîå δ2 > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòðåçêà ∆ ⊂ X ñ äëèíîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé δ2,
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

ω(∆) <
ε

2(b− a)
.

Ïîëîæèì δ = min {δ1, δ2}, è ïóñòü Π � ëþáîå ðàçáèåíèå, äëÿ êîòîðîãî
λ(Π) < δ. Ïóñòü òàêæå

A = {k : 1 ⩽ k ⩽ n, [xk−1, xk] ⊂ X} , B = {1, . . . , n} \ A.
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Òîãäà
n∑

k=1

ωk (xk − xk−1) =
∑

k∈A
+
∑

k∈B
⩽

⩽
ε

2(b− a)

∑

k∈A
(xk − xk−1) + Ω

∑

k∈B
(xk − xk−1) ⩽

ε

2
+ Ω (δ+ 2δ1 + δ)N = ε.

Óòâåðæäåíèå 2) âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç óæå äîêàçàííîãî óòâåð-
æäåíèÿ 1).

3) Äëÿ ε > 0 ïîëîæèì δ = ε/Ω. Òîãäà åñëè λ(Π) < δ, òî
n∑

k=1

ωk (xk − xk−1) < δ
n∑

k=1

|f(xk)− f(xk−1)| = δΩ = ε. □

Âñå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 1.69 äîêàçàíû.

1.5.4. Ñâîéñòâà îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

Äàëåå ðàññìîòðèì ðÿä ïðîñòåéøèõ ñâîéñòâ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà Ðè-
ìàíà, êîòîðûå ðåãóëÿðíî ïðèìåíÿþòñÿ ïðè åãî èñïîëüçîâàíèè â òåîðèè è íà
ïðàêòèêå.

Ëèíåéíîñòü, àääèòèâíîñòü è ìîíîòîííîñòü

Ïåðâîå ñâîéñòâî ñâÿçûâàåò èíòåãðàë è àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä
ôóíêöèÿìè.

Òåîðåìà 1.70 (ëèíåéíîñòü èíòåãðàëà). Åñëè ôóíêöèè f, g èíòåãðè-
ðóåìû íà [a, b], òî äëÿ ëþáûõ α,β ∈ R ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ αf + βg èí-
òåãðèðóåìà íà [a, b] è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

bw

a

(αf(x) + βg(x)) dx = α

bw

a

f(x) dx+ β

bw

a

g(x) dx. (1.112)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåãðèðóåìîñòü ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âûòåêàåò èç
êðèòåðèÿ èíòåãðèðóåìîñòè (ñì. òåîðåìó 1.68) è íåðàâåíñòâà

ωαf+βg(∆) ⩽ |α|ωf(∆) + |β|ωg(∆)

äëÿ êîëåáàíèé íà ëþáîì îòðåçêå ∆ ⊂ [a, b], êîòîðîå ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ (ñì.
îáîçíà÷åíèå (1.47)).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (1.112) äîñòàòî÷íî çàïèñàòü èíòåãðàëüíûå ñóììû
äëÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè αf + βg è ïåðåéòè ê ïðåäåëó â ðàâåíñòâå:

n∑

k=1

[αf (ξk) + βg (ξk)] (xk − xk−1) =
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= α
n∑

k=1

f (ξk) (xk − xk−1) + β
n∑

k=1

g (ξk) (xk − xk−1) . □

Îäíà èç çàäà÷, ïðèâîäÿùèõ ê ïîíÿòèþ èíòåãðàëà, � çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ
ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè (ñì. ïîäï. 1.5.2). Âàæíåéøèì ñâîéñòâîì
ïëîùàäè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè ðàçáèåíèè òðàïåöèè íà ÷àñòè åå îáùàÿ ïëîùàäü
ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé ýòèõ ÷àñòåé. Ïîýòîìó íóæíî ïðîñëåäèòü çà òåì, ÷òîáû
ïîäîáíîå ñâîéñòâî èìåëîñü è ó èíòåãðàëà.

Òåîðåìà 1.71 (àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà). 1) Åñëè ôóíêöèÿ f èíòå-
ãðèðóåìà íà [a, b], òî äëÿ ëþáîãî îòðåçêà [α,β] ⊂ [a, b] îíà èíòåãðèðóåìà
íà [α,β].

2) Åñëè c ∈ [a, b], òî

bw

a

f(x) dx =

cw

a

f(x) dx+

bw

c

f(x) dx. (1.113)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Π � ëþáîå ðàçáèåíèå [α,β], òî åãî ìîæíî ¾äî-
ñòðîèòü¿ äî ðàçáèåíèÿ Π′ îòðåçêà [a, b] ñ òåì æå ðàíãîì. Ñëåäîâàòåëüíî,

s∗(Π, [α,β])− s∗(Π, [α,β]) ⩽ s∗(Π′, [a, b])− s∗(Π
′, [a, b]),

è óòâåðæäåíèå 1) ñëåäóåò èç êðèòåðèÿ èíòåãðèðóåìîñòè.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà (1.113) íàäî çàïèñàòü èíòåãðàëüíûå ñóì-

ìû, âêëþ÷èâ òî÷êó c â ðàçáèåíèå

Π = {a = x0 < . . . < xi = c < . . . < xn = b}.

Òîãäà

n∑

k=1

f (ξk) (xk − xk−1) =
i∑

k=1

f (ξk) (xk − xk−1) +
n∑

k=i+1

f (ξk) (xk − xk−1)

è èíòåãðàëüíûå ñóììû ñõîäÿòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì èíòåãðàëàì èç (1.113).
□

Ñåé÷àñ óäîáíî ââåñòè ñëåäóþùåå ñîãëàøåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1.68. Åñëè a > b è ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà [b, a],
òî ïîëîæèì

bw

a

f(x) dx = −
aw

b

f(x) dx.

Êðîìå òîãî, ïóñòü
aw

a

f(x) dx = 0.
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Ïðè òàêîì ñîãëàøåíèè ðàâåíñòâî (1.113) îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì ïðè ëþ-
áîì ðàñïîëîæåíèè òî÷åê a, b è c îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà, ëèøü áû f áûëà
èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå, ñîäåðæàùåì âñå ýòè òî÷êè.

Îäíèì èç âàæíåéøèõ ñâîéñòâ èíòåãðàëà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîëó÷å-
íèÿ îöåíîê äëÿ íåãî. Ïåðâè÷íûì â ýòîì ñìûñëå ñëóæèò ñëåäóþùåå ñâîéñòâî
ìîíîòîííîñòè.

Òåîðåìà 1.72 (ìîíîòîííîñòü èíòåãðàëà). Åñëè ôóíêöèè f è g èí-
òåãðèðóåìû íà [a, b], ïðè÷åì f(x) ⩽ g(x) ïðè x ∈ [a, b], òî

bw

a

f(x) dx ⩽
bw

a

g(x) dx. (1.114)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì â
íåðàâåíñòâå

n∑

k=1

f (ξk) (xk − xk−1) ⩽
n∑

k=1

g (ξk) (xk − xk−1) . □

Òåîðåìû î ñðåäíåì çíà÷åíèè

Ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì, íåñìîòðÿ íà åãî ïðî-
ñòîòó. Îíî äàåò âîçìîæíîñòü îöåíèâàòü îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû. Èñõîäÿ èç
ýòîãî ñâîéñòâà âûâåäåì ðÿä òàê íàçûâàåìûõ òåîðåì î ñðåäíåì çíà÷åíèè, êî-
òîðûå ïîçâîëÿò óñïåøíî ïðîâîäèòü îöåíêè èíòåãðàëîâ.

Òåîðåìà 1.73. Ïóñòü ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà [a, b]. Òîãäà
1) åñëè f(x) ⩾ 0 íà [a, b], òî

bw

a

f(x) dx ⩾ 0;

2) åñëè m ⩽ f(x) ⩽ M íà [a, b], òî

m(b− a) ⩽
bw

a

f(x) dx ⩽ M(b− a);

3) |f | èíòåãðèðóåìà íà [a, b] è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∣∣∣∣∣

bw

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣ ⩽
bw

a

|f(x)| dx.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå äâà óòâåðæäåíèÿ âûòåêàþò íåïîñðåäñòâåííî
èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû. Èíòåãðèðóåìîñòü ìîäóëÿ âûòåêàåò èç êðèòåðèÿ èí-
òåãðèðóåìîñòè (òåîðåìà 1.68 è (1.111)) è íåðàâåíñòâà

ω|f |(∆) ⩽ ωf(∆)

(ñì. (1.47)). Íàêîíåö, ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â íåðàâåíñòâå
∣∣∣∣∣

n∑

k=1

f (ξk) (xk − xk−1)

∣∣∣∣∣ ⩽
n∑

k=1

|f (ξk)| (xk − xk−1)

äàåò íåðàâåíñòâî óòâåðæäåíèÿ 3). □
Åñëè ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà [a, b], òî ïî òåîðåìå 1.71 îíà èíòåãðèðó-

åìà òàêæå íà ëþáîì îòðåçêå [a, x] ⊂ [a, b], x ∈ [a, b]. Ñëåäîâàòåëüíî, â òàêîì
ñëó÷àå îïðåäåëåíà íîâàÿ ôóíêöèÿ

F (x) :=

xw

a

f(t) dt, x ∈ [a, b], (1.115)

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì äëÿ
ôóíêöèè f . Èç òåîðåìû 1.73 ìîæíî âûâåñòè ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè ýòîé
ôóíêöèè.

Òåîðåìà 1.74. Åñëè ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà [a, b], òî åå èíòåãðàë
ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì (1.115) íåïðåðûâåí íà [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó f ∈ R[a, b], òî f îãðàíè÷åíà íà [a, b] è
ñóùåñòâóåò òàêîå M , ÷òî |f | ⩽ M íà [a, b]. Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1.71,
äëÿ ëþáûõ a ⩽ x1 < x2 ⩽ b ïîëó÷èì

|F (x2)− F (x1)| =
∣∣∣∣∣

x2w

a

f(t) dt−
x1w

a

f(t) dt

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣

x1w

a

f(t) dt+

x2w

x1

f(t) dt−
x1w

a

f(t) dt

∣∣∣∣∣ ⩽ M(x2 − x1).

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî F ∈ H1 (îïðåäåëåíèå êëàññà Ëèïøèöà H1

ñì. â (1.49)). □

Òåîðåìà 1.75 (ïåðâàÿ òåîðåìà î ñðåäíåì). Ïóñòü ôóíêöèè f, g èí-
òåãðèðóåìû íà [a, b], g ñîõðàíÿåò çíàê íà [a, b] è m ⩽ f(x) ⩽ M ïðè
x ∈ [a, b]. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî µ ∈ [m,M ], ÷òî

bw

a

f(x)g(x) dx = µ

bw

a

g(x) dx.
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Â ÷àñòíîñòè, åñëè f ∈ C[a, b], òî ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ ∈ [a, b], äëÿ
êîòîðîé

bw

a

f(x)g(x) dx = f(ξ)

bw

a

g(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, íàïðèìåð, g(x) ⩾ 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðàçáè-
åíèÿ (Π, ξ) ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâà

m
n∑

k=1

g (ξk) (xk − xk−1) ⩽
n∑

k=1

f (ξk) g (ξk) (xk − xk−1) ⩽

⩽ M
n∑

k=1

g (ξk) (xk − xk−1) .

Ïåðåéäÿ çäåñü ê ïðåäåëó, ïîëó÷èì

m

bw

a

g(x) dx ⩽
bw

a

f(x)g(x) dx ⩽ M

bw

a

g(x) dx.

Åñëè èíòåãðàë îò ôóíêöèè g ðàâåí íóëþ, ìîæíî âçÿòü ëþáîå µ. Èíà÷å îáå
÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ìîæíî ðàçäåëèòü íà èíòåãðàë îò g.

Â ñëó÷àå êîãäà f íåïðåðûâíà íà [a, b], íàäî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé
Áîëüöàíî � Êîøè î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ (ñì. òåîðåìó 1.34). □

Ñëåäñòâèå 1.1. Åñëè f ∈ C[a, b], òî ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ ∈ [a, b], äëÿ
êîòîðîé

bw

a

f(x) dx = f(ξ)(b− a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â òåîðåìå 1.75 íàäî âçÿòü g(x) ≡ 1. □

Òåîðåìà 1.76 (âòîðàÿ òåîðåìà î ñðåäíåì). Ïóñòü ôóíêöèÿ f èí-
òåãðèðóåìà íà [a, b]. Òîãäà

1) åñëè ôóíêöèÿ g íåîòðèöàòåëüíà è óáûâàåò íà [a, b], òî ñóùåñòâóåò
òàêàÿ òî÷êà ξ ∈ [a, b], ÷òî

bw

a

f(x)g(x) dx = g(a)

ξw

a

f(x) dx;

2) åñëè ôóíêöèÿ g íåîòðèöàòåëüíà è âîçðàñòàåò íà [a, b], òî ñóùå-
ñòâóåò òàêàÿ òî÷êà ξ ∈ [a, b], ÷òî

bw

a

f(x)g(x) dx = g(b)

bw

ξ

f(x) dx;
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3) åñëè ôóíêöèÿ g ìîíîòîííà íà [a, b], òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà
ξ ∈ [a, b], ÷òî

bw

a

f(x)g(x) dx = g(a)

ξw

a

f(x) dx+ g(b)

bw

ξ

f(x) dx. (1.116)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîçüìåì ëþáîå ðàçáèåíèå Π è
ðàññìîòðèì

bw

a

f(x)g(x) dx =
n∑

k=1

xkw

xk−1

f(x)g(x) dx =

=
n∑

k=1

g(xk−1)

xkw

xk−1

f(x) dx+
n∑

k=1

xkw

xk−1

f(x) [g(x)− g(xk−1)] dx ≡ S1 + S2.

Âòîðàÿ èç ýòèõ ñóìì S2 îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|S2| ⩽ M

n∑

k=1

ωk(g) (xk − xk−1) → 0,

åñëè λ(Π) → 0 (M = sup f([a, b])). Çäåñü áûëè èñïîëüçîâàíû óòâåðæäåíèå 2)
òåîðåìû 1.69 è êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè (òåîðåìà 1.68).

Äëÿ îöåíêè ïåðâîé ñóììû S1 ïðåîáðàçóåì åå, ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâî àääè-
òèâíîñòè (òåîðåìà 1.71) è îáîçíà÷åíèå (1.115):

S1 =
n∑

k=1

g(xk−1)
[
F (xk)− F (xk−1)

]
=

=
n∑

k=1

g(xk−1)F (xk)−
n∑

k=1

g(xk−1)F (xk−1) =

= F (b)g(xn−1) +
n−1∑

k=1

F (xk)
[
g(xk−1)− g(xk)

]
− F (a)g(a) =

= F (b)g(xn−1) +
n−1∑

k=1

F (xk)
[
g(xk−1)− g(xk)

]
.

Îòñþäà è èç ïðåäïîëîæåíèé î ôóíêöèè g âûòåêàþò íåðàâåíñòâà

mg(a) ⩽ S1 ⩽ Mg(a),
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ãäå m = inf F ([a, b]); M = supF ([a, b]). Êðîìå òîãî, òàê êàê lim
λ→0

S2 = 0, òî,

ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå, ïîëó÷èì

mg(a) ⩽
bw

a

f(x)g(x) dx ⩽ Mg(a).

Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç íåïðåðûâíîñòè F (òåîðåìà 1.74) è
òåîðåìû Áîëüöàíî � Êîøè î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ (òåîðåìà 1.34).

2) Ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è 1).
3) Åñëè, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ g óáûâàåò, òî íàäî ïðèìåíèòü 1) ê ôóíêöèè

g − g(b) âìåñòî g:

bw

a

f(x)
[
g(x)− g(b)

]
dx =

[
g(a)− g(b)

] ξw

a

f(x) dx.

Îòñþäà ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâà àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà (òåîðåìà 1.71) âûâåäåì

bw

a

f(x)g(x) dx = g(b)

bw

a

f(x) dx+ g(a)

ξw

a

f(x) dx− g(b)

ξw

a

f(x) dx =

= g(a)

ξw

a

f(x) dx+ g(b)

bw

ξ

f(x) dx. □

Ðàâåíñòâî (1.116) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Áîííå.

1.5.5. Ôîðìóëà Íüþòîíà � Ëåéáíèöà

Èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì

Ïóñòü ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà [a, b]. Òîãäà ïî òåîðåìå 1.71 îïðåäåëåí
íåïðåðûâíûé ïî òåîðåìå 1.74 èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì:

F (x) =

xw

a

f(t) dt, x ∈ [a, b].

Ëåììà 1.21. Ïóñòü ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà [a, b] è íåïðåðûâíà
â òî÷êå x0 ∈ [a, b]. Òîãäà åå èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì F
èìååò ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå x0 è

F ′(x0) = f(x0).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Êîíå÷íî, åñëè x0 = a èëè x0 = b, òî â ôîðìóëèðîâêå
ëåììû ðå÷ü èäåò îá îäíîñòîðîííåé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè F .

Çàäàäèì ε > 0 è íàéäåì δ > 0 òàê, ÷òîáû ïðè |t− x0| < δ âûïîëíÿëîñü
íåðàâåíñòâî |f(t)− f(x0)| < ε. Òîãäà åñëè 0 < h < δ, òî

∣∣∣∣
F (x0 + h)− F (x0)

h
− f(x0)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
1

h

x0+hw

x0

[f(t)− f(x0)] dt

∣∣∣∣∣ ⩽

⩽
1

h

x0+hw

x0

|f(t)− f(x0)| dt < ε.

Çäåñü ïîñëåäîâàòåëüíî èñïîëüçîâàëèñü ñâîéñòâà àääèòèâíîñòè (òåîðåìà 1.71),
ëèíåéíîñòè (òåîðåìà 1.70), íåðàâåíñòâà 3) è 2) òåîðåìû 1.73.

Ïðè −δ < h < 0 ðàññóæäåíèå òàêîå æå. □

Òåîðåìà 1.77. Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [a, b], òî ó íåå ñóùå-
ñòâóåò ïåðâîîáðàçíàÿ íà (a, b). Ëþáàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f èìååò âèä

Φ(x) =

xw

a

f(t) dt+ C, x ∈ [a, b],

ãäå C � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç ëåììû 1.21 è îïèñàíèÿ
êëàññà ïåðâîîáðàçíûõ, êîòîðîå áûëî äàíî â ïîäï. 1.5.1. □

Îñíîâíàÿ òåîðåìà èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ

Òåîðåìà 1.78 (ôîðìóëà Íüþòîíà � Ëåéáíèöà). Åñëè f ∈ C[a, b],
òî äëÿ ëþáîé åå ïåðâîîáðàçíîé Φ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

bw

a

f(x) dx = Φ(b)− Φ(a) =: Φ(x)

∣∣∣∣
b

a

. (1.117)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 1.77 äëÿ ëþáîé ïåðâîîáðàçíîé Φ íàéäåòñÿ
òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C, ÷òî

Φ(x) =

xw

a

f(t) dt+ C, x ∈ [a, b].

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ C ïîëîæèì x = a, òîãäà C = Φ(a) è

Φ(x) =

xw

a

f(t) dt+ Φ(a), x ∈ [a, b].
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Ïîëîæèì çäåñü x = b è ïîëó÷èì (1.117). □
Îòìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà è èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî

òî÷åê ðàçðûâà íà [a, b], òî îíà èìååò îáîáùåííóþ ïåðâîîáðàçíóþ â ñìûñëå
îïðåäåëåíèÿ 1.63 � îïðåäåëåííûé èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì,
êîòîðûé íåïðåðûâåí ïî òåîðåìå 1.74. Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé è òåîðåìà 1.77, è
ôîðìóëà Íüþòîíà � Ëåéáíèöà (1.117) ñîõðàíÿþò ñèëó ñ òåìè æå äîêàçàòåëü-
ñòâàìè.

Ôîðìóëà Íüþòîíà � Ëåéáíèöà (1.117) ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé äëÿ èíòåãðàëü-
íîãî èñ÷èñëåíèÿ, òàê êàê îíà ñâÿçûâàåò ïîíÿòèÿ ïåðâîîáðàçíîé è îïðåäåëåí-
íîãî èíòåãðàëà. Îíà èìååò òàêæå îãðîìíîå ÷èñëî ïðèëîæåíèé.

1.5.6. Îñíîâíûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ

Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì

Òåîðåìà 1.79 (èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì). Åñëè ôóíêöèè u è v
íåïðåðûâíû è èìåþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå íà [a, b], òî

bw

a

u(x)v′(x) dx = u(x)v(x)

∣∣∣∣
b

a

−
bw

a

u′(x)v(x) dx. (1.118)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ
(ñì. òåîðåìó 1.44)

(uv)′ = u′v + uv′.

Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Íüþòîíà � Ëåéáíèöà è ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè
èíòåãðàëà (1.112), ïîëó÷èì

uv

∣∣∣∣
b

a

=

bw

a

(uv)′ dx =

bw

a

uv′ dx+

bw

a

u′v dx. □

Êàê ïåðâîå ïðèëîæåíèå ôîðìóëû Íüþòîíà � Ëåéáíèöà óêàæåì íîâóþ
ôîðìó îñòàòêà äëÿ ôîðìóëû Òåéëîðà.

Òåîðåìà 1.80 (ôîðìóëà Òåéëîðà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f èìååò n + 1
íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ íà îòðåçêå [a, x]∗. Òîãäà

f(x) =
n∑

k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k +

1

n!

xw

a

f (n+1)(t)(x− t)n dt. (1.119)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ôîðìóëå Íüþòîíà � Ëåéáíèöà

f(x) = f(a) +

xw

a

f(t) dt.

Òåïåðü ïîñëåäíèé èíòåãðàë íàäî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì n ðàç. □
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Çàìåíà ïåðåìåííîé

Òåîðåìà 1.81 (çàìåíà ïåðåìåííîé). Ïóñòü ôóíêöèÿ φ ∈ C1[α,β],
ïðè÷åì φ ([α,β]) = [a, b] è φ(α) = a, φ(β) = b. Òîãäà åñëè ôóíêöèÿ f
íåïðåðûâíà íà [a, b], òî

bw

a

f(x) dx =

βw

α

f (φ(t))φ′(t) dt. (1.120)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F � ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f . Îíà ñóùåñòâóåò ïî
òåîðåìå 1.77. Ïî ôîðìóëå Íüþòîíà � Ëåéáíèöà

F (b)− F (a) =

bw

a

f(x) dx.

Êðîìå òîãî, ïî ôîðìóëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîìïîçèöèè (1.65) ôóíêöèÿ
F ◦ φ ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ f ◦ φ · φ′, è ñíîâà ïî ôîðìóëå Íüþòî-
íà � Ëåéáíèöà

F (b)− F (a) = F (φ(β))− F (φ(α)) =

βw

α

f (φ(t))φ′(t) dt.

Èç ýòèõ äâóõ ðàâåíñòâ âûòåêàåò (1.120). □

1.5.7. Ïðèëîæåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

Äîñòàòî÷íî îáùèå îïðåäåëåíèÿ òàêèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ âåëè÷èí, êàê
¾äëèíà¿, ¾ïëîùàäü¿, ¾îáúåì¿, ïîêà íå áûëè äàíû. Òåì íå ìåíåå èñõîäÿ èç
èíòóèòèâíûõ ïðåäñòàâëåíèé î íèõ ìîæíî âûâåñòè íåêîòîðûå ôîðìóëû, âû-
ðàæàþùèå ýòè ïîíÿòèÿ ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà è èñïîëüçóåìûå
â êà÷åñòâå ïåðâè÷íûõ îïðåäåëåíèé. Ïîçæå âîïðîñû èçìåðåíèÿ âåëè÷èí áóäóò
ðàññìîòðåíû ñèñòåìàòè÷åñêè, è íîâûå îïðåäåëåíèÿ íå áóäóò ïðîòèâîðå÷èòü
ñòàðûì.

Äëèíà êðèâîé

Ïóñòü φ,ψ ∈ C1[α,β]. Òîãäà îòîáðàæåíèå

t 7→ (φ(t),ψ(t)) , t ∈ [α,β],

äèíàìè÷åñêè îïèñûâàåò êðèâóþ íà ïëîñêîñòè (ðèñ. 1.34).
Îáðàç Γ îòðåçêà [α,β] ïðè òàêîì îòîáðàæåíèè áóäåì íàçûâàòü ãëàäêîé

êðèâîé, à ïàðó ôóíêöèé (φ,ψ) � ïàðàìåòðèçàöèåé ýòîé êðèâîé.
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b b b

b

b

b

α t β
R

(ϕ(α),ψ(α)) (ϕ(t),ψ(t))

(ϕ(β),ψ(β))

Γ

Ðèñ. 1.34. Êðèâàÿ è ïàðàìåòðèçàöèÿ

Çàäàäèì ïðîèçâîëüíî ðàçáèåíèå Π = {α = t0 < . . . < tn = β} îòðåçêà
[α,β] è íàéäåì äëèíó ëîìàíîé, âïèñàííîé â êðèâóþ â òî÷êàõ (φ(tk),ψ(tk)):

l(Π) :=
n∑

k=1

([
φ(tk)−φ(tk−1)

]2
+
[
ψ(tk)−ψ(tk−1)

]2)1/2
.

Ýòà âåëè÷èíà äàåò ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå äëèíû êðèâîé, êîòîðîå òåì áëèæå
ê äëèíå êðèâîé (ïî íàøèì ïðåäñòàâëåíèÿì), ÷åì ìåíüøå ðàíã ðàçáèåíèÿ.
Ïðåîáðàçóåì âåëè÷èíó l(Π):

l(Π) =
n∑

k=1

([
φ′(τk)

]2
+
[
ψ′(τ′k)

]2)1/2
(tk − tk−1) ,

ãäå τk, τ′k ∈ [tk−1, tk] � íåêîòîðûå îòìå÷åííûå òî÷êè, îïðåäåëÿåìûå ïî ôîð-
ìóëå Ëàãðàíæà. Â òàêîì âèäå l(Π) íàïîìèíàåò èíòåãðàëüíóþ ñóììó

s(Π, τ) =
n∑

k=1

(
[φ′(τk)]

2
+ [ψ′(τk)]

2
)1/2

(tk − tk−1)

äëÿ èíòåãðàëà
βw

α

√[
φ′(t)

]2
+
[
ψ′(t)

]2
dt.

Ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíîãî íåðàâåíñòâà
∣∣∣√a−

√
b
∣∣∣ ⩽

√
|a− b| ëåãêî îöå-

íèòü ðàçíîñòü

|s(Π, τ)− l(Π)| ⩽
n∑

k=1

∣∣∣
[
ψ′(τk)

]2 −
[
ψ′(τ′k)

]2∣∣∣
1/2

(tk − tk−1) ⩽

⩽ {2M (ψ′)ω (λΠ,ψ
′)}1/2 (β− α) → 0, λΠ → 0.

ÇäåñüM (ψ′) = supψ′ ([α,β]) èω(δ,ψ′)� ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè (ñì. (1.48)).
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Òàêèì îáðàçîì, ïðèäåì ê ôîðìóëå äëÿ âû÷èñëåíèÿ äëèíû ïëîñêîé êðè-
âîé:

l =

βw

α

√
[φ′(t)]2 +

[
ψ′(t)

]2
dt. (1.121)

Â ÷àñòíîñòè, äëèíà ãðàôèêà ôóíêöèè f ∈ C1[a, b] âû÷èñëÿåòñÿ òàê:

l =

bw

a

√
1 +

[
f ′(x)

]2
dx. (1.122)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ìîæíî îïðåäåëèòü äëèíó ïðîñòðàíñòâåííîé
êðèâîé, çàäàâàåìîé ôóíêöèÿìè φ,ψ,χ ∈ C1[α,β], êàê

l =

βw

α

√[
φ′(t)

]2
+
[
ψ′(t)

]2
+
[
χ′(t)

]2
dt. (1.123)

Ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè

Ïóñòü f ∈ C[a, b] � íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ è

T :=
{
(x, y) ∈ R2 : a ⩽ x ⩽ b, 0 ⩽ y ⩽ f(x)

}
.

Òîãäà ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè T ìîæíî îïðåäåëèòü ðàâåíñòâîì

S(T ) =

bw

a

f(x) dx. (1.124)

Ñîîáðàæåíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê ýòîé ôîðìóëå, îïèñûâàëèñü â ïîäï. 1.5.2. Îò-
ìåòèì, ÷òî åñëè îòêàçàòüñÿ îò òðåáîâàíèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè ôóíêöèè f , òî
ïðèõîäèòñÿ ñ÷èòàòüñÿ ñ òåì, ÷òî ïëîùàäè èç íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè îòðèöà-
òåëüíû.

Åñëè çàäàíû äâå ôóíêöèè f1, f2 ∈ C[a, b], ïðè÷åì f1(x) ⩽ f2(x) ïðè âñåõ
x ∈ [a, b], òî ïëîùàäü ìíîæåñòâà

T =
{
(x, y) ∈ R2 : a ⩽ x ⩽ b, f1(x) ⩽ y ⩽ f2(x)

}

îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

S(T ) =

bw

a

[f2(x)− f1(x)] dx.
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Óïðàæíåíèå 1.21. 1) Ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷êè (x, y) ̸= (0, 0) íà
ïëîñêîñòè ñâÿçàíû ñ äåêàðòîâûìè ðàâåíñòâàìè





x = ρ cosφ,

y = ρ sinφ.
(1.125)

Ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîãî ñåêòîðà

{(ρ,φ) : α ⩽ φ ⩽ β, 0 ⩽ ρ ⩽ ρ(φ)}

(ρ ∈ C[α,β] � ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

S =
1

2

βw

α

ρ2(φ) dφ.

2) Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè, ïîëó÷åííîé âðàùåíèåì ãðàôèêà ïîëîæèòåëü-
íîé ôóíêöèè f ∈ C1[a, b] âîêðóã îñè Ox, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

S = 2π

bw

a

f(x)
√
1 + [f ′(x)]2 dx.

3) Ïóñòü f ∈ C[a, b] � ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ. Îáúåì òåëà, ïîëó÷åí-
íîãî âðàùåíèåì êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè

{(x, y) : a ⩽ x ⩽ b, 0 ⩽ y ⩽ f(x)}

âîêðóã îñè Ox, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

V = π

bw

a

f 2(x) dx.

4) Áîëåå îáùèé ñëó÷àé ïîëó÷àåòñÿ, åñëè èçâåñòíà ïëîùàäü ñå÷åíèÿ S(t)
òåëà ïëîñêîñòüþ x = t è S ∈ C[a, b]. Òîãäà

V =

bw

a

S(x) dx.

1.5.8. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû

Ïîêàæåì, êàêèì îáðàçîì ìîæíî ðàñøèðèòü ïîíÿòèå èíòåãðàëà, ÷òîáû
ïðèäàòü ñìûñë èíòåãðàëàì îò íåîãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé è ïî íåîãðàíè÷åí-
íîìó ïðîìåæóòêó. Ïîñêîëüêó â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñóòü áóäåò îäíà è òà æå, îáà
âàðèàíòà ðàññìîòðèì îäíîâðåìåííî.
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Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà

Ïóñòü íà ïðîìåæóòêå [a,ω) çàäàíà ôóíêöèÿ f . Çäåñü äëÿ ω âîçìîæíû
äâà âàðèàíòà: ω ∈ R èëè ω = +∞. Óñëîâèìñÿ ñèìâîë ω íàçûâàòü îñîáåí-
íîñòüþ ôóíêöèè, åñëè ω = +∞ èëè ω ∈ R è f íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé â
ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ω.

Îïðåäåëåíèå 1.69. Åñëè äëÿ ëþáîãî b ∈ (a,ω) ôóíêöèÿ f èíòåãðèðó-
åìà íà [a, b] è ñóùåñòâóåò

lim
b→ω−0

bw

a

f(x) dx,

òî ãîâîðÿò, ÷òî f èíòåãðèðóåìà â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå íà [a,ω),
à ýòîò ïðåäåë íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì f íà [a,ω) è
îáîçíà÷àåòñÿ

ωw

a

f(x) dx. (1.126)

Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ãîâîðÿò, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ.
Îòìåòèì, ÷òî åñëè ω ∈ R è ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà [a,ω], òî îíà

èíòåãðèðóåìà íà [a,ω] òàêæå â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå. Ýòî âûòåêàåò èç òîãî,
÷òî f îãðàíè÷åíà íà [a,ω], è â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3) òåîðåìû 1.73

lim
b→ω−0

ωw

b

f(x) dx = 0.

Â ÷àñòíîñòè, íå âîçíèêíåò ïóòàíèöû èç-çà òîãî, ÷òî îäíî è òî æå îáîçíà÷åíèå
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èíòåãðàëà Ðèìàíà è äëÿ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà.

Êëàññ ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå íà [a,ω], îáî-
çíà÷èì R∗[a,ω). Ïðåäûäóùåå çàìå÷àíèå ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: åñ-
ëè ω ∈ R, òî

R[a,ω] ⊂ R∗[a,ω).

Äëÿ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà ñîõðàíÿþò ñèëó îñíîâíûå ñâîéñòâà îïðå-
äåëåííîãî èíòåãðàëà.

Òåîðåìà 1.82. 1) Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ëè-
íåéíîñòè, àääèòèâíîñòè è ìîíîòîííîñòè.

2) Åñëè ôóíêöèè u, v ∈ C1[a,ω) è ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
x→ω−0

u(x)v(x),

òî ôóíêöèè u′v, uv′ ïðèíàäëåæàò èëè íå ïðèíàäëåæàò êëàññó R∗[a,ω)
îäíîâðåìåííî. Â ñëó÷àå êîãäà u′v, uv′ ∈ R∗[a,ω), ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ωw

a

u(x)v′(x) dx = u(x)v(x)

∣∣∣∣∣

ω−0

a

−
ωw

a

u′(x)v(x) dx.
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3) Åñëè f ∈ R∗[a,ω), ôóíêöèÿ φ ∈ C1[α,γ) ñòðîãî ìîíîòîííà,
φ(α) = a, lim

t→γ−0
φ(t) = ω, òî (f ◦φ) ·φ′ ∈ R∗[α,γ) è

ωw

a

f(x) dx =

γw

α

f (φ(t))φ′(t) dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå óòâåðæäåíèÿ âûòåêàþò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðå-
äåëåíèÿ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ èíòåãðàëà Ðè-
ìàíà (ñì. òåîðåìû 1.70�1.72, 1.79, 1.81). Ïðîâåðüòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî. □

Äðóãèå âèäû îñîáåííîñòåé

Âûøå áûëî äàíî îïðåäåëåíèå íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà, åñëè ïðàâûé
êîíåö ïðîìåæóòêà áûë îñîáåííîñòüþ ôóíêöèè. Èçìåíåíèÿ, êîòîðûå ñëåäóåò
ñäåëàòü äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ëåâûé êîíåö ÿâëÿåòñÿ îñîáåííîñòüþ,
î÷åâèäíû.

Åñëè ôóíêöèÿ èìååò íåñêîëüêî îñîáåííîñòåé íà ïðîìåæóòêå èíòåãðèðî-
âàíèÿ, òî ïðè îïðåäåëåíèè èíòåãðàëà ñëåäóåò èñõîäèòü èç ïðèíöèïà ðàçäåëå-
íèÿ îñîáåííîñòåé. Íàïðèìåð, ëåâûé èíòåãðàë â ðàâåíñòâå

+∞w

−∞
f(x) dx =

aw

−∞
f(x) dx+

+∞w

a

f(x) dx

ñóùåñòâóåò, åñëè ñóùåñòâóþò îáà èíòåãðàëà ñïðàâà. Àíàëîãè÷íî åñëè f íå
ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé â ëþáîé îêðåñòíîñòè âíóòðåííåé òî÷êè ω ∈ (a, b)
ïðîìåæóòêà èíòåãðèðîâàíèÿ, òî

bw

a

f(x) dx =

ωw

a

f(x) dx+

bw

ω

f(x) dx.

Òàê æå ïîñòóïàþò, êîãäà íà (a, b) èìååòñÿ ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî îñîáåííîñòåé
ôóíêöèè.

Èíîãäà, âïðî÷åì, èñïîëüçóþò ñëåäóþùèé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ íåñîá-
ñòâåííîãî èíòåãðàëà ñ âíóòðåííåé îñîáåííîñòüþ: åñëè ω ∈ (a, b) � îñîáåí-
íîñòü ôóíêöèè, òî ïîëàãàþò

v. p.

bw

a

f(x) dx = lim
ε→+0

[
ω−εw

a

f(x) dx+

bw

ω+ε

f(x) dx

]
.

Òàêîé íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë íàçûâàþò èíòåãðàëîì â ñìûñëå ãëàâíîãî
çíà÷åíèÿ ïî Êîøè. Åãî èñïîëüçîâàíèå âñåãäà îãîâàðèâàåòñÿ îñîáî.
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Óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà

Îïðåäåëåíèå ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà (1.126) îçíà÷àåò ñó-
ùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ñëåâà â òî÷êå ω äëÿ èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì
ïðåäåëîì îò f . Ïîýòîìó èç êðèòåðèÿ Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè
ñðàçó âûòåêàåò êðèòåðèé ñõîäèìîñòè äëÿ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà.

Òåîðåìà 1.83 (êðèòåðèé Êîøè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ R[a, b) ïðè
ëþáîì b ∈ (a,ω). Òîãäà ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà ðàâíîñèëüíà
óñëîâèþ

∀ ε > 0 ∃ bε ∈ (a,ω) ∀ b1, b2 ∈ (bε,ω)

∣∣∣∣∣∣

b2w

b1

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣
< ε.

Îïðåäåëåíèå 1.70. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
(1.126) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, åñëè ñõîäèòñÿ èíòåãðàë

ωw

a

|f(x)| dx. (1.127)

Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (1.126) ñõîäèòñÿ óñëîâíî, åñëè èíòåãðàë
(1.126) ñõîäèòñÿ, à èíòåãðàë (1.127) ðàñõîäèòñÿ.

Èç óòâåðæäåíèÿ 3) òåîðåìû 1.73 è èç òåîðåìû 1.83 ñëåäóåò, ÷òî àáñîëþò-
íàÿ ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà âëå÷åò åãî ñõîäèìîñòü. Îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå íåâåðíî (ïðèâåäèòå ïðèìåð ñàìîñòîÿòåëüíî).

Ïðîâåðêà àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè îñóùåñòâëÿåòñÿ âåñüìà ïðîñòî ñ ïîìî-
ùüþ ñëåäóþùåé òåîðåìû, êîòîðàÿ íàïîìèíàåò êðèòåðèé ñõîäèìîñòè ìîíî-
òîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (òåîðåìà 1.10).

Òåîðåìà 1.84. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåîòðèöàòåëüíà è f ∈ R[a, b] ïðè
ëþáîì b ∈ (a,ω). Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1)
ωr
a

f(x) dx ñõîäèòñÿ;

2) ôóíêöèÿ F (x) =
xr
a

f(x) dx îãðàíè÷åíà íà (a,ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, òàê êàê f íåîòðèöàòåëüíà, òî ôóíêöèÿ
F âîçðàñòàåò è ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà lim

x→ω−0
F (x) ðàâíîñèëüíî åå îãðàíè÷åí-

íîñòè (ñì. òåîðåìó 1.27). □

Òåîðåìà 1.85 (ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ). Ïóñòü f, g ∈ R[a, b] ïðè ëþáîì
b ∈ (a,ω) è 0 ⩽ f(x) ⩽ g(x) íà [a,ω). Òîãäà
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1) èç ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà
ωr
a

g(x) dx ñëåäóåò ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà

ωr
a

f(x) dx è íåðàâåíñòâî

ωw

a

f(x) dx ⩽
ωw

a

g(x) dx;

2) èç ðàñõîäèìîñòè èíòåãðàëà
ωr
a

f(x) dx ñëåäóåò ðàñõîäèìîñòü èíòå-

ãðàëà
ωr
a

g(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû. □
Äðóãèìè ñëîâàìè, òåîðåìó ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: èíòåãðàë

(1.126) îò íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè ñõîäèòñÿ, åñëè ýòà ôóíêöèÿ íå ñëèø-
êîì âåëèêà.

Äëÿ óñëîâíîé ñõîäèìîñòè çíà÷åíèå èìåþò íå òîëüêî ðàçìåðû ôóíêöèè,
íî è ðàñïðåäåëåíèå åå ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé, ïîýòîìó
óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè áîëåå ñëîæíû.

Òåîðåìà 1.86 (ïðèçíàê Àáåëÿ � Äèðèõëå). Ïóñòü f ∈ R[a, b] ïðè
ëþáîì b ∈ (a,ω) è g íåîòðèöàòåëüíà è ìîíîòîííà íà [a,ω). Òîãäà äëÿ

ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà
ωr
a

f(x)g(x) dx äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ ëþáîé ïàðû

óñëîâèé:

1)
ωr
a

f(x) dx ñõîäèòñÿ;

2) g îãðàíè÷åíà íà (a,ω)

èëè

1)′ ôóíêöèÿ F (x) =
xr
a

f(t) dt îãðàíè÷åíà íà (a,ω);

2)′ lim
x→ω−0

g(x) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ áóäåì èñïîëüçîâàòü êðèòåðèé Êîøè
(òåîðåìà 1.83) è ôîðìóëû Áîííå (òåîðåìà 1.76): åñëè a < b1 < b2 < ω, òî
ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ ∈ (b1, b2), äëÿ êîòîðîé

b2w

b1

fg dx = g(b1)

ξw

b1

f dx+ g(b2)

b2w

ξ

f dx.

145



Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñëó÷àé ω ∈ R. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1) è 2),
òî ïóñòü |g(x)| ⩽ Mg (x ∈ (a,ω)) è δ > 0 âûáðàíî äëÿ ε > 0 òàê, ÷òîáû

∣∣∣∣∣∣

β2w

β1

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣
<

ε

2Mg
ïðè (ω− δ < β1 < β2 < ω).

Òîãäà ïðè ω− δ < b1 < b2 < ω

∣∣∣∣∣∣

b2w

b1

fg dx

∣∣∣∣∣∣
⩽ Mg

∣∣∣∣∣∣

ξw

b1

f dx

∣∣∣∣∣∣
+Mg

∣∣∣∣∣∣

b2w

ξ

f dx

∣∣∣∣∣∣
< ε.

Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàåì ïðè óñëîâèÿõ 1)′, 2)′. □

Èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê Êîøè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ

Â ïîäï. 1.4.4 áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ñõîäèìîñòè ÷èñëîâûõ ðÿäîâ. Ìåæäó
ñõîäèìîñòüþ òàêèõ ðÿäîâ è íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ñóùåñòâóþò òåñíûå
ñâÿçè. Íàïðèìåð, â ãë. 1.9 ðàññìàòðèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ, ïîäîáíûå òåîðåìå
1.86 äëÿ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ.

Çäåñü ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòè ñâÿçè íà ïðèìåðå 1.87 òåîðåìû, äàþùåé
íîâûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ îò ðåãóëÿðíûõ ôóíê-
öèé.

Òåîðåìà 1.87 (èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê Êîøè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f
ïîëîæèòåëüíà è óáûâàåò íà [1,∞). Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëü-
íû:

1) ðÿä
∞∑
k=1

f(k) ñõîäèòñÿ;

2) íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∞r
1

f(x) dx ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìî ïðîñóììèðîâàòü î÷åâèäíûå íåðàâåíñòâà

k+1w

k

f(x) dx ⩽ f(k) ⩽
kw

k−1

f(x) dx, k = 2, . . . , n,

ïîëó÷àÿ ïðè ýòîì

n+1w

2

f(x) dx ⩽
n∑

k=1

f(k) ⩽
nw

1

f(x) dx,

è óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç òåîðåìû 1.84. □
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Ðàññóæäåíèå, ïðîâåäåííîå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.87, äàåò âîç-
ìîæíîñòü îöåíèòü ïðè åå óñëîâèÿõ ñêîðîñòü óáûâàíèÿ îñòàòêîâ ðÿäà∑∞

k=1 f(k) â ñëó÷àå åãî ñõîäèìîñòè:

∞w

n+1

f(x) dx ⩽
∞∑

k=n+1

f(k) ⩽
∞w

n

f(x) dx. (1.128)

Òî÷íî òàê æå ìîæíî îöåíèâàòü ðîñò ÷àñòíûõ ñóìì ðÿäà
∑∞

k=1 f(k) â ñëó÷àå
åãî ðàñõîäèìîñòè:

n+1w

2

f(x) dx ⩽
n∑

k=1

f(k) ⩽
nw

1

f(x) dx. (1.129)

Â ñëåäóþùåì óïðàæíåíèè 1.22 ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ýòîò ñïîñîá
îöåíèâàíèÿ îñòàòêîâ è ÷àñòíûõ ñóìì äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòèê íåêîòîðûõ
÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ ðÿäîâ.

Óïðàæíåíèå 1.22. Ïîêàçàòü, ÷òî

1) ðÿä
∞∑

k=1

1

kα
ñõîäèòñÿ ïðè α > 1 è

∞∑

k=n+1

1

kα
∼ n1−α

α− 1
ïðè n → ∞,

ðàñõîäèòñÿ ïðè α < 1 è

n∑

k=1

1

kα
∼ n1−α

1− α ïðè n → ∞;

2) ðÿä
∞∑

k=2

1

k(ln k)α
ñõîäèòñÿ ïðè α > 1 è

∞∑

k=n+1

1

k(ln k)α
∼ (lnn)1−α

α− 1
ïðè n → ∞,

ðàñõîäèòñÿ ïðè α < 1 è

n∑

k=2

1

k(ln k)α
∼ (lnn)1−α

1− α ïðè n → ∞.
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1.6. Ôóíêöèè íà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ

1.6.1. Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

Ïîíÿòèå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà � îäíî èç âàæíåéøèõ â ìàòåìàòèêå:
ìåæäó åãî ýëåìåíòàìè ìîæíî èçìåðÿòü ðàññòîÿíèå.

Ðàññòîÿíèå

Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 1.71. Ôóíêöèÿ d : X × X → R íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé
íà X, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ X âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) d(x, y) ⩾ 0, d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y;
2) d(x, y) = d(y, x) (ñèììåòðè÷íîñòü);
3) d(x, y) ⩽ d(x, z) + d(z, y) (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).

×èñëî d(x, y) íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèåì ìåæäó x è y. Ïàðà (X, d) íàçû-
âàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïðèìåðîì ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæåò ñëóæèòü ìíîæåñòâî äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R ñ ðàññòîÿíèåì

d(x, y) = |x− y| , x, y ∈ R. (1.130)

Ýòî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷àåòñÿ òàê æå, êàê è ìíîæåñòâî äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R. Äàëåå ââîäèòñÿ áîëüøîå ÷èñëî íîâûõ ïîíÿòèé äëÿ ëþ-
áîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå â ÷àñòíîì ñëó÷àå ìíîæåñòâà äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R óæå ââîäèëèñü ðàíåå. Ïîëåçíî ïðîñëåäèòü, ÷òî â òàêîì
÷àñòíîì ñëó÷àå íîâûå ïîíÿòèÿ ñîâïàäàþò ñî ñòàðûìè.

Óïðàæíåíèå 1.23. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ X ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

|d(x, y)− d(x, z)| ⩽ d(y, z).

Ïóñòü (X, d) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è Y ⊂ X � åãî íåïóñòîå ïîä-
ìíîæåñòâî. Òîãäà (Y, d) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, ñóæå-
íèå ìåòðèêè d : X ×X → R íà Y × Y áóäåò ìåòðèêîé íà Y . Ýòî íîâîå ìåò-
ðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà (X, d).

Îòêðûòûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå 1.72. Åñëè x ∈ X è r > 0, òî ìíîæåñòâî

B(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) < r} (1.131)
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(ðèñ. 1.35, à) íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì øàðîì. Ïðè ýòîì x � öåíòð øàðà,
r � åãî ðàäèóñ.

Ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, èëëþñòðèðóþòñÿ â
òåêñòå ðèñóíêàìè, èñïîëüçóþùèìè â êà÷åñòâå ìîäåëè ïëîñêîñòü R2 ñ îáû÷-
íûì ðàññòîÿíèåì íà íåé (áîëåå ïîäðîáíî ýòî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî èçó-
÷àåòñÿ â ïîäï. 1.6.3 êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ Rd).

x

r
b

b

B(x, r)

x

A

а б

Ðèñ. 1.35. Øàð B(x, r) (à), îòêðûòîå ìíîæåñòâî (á )

Îïðåäåëåíèå 1.73. Ìíîæåñòâî A ⊂ X â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
X íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ A ñóùåñòâóåò îò-
êðûòûé øàð ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå, ñîäåðæàùèéñÿ â A (ðèñ. 1.35, á).

Òåîðåìà 1.88. Ñåìåéñòâî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ â ìåòðè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) ìíîæåñòâà X è ∅ îòêðûòû;
2) îáúåäèíåíèå

⋃
α∈A

Gα ëþáîãî ñåìåéñòâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ

{Gα}α∈A îòêðûòî;

3) ïåðåñå÷åíèå
n⋂

k=1

Gk ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ Gk,

k = 1, . . . , n, îòêðûòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâî 1) ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ.
Ñâîéñòâî 2) âûòåêàåò èç òðàíçèòèâíîñòè îïåðàöèè âêëþ÷åíèÿ ìíîæåñòâ:

åñëè {Gα}α∈A � ñåìåéñòâî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ è x ∈ ⋃
α∈A

Gα := G, òî x ∈ Gα0

äëÿ íåêîòîðîãî α0 ∈ A. Òàê êàê Gα0
îòêðûòî, òî íàéäåòñÿ òàêîå r > 0, ÷òî

B(x, r) ⊂ Gα0
⊂ G.

3) Åñëè {Gk}nk=1 � êîíå÷íûé íàáîð îòêðûòûõ ìíîæåñòâ è x ∈
n⋂

k=1

Gk,

òî äëÿ êàæäîãî k = 1, . . . , n òî÷êà x ∈ Gk è ñóùåñòâóåò òàêîå rk > 0, ÷òî
B(x, rk) ⊂ Gk. Ïîëîæèì r = min

1⩽k⩽n
rk > 0. Òîãäà B(x, r) ⊂ B(x, rk) ⊂ Gk äëÿ

êàæäîãî k = 1, . . . , n è B(x, r) ⊂
n⋂

k=1

Gk. □
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Îïðåäåëåíèå 1.74. Îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x ∈ X â ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå (X, d) íàçûâàåòñÿ ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå
òî÷êó x.

Åñëè G ⊂ X � îêðåñòíîñòü òî÷êè x ∈ X, òî ìíîæåñòâî G◦ = G\{x}
íàçûâàåòñÿ ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòüþ ýòîé òî÷êè.

ßñíî, ÷òî îòêðûòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ëþáîé ñâîåé òî÷-
êè. Îêðåñòíîñòè òî÷êè x ∈ X áóäåì îáîçíà÷àòü, êàê ïðàâèëî, Ux, Vx.

Îïðåäåëåíèå 1.75. Òî÷êà íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé äëÿ ìíîæåñòâà
A ⊂ X, åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè, ñîäåðæàùàÿñÿ â A.
Ìíîæåñòâî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷åê ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ åãî âíóò-
ðåííîñòüþ è îáîçíà÷àåòñÿ intA.

Óïðàæíåíèå 1.24. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) øàð B(x, r) � îòêðûòîå ìíîæåñòâî;
2) ìíîæåñòâî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå îòêðûòî òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà îíî ñîâïàäàåò ñî ñâîåé âíóòðåííîñòüþ;
3) âíóòðåííîñòü intA � ýòî íàèáîëüøåå (ïî âêëþ÷åíèþ) îòêðûòîå ìíî-

æåñòâî, ñîäåðæàùååñÿ â A (äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî intA ÿâëÿåòñÿ
îáúåäèíåíèåì âñåõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõñÿ â A).

Çàìêíóòûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå 1.76. Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ ìíî-
æåñòâà A ⊂ X, åñëè â ëþáîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè åñòü
òî÷êè èç A.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x åñòü
òî÷êè èç A, îòëè÷íûå îò x. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî çäåñü íå òðåáóåòñÿ ïðèíàäëåæ-
íîñòü òî÷êè x ìíîæåñòâó A.

Ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê äëÿ A îáîçíà÷àåòñÿ A′.
Òî÷êà ìíîæåñòâà, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ íåãî, íàçûâàåòñÿ

èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ìíîæåñòâà.

Óïðàæíåíèå 1.25. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) òî÷êà x ∈ X â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ

ìíîæåñòâà A ⊂ X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ òî÷åê {xn} ⊂ A, ÷òî

lim
n→∞

d(x, xn) = 0

(ò. å. {xn} ñõîäèòñÿ ê x � ñì. îïðåäåëåíèå 1.80);
2) òî÷êà x ∈ X â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ

ìíîæåñòâà A ⊂ X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x
áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê èç A.
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Îïðåäåëåíèå 1.77. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè îíî
ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè.

Òåîðåìà 1.89 (ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè). Ïóñòü (X, d) � ìåòðè-
÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è A ⊂ X. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) ìíîæåñòâî A çàìêíóòî;

2) åãî äîïîëíåíèå Ac îòêðûòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáà óòâåðæäåíèÿ áóäóò äîêàçàíû îò ïðîòèâíîãî.

1) =⇒ 2). Ïóñòü ìíîæåñòâî A çàìêíóòî, íî íåêîòîðàÿ òî÷êà x ∈ Ac

äîïîëíåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé äëÿ íåãî. Òîãäà â ëþáîé îêðåñòíîñòè
x åñòü òî÷êè èç A, íå ñîâïàäàþùèå ñ x (òàê êàê x ∈ Ac). Ïîýòîìó x �
ïðåäåëüíàÿ òî÷êà äëÿ A è äîëæíî áûòü x ∈ A, õîòÿ ýòî íå òàê.

2) =⇒ 1). Îáðàòíî, åñëè Ac îòêðûòî, íî íåêîòîðàÿ òî÷êà x, ïðåäåëüíàÿ
äëÿ A, íå ïðèíàäëåæèò A, òî x ∈ Ac è îíà äîëæíà áûòü âíóòðåííåé äëÿ Ac.
Òîãäà x íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ A. □

Òåîðåìà 1.90 (ñâîéñòâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ). Ïóñòü A ⊂ X.
Òîãäà

1) X è ∅ çàìêíóòû;

2) åñëè {Fα}α∈A � ëþáîå ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, òî èõ ïå-
ðåñå÷åíèå

⋂
α∈A

Fα çàìêíóòî;

3) åñëè {Fk}nk=1 � ëþáîå êîíå÷íîå ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ,

òî èõ îáúåäèíåíèå
n⋃

k=1

Fk çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå óòâåðæäåíèÿ âûòåêàþò íåïîñðåäñòâåííî èç
ïðåäûäóùåé òåîðåìû è ïðàâèë äå Ìîðãàíà (ñì. ïîäï. 1.1.2). □

Îïðåäåëåíèå 1.78. Çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî A = A ∪ A′.

Ïîêàæåì, ÷òî çàìûêàíèå A ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì. Â ñàìîì
äåëå, åñëè x� ïðåäåëüíàÿ òî÷êà äëÿ A, òî äëÿ ëþáîãî r > 0 ñóùåñòâóåò òî÷êà
y ∈ A ∩ B(x, r), y ̸= x. Ñóùåñòâóåò ε > 0, äëÿ êîòîðîãî B(y, ε) ⊂ B(x, r).
Åñëè y /∈ A, òî y ∈ A′ è â øàðå B(x, ε) åñòü òî÷êà èç A. Èòàê, â ëþáîì øàðå
B(x, r) åñòü òî÷êà èç A, îòëè÷íàÿ îò x. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x ∈ A′, ïîýòîìó
x ∈ A è A çàìêíóòî.

Óïðàæíåíèå 1.26. Ïîêàçàòü, ÷òî çàìûêàíèå ìíîæåñòâà ñîâïàäàåò ñ
ïåðåñå÷åíèåì âñåõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ åãî. Äðóãèìè ñëîâàìè,
çàìûêàíèå ìíîæåñòâà � íàèìåíüøåå (ïî âêëþ÷åíèþ) çàìêíóòîå ìíîæåñòâî,
ñîäåðæàùåå äàííîå ìíîæåñòâî.
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Ãðàíèöà ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå 1.79. Ãðàíèöåé ìíîæåñòâà A â ìåòðè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

∂A = A ∩ Ac. (1.132)

Òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå ãðàíèöå ìíîæåñòâà, íàçûâàþòñÿ ãðàíè÷íûìè
òî÷êàìè äëÿ íåãî.

Óïðàæíåíèå 1.27. Äîêàçàòü, ÷òî òî÷êà x ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé äëÿ ìíî-
æåñòâà A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ëþáîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè åñòü
òî÷êè èç A è èç Ac. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A

∂A ∩ (intA) = ∅. (1.133)

Òåîðåìà 1.91 (ñâîéñòâà ãðàíèöû). Ïóñòü A ⊂ X. Òîãäà
1) ∂A = ∂Ac;
2) A = (∂A ∩ A) ∪ (intA);
3) A = ∂A ∪ (intA);
4) A çàìêíóòî ⇐⇒ ∂A ⊂ A;
5) A îòêðûòî ⇐⇒ A ∩ ∂A = ∅.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ýòî ñâîéñòâî î÷åâèäíî, òàê êàê A è Ac âõîäÿò â

îïðåäåëåíèå ãðàíèöû (1.132) ðàâíîïðàâíî.
2) Âêëþ÷åíèå (∂A ∩ A) ∪ (intA) ⊂ A î÷åâèäíî.
Îáðàòíî, åñëè òî÷êà x ∈ A íå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé äëÿ A, òî â ëþáîé åå

îêðåñòíîñòè åñòü òî÷êè èç äîïîëíåíèÿ Ac è x ∈ Ac. Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ ∂A
è A ⊂ (∂A ∩ A) ∪ (intA).

3) ßñíî, ÷òî ∂A ⊂ A è intA ⊂ A, ïîýòîìó ∂A ∪ (intA) ⊂ A.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî âêëþ÷åíèÿ â ñèëó 2) äîñòàòî÷íî äîêà-

çàòü, ÷òî A′ ⊂ ∂A ∪ (intA). Ïóñòü x ∈ A′, òîãäà ëèáî x ∈ intA, ëèáî â
ëþáîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè åñòü òî÷êè èç Ac è x ∈ Ac. Ñëåäîâàòåëüíî,
x ∈ A ∩ Ac = ∂A.

4) Åñëè A çàìêíóòî, òî ïî îïðåäåëåíèþ ãðàíèöû ∂A ⊂ A = A. Îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç 3): åñëè ∂A ⊂ A, òî A = ∂A ∪ (intA) ⊂ A. Èòàê,
A ⊂ A è A çàìêíóòî.

5) Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò ñðàçó èç (1.133) è 2). □

Ïîëíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå 1.80. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}∞n=1 ⊂ X òî÷åê ìåòðè-
÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ (â X) ê a ∈ X, åñëè

lim
n→∞

d(an, a) = 0. (1.134)
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Êðàòêî ýòî çàïèñûâàåòñÿ òàê: lim
n→∞

an = a.

Óñëîâèå (1.134) ìîæíî ïåðåïèñàòü â òåðìèíàõ îêðåñòíîñòåé ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

∀Ua ∃N ∈ N ∀n ⩾ N an ∈ Ua.

Îïðåäåëåíèå 1.81. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ⊂ X òî÷åê ìåòðè÷å-
ñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé èëè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ Êîøè, åñëè

∀ ε > 0 ∃Nε ∀n,m ⩾ Nε d (an, am) < ε. (1.135)

ßñíî, ÷òî ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé
(ýòî ïðîâåðÿåòñÿ, êàê â ñëó÷àå R). Íî îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî.
Íàïðèìåð, åñëè X = (0, 1) ⊂ R � èíòåðâàë ñ îáû÷íûì ðàññòîÿíèåì, òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {1/n} ôóíäàìåíòàëüíà, íî íå ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ â X.

Îïðåäåëåíèå 1.82. Åñëè ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ýëåìåíòîâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, òî
îíî íàçûâàåòñÿ ïîëíûì.

Êðèòåðèé Êîøè (òåîðåìà 1.9) òåïåðü ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàí òàê:
ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî R ïîëíî.

Îïðåäåëåíèå 1.83. Åñëè x ∈ X è r > 0, òî ìíîæåñòâî

B(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) ⩽ r} (1.136)

íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì øàðîì ñ öåíòðîì â òî÷êå x ðàäèóñà r (ðèñ. 1.36).

x

r
b

b

Ðèñ. 1.36

Óïðàæíåíèå 1.28. Äîêàçàòü, ÷òî B(x, r) � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

Òåîðåìà 1.92. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) X ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïðîñòðàíñòâîì;
2) äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàìêíóòûõ øàðîâ

B1 ⊃ B2 ⊃ . . . ⊃ Bn ⊃ . . . (Bn = B (xn, rn)), rn → 0,

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà x ∈ X, ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì øàðàì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) =⇒ 2). Òàê êàê

d (xn, xm) < rn ïðè m > n ⩾ 1,

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåíòðîâ {xn} ôóíäàìåíòàëüíà è â ñèëó ïîëíîòû X
ñóùåñòâóåò x = lim

n→∞
xn. Òàê êàê xm ∈ B (xn, rn) ïðè m ⩾ n, à øàð B (xn, rn)

çàìêíóò, òî x ∈ B (xn, rn) äëÿ êàæäîãî n.
Åäèíñòâåííîñòü òî÷êè x, ïðèíàäëåæàùåé âñåì øàðàì, âûòåêàåò èç òîãî,

÷òî d(x, x′) ⩽ 2rn → 0, åñëè òî÷êè x è x′ ïðèíàäëåæàò âñåì øàðàì Bn.
2) =⇒ 1). Åñëè {xn} � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî íàé-

äåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ {nk}, ÷òî

d (xn, xnk
) < 2−k ïðè n ⩾ nk.

Ïóñòü Bk = B
(
xnk

, 21−k
)
. Òàê êàê ïðè d

(
x, xnk+1

)
⩽ 2−k âûïîëíåíî íåðàâåí-

ñòâî
d (x, xnk

) ⩽ d
(
x, xnk+1

)
+ d

(
xnk+1

, xnk

)
⩽ 21−k,

òî Bk+1 ⊂ Bk (k ⩾ 1). Â ñèëó óñëîâèÿ 2) ñóùåñòâóåò x ∈ ⋂∞
k=1Bk. Òîãäà ïðè

n ⩾ nk

d (x, xn) ⩽ d (x, xnk
) + d (xn, xnk

) ⩽ 21−k + 2−k = 3 · 2−k

è x = lim
n→∞

xn. □

Îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå 1.84. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè îíî ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì øàðå.

Îïðåäåëåíèå 1.85. Äèàìåòðîì îãðàíè÷åííîãî íåïóñòîãî ìíîæå-
ñòâà A ⊂ X íàçûâàåòñÿ

diamA = sup {d(x, y) : x, y ∈ A} .

Îïðåäåëåíèå 1.86. Åñëè x ∈ X è A ⊂ X, òî ÷èñëî

dist (x,A) = inf
y∈A

d(x, y) (1.137)

íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèåì îò ýëåìåíòà x äî ìíîæåñòâà A.

Óïðàæíåíèå 1.29. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) äëÿ ëþáûõ x ∈ X è r > 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

diamB(x, r) ⩽ diamB(x, r) ⩽ 2r;

2) dist (x,A) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∈ A.
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1.6.2. Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè

Íåïðåðûâíîñòü

Ïóñòü X è Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, D ⊂ X, a ∈ D′ (ïðåäåëüíàÿ
òî÷êà äëÿ D) è çàäàíà ôóíêöèÿ f : D → Y .

Îïðåäåëåíèå 1.87. Ïðåäåëîì ôóíêöèè f â òî÷êå a íàçûâàåòñÿ ýëå-
ìåíò b ∈ Y , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ D 0 < dX(x, a) < δ =⇒ dY (f(x), b) < ε. (1.138)

Êðàòêî ýòî çàïèñûâàåòñÿ òàê: lim
x→a

f(x) = b.

Êàê è â ñëó÷àå X = Y = R, ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðåäåë ôóíêöèè îïðå-
äåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü òàêæå, ÷òî óñëîâèå (1.138) ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó
óñëîâèþ, êîòîðîå çàïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ îêðåñòíîñòåé:

∀Vb ∃Ua f (U ◦
a ∩D) ⊂ Vb. (1.139)

Îïðåäåëåíèå 1.88. Ôóíêöèÿ f : D → Y íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â
òî÷êå a ∈ D, åñëè

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ D dX(x, a) < δ =⇒ dY (f(x), f(a)) < ε. (1.140)

Â òåðìèíàõ îêðåñòíîñòåé (1.140) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

∀Vf(a) ∃Ua f (Ua ∩D) ⊂ Vf(a). (1.141)

Åñëè a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà äëÿ D, òî íåïðåðûâíîñòü f â òî÷êå a îçíà-
÷àåò, ÷òî lim

x→a
f(x) = f(a).

Åñëè æå a � èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà äëÿ D, òî óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè
âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè äëÿ ëþáîé ôóíêöèè, çàäàííîé â ýòîé òî÷êå.

Ãëîáàëüíûé êðèòåðèé íåïðåðûâíîñòè

Íàïîìíèì (ñì. îïðåäåëåíèå 1.53), ÷òî ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé
íà ìíîæåñòâå (ïîäìíîæåñòâå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ), åñëè îíà íåïðåðûâíà â
êàæäîé òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà. Ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî òåïåðü èñïîëüçîâàòü
äëÿ ëþáîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

Åñëè X è Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, òî ñèìâîëîì C(X, Y ) îáîçíà-
÷èì êëàññ âñåõ ôóíêöèé f : X → Y , íåïðåðûâíûõ â êàæäîé òî÷êå ìåòðè-
÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X. Åñëè ïðîñòðàíñòâî Y ÿñíî èç êîíòåêñòà, òî áóäåì
ïèñàòü ïðîñòî C(X).
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Óñëîâèìñÿ ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî A ⊂ X îòêðûòî îòíîñèòåëüíî
ìíîæåñòâà D ⊂ X, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî G ⊂ X, ÷òî
A = G ∩D.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî õîòÿ ìíîæåñòâî A ìîæåò íå áûòü îò-
êðûòûì, îäíàêî îíî ¾âûðåçàåòñÿ¿ èç D íåêîòîðûì îòêðûòûì ìíîæåñòâîì.
Êîíå÷íî, åñëè D îòêðûòî, òî áûòü îòêðûòûì îòíîñèòåëüíî D è ïðîñòî îò-
êðûòûì � îäíî è òî æå.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò ãëîáàëüíûé êðèòåðèé íåïðåðûâíîñòè. Èíòå-
ðåñíûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ýòîò êðèòåðèé íå èñïîëüçóåò ïîíÿòèå ïðåäåëà.

Òåîðåìà 1.93. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) ôóíêöèÿ f : D → Y íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå D;
2) äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà V ⊂ Y åãî ïðîîáðàç f−1(V ) îò-

êðûò îòíîñèòåëüíî D.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) =⇒ 2). Ïóñòü f íåïðåðûâíà íà D è ïóñòü ìíîæå-
ñòâî V ⊂ Y îòêðûòî, f−1(V ) ̸= ∅. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ f−1(V ) íàéäåòñÿ
îêðåñòíîñòü Ux òàêàÿ, ÷òî f (Ux ∩D) ⊂ V èëè Ux ∩ D ⊂ f−1(V ). Òàêèì
îáðàçîì, ( ⋃

x∈f−1(V )

Ux

)⋂
D ⊂ f−1(V ).

Òàê êàê îáðàòíîå âêëþ÷åíèå î÷åâèäíî, òî
( ⋃

x∈f−1(V )

Ux

)⋂
D = f−1(V ).

2) =⇒ 1). Ïóñòü x ∈ D è Vy � îêðåñòíîñòü òî÷êè y = f(x). Òîãäà
f−1(Vy) = Ux ∩D, Ux ñîäåðæèò x è f (Ux ∩D) = Vy. □

Êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà

Ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ {Gα}α∈I íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì ïîêðûòèåì ìíî-
æåñòâà A, åñëè âñå ìíîæåñòâà Gα (α ∈ I) îòêðûòû è

A ⊂
⋃

α∈I
Gα.

Äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäàÿ òî÷êà èç A ïðèíàäëåæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíîìó
èç ìíîæåñòâ Gα.

Îïðåäåëåíèå 1.89. Ìíîæåñòâî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íàçû-
âàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè èç ëþáîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ ýòîãî ìíîæå-
ñòâà ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.
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Óïðàæíåíèå 1.30. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) ñåãìåíò [a, b] ⊂ R ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì;
2) çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî êîìïàêòà ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì;
3) ñâîéñòâî ìíîæåñòâà áûòü êîìïàêòíûì � åãî âíóòðåííåå ñâîéñòâî: îíî

íå çàâèñèò îò îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà, äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè Y ⊂ X �
ïîäïðîñòðàíñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X, òî K ⊂ Y êîìïàêòíî â Y
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà K êîìïàêòíî â X;

4) ñâîéñòâî ìíîæåñòâà áûòü çàìêíóòûì òàêîâûì íå ÿâëÿåòñÿ: íåçàìêíó-
òîå ïîäìíîæåñòâî Y ⊂ X ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X çàìêíóòî, êàê ìíî-
æåñòâî â ïîäïðîñòðàíñòâå Y .

Òåîðåìà 1.94. Êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè K ⊂ X� êîìïàêòíî è x0 ∈ X � ëþáîé ôèê-
ñèðîâàííûé ýëåìåíò, òî ñåìåéñòâî øàðîâ {B (x0, n)}∞n=1 îáðàçóåò îòêðûòîå
ïîêðûòèå K (îíî ïîêðûâàåò äàæå âñå X). Èç íåãî ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå
ïîäïîêðûòèå {B (x0, nk)}mk=1. Òîãäà K ⊂ B (x0, n), ãäå n = max {n1, . . . , nm}.

×òîáû äîêàçàòü çàìêíóòîñòü K, äîêàæåì, ÷òî åãî äîïîëíåíèå Kc îòêðû-
òî. Åñëè x ∈ Kc, òî

∀ y ∈ K ∃ ry > 0 B (x, ry) ∩B (y, ry) = ∅.

Èç îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ {B (y, ry)}y∈K ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðû-
òèå {B (yk, ryk)}mk=1. Òîãäà åñëè r = min {ry1, . . . , rym} > 0, òî B(x, r) ⊂ Kc è
x � âíóòðåííÿÿ òî÷êà äëÿ Kc. □

Íåïðåðûâíûå îáðàçû ìíîæåñòâ

Ïóñòü X, Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.

Òåîðåìà 1.95. Åñëè ôóíêöèÿ f : X → Y íåïðåðûâíà íà X, òî äëÿ
ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ X åãî îáðàç f(K) êîìïàêòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè {V } � îòêðûòîå ïîêðûòèå îáðàçà f(K), òî ïî
òåîðåìå 1.93

{
f−1(V )

}
áóäåò îòêðûòûì ïîêðûòèåì K, èç êîòîðîãî ìîæíî

âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå f−1(V1), . . . , f
−1(Vm). Òîãäà V1, . . . , Vm �

êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå f(K). □
Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå X = Y = R ïîëó÷èì îáîáùåíèå òåîðåì Âåéåð-

øòðàññà (ñì. òåîðåìû 1.31 è 1.32): íåïðåðûâíûé îáðàç êîìïàêòà îãðàíè÷åí è
çàìêíóò (ïî òåîðåìå 1.94), ñëåäîâàòåëüíî, ñîäåðæèò ñâîè òî÷íûå âåðõíþþ è
íèæíþþ ãðàíèöû.

Îïðåäåëåíèå 1.90. Ìíîæåñòâî A â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X
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íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêèõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ
G1 ⊂ X è G2 ⊂ X, ÷òî

G1 ∩G2 = ∅, A ∩G1 ̸= ∅, A ∩G2 ̸= ∅, A ⊂ G1 ∪G2.

Ñâÿçíîñòü ìíîæåñòâà îçíà÷àåò, ÷òî åãî íåëüçÿ ðàçáèòü íà íåïóñòûå ÷à-
ñòè, ñîäåðæàùèåñÿ â íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâàõ.

Òåîðåìà 1.96. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : X → Y íåïðåðûâíà íà X. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà A ⊂ X åãî îáðàç f(A) ñâÿçåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A ñâÿçíî, íî f(A) ⊂ V1∪V2, ãäå V1 è V2 îòêðû-
òû, V1 ∩ V2 = ∅ è f(A)∩ Vk ̸= ∅ (k = 1, 2). Òîãäà f−1(V1) è f−1(V2) îòêðûòû
(ïî òåîðåìå 1.93), íå ïåðåñåêàþòñÿ è

A ⊂ f−1(V1) ∪ f−1(V2), A ∩ f−1(Vk) ̸= ∅ (k = 1, 2),

÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê A ñâÿçíî. □
Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå X = Y = R ïîëó÷èì îáîáùåíèå òåîðåì Áîëüöàíî

� Êîøè (ñì. òåîðåìû 1.33 è 1.34) � ñâÿçíûìè ìíîæåñòâàìè â R ÿâëÿþòñÿ
ïðîìåæóòêè è òîëüêî îíè (ñì. ï. 4) óïðàæíåíèÿ 1.31).

Ëèíåéíî ñâÿçíûå è âûïóêëûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå 1.91. Ïóòåì â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâà-
åòñÿ ëþáîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå γ : [α,β] → X îòðåçêà [α,β] ⊂ R
â X. Îáðàç γ ([α,β]) íàçûâàåòñÿ ñëåäîì ïóòè, a = γ(α) è b = γ(β) �
ñîîòâåòñòâåííî íà÷àëî è êîíåö ïóòè γ (ðèñ. 1.37).

Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ãîâîðÿò, ÷òî ïóòü γ ñîåäèíÿåò òî÷êè a è b.

b b b

b

b

b

α t β
R

Xγ(α) γ(t)

γ(β)

γ

Ðèñ. 1.37. Ïóòü

Îïðåäåëåíèå 1.92. Ìíîæåñòâî A â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X
íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ åãî òî÷åê ñóùåñòâó-
åò ïóòü, ñîåäèíÿþùèé ýòè òî÷êè, ñëåä êîòîðîãî ëåæèò â A.
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Îïðåäåëåíèå 1.93. Ìíîæåñòâî A â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå2 X íà-
çûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê a, b ∈ A îòðåçîê

[a, b] = {x ∈ X : x = (1− t)a+ tb, t ∈ [0, 1]} ,

ñîåäèíÿþùèé ýòè òî÷êè, ñîäåðæèòñÿ â A.

Óïðàæíåíèå 1.31. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) ëèíåéíî ñâÿçíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì;
2) ìíîæåñòâî

{(
x, sin

π

x

)
: x ∈ (0,+∞)

}
∪ {(0, y) : y ∈ [−1, 1]}

â R2 ñâÿçíî, íî íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì (ðèñ. 1.38);

x

y

b

b

−1

1 sin
π

x

Ðèñ. 1.38. Ñâÿçíîå, íî íå ëèíåéíî ñâÿçíîå ìíîæåñòâî

3) íåïðåðûâíûé îáðàç ëèíåéíî ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà ëèíåéíî ñâÿçåí;
4) íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé R ïîíÿòèÿ ñâÿçíîñòè è ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ñîâ-

ïàäàþò è ñâÿçíûìè â R ÿâëÿþòñÿ ïðîìåæóòêè ⟨a, b⟩ è òîëüêî îíè;
5) äëÿ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G ⊂ Rd ïîíÿòèÿ ñâÿçíîñòè è ëèíåéíîé ñâÿç-

íîñòè ñîâïàäàþò (ò. å. â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå 1) óïðàæíåíèÿ îáðàòèìî);
6) âûïóêëîå ìíîæåñòâî â âåêòîðíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíî ñâÿçíûì.

Ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü

Ïóñòü X, Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, D ⊂ X.

Îïðåäåëåíèå 1.94. Ôóíêöèÿ f : D → Y íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íå-
ïðåðûâíîé íà D, åñëè

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x′, x′′ ∈ D dX(x
′, x′′) < δ⇒ dY (f(x

′), f(x′′)) < ε. (1.142)

Êîíå÷íî, èç ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå âûòå-
êàåò åå íåïðåðûâíîñòü íà ýòîì ìíîæåñòâå.

Òåîðåìà 1.97 (Êàíòîðà). Ïóñòü K ⊂ X � êîìïàêò è ôóíêöèÿ
f : K → Y íåïðåðûâíà íà K. Òîãäà îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà K.

2Ïîíÿòèå âåêòîðíîãî (èëè ëèíåéíîãî) ïðîñòðàíñòâà ïîäðîáíî èçó÷àåòñÿ â êóðñå àëãåáðû, ïîýòîìó áó-
äåì ñâîáîäíî èñïîëüçîâàòü åãî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäàäèì ε > 0 è äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ K íàéäåì
rx > 0 òàê, ÷òîáû

f (B(x, rx) ∩K) ⊂ B
(
f(x),

ε

2

)
.

Åñëè îáîçíà÷èòü
Bx = B

(
x,

rx
2

)
,

òî {Bx}x∈K � îòêðûòîå ïîêðûòèå êîìïàêòà K è èç íåãî ìîæíî âûäåëèòü
êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå Bx1

, . . . , Bxm
.

Ïóñòü 2δ = min {rx1
, . . . , rxm

} > 0. Òîãäà åñëè x, x′ ∈ K è d(x, x′) < δ, òî
x ∈ Bxj

ïðè íåêîòîðîì 1 ⩽ j ⩽ m è x′ ∈ B (xj, rj), ïîýòîìó

d (f(xj), f(x)) <
ε

2
, d (f(xj), f(x

′)) <
ε

2

è, ñëåäîâàòåëüíî, d(f(x), f(x′)) < ε. □

Òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

Áîëüøàÿ ÷àñòü ïîíÿòèé, ðàññìîòðåííûõ â ýòîé ãëàâå, äîïóñêàåò ãîðàçäî
áîëåå îáùóþ òðàêòîâêó. Èìåííî äëÿ îïðåäåëåíèÿ âñåõ ïîíÿòèé, êðîìå ïðè-
âåäåííûõ â ïîäï. 1.6.1, 1.6.1 è 1.6.2, âàæíî íå òî, ÷òî äåéñòâèå ïðîèñõîäèò
â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Ñóùåñòâåííî ëèøü òî, ÷òî ìåòðèêà ïîçâîëÿåò
îïðåäåëèòü îòêðûòûå ìíîæåñòâà è ñèñòåìà âñåõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îáëàäà-
åò ñâîéñòâàìè, ñôîðìóëèðîâàííûìè â òåîðåìå 1.88.

Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî è τ � íåêîòîðîå ñåìåéñòâî åãî ïîä-
ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 1.95. τ íàçûâàåòñÿ òîïîëîãèåé íà X, åñëè
1) ìíîæåñòâà X è ∅ ïðèíàäëåæàò τ;
2) äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ {Gα}α∈A, Gα ∈ τ èõ îáúåäèíåíèå⋃

α∈A
Gα ïðèíàäëåæèò τ;

3) ëþáîå ïåðåñå÷åíèå
n⋂

k=1

Gk êîíå÷íîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ Gk ∈ τ ïðèíàä-
ëåæèò τ.

Ïàðà (X, τ) â òàêîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàí-
ñòâîì.

Îïðåäåëåíèå 1.96. Ýëåìåíòû òîïîëîãèè τ íàçûâàþòñÿ îòêðûòû-
ìè (τ-îòêðûòûìè) ìíîæåñòâàìè â X.

Îïðåäåëåíèå 1.97. Åñëè (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è
Y ⊂ X, òî

θ = {G ∩ Y : G ∈ τ} �

òîïîëîãèÿ íà Y , êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåé.
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Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî (Y, θ) � ïîäïðîñòðàíñòâî òî-
ïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, τ).

Îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x ∈ X â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ
ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ýòó òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâà âñåõ ðåçóëüòàòîâ, çà èñêëþ÷åíèåì òåõ, êîòîðûå ïðèâåäå-
íû â ïîäï. 1.6.1 è 1.6.1, îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè äëÿ ëþáûõ òîïîëîãè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ.

Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ëèøü óòâåðæäåíèå î åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå � íåëüçÿ ãàðàíòèðîâàòü
åãî åäèíñòâåííîñòü.

Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ õàóñäîðôîâûì, åñëè ëþáûå
äâå åãî ðàçëè÷íûå òî÷êè èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè.

Â õàóñäîðôîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ
îäíîçíà÷íî.

1.6.3. Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî

Ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî

Îïðåäåëåíèå 1.98. Ïóñòü X � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R. Íîðìîé íà X íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ∥·∥ : X → R
ñî ñâîéñòâàìè:

1) ∥x∥ ⩾ 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ X è ∥x∥ = 0 ⇐⇒ x = 0;
2) ∥λx∥ = |λ| · ∥x∥ äëÿ ëþáûõ x ∈ X è λ ∈ R (îäíîðîäíîñòü);
3) ∥x+ y∥ ⩽ ∥x∥+ ∥y∥ (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).
Ïàðà (X, ∥·∥) â òàêîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì íîðìèðîâàííûì

ïðîñòðàíñòâîì.

Êàæäîå ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ñòàíîâèòñÿ ìåòðè÷åñêèì
ïðîñòðàíñòâîì, åñëè â íåì ââåñòè ìåòðèêó ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

d(x, y) = ∥x− y∥. (1.143)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âñå òðåáîâàíèÿ îïðåäåëåíèÿ 1.71 âûïîëíåíû (ïðî-
âåðüòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî).

Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå 1.99. Åñëè d ∈ N, òî d-ìåðíûì åâêëèäîâûì ïðî-
ñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Rd := {x = (x1, . . . , xd) : xk ∈ R, k = 1, . . . , d} (1.144)
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âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ èç d äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ÿâëÿþùååñÿ âåê-
òîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä R îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé

x+ y = (x1 + y1, . . . , xd + yd) , λx = (λx1, . . . , λxd) .

Êîíå÷íî, R1 = R â ñëó÷àå d = 1.
Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì, åñëè íîðìó ââåñòè

ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì:

∥x∥ = ∥x∥Rd :=

(
d∑

k=1

|xk|2
)1/2

. (1.145)

Ïðîâåðêà óñëîâèé 1)�3) èç îïðåäåëåíèÿ íîðìû íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà:
ïåðâûå äâà ñâîéñòâà î÷åâèäíû, à òðåòüå âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà Ìèíêîâ-
ñêîãî (ñì. íåðàâåíñòâî 1.95 ïðè p = 2). Íèæå áóäåò ïðèâåäåíî äðóãîå äî-
êàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà, ñâÿçàííîå ñ ïðîèñõîæäåíèåì íîðìû
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.

Íîðìó 1.145 áóäåì íàçûâàòü åâêëèäîâîé, ÷òîáû îòëè÷àòü åå îò äðó-
ãèõ íîðì. Ýòî íå åäèíñòâåííûé ñïîñîá ââåäåíèÿ íîðìû íà åâêëèäîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ. ×àñòî ïîëåçíûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå äðóãèõ íîðì. Ïðèìåðîì
ìîæåò ñëóæèòü

∥x∥∗ = max
1⩽k⩽d

|xk| . (1.146)

Ýòà íîðìà (åå îáû÷íî íàçûâàþò ðàâíîìåðíîé) ñâÿçàíà ñ åâêëèäîâîé äâó-
ñòîðîííèìè íåðàâåíñòâàìè

∥x∥∗ ⩽ ∥x∥ ⩽
√
d ∥x∥∗ . (1.147)

Äàëåå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ íîðì â Rd áóäåì ïðèìåíÿòü îáîçíà÷åíèÿ |x| âìå-
ñòî ∥x∥ è |x|∗ âìåñòî ∥x∥∗. Îáîçíà÷åíèå |t| ïðîäîëæèì èñïîëüçîâàòü è äëÿ
àáñîëþòíîé âåëè÷èíû ÷èñëà t ∈ R. Íî ýòî íå äîëæíî âûçûâàòü ïóòàíèöû,
íåîáõîäèìî ëèøü êàæäûé ðàç âíèìàòåëüíî ñëåäèòü çà òåì, êàêîé îáúåêò íà-
õîäèòñÿ ïîä çíàêîì ìîäóëÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.100. Íàáîð âåêòîðîâ {ei}di=1, ãäå

(ei)k =





1, åñëè i = k,

0, åñëè i ̸= k,

íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì áàçèñîì â Rd.

Ëþáîé âåêòîð x ∈ Rd îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíà-
öèè ýëåìåíòîâ áàçèñà

x =
d∑

k=1

xkek. (1.148)
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Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

Îïðåäåëåíèå 1.101. Åñëè x, y ∈ Rd, òî èõ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäå-
íèåì íàçûâàåòñÿ

(x, y) =
d∑

k=1

xkyk. (1.149)

Ëåììà 1.22. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rd îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè:

1) (x, y) = (y, x) (ñèììåòðè÷íîñòü);
2) (αx+ βy, z) = α(x, z) + β(y, z) (ëèíåéíîñòü);
3) (x, x) ⩾ 0, (x, x) = 0 ⇐⇒ x = 0;
4) ∥x∥ =

√
(x, x);

5) |(x, y)| ⩽ ∥x∥ ∥y∥ (íåðàâåíñòâî Êîøè1);
6) ∥x+ y∥ ⩽ ∥x∥+ ∥y∥ (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå ÷åòûðå ñâîéñòâà âûòåêàþò íåïîñðåäñòâåííî

èç îïðåäåëåíèÿ 1.101.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà Êîøè ðàññìîòðèì íåîòðèöàòåëüíûé

êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí

0 ⩽ ∥x+ λy∥2 = (x+ λy, x+ λy) = ∥x∥2 + 2λ(x, y) + λ2 ∥y∥2 .

Åãî äèñêðèìèíàíò íåïîëîæèòåëåí, ò. å.

D = 4(x, y)2 − 4 ∥x∥2 ∥y∥2 ⩽ 0.

Ïåðåíåñåì îòðèöàòåëüíîå ñëàãàåìîå â ïðàâóþ ÷àñòü, ïîäåëèì îáå ÷àñòè íà
÷åòûðå è èçâëå÷åì êîðåíü, ïîëó÷àÿ íóæíîå íåðàâåíñòâî.

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà Êîøè:

∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + 2(x, y) + ∥y∥2 ⩽ ∥x∥2 + 2 ∥x∥ ∥y∥+ ∥y∥2 = (∥x∥+ ∥y∥)2 .□

Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå èç óòâåðæäåíèé ëåììû 1.101 óæå áûëè äîêà-
çàíû âûøå äðóãèì ñïîñîáîì: íåðàâåíñòâî Êîøè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
p = 2 íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà èç òåîðåìû 1.64, à íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà
ïîëó÷àåòñÿ èç íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî (ñì. òåîðåìó 1.65) òàêæå ïðè p = 2.

Íåêîòîðûå ïîäìíîæåñòâà

Ðàññìîòðèì íàèáîëåå âàæíûå ïîäìíîæåñòâà â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ. Â ñëåäóþùåì îïðåäåëåíèè ïîíÿòèÿ ñåãìåíòà è èíòåðâàëà, ââåäåííûå
â ïîäï. 1.1.4, îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

1Èíîãäà ãîâîðÿò ¾íåðàâåíñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî¿.
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Îïðåäåëåíèå 1.102. Ïóñòü a, b ∈ Rd, òîãäà
1) åñëè ak ⩽ bk (k = 1, . . . , d), òî ìíîæåñòâî

I = Ia,b =
{
x ∈ Rd : ak ⩽ xk ⩽ bk, k = 1, . . . , d

}
(1.150)

íàçûâàåòñÿ d-ìåðíûì ñåãìåíòîì;
2) åñëè ak < bk (k = 1, . . . , d), òî ìíîæåñòâî

I = Ia,b =
{
x ∈ Rd : ak < xk < bk, k = 1, . . . , d

}
(1.151)

íàçûâàåòñÿ d-ìåðíûì èíòåðâàëîì;
3) ìíîæåñòâî

[a, b] =
{
x ∈ Rd : x = (1− t)a+ tb, t ∈ [0, 1]

}
(1.152)

íàçûâàåòñÿ îòðåçêîì â Rd, ñîåäèíÿþùèì òî÷êè a è b.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â ñëó÷àå d = 1 ïîíÿòèÿ îòðåçêà è ñåãìåíòà
ñîâïàäàþò. Åñëè æå d ⩾ 2, òî ýòî ðàçëè÷íûå ïîíÿòèÿ.

Ìíîæåñòâà èç îïðåäåëåíèÿ 1.102 â äâóìåðíîì ñëó÷àå ìîæíî óâèäåòü íà
ðèñ. 1.39.

x1

x2

b

b

a1 b1

a2

b2

Ia,b

a

b

а

x1

x2

b

b

a1 b1

a2

b2

Ia,b

a

b

б

x1

x2

a1 b1

a2

b2

[a, b]
b

b

a

b

в

Ðèñ. 1.39. Ñåãìåíò (à), èíòåðâàë (á ), îòðåçîê (â)

Îòêðûòûì êóáîì â Rd áóäåì íàçûâàòü ëþáîé èíòåðâàë (1.151), ó êî-
òîðîãî âñå ðåáðà èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó, ò. å.

bk − ak = l, k = 1, . . . , d, (1.153)

äëÿ íåêîòîðîãî l ⩾ 0. Àíàëîãè÷íî çàìêíóòûé êóá � ñåãìåíò (1.150), óäî-
âëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (1.153).

Óïðàæíåíèå 1.32. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) ñåãìåíò I çàìêíóò è îãðàíè÷åí, èíòåðâàë I îòêðûò è îãðàíè÷åí;
2) diam Ia,b = diam Ia,b = |b− a|;
3) çàìûêàíèå èíòåðâàëà Ia,b � ñåãìåíò Ia,b, âíóòðåííîñòü ñåãìåíòà Ia,b

ñîâïàäàåò ñ èíòåðâàëîì Ia,b;
4) îòðåçîê [a, b] çàìêíóò è îãðàíè÷åí;
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5) îïðåäåëåíèå îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà íå èçìåíèòñÿ, åñëè â íåì øàð
çàìåíèòü íà ñåãìåíò èëè èíòåðâàë;

6) ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ ñåãìåíòîâ I1 ⊃ . . . ⊃ In ⊃ . . .
èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ôóíêöèè

Òàê êàêRd ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì è, ñëåäîâàòåëüíî, ìåòðè÷åñêèì ïðî-
ñòðàíñòâîì, òî äëÿ íåãî îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ:

1) ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ñì. îïðåäåëåíèå 1.80);
2) ïðåäåë (ñì. îïðåäåëåíèå 1.88) è íåïðåðûâíîñòü (ñì. îïðåäåëåíèå 1.87)

äëÿ ôóíêöèé, äåéñòâóþùèõ èç îäíîãî òàêîãî ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå ñâîéñòâà Rd.
Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ Rd áóäóò

íóìåðîâàòüñÿ âåðõíèì èíäåêñîì (áåç ñêîáîê), à íèæíèé èíäåêñ çàðåçåðâèðî-
âàí çà íîìåðàìè êîîðäèíàò, êîòîðûå âñåãäà áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ áóêâîé k, êàê
âûøå.

Ëåììà 1.23. Ïóñòü {xn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â Rd. Ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) lim
n→∞

xn = x;

2) lim
n→∞

xnk = xk äëÿ âñåõ k = 1, . . . , d.

Rd ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé 1) è 2) ñðàçó ñëåäóåò èç
íåðàâåíñòâ (1.147). Ïîëíîòà Rd âûòåêàåò èç êðèòåðèÿ Êîøè â R è èç íåðà-
âåíñòâ (1.147): èç ôóíäàìåíòàëüíîñòè {xn} ñëåäóåò ôóíäàìåíòàëüíîñòü êàæ-
äîé êîîðäèíàòû {xnk}, êîòîðûå ïî òåîðåìå 1.9 ñõîäÿòñÿ. □

Ñâîéñòâî 2) ýòîé ëåììû íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòüþ, êî-
òîðàÿ, òàêèì îáðàçîì, ðàâíîñèëüíà ñõîäèìîñòè ïî íîðìå.

Ïóñòü d ∈ N è 1 ⩽ k ⩽ d. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

πk(x) = xk, x ∈ Rd, (1.154)

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ k-é ïðîåêöèåé (ïðîåêöèåé íà k-þ êîîðäèíàòó).

Óïðàæíåíèå 1.33. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) ïóñòü f : D → Rd1 è a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà D ⊂ Rd0,

b ∈ Rd1, òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
à) b = lim

x→a
f(x);

á) äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê {xn} ⊂ D, xn → a, xn ̸= a,

lim
n→∞

f (xn) = b;
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â) bk = lim
x→a

(πk ◦ f) (x) äëÿ âñåõ k = 1, . . . , d1;

2) ôóíêöèÿ f(x, y) = xy/(x2+ y2), (x, y) ∈ R2 \ {(0, 0)} íå èìååò ïðåäåëà
â òî÷êå (0, 0);

3) ïóñòü d0, d1 ∈ N, f, g : D → Rd1, a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà
D ⊂ Rd0, u = lim

x→a
f(x), v = lim

x→a
g(x), òîãäà

lim
x→a

[αf(x) + βg(x)] = αu+ βv, lim
x→a

(f(x), g(x)) = (u, v);

åñëè d1 = 1 è v ̸= 0, òî

lim
x→a

(
f

g

)
(x) =

u

v
;

4) ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü àíàëîãè äâóõ ïîñëåäíèõ óïðàæíåíèé äëÿ
íåïðåðûâíîñòè;

5) ïóñòü d0, d1, d2 ∈ N, ôóíêöèÿ f : Df → Rd1 íåïðåðûâíà â òî÷-
êå a ∈ Df ⊂ Rd0, ôóíêöèÿ g : Dg → Rd2 íåïðåðûâíà â òî÷êå b = f(a),
f (Df) ⊂ Dg, òîãäà êîìïîçèöèÿ g ◦ f : Df → Rd2 íåïðåðûâíà â òî÷êå a ∈ Df

(äðóãèìè ñëîâàìè, êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íåïðåðûâíà);
6) ôóíêöèè

πk, f(x) = (xk)
α (α > 0, k = 1, . . . , d), f(x) = |x| ,

P (x) =

n1∑

ν1=0

. . .

nd∑

νd=0

cν1, ...,νd(x1)
ν1 . . . (xd)

νd, cν1, ...,νd ∈ R,

íåïðåðûâíû íà Rd.

Òåîðåìà Áîðåëÿ � Ëåáåãà

Ïî òåîðåìå 1.94 ëþáîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî. Â ñëó÷àå åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñïðàâåäëèâî
è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.98 (Áîðåëÿ � Ëåáåãà). Ìíîæåñòâî K ⊂ Rd êîìïàêòíî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìêíóòîñòü è îãðàíè÷åííîñòü êîìïàêòà â ñëó÷àå ëþ-
áîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà áûëà äîêàçàíà â òåîðåìå 1.94.

Îáðàòíî ïóñòü K çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî. Â ñèëó ï. 2) óïðàæíåíèÿ 1.30
è ï. 1) óïðàæíåíèÿ 1.32 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ñåãìåíò êîìïàêòåí.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò. å. èç íåêîòîðîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ S ñåã-
ìåíòà I íåëüçÿ âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Ïðîèçâîäÿ äåëåíèå åãî ðåáåð
ïîïîëàì, ðàçîáüåì I íà 2d ñåãìåíòîâ ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ âíóòðåííîñòÿìè.
Îäèí èç ýòèõ ñåãìåíòîâ (îáîçíà÷èì åãî I1) òîæå íå ïîêðûâàåòñÿ êîíå÷íûì
÷èñëîì ìíîæåñòâ èç S. Ñ ñåãìåíòîì I1 ïîñòóïèì òî÷íî òàê æå (ðèñ. 1.40).
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I
I2

I1

Ðèñ. 1.40

Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ ïî èíäóêöèè, ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåí-
íûõ ñåãìåíòîâ I1 ⊃ . . . ⊃ In ⊃ . . ., êàæäûé èç êîòîðûõ íå ïîêðûâàåòñÿ
êîíå÷íûì ÷èñëîì ìíîæåñòâ èç S. Â ñèëó ï. 6) óïðàæíåíèÿ 1.32 ñóùåñòâóåò
òî÷êà x ∈ ⋂∞

n=1 In. Ýòà òî÷êà ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç ìíîæåñòâ G ∈ S è
ÿâëÿåòñÿ äëÿ íåãî âíóòðåííåé. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò øàð B(x, r) ⊂ G. Òàê
êàê lim

n→∞
diam In = 0 è x ∈ G, òî In ⊂ G äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Òàêèì

îáðàçîì, In ïîêðûâàåòñÿ îäíèì èç ìíîæåñòâ G ∈ S. Ïðîòèâîðå÷èå. □
Ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ëåììà 1.9 Áîëüöàíî � Âåéåð-

øòðàññà îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé äëÿ ëþáîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rd

Óïðàæíåíèå 1.34. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå áåñêîíå÷íîå îãðàíè÷åííîå
ìíîæåñòâî â Rd èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó.
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1.7. Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå íà Rd

1.7.1. Ïðîèçâîäíàÿ è ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

Ñâåäåíèÿ èç ëèíåéíîé àëãåáðû

Ïóñòü X è Y � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà1 íàä ïîëåì R.
Îïðåäåëåíèå 1.103. Îòîáðàæåíèå A : X → Y íàçûâàåòñÿ ëèíåé-

íûì, åñëè
A(αx+ βy) = αA(x) + βA(y) (1.155)

äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X è α,β ∈ F.
Â äàëüíåéøåì äëÿ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé îáðàç ýëåìåíòà x ïðè îòîáðà-

æåíèè A áóäåì çàïèñûâàòü êàê Ax âìåñòî A(x).
Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ A : Rd → R áóäåì íàçûâàòü ëèíåéíûìè ôîð-

ìàìè íà Rd è ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ëèíåéíûõ ôîðì îáîçíà÷àòü L(Rd).

Ëåììà 1.24. 1) L(Rd) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñè-
òåëüíî åñòåñòâåííûõ îïåðàöèé íàä îòîáðàæåíèÿìè

(A+B)x := Ax+Bx, (αA)x := αAx;

2) ïðîåêöèè {πi}di=1 èç (1.154) îáðàçóþò áàçèñ â L(Rd), ñâÿçàííûé ñî
ñòàíäàðòíûì áàçèñîì â Rd ðàâåíñòâàìè

πi(ek) =





1, åñëè i = k,

0, åñëè i ̸= k,

è ëþáàÿ ëèíåéíàÿ ôîðìà A ∈ L(Rd) îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèìà â âèäå

A =
d∑

k=1

akπk,

ãäå ak � íåêîòîðûå ÷èñëà, k = 1, . . . , d;
3) äëÿ ëþáîãî A ∈ L(Rd) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ c > 0, ÷òî

|Ax− Ay| ⩽ c |x− y| .
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ýòî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
2) Åñëè x ∈ Rd, òî x =

∑d
k=1 xkek (ñì. (1.148)), ïîýòîìó

Ax = A

(
d∑

k=1

xkek

)
=

d∑

k=1

xkAek =
d∑

k=1

Aekπk(x),

1Îïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî (èëè ëèíåéíîãî) ïðîñòðàíñòâà äàåòñÿ â êóðñå àëãåáðû
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ñëåäîâàòåëüíî, A =
∑d

k=1Aekπk.
3) Òàê êàê x =

∑d
k=1 xkek, òî â ñèëó íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà (1.93)

|Ax| =
∣∣∣∣∣A
(

d∑

k=1

xkek

)∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

d∑

k=1

xkAek

∣∣∣∣∣ ⩽
(

d∑

k=1

|Aek|2
)1/2

· |x| = c |x| .

Ïîýòîìó â ñèëó ëèíåéíîñòè A

|Ax− Ay| = |A(x− y)| ⩽ c |x− y| . □

Îïðåäåëåíèå 1.104. Åñëè A ∈ L(Rd) è c ∈ R, òî ìíîæåñòâî

H = HA,c :=
{
x ∈ Rd : Ax = c

}

íàçûâàåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòüþ â Rd. Åñëè c = 0, òî ãèïåðïëîñêîñòü íàçû-
âàåòñÿ îäíîðîäíîé.

ßñíî, ÷òî îäíîðîäíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü â Rd ÿâëÿåòñÿ (d − 1)-ìåðíûì
àëãåáðàè÷åñêèì ïîäïðîñòðàíñòâîì. Îáðàòíîå òàêæå âåðíî: êàæäîå (d − 1)-
ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Rd ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ.

Äèôôåðåíöèðóåìîñòü è êàñàòåëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü

Ïóñòü D ⊂ Rd, a ∈ intD è çàäàíà ôóíêöèÿ f : D → R.
Îïðåäåëåíèå 1.105. Ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a, åñëè

ñóùåñòâóåò òàêîå A ∈ L(Rd), ÷òî

f(a+ h)− f(a) = Ah+ o(|h|), h → 0. (1.156)

Îòîáðàæåíèå A íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå a è îáî-
çíà÷àåòñÿ f ′(a).

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíûì îòîáðàæåíèåì, â îòëè÷èå îò îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà îíà áûëà
÷èñëîì. Êàæóùååñÿ ðàçëè÷èå îáúÿñíÿåòñÿ òàê: â ñëó÷àå d = 1 ìîæíî îòîæ-
äåñòâèòü ëèíåéíûå ôîðìû A ∈ L(R1) ñ ÷èñëàìè ñ ïîìîùüþ âçàèìíî îäíî-
çíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ A ↔ A(1).

Ïóñòü φ(x) = f(a) +A(x− a), òîãäà óñëîâèå (1.156) ðàâíîñèëüíî ñëåäó-
þùåìó ñîîòíîøåíèþ:

f(x) = φ(x) + o(|x− a|), x → a.

Ëåììà 1.25. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : D → R äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå
a ∈ intD. Òîãäà

1) ïðîèçâîäíàÿ f ′(a) îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî;
2) ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå a.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Åñëè A1, A2 ∈ L(Rd) òàêîâû, ÷òî

f(a+ h)− f(a) = A1h+ o(|h|) = A2h+ o(|h|), h → 0,

òî A1h − A2h = o(|h|) ïðè h → 0. Ïîëîæèì h = tx, ãäå x ∈ Rd. Òîãäà ïðè
ëþáîì x ̸= 0

0 = lim
t→0

|A1(tx)− A2(tx)|
|tx| =

|A1(x)− A2(x)|
|x| .

Îòêóäà A1(x)− A2(x) = 0 äëÿ âñåõ x ̸= 0. Êðîìå òîãî, A1(0) = A2(0) = 0.
2) Ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ äèôôå-

ðåíöèðóåìîñòè (1.156) è ï. 3) ëåììû 1.24. □

Óïðàæíåíèå 1.35. Îïðåäåëèòü ìíîæåñòâà òî÷åê äèôôåðåíöèðóåìî-
ñòè ñëåäóþùèõ ôóíêöèé è íàéòè ïðîèçâîäíûå:

1) f(x) = Ax+ c, ãäå x ∈ Rd, A ∈ L(Rd), c ∈ R;
2) f(x) = |x|, x ∈ Rd;
3) f(x) = |x|2, x ∈ Rd.

Ïîíÿòèþ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ìîæíî äàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðå-
òàöèþ. Ïóñòü Γf � ãðàôèê ôóíêöèè. Ðàññìîòðèì ãèïåðïëîñêîñòü â Rd+1:

T = Tf,a :=
{
(x1, . . . , xd, z) ∈ Rd+1 : z = φ(x)

}
, (1.157)

ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó w0 = (a, f(a)) ∈ Γf . Òîãäà

dist (w,Γf) = inf
v∈Γf

|w − v| ⩽ |f(x)−φ(x)| = o (|x− a|) ,

ãäå w = (x,φ(x)) (ðèñ. 1.41).

a x
Rd

w0

w

Tf,a

b
b

b

(x, f(x))

Ðèñ. 1.41. Êàñàòåëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü Tf,a

Ýòî ñëóæèò îñíîâàíèåì äëÿ òîãî, ÷òîáû íàçâàòü Tf,a êàñàòåëüíîé ãè-
ïåðïëîñêîñòüþ ê ãðàôèêó ôóíêöèè Γf â òî÷êå (a, f(a)) ∈ Γf . Åå ÿâíîå
óðàâíåíèå òàêîâî:

z = f(a) + f ′(a)(x− a).
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Ëåììà 1.26. Ïóñòü D ⊂ Rd, [a, b] ⊂ intD è ôóíêöèÿ f : D → R
äèôôåðåíöèðóåìà íà [a, b]. Òîãäà ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé

φ(t) := f (a+ t(b− a)) , t ∈ [0, 1],

äèôôåðåíöèðóåìà íà [0, 1] è

φ′(t) = f ′(a+ t(b− a))(b− a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè îáîçíà÷èòü x = a + t(b − a), òî ïðè t ∈ (0, 1) è
ε→ 0

φ(t+ ε)−φ(t) = f (x+ ε(b− a))− f(x) =

= f ′(x) (ε(b− a)) + o(|ε(b− a)|) = ε [f ′(x) (b− a) + o(1)] .

Îòñþäà ñëåäóåò äèôôåðåíöèðóåìîñòü φ è ðàâåíñòâî äëÿ åå ïðîèçâîäíîé. □

Òåîðåìà 1.99 (ôîðìóëà Ëàãðàíæà). Ïóñòü D ⊂ Rd, [a, b] ⊂ intD
è ôóíêöèÿ f : D → R äèôôåðåíöèðóåìà íà [a, b]. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ
òî÷êà ξ ∈ (a, b), ÷òî

f(b)− f(a) = f ′(ξ)(b− a). (1.158)

Äîêàçàòåëüñòâî.Êôóíêöèèφ èç ëåììû 1.26 íàäî ïðèìåíèòü ôîðìóëó
êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé (òåîðåìà 1.48). □

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå

Ïóñòü D ⊂ Rd, a ∈ intD è çàäàíà ôóíêöèÿ f : D → R.
Îïðåäåëåíèå 1.106. Åñëè 1 ⩽ k ⩽ d, òî ïðåäåë (ðèñ. 1.42)

∂f

∂xk
(a) = lim

t→0

f(a+ tek)− f(a)

t
(1.159)

íàçûâàåòñÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f ïî k-é êîîðäèíàòå.

x1

x2

a1 a1 + t

a2

a2 + t

a
a+ te1

a+ te2

b

b

b

Ðèñ. 1.42

Äëÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé
∂f

∂xk
(a) ìîãóò åùå èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿ

Dkf(a) èëè f ′
xk
(a).
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Ïðîùå ãîâîðÿ,
∂f

∂xk
(a) � ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f ïî k-é ïåðåìåííîé xk â

òî÷êå ak ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ xi = ai, i ̸= k (ïîíèìàåìàÿ êàê îáû÷-
íàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé). Ýòî çàìå÷àíèå èñïîëüçóåòñÿ íà
ïðàêòèêå: ïðè âû÷èñëåíèè ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî xk ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ
òîëüêî xk, à âñå îñòàëüíûå ïåðåìåííûå x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xd ñ÷èòàþòñÿ
ïîñòîÿííûìè ïàðàìåòðàìè.

Ãåîìåòðè÷åñêè ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî k-é ïåðåìåííîé � óãëîâîé êîýô-
ôèöèåíò êàñàòåëüíîé ê ñå÷åíèþ ãðàôèêà ôóíêöèè ãèïåðïëîñêîñòüþ xi = ai
(k ̸= i = 1, . . . , d).

Ëåììà 1.27. Ïóñòü D ⊂ Rd, a ∈ intD è çàäàíà ôóíêöèÿ f : D → R.
Òîãäà

1) åñëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a, òî îíà èìååò âñå ÷àñò-

íûå ïðîèçâîäíûå
∂f

∂xk
(a), k = 1, . . . , d, è

f ′(a) =
d∑

k=1

∂f

∂xk
(a)πk; (1.160)

2) åñëè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂f

∂xk
(a), k = 1, . . . , d, ñóùåñòâóþò â íåêî-

òîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a è íåïðåðûâíû â a, òî ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöè-
ðóåìà â a.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äëÿ êàæäîãî k = 1, . . . , d ïîëîæèì h = tek â
(1.156):

f(a+ tek)− f(a) = tf ′(a)ek + o(t), t → 0,

îòêóäà

lim
t→0

f(a+ tek)− f(a)

t
= f ′(a)ek.

Ïðåäñòàâëåíèå (1.160) ïîëó÷àåòñÿ òåïåðü òàê æå, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ï.
2) ëåììû 1.24.

2) Îáîçíà÷èì äëÿ k = 1, . . . , d (ðèñ. 1.43):

ak = a+
k∑

i=1

hiei, gk(t) = f(ak−1 + tek).

Òîãäà g′k(t) =
∂f

∂xk
(ak−1+ tek) è ïî òåîðåìå 1.48 (ôîðìóëà Ëàãðàíæà) äëÿ

íåêîòîðûõ òî÷åê ξk ∈ [ak−1, ak] ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

f(ak)− f(ak−1) = gk(hk)− gk(0) = g′k(τk)hk =
∂f

∂xk
(ξk)hk.
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x1

x2

a1 a1 + h1

a2

a2 + h2

a
a1 = a+ h1e1

a2 = a1 + h2e2

b b

b

Ðèñ. 1.43

Ñëåäîâàòåëüíî,

f(a+ h)− f(a) =
d∑

k=1

[
f(ak)− f(ak−1)

]
=

d∑

k=1

∂f

∂xk
(ξk)hk =

=
d∑

k=1

∂f

∂xk
(a)hk +

d∑

k=1

[
∂f

∂xk
(ξk)− ∂f

∂xk
(a)

]
hk.

Âòîðîå ñëàãàåìîå ñïðàâà åñòü o(|h|) â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè (1.22) è íåïðå-
ðûâíîñòè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. □

Ïðèìåðû èç ñëåäóþùåãî óïðàæíåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî óòâåðæäåíèå 2)
ëåììû 1.27 áåç òðåáîâàíèÿ íåïðåðûâíîñòè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íåâåðíî.

Óïðàæíåíèå 1.36. Èññëåäîâàòü íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü â òî÷êå ñëå-
äóþùèå ôóíêöèè è íàéòè èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â ýòîé òî÷êå:

1) f(x, y) = 1 ïðè xy = 0 è f(x, y) = 0 ïðè xy ̸= 0;
2) f(x, y) =

√
|xy|.

Îïðåäåëåíèå 1.107. Ïóñòü G ⊂ Rd � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Áóäåì
îáîçíà÷àòü C1(G) êëàññ ôóíêöèé, âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ íåïðå-
ðûâíû íà ìíîæåñòâå G.

Èç óòâåðæäåíèÿ 2) ëåììû 1.27 âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèè êëàññà C1(G)
äèôôåðåíöèðóåìû íà G è íåïðåðûâíû íà G â ñèëó 2) ëåììû 1.25.

Ïðîèçâîäíûå ïî íàïðàâëåíèþ è ãðàäèåíò

Ïóñòü D ⊂ Rd, a ∈ intD è çàäàíà ôóíêöèÿ f : D → R.
Îïðåäåëåíèå 1.108. Ïóñòü çàäàí v ∈ Rd, |v| = 1 åäèíè÷íûé âåêòîð

(ðèñ. 1.44). Ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ v ôóíêöèè f â òî÷êå a íàçû-
âàåòñÿ

Dvf(a) =
∂f

∂v
(a) := lim

t→0

f(a+ tv)− f(a)

t
. (1.161)
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x1

x2

b

b

b

b

|x| = 1

v

a

a+ tv

0

Ðèñ. 1.44

Óïðàæíåíèå 1.37. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) Dekf(a) =
∂f

∂xk
(a), k = 1, . . . , d;

2) åñëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a, òî îíà èìååò â ýòîé òî÷êå
ïðîèçâîäíóþ ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ v è

∂f

∂v
(a) = f ′(a)v =

d∑

k=1

∂f

∂xk
(a)vk. (1.162)

Îïðåäåëåíèå 1.109. Åñëè ôóíêöèÿ f èìååò â òî÷êå a âñå ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå, òî âåêòîð

grad f(a) = ∇f(a) :=

(
∂f

∂x1
(a), . . . ,

∂f

∂xd
(a)

)
(1.163)

íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòîì ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå a.

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (1.162) ìîæíî ïåðåïèñàòü â òåðìèíàõ ãðàäè-
åíòà

∂f

∂v
(a) = (∇f(a), v) . (1.164)

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ðàñêðûâàåò ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ãðàäèåíòà.

Ëåììà 1.28. Ïóñòü ôóíêöèÿ f èìååò â òî÷êå a ïðîèçâîäíóþ ïî ëþ-
áîìó íàïðàâëåíèþ è v0 = ∇f(a) |∇f(a)|−1. Òîãäà

Dv0f(a) = sup
|v|=1

Dvf(a) = |∇f(a)| . (1.165)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè (ëåììà 1.22)

Dvf(a) ⩽ |∇f(a)| |v| = |∇f(a)| .

Êðîìå òîãî,

Dv0f(a) =

(
∇f(a),

∇f(a)

|∇f(a)|

)
= |∇f(a)| . □
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Òàêèì îáðàçîì, íàïðàâëåíèå ãðàäèåíòà � íàïðàâëåíèå íàèáîëüøåãî âîç-
ðàñòàíèÿ ôóíêöèè.

1.7.2. Ôîðìóëà Òåéëîðà

Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Ïóñòü D ⊂ Rd, a ∈ intD è çàäàíà ôóíêöèÿ f : D → R.
Îïðåäåëåíèå 1.110. Ïóñòü çàäàí íàáîð {il}nl=1, 1 ⩽ il ⩽ d. ×àñòíàÿ

ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f â òî÷êå a ïîðÿäêà n ïî ïåðåìåííûì xi1, . . . , xin
îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíî:

∂nf

∂xi1 . . . ∂xin
(a) =

∂

∂xin

(
∂n−1f

∂xi1 . . . ∂xin−1

)
(a), (1.166)

ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ïðåäûäóùèå ïðîèçâîäíûå
∂lf

∂xi1 . . . ∂xij
(x),

j = 1, . . . , n− 1, ñóùåñòâóþò â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a.

Ïðèìåð èç ñëåäóþùåãî óïðàæíåíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷àñòíàÿ ïðîèçâîä-
íàÿ çàâèñèò, âîîáùå ãîâîðÿ, îò ïîðÿäêà, â êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ äèôôåðåí-
öèðîâàíèå, ò. å. îò ïîðÿäêà èíäåêñîâ â íàáîðå {ij}nj=1.

Óïðàæíåíèå 1.38. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

f(x, y) =





xy
x2 − y2

x2 + y2
ïðè (x, y) ̸= (0, 0),

0 ïðè (x, y) = (0, 0)

â òî÷êå (0, 0) èìååò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà
∂2f

∂x∂y
,
∂2f

∂y∂x
, íî

∂2f

∂x∂y
(0, 0) ̸= ∂2f

∂y∂x
(0, 0).

Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ âñå æå ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî
÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Òåîðåìà 1.100 (Øâàðöà). Ïóñòü 1 ⩽ i, j ⩽ d è äëÿ ôóíêöèè
f : D → R â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a ∈ intD ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå
∂f

∂xi
,
∂f

∂xj
,

∂2f

∂xi∂xj
è

∂2f

∂xj∂xi
, ïðè÷åì äâå ïîñëåäíèå íåïðåðûâíû

â òî÷êå a. Òîãäà
∂2f

∂xi∂xj
(a) =

∂2f

∂xj∂xi
(a).
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Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ôóíêöèè
äâóõ ïåðåìåííûõ. Ïðè h ̸= 0 îáîçíà÷èì âûðàæåíèå

∆(h) = [f(a1 + h, a2 + h)− f(a1 + h, a2)]− [f(a1, a2 + h)− f(a1, a2)]

è
∆1(x1) = f(x1, a2 + h)− f(x1, a2).

Äâàæäû ïðèìåíÿÿ îäíîìåðíóþ ôîðìóëó Ëàãðàíæà (òåîðåìà 1.48), ïîëó÷èì

∆(h) = ∆1(a1 + h)−∆1(a1) = ∆′
1(a1 + θ1h)h =

=

[
∂f

∂x1
(a1 + θ1h, a2 + h)− ∂f

∂x1
(a1 + θ1h, a2)

]
h =

∂2f

∂x1∂x2
(a1+θ1h, a2+θ2h)h

2

ïðè íåêîòîðûõ 0 < θ1 < 1 è 0 < θ2 < 1.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè

∆2(x2) = f(a1 + h, x2)− f(a1, x2),

òî ∆(h) = ∆2(a2 + h)−∆2(a2). Ïîýòîìó, ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷èì

∆(h) =
∂2f

∂x2∂x1
(a1 + θ3h, a2 + θ4h)h

2

ïðè íåêîòîðûõ 0 < θ3 < 1 è 0 < θ4 < 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

∂2f

∂x1∂x2
(a1 + θ1h, a2 + θ2h) =

∂2f

∂x2∂x1
(a1 + θ3h, a2 + θ4h).

Îòñþäà ïðè h → 0 èç íåïðåðûâíîñòè ïðîèçâîäíûõ
∂2f

∂x1∂x2
è

∂2f

∂x2∂x1
ïîëó÷èì

òðåáóåìîå. □

Îïðåäåëåíèå 1.111. Ïóñòü r ∈ N è G ⊂ Rd � îòêðûòîå ìíîæåñòâî.
Êëàññ Cr(G) ñîñòîèò èç ôóíêöèé f : G → R, âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
êîòîðûõ ïîðÿäêà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî r, ñóùåñòâóþò è íåïðåðûâíû íà G.

Ïðè r = 1 ýòî îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì 1.107.
Â ñèëó òåîðåìû 1.100 äëÿ ôóíêöèè f ∈ Cr(G) çíà÷åíèå ëþáîé åå ÷àñòíîé

ïðîèçâîäíîé (ïîðÿäêà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî r) íå çàâèñèò îò ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè, â êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Ìóëüòèèíäåêñû

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå N0 = N ∪ {0}. Ìóëüòèèíäåêñîì áóäåì íàçûâàòü
ëþáîé âåêòîð ν ∈ Rd, äëÿ êîòîðîãî νk ∈ N0 (k = 1, . . . , d). Äðóãèìè ñëîâàìè,
ìóëüòèèíäåêñ � âåêòîð ñ íåîòðèöàòåëüíûìè öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè.

176



Äëèíîé ìóëüòèèíäåêñà ν íàçûâàåòñÿ

|ν| :=
d∑

k=1

νk. (1.167)

Åñëè ν ∈ Nd
0 � ìóëüòèèíäåêñ è h ∈ Rd, òî ïîëîæèì

hν :=
d∏

k=1

(hk)
νk , ν! :=

d∏

k=1

νk!. (1.168)

Ïîäîáíûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå ìîíîìû

Dν :=
d∏

k=1

(
∂

∂xk

)νk
. (1.169)

Ýòî îáîçíà÷åíèå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé êëàññà
Cr(G) � äëÿ íèõ íå âàæåí ïîðÿäîê, â êîòîðîì ïðîèçâîäèòñÿ äèôôåðåíöèðî-
âàíèå. Âàæíî çíàòü ëèøü òî, ñêîëüêî äèôôåðåíöèðîâàíèé ïðîèçâîäèëîñü ïî
êàæäîé ïåðåìåííîé � íà ýòî óêàçûâàþò êîîðäèíàòû ìóëüòèèíäåêñà.

Äàëåå ââåäåì ôîðìàëüíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû:

Dr
hf(a) :=

(
d∑

k=1

∂

∂xk
hk

)r

f(a) =
d∑

k1=1

. . .

d∑

kr=1

∂rf

∂xk1 . . . ∂xkr
(a)hk1 . . . hkr .

(1.170)
Â ñëó÷àÿõ r = 0, 1, 2 îíè âûãëÿäÿò òàê:

D0
hf(a) = f(a), D1

hf(a) =
d∑

k=1

∂f

∂xk
(a)hk,

D2
hf(a) =

d∑

i=1

d∑

j=1

∂2f

∂xi∂xj
(a)hihj.

Â ïðåäïîëîæåíèè f ∈ Cr(G) ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íå çàâèñÿò îò ïîðÿäêà, â
êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå. Ïîýòîìó, ãðóïïèðóÿ îäèíàêîâûå
ñëàãàåìûå â ñóììå (1.170) è èñïîëüçóÿ ìóëüòèèíäåêñíûå îáîçíà÷åíèÿ, åãî
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Dr
hf(a) =

∑

|ν|=r

r!

ν!
Dνf(a)hν. (1.171)
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Ôîðìóëà Òåéëîðà

Îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå áûëè ââåäåíû â ïîäï. 1.7.2, ïîçâîëÿþò êîìïàêòíî
çàïèñûâàòü ìíîãîìåðíûé ïîëèíîì Òåéëîðà:

Tn(x, a; f) :=
n∑

r=0

1

r!

(
d∑

k=1

(xk − ak)
∂

∂xk

)r

f(a) =
n∑

r=0

1

r!
Dr

x−af(a) =

=
n∑

r=0

∑

|ν|=r

1

ν!
Dνf(a)(x− a)ν =

∑

|ν|⩽n

1

ν!
Dνf(a)(x− a)ν. (1.172)

Ôîðìóëîé Òåéëîðà áóäåì íàçûâàòü ðàâåíñòâî

f(x) = Tn(x, a; f) +Rn(x, a; f). (1.173)

Âåëè÷èíà Rn(x, a; f), îïðåäåëÿåìàÿ ýòèì ðàâåíñòâîì, íàçûâàåòñÿ îñòàòêîì
ôîðìóëû Òåéëîðà.

Òåîðåìà 1.101 (ôîðìû îñòàòêîâ Òåéëîðà). 1) Åñëè f ∈ Cn(Ua),
òî

Rn(x, a; f) = o (|x− a|n) , x → a � ôîðìà Ïåàíî.

.
2) Åñëè f ∈ Cn+1(Ua), òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Ua, [a, x] ⊂ Ua, ñóùåñòâóåò

ξ ∈ [a, x] ñî ñâîéñòâîì

Rn(x, a; f) =
1

(n+ 1)!
Dn+1

x−af(ξ) � ôîðìà Ëàãðàíæà.

.
3) Åñëè f ∈ Cn+1(Ua), òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Ua, [a, x] ⊂ Ua,

Rn(x, a; f) =
1

n!

w 1

0
(1− t)nDn+1

x−af(a+ t(x− a)) dt � èíòåãðàëüíàÿ ôîðìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∂

∂xi
Rn(x, a; f) = Rn−1

(
x, a;

∂f

∂xi

)
. (1.174)

Â ñàìîì äåëå, â ñèëó (1.172)

∂

∂xi
Tn(x, a; f) =

n∑

r=1

∑

|ν|=r

1

ν!
Dνf(a)

∂

∂xi
(x− a)ν =
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=
n∑

r=1

∑

|ν|=r

νi

ν!
Dνf(a)(xi − ai)

νi−1
d∏

k=1,k ̸=i

(xk − ak)
νk.

Âûïîëíèì çäåñü çàìåíó ìóëüòèèíäåêñà µ = ν− ei, òîãäà |µ| = |ν| − 1 è

Dνf(a) = Dµ

(
∂f

∂xi

)
(a).

Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâà

∂

∂xi
Tn(x, a; f) =

n−1∑

r=0

∑

|µ|=r

1

µ!
Dµ

(
∂f

∂xi

)
(a)(x− a)µ

èëè (÷òî äîêàçûâàåò (1.174))

∂

∂xi
Tn(x, a; f) = Tn−1

(
x, a;

∂f

∂xi

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî 1) ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî n. Áàçà èíäóêöèè (ñëó÷àé
n = 1) âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè (1.105) è ëåììû 1.27.

Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ (n− 1), è äîêàæåì
åãî äëÿ n. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé:

φ(t) = Rn(a+ t(x− a), a; f).

Òîãäà ïî ëåììå 1.26, ïðèìåíåííîé ê ýòîé ôóíêöèè, ñ ïîìîùüþ (1.174) ïîëó-
÷èì

Rn(x, a; f) = Rn(x, a; f)−Rn(a, a; f) =
w 1

0
φ′(t) dt =

=
w 1

0

d∑

k=1

∂

∂xk
Rn(a+ t(x− a), a; f)(xk − ak) dt =

=
w 1

0

d∑

k=1

Rn−1

(
a+ t(x− a), a;

∂f

∂xk

)
(xk − ak) dt =

=
d∑

k=1

Rn−1

(
a+ θ(x− a), a;

∂f

∂xk

)
(xk − ak)

ïðè íåêîòîðîì θ ∈ [0, 1] ïî ïåðâîé òåîðåìå î ñðåäíåì (òåîðåìà 1.75). Ïîñëåä-
íåå âûðàæåíèå åñòü o(|x− a|n) â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà 2) è 3) íàäî ïðèìåíÿòü îäíîìåðíóþ ôîðìóëó Òåé-
ëîðà ñ ñîîòâåòñòâóþùèì âèäîì îñòàòêà (ñì. ðàâåíñòâà (1.79) è (1.119)) ê
ôóíêöèè

φ(t) = f (a+ t(x− a)) , t ∈ [0, 1],
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è èñïîëüçîâàòü ëåììû 1.26 è 1.27, èç êîòîðûõ âûòåêàåò, ÷òî ïðè âñåõ
r = 1, . . . , n

φ(r)(t) = Dr
x−af(a+ t(x− a)). □

1.7.3. Ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû

Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû

Ïðè èññëåäîâàíèè ôóíêöèè íà ýêñòðåìóì áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ êâàäðà-
òè÷íûå ôîðìû. Íàïîìíèì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î íèõ èç âûñøåé àëãåáðû.

Åñëè {aij}di,j=1 � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, ãäå aij ∈ R, òî ôóíêöèÿ

Q : h 7→
d∑

i,j=1

aijhihj, h ∈ Rd, (1.175)

íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé íà Rd, òîãäà {aij} íàçûâàåòñÿ åå ìàò-
ðèöåé. Ãëàâíûå ìèíîðû ìàòðèöû � ýòî îïðåäåëèòåëè

∆i =

∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1i
. . . . . . . . .
ai1 . . . aii

∣∣∣∣∣∣
, i = 1, . . . , d.

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, åñëè
Q(h) > 0 äëÿ âñåõ h ̸= 0. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíî
îïðåäåëåííîé, åñëè Q(h) < 0 äëÿ âñåõ h ̸= 0. Îáúåäèíÿþùèé òåðìèí �
çíàêîîïðåäåëåííàÿ ôîðìà.

Êðèòåðèé çíàêîîïðåäåëåííîñòè äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, äîêàçàòåëü-
ñòâî êîòîðîé èìååòñÿ â êóðñàõ àëãåáðû, ïîýòîìó çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ.

Òåîðåìà 1.102 (êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà). Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Q ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∆i > 0,
i = 1, . . . , d.

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Q ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà (−1)i∆i > 0, i = 1, . . . , d.

Ëåììà 1.29. Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Q ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîé, òî ñóùåñòâóåò òàêîå α > 0, ÷òî äëÿ âñåõ h ∈ Rd âûïîë-
íåíî íåðàâåíñòâî

Q(h) ⩾ α |h|2 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Åäèíè÷íàÿ ñôåðà â Rd

S =
{
x ∈ Rd : |x| = 1

}
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ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì è îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì (ïðîâåðüòå ýòî). Â ñèëó
òåîðåìû 1.98 îíî ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì. Òàê êàê Q ∈ C(S), òî Q(S) � êîì-
ïàêò, è ïî òåîðåìå 1.95 Q äîñòèãàåò ñâîåé òî÷íîé íèæíåé ãðàíè íà S â íåêî-
òîðîé òî÷êå h0 ∈ S:

inf Q(S) = Q(h0) = α > 0.

Åñëè h ̸= 0, òî h |h|−1 ∈ S è

|h|−2Q(h) = Q

(
h

|h|

)
⩾ α > 0. □

Ýêñòðåìóìû

Îïðåäåëåíèå ýêñòðåìóìîâ ôàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì 1.58
â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Îòëè÷èå ñîñòîèò ëèøü â òîì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå
îêðåñòíîñòè � ïîäìíîæåñòâà èç Rd.

Îïðåäåëåíèå 1.112. Ïóñòü ôóíêöèÿ f çàäàíà â íåêîòîðîé îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè a ∈ Rd. Òîãäà a íàçûâàåòñÿ òî÷êîé

ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà, åñëè ∃Ua ∀x ∈ Ua f(x) ⩽ f(a);
ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, åñëè ∃Ua ∀x ∈ Ua f(x) ⩾ f(a);
ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà, åñëè ∃Ua ∀x ∈ U ◦

a f(x) < f(a);
ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, åñëè ∃Ua ∀x ∈ U ◦

a f(x) > f(a).

Îáùåå íàçâàíèå äëÿ âñåõ âèäîâ ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà � ýêñòðåìóìû.
Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà è àíàëîãè÷íà

ëåììå Ôåðìà (ñì. ëåììó 1.16).

Ëåììà 1.30. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : D → R è a ∈ intD � òî÷êà ëîêàëü-
íîãî ýêñòðåìóìà. Òîãäà

1) åñëè f èìååò ïðîèçâîäíóþ Dvf(a) ïî íåêîòîðîìó íàïðàâëåíèþ v,
|v| = 1, òî Dvf(a) = 0;

2) åñëè f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a, òî ∇f(a) = 0 è f ′(a) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé φ(t) = f(a + tv),
|t| < δ, èìååò â òî÷êå t = 0 ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì. Ïî ëåììå 1.16

Dvf(a) = φ
′(0) = 0.

2) Ýòî âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ 1) è ëåììû 1.27, òàê êàê ñåé÷àñ
∂f

∂xk
(a) = 0, k = 1, . . . , d. □

Ýòà ëåììà äàåò íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà. Êàê è â ñëó÷àå ôóíê-
öèé îäíîé ïåðåìåííîé, åñëè f ′(a) = 0, òî òî÷êà a íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîé
òî÷êîé äëÿ ôóíêöèè.
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Óïðàæíåíèå 1.39. Íà ïðèìåðå f(x, y) = x2 − y2 â òî÷êå (0, 0) óáåäè-
òåñü, ÷òî ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà íå îáÿçàíà áûòü òî÷êîé ýêñòðåìóìà.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó:

Qf,a(h) =
1

2

d∑

i=1

d∑

j=1

∂2f

∂xi∂xj
(a)hihj, h ∈ Rd. (1.176)

Òåîðåìà 1.103 (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà). Ïóñòü a � ñòà-
öèîíàðíàÿ òî÷êà ôóíêöèè f ∈ C2(Ua). Òîãäà

1) åñëè ôîðìà Qf,a îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, òî a � òî÷êà ñòðîãîãî
ìàêñèìóìà;

2) åñëè ôîðìà Qf,a ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî a � òî÷êà ñòðîãîãî
ìèíèìóìà;

3) åñëè Qf,a íå ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäåëåííîé, òî a � íå òî÷êà ýêñòðå-
ìóìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Òåéëî-
ðà ñ îñòàòêîì â ôîðìå Ïåàíî (ñì. òåîðåìó 1.101) è, ó÷èòûâàÿ, ÷òî a � ñòà-
öèîíàðíàÿ òî÷êà, ïîëó÷èì

f(a+ h)− f(a) =
d∑

k=1

∂f

∂xk
(a)hk +

1

2

d∑

i=1

d∑

j=1

∂2f

∂xi∂xj
(a)hihj +R2(a+ h, a; f) =

= Qf,a(h) + o
(
|h|2
)
= |h|2

[
Qf,a(h)

|h|2
+ o(1)

]
.

Òåïåðü óòâåðæäåíèÿ 1) è 2) âûòåêàþò íåïîñðåäñòâåííî èç ëåììû 1.29.
3) Åñëè Qf,a(h1) > 0 è Qf,a(h2) < 0, òî ïðè t > 0 èç ïðåäûäóùåãî

ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

f(a+ thi)− f(a) = t2 [Qf,a(hi) + o(1)] , i = 1, 2,

è â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a ðàçíîñòü f(x)− f(a) ïðèíèìàåò êàê ïîëîæè-
òåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. □
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1.8. Âåêòîðíûå ôóíêöèè

1.8.1. Äèôôåðåíöèðóåìûå îòîáðàæåíèÿ

Ñâåäåíèÿ èç ëèíåéíîé àëãåáðû

Ïðèâåäåì íåîáõîäèìóþ èíôîðìàöèþ èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû, îòíî-
ñÿùóþñÿ ê ëèíåéíûì îòîáðàæåíèÿì èç îäíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà â äðó-
ãîå (îáùåå ïîíÿòèå ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ äâóõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ñì.
â îïðåäåëåíèè 1.103).

Åñëè d0, d1 ∈ N, òî êëàññ âñåõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé èç Rd0 â Rd1 áóäåì
îáîçíà÷àòü L

(
Rd0,Rd1

)
.

Ïóñòü A ∈ L
(
Rd0,Rd1

)
è x ∈ Rd0, òîãäà, ðàñêëàäûâàÿ x ïî ñòàíäàðòíîìó

áàçèñó â Rd0, ïîëó÷èì

Ax = A

(
d0∑

j=1

xjej

)
=

d0∑

j=1

Aejxj.

Îáîçíà÷èì

aij = (Aej)i , i = 1, . . . , d1, j = 1, . . . , d0. (1.177)

Òîãäà

(Ax)i =

d0∑

j=1

aijxj, i = 1, . . . , d1. (1.178)

Òàêèì îáðàçîì, ñ îòîáðàæåíèåì A ∈ L
(
Rd0,Rd1

)
è òî÷êîé x ∈ Rd0 ìîæíî

ñâÿçàòü ìàòðèöó (1.177), êîòîðóþ íàçîâåì ìàòðèöåé îòîáðàæåíèÿ. Äåé-
ñòâèå îòîáðàæåíèÿ A íà âåêòîð x âûðàæàåòñÿ â óìíîæåíèè åãî ìàòðèöû
ñïðàâà íà òðàíñïîíèðîâàííûé âåêòîð (òàêæå ðàññìàòðèâàåìûé êàê ìàòðè-
öà).

Îáðàòíî, åñëè çàäàíà ìàòðèöà aij ðàçìåðîâ d1× d0, òî îíà ïîðîæäàåò ïî
ôîðìóëàì (1.178) ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A ∈ L

(
Rd0,Rd1

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî îòîæäåñòâèòü îòîáðàæåíèÿ A ∈ L
(
Rd0,Rd1

)
ñ èõ

ìàòðèöàìè ðàçìåðîâ d1 × d0. Åñëè d0 = d1 = d, òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû
îòîáðàæåíèÿ A ∈ L

(
Rd,Rd

)
áóäåì îáîçíà÷àòü detA.

Íîðìà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1.113. Íîðìîé îòîáðàæåíèÿ A ∈ L
(
Rd0,Rd1

)
íàçûâà-

åòñÿ ÷èñëî

∥A∥ = sup
{
|Ax| : |x| ⩽ 1, x ∈ Rd0

}
. (1.179)
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Íîðìà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ õàðàêòåðèçóåò åãî ðàçìåðû. Îáðàç åäè-
íè÷íîãî øàðà èç Rd0 ïðè îòîáðàæåíèè A ñîäåðæèòñÿ â øàðå ðàäèóñà ∥A∥ ñ
öåíòðîì â 0 ∈ Rd1, ïðè÷åì ýòî íàèìåíüøèé øàð ñ òàêèì ñâîéñòâîì.

Ëåììà 1.31. Åñëè A ∈ L
(
Rd0,Rd1

)
, òî

1) ∥A∥ < ∞;
2) |Ax| ⩽ ∥A∥ · |x| ïðè x ∈ Rd0;
3) |Ax− Ay| ⩽ ∥A∥ · |x− y| ïðè x, y ∈ Rd0, â ÷àñòíîñòè, A ðàâíîìåðíî

íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì (1.178) è íåðàâåíñòâîì
Êîøè

|Ax| =
(

d1∑

i=1

[(Ax)i]
2

)1/2

=




d1∑

i=1

∣∣∣∣∣
d0∑

j=1

aijxj

∣∣∣∣∣

2



1/2

⩽

⩽

(
d1∑

i=1

d0∑

j=1

a2ij

d0∑

j=1

x2j

)1/2

=

(
d1∑

i=1

d0∑

j=1

a2ij

)1/2

|x| .

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ îöåíêà íîðìû ëèíåéíîãî îòîáðà-
æåíèÿ ÷åðåç ýëåìåíòû åãî ìàòðèöû:

∥A∥ ⩽

(
d1∑

i=1

d0∑

j=1

a2ij

)1/2

. (1.180)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 2) âîçüìåì ïðîèçâîëüíî 0 ̸= x ∈ Rd0,
òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî |x/ |x|| = 1, è ïî îïðåäåëåíèþ íîðìû

|Ax|
|x| =

∣∣∣∣A
(

x

|x|

)∣∣∣∣ ⩽ ∥A∥ .

Óòâåðæäåíèå 3) ñëåäóåò èç 2):

|Ax− Ay| = |A(x− y)| ⩽ ∥A∥ · |x− y| . □

Ëåììà 1.32. Åñëè A ∈ L
(
Rd0,Rd1

)
è B ∈ L

(
Rd1,Rd2

)
, òî

B ◦ A ∈ L
(
Rd0,Rd2

)
è ∥B ◦ A∥ ⩽ ∥B∥ · ∥A∥.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 2) ëåììû
1.31:

|B (Ax)| ⩽ ∥B∥ · |Ax| ⩽ ∥B∥ · ∥A∥ · |x| . □
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Äèôôåðåíöèðóåìûå îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f : D → Rd1, D ⊂ Rd0. Äëÿ k = 1, . . . , d1 áóäåì
ñòàíäàðòíî îáîçíà÷àòü

fk = πk ◦ f (1.181)

è íàçûâàòü fk k-é êîìïîíåíòîé (êîîðäèíàòíîé ôóíêöèåé) ôóíêöèè f .

Îïðåäåëåíèå 1.114. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â
òî÷êå a ∈ intD, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå A ∈ L

(
Rd0,Rd1

)
, ÷òî

f(a+ h)− f(a) = Ah+ o(|h|), h → 0. (1.182)

Îòîáðàæåíèå A ∈ L
(
Rd0,Rd1

)
íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â

òî÷êå a è îáîçíà÷àåòñÿ f ′(a).

Êîíå÷íî, ïðè d1 = 1 ïîëó÷èì ñòàðîå îïðåäåëåíèå 1.105.

Ëåììà 1.33. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : D → Rd1, D ⊂ Rd0, äèôôåðåíöèðóåìà
â òî÷êå a ∈ intD. Òîãäà

1) ïðîèçâîäíàÿ f ′(a) îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî;
2) ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå a.

Äîêàçàòåëüñòâî òàêîå æå, êàê è â ëåììå 1.25. Ïðîâåäèòå åãî ñàìîñòî-
ÿòåëüíî. □

Ëåììà 1.34. Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f : D → Rd1, D ⊂ Rd0, a ∈ intD.
Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a;
2) äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , d1 êîìïîíåíòà fi äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå

a.
Ïðè ýòîì πi ◦ f ′(a) = (πi ◦ f)′ (a).
Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà íåðàâåíñòâàõ (1.147) (ïðîâåäèòå åãî ñàìî-

ñòîÿòåëüíî). □

Îïðåäåëåíèå 1.115. Åñëè G ⊂ Rd0 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òî êëàññ
ôóíêöèé, âñå êîìïîíåíòû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò êëàññó C1(G) (ñì. îïðå-
äåëåíèå 1.107), áóäåì îáîçíà÷àòü C1

(
G,Rd1

)
= C1(G).

Îïðåäåëåíèå 1.116. Ìàòðèöåé ßêîáè ôóíêöèè f , äèôôåðåíöèðóå-
ìîé â òî÷êå a ∈ intDf , íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà åå ïðîèçâîäíîé f ′(a).

Åñëè d0 = d1, òî ìàòðèöà ßêîáè ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé, â ýòîì ñëó÷àå
åå îïðåäåëèòåëü íàçûâàåòñÿ ÿêîáèàíîì (îïðåäåëèòåëåì ßêîáè) äëÿ f â
òî÷êå a è îáîçíà÷àåòñÿ Jf(a).

Óïðàæíåíèå 1.40. 1) Ïóñòü f(x) = Ax + c, ãäå x ∈ Rd0,
A ∈ L

(
Rd0,Rd1

)
, c ∈ R. Äîêàçàòü, ÷òî f äèôôåðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå

a ∈ Rd0 è f ′(a) = A.
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2) Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ êëàññà C1
(
G,Rd1

)
äèôôåðåíöèðóåìà â êàæ-

äîé òî÷êå èç G.
3) Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà ßêîáè èìååò âèä

{
∂fi
∂xj

}

i=1, ...,d1,j=1, ...,d0

.

Òåîðåìà 1.104. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : Df → Rd1, Df ⊂ Rd0 äèôôåðåíöè-
ðóåìà â òî÷êå a ∈ intDf , ôóíêöèÿ g : Dg → Rd2, f (Df) ⊂ Dg äèôôåðåíöè-
ðóåìà â òî÷êå b = f(a) ∈ intDg.

Òîãäà êîìïîçèöèÿ g ◦ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a è

(g ◦ f)′ (a) = g′(f(a)) ◦ f ′(a). (1.183)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì óñëîâèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè:

f(a+ h)− f(a) = f ′(a)h+ ε1(h) |h| , ãäå ε1(h) = o(1) ïðè h → 0,

g(b+ k)− g(b) = g′(b)k + ε2(k) |k| , ãäå ε2(k) = o(1) ïðè k → 0,

è îáîçíà÷èì k = f(a+h)−f(a). Òîãäà (ñì. 2) â ëåììå 1.33) k → 0 ïðè h → 0.
Ðàññìîòðèì

g(f(a+ h))− g(f(a)) = g (f(a) + k)− g(f(a)) = g′(f(a))k + ε2(k) |k| =

= g′(f(a)) (f ′(a)h+ ε1(h) |h|) + ε2(k) |k| =

= g′(f(a)) ◦ f ′(a)h+ |h| g′(f(a))ε1(h) + ε2(k) |k| .
Äàëåå â ñèëó ëåììû 1.31

|g′(f(a))ε1(h)| ⩽ ∥g′(b)∥ |ε1(h)| = o(1) è ε2(k) |k| = o(|h|),

ñëåäîâàòåëüíî,

g(f(a+ h))− g(f(a)) = g′(f(a)) ◦ f ′(a)h+ o(|h|). □

Ðàâåíñòâî (1.183) óäîáíî çàïèñûâàòü â ñêàëÿðíîé ôîðìå, â òåðìèíàõ
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ êîìïîíåíò: åñëè îáîçíà÷èòü F = g ◦ f , òî

∂Fi

∂xj
(a) =

d1∑

k=1

∂gi
∂xk

(f(a))
∂fk
∂xj

(a), ãäå i = 1, . . . , d2, j = 1, . . . , d0. (1.184)
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1.8.2. Òåîðåìà îá îáðàòíîé ôóíêöèè

Ãîìåîìîðôèçìû

Ïóñòü X, Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðà-
æåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì (ìåæäó X è Y ), åñëè f è
f−1 íåïðåðûâíû.

Ýòè æå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî äàòü è äëÿ ñëó÷àÿ ëþáûõ òîïîëîãè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ (ñì. ïîäï. 1.6.2). Íàëè÷èå ãîìåîìîðôèçìà ìåæäó äâóìÿ ìåòðè-
÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè îçíà÷àåò, ÷òî ýòè ïðîñòðàíñòâà òîïîëîãè÷åñêè îäè-
íàêîâû.

Óïðàæíåíèå 1.41. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé ãîìåîìîðôèçì ìåæäó Rd0 è Rd1, òî d0 = d1;
2) îòîáðàæåíèå A ∈ L

(
Rd,Rd

)
ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíî íå âûðîæäåíî, ò. å. detA ̸= 0.

Òåîðåìà 1.105 (Áðàóýðà). Åñëè d0 ̸= d1, òî íå ñóùåñòâóåò ãîìåî-
ìîðôèçìà ìåæäó íåïóñòûìè îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè Ai ⊂ Rdi, i = 0, 1.

Ýòà òåîðåìà ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ðàçìåðíîñòü îòêðûòîãî ìíîæå-
ñòâà â Rd ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì, ïîñêîëüêó íå ìåíÿåòñÿ ïðè
ãîìåîìîðôíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ.

Òåîðåìà îá îáðàòíîé ôóíêöèè

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå êðèòåðèé îáðàòèìîñòè áûë äàí â òåîðåìå 1.38.
Îäíàêî â ýòîì êðèòåðèè èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå ìîíîòîííîñòè, êîòîðîå ñåé÷àñ
ëèøåíî ñìûñëà. Íàéäåì óñëîâèÿ îáðàòèìîñòè äðóãèì ñïîñîáîì.

Äëÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f : (a, b) → R, (a, b) ⊂ R,
ìîæíî ðàññóæäàòü òàê: åñëè f ′(x0) ̸= 0 â íåêîòîðîé òî÷êå x0 ∈ (a, b), òî f ′

ñîõðàíÿåò çíàê â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Òîãäà ïî òåîðåìå 1.57
ôóíêöèÿ f ñòðîãî ìîíîòîííà è âçàèìíî îäíîçíà÷íà â ýòîé îêðåñòíîñòè.

Âàæíûì â ýòîì ðàññóæäåíèè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî óñëîâèå ìîíîòîííîñòè
(êîòîðîå èìååò ñìûñë òîëüêî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå) íà ôóíêöèþ íå íàëàãà-
åòñÿ. Ïîýòîìó äëÿ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ìîæíî ïîïûòàòüñÿ âûâåñòè
ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîé ôóíêöèè èç óñëîâèé âèäà f ′(x0) ̸= 0.

Òåîðåìà 1.106. Ïóñòü G ⊂ Rd � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, a ∈ G è
ôóíêöèÿ f : G → Rd ïðèíàäëåæèò êëàññó C1(G) è

Jf(a) ̸= 0. (1.185)

Òîãäà ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U òî÷êè a ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâà-
ìè:

1) f |U � áèåêöèÿ;
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2) V = f(U) � îòêðûòîå ìíîæåñòâî;
3) f−1 ∈ C1(V ) è äëÿ ëþáîãî y ∈ V

(
f−1
)′
(y) = (f ′)−1

(x), ãäå x = f−1(y). (1.186)

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè A = f ′(a) è ðàñ-
ñìîòðèì ðàçíîñòü φ = f − A. Òîãäà φ ∈ C1(G), φ′(a) = 0 è íàéäåòñÿ òàêàÿ
îêðåñòíîñòü U òî÷êè a, ÷òî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

Jf(x) ̸= 0, x ∈ U, (1.187)
∣∣∣∣
∂φi

∂xj
(x)

∣∣∣∣ ⩽
1

2d ∥A−1∥ , x ∈ U. (1.188)

Â ñèëó (1.188), íåðàâåíñòâà Êîøè (ëåììà 1.22) è òåîðåìû 1.99 Ëàãðàíæà
äëÿ ëþáûõ x′, x′′ ∈ U

|φ(x′)−φ(x′′)| =
(

d∑

i=1

|φi(x
′)−φi(x

′′)|2
)1/2

=

=




d∑

i=1

∣∣∣∣∣
d∑

j=1

∂φi

∂xj
(ξi)(x

′
j − x′′j )

∣∣∣∣∣

2



1/2

⩽

⩽

(
d∑

i=1

d∑

j=1

∣∣∣∣
∂φi

∂xj
(ξi)

∣∣∣∣
2
)1/2

|x′ − x′′| ⩽ 1

2 ∥A−1∥ |x
′ − x′′| .

Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà |Ax′ − Ax′′| ⩾
∥∥A−1

∥∥−1 |x′ − x′′| (ñì. 3) â ëåììå 1.31)
ïîëó÷èì

|f(x′)− f(x′′)| ⩾ |Ax′ − Ax′′| − |φ(x′)−φ(x′′)| ⩾ 1

2 ∥A−1∥ |x
′ − x′′| .

Ñëåäîâàòåëüíî, f |U � áèåêöèÿ U íà V = f(U).
Îáîçíà÷èì α = (2

∥∥A−1
∥∥)−1, òîãäà ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðå-

ïèñàòü â âèäå

|f(x′)− f(x′′)| ⩾ α |x′ − x′′| , x′, x′′ ∈ U. (1.189)

Íåðàâåíñòâî (1.189) â òåðìèíàõ ôóíêöèè f−1 : V → U , îáðàòíîé ê f |U ,
ïðèìåò ñëåäóþùóþ ôîðìó:

∣∣f−1(y′)− f−1(y′′)
∣∣ ⩽ 1

α
|y′ − y′′| , y′, y′′ ∈ V. (1.190)
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Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ f−1 : V → U íåïðåðûâíà íà V .
Øàã 2. Äîêàæåì, ÷òî V îòêðûòî. Ïóñòü y0 ∈ V , x0 = f−1(y0) è

B (x0, r) ⊂ U . Ïîêàæåì, ÷òî B (y0,αr/2) ⊂ V .
Ïóñòü y ∈ B (y0,αr/2). Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ:

ψ(x) = |y − f(x)|2 =
d∑

i=1

[yi − fi(x)]
2 , x ∈ G.

Òîãäà ψ ∈ C1(G) è íà êîìïàêòå B (x0, r) ôóíêöèÿ ψ äîñòèãàåò ñâîåé òî÷íîé
íèæíåé ãðàíè. Îòìåòèì, ÷òî

√
ψ(x0) = |y − f(x0)| = |y − y0| <

αr

2
,

à ïðè |x− x0| = r â ñèëó (1.189)

√
ψ(x) = |y − f(x)| ⩾ |f(x)− f(x0)| − |y − y0| ⩾ α |x− x0| −

αr

2
=
αr

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, inf ψ
(
B (x0, r)

)
äîñòèãàåòñÿ â íåêîòîðîé âíóòðåííåé òî÷êå

x ∈ B(x0, r), è ýòà òî÷êà x ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà. Îòñþäà ïî ëåììå
1.30 ïîëó÷èì

0 =
∂ψ

∂xj
(x) = −2

d∑

i=1

[
yi − fi(x)

] ∂fi
∂xj

(x).

Óñëîâèå (1.187) ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòà ñèñòåìà èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøå-
íèå, ò. å. y = f(x) è y ∈ f (B(x0, r)) ⊂ V .

Øàã 3. Äîêàæåì äèôôåðåíöèðóåìîñòü îáðàòíîé ôóíêöèè è ðàâåíñòâî
(1.186). Ïóñòü y ∈ V è y + k ∈ V , x = f−1(y), h = f−1(y + k)− f−1(y). Òîãäà

|h| =
∣∣f−1(y + k)− f−1(y)

∣∣ ⩽ |k|
α

(ñì. (1.190)) è h → 0 ïðè k → 0.
Çàïèøåì ñîîòíîøåíèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè f :

k = f(x+ h)− f(x) = f ′(x)h+ ε(h) |h| , ε(h) → 0 ïðè h → 0,

è ïîäåéñòâóåì íà îáå ÷àñòè îòîáðàæåíèåì (f ′)−1 (x):

h = (f ′)−1
(x)k − (f ′)−1

(x) (ε(h) |h|)

èëè
f−1(y + k)− f−1(y) = (f ′)−1

(x)k − (f ′)−1
(x) (ε(h) |h|) ,
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ïðè÷åì
∣∣∣(f ′)−1

(x) (ε(h) |h|)
∣∣∣ ⩽

∥∥∥(f ′)−1
(x)
∥∥∥ |ε(h)| |h| = o(|h|) = o(|k|)

ïðè k → 0.
Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî f−1 ∈ C1(V ). Íî ýòî âûòåêàåò èç òåîðåìû 1.104 î

ïðîèçâîäíîé êîìïîçèöèè. Òî÷íåå, èç ðàâåíñòâà (1.184), ïðèìåíåííîãî ê òîæ-
äåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ Rd I = f−1 ◦ f , ïîëó÷èì





d1∑

k=1

∂(f−1)i
∂yk

(y)
∂fk
∂xj

(f−1(y)) = δij,

i, j = 1, . . . , d.

Îòñþäà, ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàïðèìåð, ïî ïðàâèëó Êðàìåðà, âèäèì, ÷òî ÷àñò-

íûå ïðîèçâîäíûå
∂
(
f−1
)
i

∂yk
(y) íåïðåðûâíû íà V . □

Îòìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.106 íîñèò ëîêàëüíûé õàðàêòåð: îíî
ñïðàâåäëèâî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Ïî àíàëîãèè ñ îäíîìåðíûì
ñëó÷àåì, ãäå ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå èìåëî ãëîáàëüíûé õàðàêòåð (ñì.
òåîðåìó 1.38), ìîæåò ñîçäàòüñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî, íàëàãàÿ îãðàíè÷åíèå (1.185)
íà âñåé îáëàñòè G, ìîæíî óòâåðæäàòü ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîé ôóíêöèè íà
îáðàçå f(G).

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî íå òàê. Äëÿ ôóíêöèè

f(x, y) = (ex cos y, ex sin y) , (x, y) ∈ R2,

ÿêîáèàí

Jf(x, y) =

∣∣∣∣
ex cos y −ex sin y
ex sin y ex cos y

∣∣∣∣

íåâûðîæäåí íà âñåì R2. Â òî æå âðåìÿ ýòà ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíî
âçàèìíî îäíîçíà÷íîé.

1.8.3. Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î íåÿâíîé ôóíêöèè

Ïóñòü íà ïðÿìîóãîëüíèêå I = (a, b) × (c, d) ⊂ R2 çàäàíà ôóíêöèÿ
f : I → R. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

f(x, y) = 0. (1.191)
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Ïóñòü äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî x ∈ (a, b) óðàâíåíèå (1.191) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y = g(x). Òîãäà ýòèì óðàâíåíèåì îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëÿåòñÿ ôóíêöèÿ g íà èíòåðâàëå (a, b), äëÿ êîòîðîé èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(x, g(x)) = 0.

Îíà íàçûâàåòñÿ íåÿâíîé ôóíêöèåé, îïðåäåëåííîé óðàâíåíèåì (1.191).
Íî îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ íå âñåãäà èìååò ìåñòî. Èíîãäà

ðåøåíèå íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì èëè âîîáùå íå ñóùåñòâóåò. Òàê ìîæåò
îáñòîÿòü äåëî ñ ñàìûìè ïðîñòûìè óðàâíåíèÿìè, íàïðèìåð

x2 + y2 = 1.

Çäåñü ïðè |x| > 1 ðåøåíèé îòíîñèòåëüíî y íåò. ×òîáû îáåñïå÷èòü ðàçðå-
øèìîñòü, ïðèõîäèòñÿ ñóæàòü îáëàñòü èçìåíåíèÿ, îãðàíè÷èâàÿñü çíà÷åíèÿìè
|x| ⩽ 1. Íî äëÿ ëþáîãî x ∈ (−1, 1) ðåøåíèå íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì, èõ
äâà: y =

√
1− x2 è y = −

√
1− x2.

Çàäà÷ó î ñóùåñòâîâàíèè íåÿâíîé ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèåì,
åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü ïðè x = x0 ∈ (a, b) ýòî
óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå y0 ∈ (c, d). Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ìîæíî ãàðàíòèðî-
âàòü, ÷òî äëÿ x, áëèçêèõ ê x0, íàéäåòñÿ åäèíñòâåííîå y âáëèçè y0, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå óðàâíåíèþ (1.191)?

Ýòà çàäà÷à èìååò íàãëÿäíûé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Óðàâíåíèå (1.191)
îïðåäåëÿåò êðèâóþ íà ïëîñêîñòè è òðåáóåòñÿ íàéòè óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0) ýòà êðèâàÿ âûðàæàåòñÿ ÿâíîé çàâèñè-
ìîñòüþ y îò x.

Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå ïîçâîëÿåò ïðåäâèäåòü óñëîâèÿ, ïðè êî-
òîðûõ ýòî ìîæíî ïûòàòüñÿ äîêàçàòü. Åñëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â
òî÷êå (x0, y0), òî àñèìïòîòè÷åñêè óðàâíåíèå (1.191) áëèçêî ê óðàâíåíèþ

∂f

∂x
(x0, y0)(x− x0) +

∂f

∂y
(x0, y0)(y − y0) = 0.

Ýòî óðàâíåíèå îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî y ïðè óñëîâèè

∂f

∂y
(x0, y0) ̸= 0.

Êîíå÷íî, çàäà÷à ìîæåò áûòü îáîáùåíà íà ñëó÷àé, êîãäà x è y ïðèíàäëåæàò
åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâàì.

Åñëè x ∈ Rd0, y ∈ Rd1, òî ÷åðåç (x, y) áóäåì îáîçíà÷àòü (d0 + d1)-ìåðíûé
âåêòîð (x1, . . . , xd0, y1, . . . , yd1). Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëü-
íî y:

f(x, y) = 0, (1.192)
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ãäå f � îòîáðàæåíèå îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G ⊂ Rd0+d1 â Rd1. Ýòî âåêòîðíîå
óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé





f1(x1, . . . , xd0, y1, . . . , yd1) = 0,
· · ·
fd1(x1, . . . , xd0, y1, . . . , yd1) = 0

(1.193)

îòíîñèòåëüíî y1, . . . , yd1. Ïîñòàâëåííàÿ âûøå çàäà÷à îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé
óðàâíåíèÿ (1.193). Èç âûøåñêàçàííîãî ìîæíî ïðèéòè ê ïðåäïîëîæåíèþ î
òîì, ÷òî ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé ñâÿçàíà ñ íåâûðîæäåííîñòüþ
îïðåäåëèòåëÿ

∂ (f1, . . . , fd1)

∂ (y1, . . . , yd1)
(x, y) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂f1
∂y1

(x, y) . . .
∂f1
∂yd1

(x, y)

. . . . . . . . .
∂fd1
∂y1

(x, y) . . .
∂fd1
∂yd1

(x, y)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Áóäåì åãî íàçûâàòü ÿêîáèàíîì ôóíêöèé f1, . . . , fd1 ïî ïåðåìåííûì y1, . . . , yd1
â òî÷êå (x, y).

Îñíîâíàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 1.107. Ïóñòü G ⊂ Rd0+d1 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ôóíêöèÿ
f : G → Rd1 ïðèíàäëåæèò êëàññó C1(G) è äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè (a, b) ∈ G

f(a, b) = 0,
∂ (f1, . . . , fd1)

∂ (y1, . . . , yd1)
(a, b) ̸= 0. (1.194)

Òîãäà ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè Ua òî÷êè a è Vb òî÷êè b, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) äëÿ ëþáîãî x ∈ Ua ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà y = g(x) ∈ Vb,
äëÿ êîòîðîé f(x, g(x)) = 0;

2) îòîáðàæåíèå g : Ua → Vb ïðèíàäëåæèò êëàññó C1(Ua).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ φ : G → Rd0+d1:

φ(x, y) = (x, f(x, y))

è âìåñòî óðàâíåíèÿ f(x, y) = 0 áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàâíîñèëüíîå åìó

φ(x, y) = (x, 0). (1.195)
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Ôóíêöèÿ φ ïðèíàäëåæèò êëàññó C1(G). Åå ÿêîáèàí

Jφ(x, y) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 1 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 0 . . . 0
∂f1
∂x1

. . . . . .
∂f1
∂xd0

∂f1
∂y1

. . .
∂f1
∂yd1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂fd1
∂x1

. . . . . .
∂fd1
∂xd0

∂fd1
∂y1

. . .
∂fd1
∂yd1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
∂ (f1, . . . , fd1)

∂ (y1, . . . , yd1)

îòëè÷åí îò íóëÿ â òî÷êå (a, b) â ñèëó âòîðîãî óñëîâèÿ (1.194). Òàêèì îáðàçîì,
âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû îá îáðàòíîé ôóíêöèè (òåîðåìà 1.106). Ïî
ýòîé òåîðåìå ñóùåñòâóåò îòêðûòûé êóá (ÿñíî, ÷òî â òåîðåìå îá îáðàòíîé
ôóíêöèè â êà÷åñòâå U ìîæíî âçÿòü êóá)

Q =
{
(x, y) ∈ Rd0+d1 : |xi − ai| < δ, |yi − bi| < δ

}

ñ öåíòðîì â òî÷êå (a, b), äëÿ êîòîðîãî:
à) ñóæåíèå φ|Q âçàèìíî îäíîçíà÷íî;
á) îáðàç R = φ(Q) îòêðûò;
â) îáðàòíîå îòîáðàæåíèå φ−1 : R → Q ïðèíàäëåæèò êëàññó C1(R).
Î÷åâèäíî, ÷òî îòîáðàæåíèå φ−1 èìååò âèä

φ−1(s, t) = (s,ψ(s, t)), (s, t) ∈ R,

ãäå ψ � îòîáðàæåíèå êëàññà C1(R) (òàê êàê φ îñòàâëÿåò ïåðâûå d0 êîîðäè-
íàò âåêòîðà (x, y) íåèçìåííûìè, òî è îáðàòíîå îòîáðàæåíèå îáëàäàåò ýòèì
ñâîéñòâîì).

Êóá Q ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå Q = Qa × Qb, ãäå
Qa � îòêðûòûé êóá â Rd0 ñ öåíòðîì â òî÷êå a, à Qb � îòêðûòûé êóá â Rd1 ñ
öåíòðîì â òî÷êå b.

Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.195). Ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì x ∈ Qa ýòî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå y ∈ Qb â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
êîãäà òî÷êà (x, 0) ñîäåðæèòñÿ ñðåäè çíà÷åíèé ôóíêöèè φ íà Q, ò. å. åñëè
(x, 0) ∈ R.

Ïóñòü
S = {x : (x, 0) ∈ R} .

Òàê êàê R îòêðûòî â Rd0+d1, òî è åãî ñå÷åíèå S îòêðûòî â Rd0. Êðîìå òîãî,
f(a, b) = 0, ïîýòîìó a ∈ S. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü Ua òî÷êè
a, Ua ⊂ S. Èòàê, äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ Ua ñóùåñòâóåò òî÷êà y ∈ Qb, äëÿ
êîòîðîé f(x, y) = 0.
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Òåïåðü äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.195). Ïóñòü äëÿ
òî÷êè (x, y) ∈ Q âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (1.195). Òîãäà

(x, y) = φ−1(x, 0) = (x,ψ(x, 0))

è y = ψ(x, 0), ò. å. y = g(x) ∈ Qb îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî, ïðè÷åì g � ôóíêöèÿ
êëàññà C1(Ua), òàê êàê ψ ∈ C1(R). □

Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè � îäíà èç âàæíåéøèõ òåîðåì ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî àíàëèçà, êîòîðàÿ èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ.

Îòìåòèì â çàêëþ÷åíèå, ÷òî ïðîèçâîäíóþ è ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåÿâ-
íîé ôóíêöèè ìîæíî íàéòè, ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîìïî-
çèöèè (òåîðåìà 1.104) ê ðàâåíñòâó f(x, g(x)) = 0:





∂fi
∂xj

+

d1∑

k=1

∂fi
∂yk

∂gk
∂xj

= 0,

i = 1, . . . , d1, j = 1, . . . , d0.

(1.196)

Èç ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîæíî îïðåäåëèòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå êîìïî-

íåíò íåÿâíîé ôóíêöèè
∂gk
∂xj

.
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1.9. Òåîðèÿ ðÿäîâ

1.9.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ðÿäîâ

Ïîíÿòèå ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà áûëî äàíî â ïîäï. 1.4.4 (ñì. îïðåäå-
ëåíèå 1.59). Â ýòîé ãëàâå îíî áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñèñòåìàòè÷åñêè, íà÷èíàÿ
ñ îñíîâíûõ îïðåäåëåíèé.

Ñõîäÿùèåñÿ è ðàñõîäÿùèåñÿ ðÿäû

Åñëè {ak} ⊂ R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë, òî ñèìâîë

∞∑

k=1

ak (1.197)

íàçûâàþò ðÿäîì.
×èñòî ôîðìàëüíîå âîñïðèÿòèå çíàêà ñóììû â (1.197) îçíà÷àåò, ÷òî íåîá-

õîäèìî ñêëàäûâàòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ. Òàêàÿ îïåðàöèÿ íóæäàåòñÿ
â äîïîëíèòåëüíîì îïðåäåëåíèè.

Ñ êàæäûì ðÿäîì (1.197) ñâÿæåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóìì

sn =
n∑

k=1

ak, (1.198)

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ åãî ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè.

Îïðåäåëåíèå 1.117. Ðÿä (1.197) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõî-
äèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì, ò. å. ñóùåñòâóåò ÷èñëî
s ∈ R, äëÿ êîòîðîãî

lim
n→∞

sn = s.

Â ýòîì ñëó÷àå s íàçûâàåòñÿ ñóììîé ðÿäà è èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü∑∞
k=1 ak = s.
Åñëè lim

n→∞
sn íå ñóùåñòâóåò, òî ðÿä íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ.

Èòàê, ïî îïðåäåëåíèþ âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ðÿäà ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó î
ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì. Îáðàòíî, åñëè çàäàíà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {sk} ⊂ R, òî, ïîëàãàÿ

a1 = s1, ak = sk − sk−1 (k = 2, 3, . . .),

ïîëó÷èì ðÿä (1.197), äëÿ êîòîðîãî {sk} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ÷à-
ñòè÷íûõ ñóìì (ïðîâåðüòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî).

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � âîïðîñ î ñõî-
äèìîñòè íåêîòîðîãî ðÿäà. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìîòðåíèå ðÿäîâ � ýòî ëèøü
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íîâàÿ ôîðìà èçó÷åíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Íî òàêîé ïîäõîä äàåò íîâûå
âîçìîæíîñòè êàê ïðè óñòàíîâëåíèè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà, òàê è ïðè åãî
âû÷èñëåíèè. Òåîðèÿ ðÿäîâ ÿâëÿåòñÿ ìîùíûì ñðåäñòâîì êàê â ìàòåìàòè÷å-
ñêîì àíàëèçå, òàê è â åãî ïðèëîæåíèÿõ.

Óïðàæíåíèå 1.42. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) ðÿä

∑∞
k=1 a ñ ïîñòîÿííûìè ñëàãàåìûìè ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà a = 0;
2) ðÿä

∞∑

k=0

aqk

(ñóììà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, a ̸= 0) ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà |q| < 1. Ïðè ýòîì

∞∑

k=0

aqk =
a

1− q
, |q| < 1;

3) ñëåäóþùèé ðÿä ðàñõîäèòñÿ (ñì. ïðèìåð 1.7):
∞∑

k=1

1

k
(ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä). (1.199)

Îñòàòêè

Ñõîäèìîñòü ðÿäà íå ìåíÿåòñÿ îò äîáàâëåíèÿ, óäàëåíèÿ èëè èçìåíåíèÿ
ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà åãî ñëàãàåìûõ.

Îïðåäåëåíèå 1.118. Äëÿ m ∈ N ðÿä
∞∑

k=m+1

ak (1.200)

íàçûâàåòñÿ m-ì îñòàòêîì ðÿäà (1.197).
Åñëè îñòàòîê (1.200) ñõîäèòñÿ, òî åãî ñóììó áóäåì îáîçíà÷àòü rm.

Óïðàæíåíèå 1.43. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) åñëè ðÿä (1.197) ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ ëþáîé åãî îñòàòîê è s = sm+rm.

Åñëè ñõîäèòñÿ êàêîé-ëèáî èç îñòàòêîâ ðÿäà (1.197), òî ñõîäèòñÿ è ðÿä (1.197);
2) åñëè ðÿäû

∑∞
k=1 ak è

∑∞
k=1 bk ñõîäÿòñÿ ê a è b ñîîòâåòñòâåííî, òî ñõî-

äèòñÿ ëþáàÿ èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
∑∞

k=1 (αxk + βyk) è åå ñóììà ðàâíà
αa+ βb;

3) ñõîäèìîñòü ðÿäà (1.197) ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ

∀ ε > 0 ∃Nε ∀n > m ⩾ Nε

∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1

ak

∣∣∣∣∣ < ε (1.201)
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(êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ðÿäà);
4) åñëè ðÿä (1.197) ñõîäèòñÿ, òî

lim
k→∞

ak = 0. (1.202)

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (1.202) íåîáõîäèìî äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà (1.197).
Åñëè óñëîâèå (1.202) íå âûïîëíåíî, òî ðÿä çàâåäîìî ðàñõîäèòñÿ. Îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå íåâåðíî � ýòî ïîêàçûâàåò ïðèìåð ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà (1.199).

Àáñîëþòíàÿ è óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü

Îïðåäåëåíèå 1.119. Ðÿä (1.197) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ àáñî-
ëþòíî, åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑

k=1

|ak| . (1.203)

Åñëè ðÿä (1.197) ñõîäèòñÿ, à ðÿä (1.203) ðàñõîäèòñÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî
ðÿä (1.197) ñõîäèòñÿ óñëîâíî.

Èç î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà

∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1

ak

∣∣∣∣∣ ⩽
n∑

k=m+1

|ak|

è êðèòåðèÿ Êîøè ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ñì. (1.201) èëè
òåîðåìó 1.9) íåìåäëåííî âûòåêàåò, ÷òî èç àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (1.197)
ñëåäóåò åãî ñõîäèìîñòü. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî, ýòî ïîêàçûâàåò ðÿä

∞∑

k=1

(−1)k−1

k
, (1.204)

êîòîðûé ñõîäèòñÿ óñëîâíî (ýòî áóäåò óñòàíîâëåíî ïîçæå � ñì. ñëåäñòâèå 1.6).
Ñõîäèìîñòü ðÿäà ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíà äâóìÿ ãëàâíûìè ïðè÷èíàìè:

âî-ïåðâûõ, ñêîðîñòüþ óáûâàíèÿ |ak|, âî-âòîðûõ, èíòåðôåðåíöèåé (âçàèìíûì
ñîêðàùåíèåì) ñëàãàåìûõ ak, èìåþùèõ ðàçëè÷íûå çíàêè, â ÷àñòè÷íûõ ñóììàõ
sn, íå ïîçâîëÿþùåé ÷àñòíûì ñóììàì êîëåáàòüñÿ ñëèøêîì ñèëüíî.

Âîïðîñ îá àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ñâÿçàí ëèøü ñ ïåðâîé èç ýòèõ ïðè÷èí
è ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ñõîäèìîñòè íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ.
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1.9.2. Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëîâûå ðÿäû

Êðèòåðèé ñõîäèìîñòè

Ðàññìîòðèì ðÿäû âèäà

∞∑

k=1

ak, ak ⩾ 0, (1.205)

êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü ïîëîæèòåëüíûìè èëè íåîòðèöàòåëüíûìè. Äëÿ íèõ
ñõîäèìîñòü ïðîâåðÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî.

Ëåììà 1.35. Ñõîäèìîñòü ðÿäà (1.205) ðàâíîñèëüíà îãðàíè÷åííîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ñâåðõó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ðÿäîâ (1.205) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ
ñóìì âîçðàñòàåò:

sn = sn−1 + an ⩾ sn−1.

Ïîýòîìó óòâåðæäåíèå ëåììû âûòåêàåò èç òåîðåìû 1.10.

Ïðèçíàêè ñðàâíåíèÿ

Òåîðåìà 1.108 (ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ). Åñëè

∃ k0 ∈ N ∀ k ⩾ k0 0 ⩽ ak ⩽ bk, (1.206)

òî
1) èç ñõîäèìîñòè ðÿäà

∑∞
k=1 bk ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà

∑∞
k=1 ak;

2) èç ðàñõîäèìîñòè ðÿäà
∑∞

k=1 ak ñëåäóåò ðàñõîäèìîñòü ðÿäà
∑∞

k=1 bk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî (1.206) âûïîëíåíî
äëÿ âñåõ k ∈ N (ñì. óïðàæíåíèå 1.43). Ñëåäîâàòåëüíî,

n∑

k=1

ak ⩽
n∑

k=1

bk

äëÿ âñåõ n ∈ N è íàäî ïðèìåíèòü ëåììó 1.35. □
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïåðåâîäèò ïðåäûäóùóþ íà ÿçûê ïðåäåëîâ è îáû÷íî

íàçûâàåòñÿ ïðèçíàêîì ñðàâíåíèÿ â ïðåäåëüíîé ôîðìå.

Òåîðåìà 1.109. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ak}, {bk} ïîëîæèòåëüíû è
ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
k→∞

ak
bk

= l > 0, (1.207)

òî ðÿäû
∑∞

k=1 ak è
∑∞

k=1 bk ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè óñëîâèè (1.207) ñóùåñòâóåò òàêîå k0 ∈ N, ÷òî
∣∣∣∣
ak
bk

− l

∣∣∣∣ <
l

2
(k ⩾ k0).

Ñëåäîâàòåëüíî,
l

2
bk ⩽ ak ⩽

3l

2
bk (k ⩾ k0)

è íàäî ïðèìåíèòü òåîðåìó 1.108. □
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè l = 0 òåîðåìà 1.109 òåðÿåò ñèëó. Ïðèâåäèòå

ñàìîñòîÿòåëüíî ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé ýòî.

Ëåììà 1.36. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ak}, {bk} ïîëîæèòåëüíû è

∃ k0 ∈ N ∀ k ⩾ k0
ak+1

ak
⩽

bk+1

bk
, (1.208)

òî
1) èç ñõîäèìîñòè ðÿäà

∑∞
k=1 bk ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà

∑∞
k=1 ak;

2) èç ðàñõîäèìîñòè ðÿäà
∑∞

k=1 ak ñëåäóåò ðàñõîäèìîñòü ðÿäà
∑∞

k=1 bk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â òåîðåìå 1.108, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íåðàâåí-
ñòâî èç (1.208) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ k ⩾ 0 (ñ÷èòàåì a0 = b0 = 1). Ïî÷ëåííî
ïåðåìíîæàÿ íåðàâåíñòâà

ai+1

ai
⩽

bi+1

bi
, i = 0, 1, . . . , k − 1,

ïîëó÷èì ak ⩽ bk, k ⩾ 1. Óòâåðæäåíèå ëåììû âûòåêàåò èç òåîðåìû 1.108. □

Ïðèçíàêè ñðàâíåíèÿ ñ êîíêðåòíûìè ðÿäàìè

Âûáèðàÿ â ëåììå 1.36 â êà÷åñòâå îäíîãî èç ðÿäîâ êîíêðåòíûé, ñõîäè-
ìîñòü èëè ðàñõîäèìîñòü êîòîðîãî óæå óñòàíîâëåíà, ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëè÷-
íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ. Èëëþñòðàöèåé ñëóæèò ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå, â êîòîðîì ðÿä ñðàâíèâàåòñÿ ñ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé.

Ñëåäñòâèå 1.2 (ïðèçíàê Êîøè ñ êîðíåì). Åñëè

lim
k→∞

k
√
ak = C, (1.209)

òî
1) ïðè C < 1 ðÿä (1.205) ñõîäèòñÿ;
2) ïðè C > 1 ðÿä (1.205) ðàñõîäèòñÿ;
3) ïðè C = 1 ïðèçíàê íå ðàáîòàåò.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Âîçüìåì ε > 0 òàê, ÷òîáû q = C + ε < 1. Òîãäà ïî
òåîðåìå 1.13 k

√
ak < C + ε = q èëè ak ⩽ qk äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò òåïåðü èç óïðàæíåíèÿ 1.42.
2) Ïî òåîðåìå 1.13 äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ki} ⊂ N ñïðàâåä-

ëèâî ðàâåíñòâî lim
i→∞

ki
√
aki = C è aki ⩾ 1, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, è íå

âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà (ñì. óïðàæíåíèå 1.43).
3) Äëÿ ðàñõîäÿùåãîñÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà (1.199) è äëÿ ñõîäÿùåãîñÿ

ðÿäà
∞∑

k=1

1

k(k + 1)

áóäåò C = 1. □

Òåîðåìà 1.110 (ïðèçíàê Êóììåðà). Ïóñòü ck > 0 è

Kk = ck
ak
ak+1

− ck+1.

Òîãäà
1) åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà,

Kk ⩾ δ, òî ðÿä (1.205) ñõîäèòñÿ;
2) åñëè ðÿä

∑∞
k=1 1/ck ðàñõîäèòñÿ è, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà,

Kk ⩽ 0, òî ðÿä (1.205) ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Òàê êàê Kk ⩾ δ (k ⩾ k0), òî

ak+1 ⩽
1

δ
(akck − ak+1ck+1) .

Ñëîæèì ýòè íåðàâåíñòâà:

n∑

k=k0+1

ak ⩽
1

δ

n−1∑

k=k0

(akck − ak+1ck+1) =
1

δ
(ak0ck0 − ancn) ⩽

ak0ck0
δ

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòíûå ñóììû ðÿäà (1.205) îãðàíè÷åíû.
2) Â ýòîì ñëó÷àå

ak+1

ak
⩾

1/ck+1

1/ck
(k ⩾ k0)

è óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ëåììû 1.36. □

Ñëåäñòâèå 1.3 (ïðèçíàê Äàëàìáåðà). Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïðåäåë

D = lim
k→∞

Dk, Dk =
ak+1

ak
.

Òîãäà
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1) ïðè D < 1 ðÿä (1.205) ñõîäèòñÿ;
2) ïðè D > 1 ðÿä (1.205) ðàñõîäèòñÿ;
3) ïðè D = 1 ïðèçíàê íå ðàáîòàåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðèçíàêå Êóììåðà íàäî âçÿòü ck = 1, òîãäà

Kk =
1

Dk
− 1

è âñå âûòåêàåò èç òåîðåìû 1.110. □

Ñëåäñòâèå 1.4 (ïðèçíàê Ðààáå). Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïðåäåë

R = lim
k→∞

Rk, Rk = k

(
ak
ak+1

− 1

)
.

Òîãäà
1) ïðè R > 1 ðÿä (1.205) ñõîäèòñÿ;
2) ïðè R < 1 ðÿä (1.205) ðàñõîäèòñÿ;
3) ïðè R = 1 ïðèçíàê íå ðàáîòàåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðèçíàêå Êóììåðà íàäî âçÿòü ck = k, òîãäà

Kk = k
ak
ak+1

− (k + 1) = k

(
ak
ak+1

− 1

)
− 1 = Rk − 1

è îïÿòü âñå âûòåêàåò èç òåîðåìû 1.110. □

Ñëåäñòâèå 1.5 (ïðèçíàê Áåðòðàíà). Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïðåäåë

B = lim
k→∞

Bk, Bk = ln k

[
k

(
ak
ak+1

− 1

)
− 1

]
.

Òîãäà
1) ïðè B > 1 ðÿä (1.205) ñõîäèòñÿ;
2) ïðè B < 1 ðÿä (1.205) ðàñõîäèòñÿ;
3) ïðè B = 1 ïðèçíàê íå ðàáîòàåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðèçíàêå Êóììåðà íàäî âçÿòü ck = k ln k, òîãäà

2n∑

k=2

1

k ln k
=

n−1∑

i=0

2i+1∑

k=2i+1

1

k ln k
⩾

n−1∑

i=0

1

2(i+ 1)
→ ∞.

Êðîìå òîãî,

Kk = k ln k
ak
ak+1

− (k + 1) ln(k + 1) = Bn − ln

(
1 +

1

k

)k+1

è îïÿòü âñå âûòåêàåò èç òåîðåìû 1.110. □
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Ïðèçíàê Ãàóññà

Ïðèçíàêè Äàëàìáåðà, Ðààáå è Áåðòðàíà áûëè ïîëó÷åíû êàê ÷àñòíûå
ñëó÷àè ïðèçíàêà Êóììåðà. Îáúåäèíèì ýòè ïðèçíàêè, íî óæå â äðóãîé ôîðìå,
êîòîðàÿ èñïîëüçóåò àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îòíîøåíèÿ ak/ak+1.

Òåîðåìà 1.111 (ïðèçíàê Ãàóññà). Ïóñòü

ak
ak+1

= λ+
µ

k
+
θk

k2
,

ãäå λ,µ ∈ R è θk � îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Òîãäà ðÿä (1.205)
1) ñõîäèòñÿ â ñëó÷àÿõ λ > 1 èëè λ = 1, µ > 1;
2) ðàñõîäèòñÿ â ñëó÷àÿõ λ < 1 èëè λ = 1, µ ⩽ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àè λ > 1 è λ < 1 ñâîäÿòñÿ ê ïðèçíàêó Äàëàìáå-
ðà, òàê êàê

D = lim
k→∞

Dk =
1

λ
.

Ïóñòü òåïåðü λ = 1, òîãäà ñëó÷àè µ > 1 è µ < 1 ñâîäÿòñÿ ê ïðèçíàêó
Ðààáå, òàê êàê

Rk = k

(
ak
ak+1

− 1

)
= µ+

θk

k
.

Íàêîíåö, åñëè µ = 1, òî

Bk = (Rk − 1) ln k =
ln k

k
θk

è ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèçíàê Áåðòðàíà, â êîòîðîì B = 0. □

Ðÿäû ñ ìîíîòîííûìè ñëàãàåìûìè

Çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ ðÿäû ñ ìîíîòîííûìè ñëàãàåìûìè è äëÿ íèõ ïðè-
âîäÿòñÿ äâà ñïåöèàëüíûõ ïðèçíàêà.

Òåîðåìà 1.112 (Êîøè). Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ak óáûâàåò, òî
ðÿäû

∞∑

k=1

ak è
∞∑

i=0

2ia2i

ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ðàçáèåíèè íà äâîè÷íûå áëîêè. Äëÿ çàäàí-
íîãî n ∈ N íàéäåì òàêîå m ∈ N, ÷òîáû 2m < n ⩽ 2m+1. Òîãäà

n∑

k=1

ak ⩽
2m+1∑

k=1

ak = a1 +
m∑

i=0

2i+1∑

k=2i+1

ak ⩽ a1 +
m∑

i=0

2ia2i
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è

n∑

k=1

ak ⩾ a1 +
2m∑

k=2

ak ⩾ a1 +
m−1∑

i=0

2i+1∑

k=2i+1

ak ⩾ a1 +
m−1∑

i=0

2ia2i+1 ⩾
1

2

m−1∑

i=0

2ia2i.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ëåììû 1.35. □
Ïðîñëåäèòå ñàìîñòîÿòåëüíî, êàê òåîðåìà 1.112 ïðèìåíÿåòñÿ ê îáîáùåí-

íîìó ãàðìîíè÷åñêîìó ðÿäó
∞∑

k=1

1

kα
.

Íàïîìíèì òàêæå ïðèçíàê ñõîäèìîñòè, ñâÿçàííûé ñ íåñîáñòâåííûìè èí-
òåãðàëàìè (ñì. òåîðåìó 1.87).

Òåîðåìà 1.113 (èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê Êîøè). Ïóñòü f � ïîëî-
æèòåëüíàÿ è óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ íà [1,∞). Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâ-
íîñèëüíû:

1) ðÿä
∑∞

k=1 f(k) ñõîäèòñÿ;
2) íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

r∞
1 f(x) dx ñõîäèòñÿ.

1.9.3. Ïðèçíàêè óñëîâíîé ñõîäèìîñòè

Äëÿ ïðîâåðêè óñëîâíîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ (ñì. îïðåäåëåíèå 1.119) èñ-
ñëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ îäíèõ àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ñëàãàåìûõ ðÿäà óæå íåäî-
ñòàòî÷íî. Íóæíî ó÷èòûâàòü ðàñïðåäåëåíèå çíàêîâ ó ñëàãàåìûõ. Ðàññìîòðèì
ñõîäèìîñòü ðÿäîâ âèäà

∞∑

k=1

akbk, (1.210)

ãäå {ak} ⊂ R, {bk} ⊂ R. Ìíîæèòåëè bk áóäóò èãðàòü ðîëü çíàêîâ.

Ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ

Ñíà÷àëà ïðèâåäåì îäèí âàæíûé òåõíè÷åñêèé ïðèåì, êîòîðûé ÷àñòî
âñòðå÷àåòñÿ ïðè îöåíêå îñöèëëèðóþùèõ ñóìì è ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì àíà-
ëîãîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå.

Ïóñòü Bk =
∑k

i=1 bi, òîãäà ïðè n > m ⩾ 1 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

n∑

k=m+1

akbk =
n∑

k=m+1

ak (Bk −Bk−1) =
n∑

k=m+1

akBk −
n−1∑

k=m

ak+1Bk =
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= anBn − am+1Bm +
n−1∑

k=m+1

(ak − ak+1)Bk.

Èòàê, ïîëó÷åíî òîæäåñòâî

n∑

k=m+1

akbk = anBn − am+1Bm +
n−1∑

k=m+1

(ak − ak+1)Bk, (1.211)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Àáåëÿ.
Â íåì Bn =

∑n
k=1 bk, íî âìåñòî òàêèõ ñóìì ìîæíî ðàññìîòðåòü ëþáûå

Bn, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì Bk−Bk−1 = bk. Â ÷àñòíîñòè, â (1.211) ìîæíî
âçÿòü ôèêñèðîâàííîå 0 ⩽ l ⩽ m− 1 è

Bk =
k∑

i=l+1

bi. (1.212)

Ïðèçíàêè Äèðèõëå è Àáåëÿ

Èñïîëüçîâàíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Àáåëÿ ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé ÷àñòüþ äîêàçà-
òåëüñòâà ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 1.114 (ïðèçíàê Äèðèõëå). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ak}
è {bk} óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) ak ìîíîòîííî óáûâàåò ê íóëþ;

2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
∑k

i=1 bi îãðàíè÷åíà.
Òîãäà ðÿä (1.210) ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

Bk =
k∑

i=1

bi.

Òîãäà ïî óñëîâèþ 2) äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà M > 0 äëÿ âñåõ k ∈ N âûïîëíåíû
íåðàâåíñòâà |Bk| ⩽ M . Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ (1.211),
ïîëó÷èì

∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1

akxk

∣∣∣∣∣ ⩽ an |Bn|+ am+1 |Bm|+
n−1∑

k=m+1

(ak − ak+1) |Bk| ⩽ 2Mam+1.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò òåïåðü èç êðèòåðèÿ Êîøè ñõîäèìîñòè ðÿäà
(óïðàæíåíèå 1.43). □
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Äîêàçàòåëüñòâî ïîêàçûâàåò òàêæå, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû Äèðèõëå
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè äëÿ îñòàòêîâ ðÿäà (1.210):

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

akbk

∣∣∣∣∣ ⩽ 2Man+1, (1.213)

ãäå M � ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ |∑n
k=1 bk| ⩽ M .

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, áëèçêîå ê òåîðåìå 1.114, íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ
îò íåå óñëîâèÿìè.

Òåîðåìà 1.115 (ïðèçíàê Àáåëÿ). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ak}
è {bk} óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) {ak} ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà;
2) ðÿä

∑∞
k=1 bk ñõîäèòñÿ.

Òîãäà ðÿä (1.210) ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê ïðèìåíåíèþ ïðèçíàêà Äèðèõëå. Çàïèøåì
∞∑

k=1

akbk =
∞∑

k=1

(ak − a) bk + a

∞∑

k=1

bk,

ãäå a = lim
k→∞

ak. Ê ïåðâîìó ðÿäó ñïðàâà ïðèìåíèìà òåîðåìà 1.114, à âòîðîé

ñõîäèòñÿ ïî óñëîâèþ. □
Â ñëåäóþùåì ÷àñòíîì ñëó÷àå òåîðåìû 1.114 ðàññìàòðèâàþòñÿ òàê íàçû-

âàåìûå çíàêî÷åðåäóþùèåñÿ ðÿäû.

Ñëåäñòâèå 1.6 (ïðèçíàê Ëåéáíèöà). Åñëè ak ↓ 0, òî ðÿä

∞∑

k=1

(−1)kak

ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäî èñïîëüçîâàòü ïðèçíàê Äèðèõëå ñ bk = (−1)k. □
Ïðèìåðîì ïðèìåíåíèÿ ïðèçíàêà Ëåéáíèöà ìîæåò ñëóæèòü ðÿä (1.204).
Äëÿ óïðàæíåíèÿ 1.44 íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå òîæäåñòâà

(äîêàæèòå èõ ñàìîñòîÿòåëüíî):

Dn(x) =
1

2
+

n∑

k=1

cos kx =

sin

(
n+

1

2

)
x

2 sin
x

2

, (1.214)

D̃n(x) =
n∑

k=1

sin kx =

cos
x

2
− cos

(
n+

1

2

)
x

2 sin
x

2

. (1.215)
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Ôóíêöèè Dn è D̃n íàçûâàþòñÿ n-ì ÿäðîì Äèðèõëå è n-ì ñîïðÿæåííûì
ÿäðîì Äèðèõëå ñîîòâåòñòâåííî. Îíè áóäóò èãðàòü âàæíóþ ðîëü ïðè èçó-
÷åíèè ðÿäîâ Ôóðüå.

Óïðàæíåíèå 1.44. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) åñëè ak ↓ 0 , òî ðÿä

∑∞
k=1 ak cos kx ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì x ̸= πm,m ∈ N;

2) åñëè bk ↓ 0 , òî ðÿä
∑∞

k=1 bk sin kx ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì x ∈ R;
3) îöåíêà îñòàòêà (1.213) â ïðèçíàêå Äèðèõëå â ñëó÷àå bk = (−1)k ìîæåò

áûòü óñèëåíà òàê: ∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

(−1)kak

∣∣∣∣∣ ⩽ an+1. (1.216)

1.9.4. Àññîöèàòèâíîñòü è êîììóòàòèâíîñòü

Èçó÷èì òåïåðü âîïðîñ î òîì, â êàêîé ñòåïåíè äëÿ áåñêîíå÷íûõ ñóìì (ðÿ-
äîâ) ñîõðàíÿþò ñèëó ïðèâû÷íûå ñâîéñòâà êîììóòàòèâíîñòè è àññîöèàòèâíî-
ñòè, ñïðàâåäëèâûå äëÿ ñóìì êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ.

Ðàññìîòðèì ÷èñëîâûå ðÿäû

∞∑

k=1

ak, ak ∈ R. (1.217)

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ òåðìèíîëîãèþ. Ëþáàÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ki} ⊂ N, k0 = 0, ïîðîæäàåò ðÿä ñî ñêîáêàìè

∞∑

i=0

ki+1∑

k=ki+1

ak. (1.218)

Åñëè σ : N→ N � áèåêöèÿ, òî ðÿä

∞∑

k=1

aσ(k) (1.219)

íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé ðÿäà (1.217).

Àññîöèàòèâíîñòü

Åñëè ðÿä (1.217) ñõîäèòñÿ, òî ëþáîé åãî ðÿä ñî ñêîáêàìè (1.218) ñõîäèòñÿ,
ïðè÷åì ê òîé æå ñóììå. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðè

sn =
n∑

k=1

ak, s∗j =
j∑

i=0

ki+1∑

k=ki+1

ak,
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áóäåò s∗j = skj+1
, ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà ñî ñêîáêàìè

ÿâëÿåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ÷àñòíûõ ñóìì ðÿäà.
Ïðèìåð ðÿäà

∑∞
k=1(1−1) ïîêàçûâàåò, ÷òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî.

Îäíàêî åñëè âñå ñëàãàåìûå â êàæäîé ñêîáêå èìåþò îäèí è òîò æå çíàê
(âîçìîæíî, çàâèñÿùèé îò ñêîáêè), òî èç ñõîäèìîñòè ðÿäà ñî ñêîáêàìè ñëåäóåò
ñõîäèìîñòü ðÿäà (1.217). Ýòî âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâ

min
{
s∗j , s

∗
j+1

}
⩽ sn ⩽ max

{
s∗j , s

∗
j+1

}
ïðè kj < n ⩽ kj+1, j = 0, 1, . . . .

Êîììóòàòèâíîñòü

Òåîðåìà 1.116. Åñëè ÷èñëîâîé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî ñõîäèòñÿ
ëþáàÿ åãî ïåðåñòàíîâêà, ïðè÷åì ê òîé æå ñóììå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ak ⩾ 0. Ðàññìîòðèì ïðî-
èçâîëüíóþ ïåðåñòàíîâêó (1.219) ðÿäà (1.217) è ïîëîæèì

mn = max {σ(1), . . . ,σ(n)} ,

òîãäà
n∑

k=1

aσ(k) ⩽
mn∑

k=1

ak ⩽ A.

Ñëåäîâàòåëüíî, Aσ ⩽ A, ãäå A � ñóììà ðÿäà (1.217), à Aσ � ñóììà ïåðåñòà-
íîâêè (1.219).

Òàê êàê èñõîäíûé ðÿä (1.217) ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé ðÿäà (1.219), òî
ñïðàâåäëèâî òàêæå è íåðàâåíñòâî A ⩽ Aσ. Ïîýòîìó A = Aσ.

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ a ∈ R ïîëîæèì

a+ =





a, åñëè a ⩾ 0,

0, åñëè a ⩽ 0,
è a− =





0, åñëè a ⩾ 0,

−a, åñëè a ⩽ 0.
(1.220)

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

a = a+ − a−, |a| = a+ + a−

è ðÿä (1.217) ðàñïàäàåòñÿ â ðàçíîñòü ðÿäîâ

∞∑

k=1

ak =
∞∑

k=1

a+k −
∞∑

k=1

a−k ,

ê êàæäîìó èç êîòîðûõ ïðèìåíèì ðàññìîòðåííûé ñëó÷àé. □
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Óïðàæíåíèå 1.45. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) ðÿä (1.217) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäÿòñÿ

îáà ðÿäà
∑∞

k=1 a
±
k ;

2) åñëè ðÿä (1.217) ñõîäèòñÿ óñëîâíî, òî îáà ðÿäà
∑∞

k=1 a
±
k ðàñõîäÿòñÿ.

Òåîðåìà 1.117 (Ðèìàíà). Åñëè ðÿä (1.217) ñõîäèòñÿ óñëîâíî, òî äëÿ
ëþáûõ −∞ ⩽ a ⩽ b ⩽ +∞ ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà (1.219), äëÿ êîòîðîé

lim
n→∞

sσn = a, lim
n→∞

sσn = b, ãäå sσn =
n∑

k=1

aσ(k).

Çäåñü sσn � n-ÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ïåðåñòàâëåííîãî ðÿäà (1.219).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó óïðàæíåíèÿ 1.45 îáà ðÿäà

∞∑

k=1

a±k

ðàñõîäÿòñÿ. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà a è b êîíå÷íû è b ⩾ 0.
Ïîëîæèì l0 = r0 = 0 è íàéäåì íîìåðà l1 > l0 è r1 > r0 òàê, ÷òîáû

âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

b <

l1∑

k=l0+1

a+k ⩽ b+ a+l1 ,

a− a−r1 ⩽
l1∑

k=l0+1

a+k −
r1∑

k=r0+1

a−k < a.

Ýòî âîçìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê ðÿäû
∑∞

k=1 a
±
k ðàñõîäÿòñÿ. Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ

ïî èíäóêöèè, ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíäåêñîâ li ↑ ∞ è ri ↑ ∞ òàê,
÷òîáû ïðè i = 1, 2, . . .

b <
i−1∑

j=0




lj+1∑

k=lj+1

a+k −
rj+1∑

k=rj+1

a−k


+

li+1∑

k=li+1

a+k ⩽ b+ a+li+1
,

a− a−ri+1
⩽

i∑

j=0




lj+1∑

k=lj+1

a+k −
rj+1∑

k=rj+1

a−k


 < a.

Òîãäà ÿñíî, ÷òî äëÿ ðÿäà

∞∑

j=0




lj+1∑

k=lj+1

a+k −
rj+1∑

k=rj+1

a−k


 (1.221)
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íèæíèé è âåðõíèé ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðàâíû a è
b ñîîòâåòñòâåííî. Ýòî æå âåðíî è äëÿ ðÿäà (1.221) ñ âû÷åðêíóòûìè íóëÿìè è
ðàñêðûòûìè ñêîáêàìè, òàê êàê åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû ìîíîòîííî èçìåíÿþòñÿ
ìåæäó ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè ðÿäà (1.221).

Åñëè b ⩽ 0, òî ðàññóæäåíèå òàêîå æå, òîëüêî ñíà÷àëà íà÷íåì íàáèðàòü
îòðèöàòåëüíûå ñëàãàåìûå.

Ðåêîìåíäóåì ñàìîñòîÿòåëüíî ïðîâåñòè äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
îäíî èç a è b (èëè îáà) áåñêîíå÷íû. □

Ñëåäñòâèå 1.7. Åñëè ÷èñëîâîé ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî, òî äëÿ ëþáîãî
a ∈ R ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà ýòîãî ðÿäà, ñõîäÿùàÿñÿ ê a.

Óìíîæåíèå ðÿäîâ

Åñëè çàäàíû äâà ðÿäà
∑∞

i=1 ai è
∑∞

j=1 bj, òî ìîæíî ñîñòàâèòü èõ ôîð-
ìàëüíîå ïðîèçâåäåíèå

∞∑

i,j=1

aibj. (1.222)

Äëÿ ïðèäàíèÿ ñìûñëà òàêîìó îáîçíà÷åíèþ íàäî óêàçàòü, êàê îáðàçóþòñÿ
÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà (1.222).

Ñëàãàåìûå â ýòîì ðÿäå ìîæíî ðàñïîëàãàòü ðàçëè÷íûì ñïîñîáîì. Ïðè-
ìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ðÿä

∞∑

n=1

n∑

k=1

akbn−k+1 (1.223)

ñ ïðîèçâîëüíûì óïîðÿäî÷èâàíèåì âî âíóòðåííåé ñóììå. Òîãäà ÷àñòè÷íàÿ
ñóììà ýòîãî ðÿäà ñ íîìåðîì n(n + 1)/2 ÿâëÿåòñÿ ñóììîé âñåõ ïðîèçâåäåíèé
aibj, äëÿ êîòîðûõ i+ j ⩽ n.

Äðóãîé ÷àñòî âñòðå÷àþùèéñÿ ñïîñîá óïîðÿäî÷èâàíèÿ (êâàäðàòíûé) äàåò
÷àñòíûå ñóììû ñ íîìåðàìè n2 âèäà

n∑

i=1

ai

n∑

j=1

bj. (1.224)

Îäíàêî ïîðÿäîê ñëàãàåìûõ ìîæåò îêàçàòü âëèÿíèå êàê íà åãî ñõîäè-
ìîñòü, òàê è íà âåëè÷èíó ñóììû ðÿäà. Ýòî âûòåêàåò èç òåîðåìû 1.117.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ
ïîðÿäîê ñëàãàåìûõ â ðÿäå (1.222) áåçðàçëè÷åí.

Òåîðåìà 1.118 (Êîøè îá óìíîæåíèè ðÿäîâ). Åñëè ðÿäû

∞∑

k=1

ak è
∞∑

k=1

bk
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ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî, òî èõ ïðîèçâåäåíèå (1.222) òàêæå ñõîäèòñÿ àáñîëþò-
íî è åãî ñóììà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ñóìì ýòèõ ðÿäîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
∞∑

i=1

ai = A,
∞∑

i=1

|ai| = A′,
∞∑

j=1

bj = B,
∞∑

j=1

|bj| = B′. (1.225)

Ðàññìîòðèì ðÿä èç ïðîèçâåäåíèé

∞∑

k=1

ai(k)bj(k), (1.226)

ðàñïîëîæåííûõ â ïðîèçâîëüíî çàäàííîì ïîðÿäêå, è äîêàæåì åãî àáñîëþòíóþ
ñõîäèìîñòü. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ÷àñòè÷íûå ñóììû

Hn =
n∑

k=1

∣∣ai(k)bj(k)
∣∣

è îáîçíà÷èì
pn = max

1⩽k⩽n
i(k), qn = max

1⩽k⩽n
j(k).

Òîãäà ÿñíî, ÷òî

Hn ⩽
pn∑

i=1

qn∑

j=1

∣∣ai(k)bj(k)
∣∣ =

pn∑

i=1

∣∣ai(k)
∣∣

qn∑

j=1

∣∣bj(k)
∣∣ ⩽ A′B′

è ðÿä (1.226) èç ïðîèçâåäåíèé ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Ïî òåîðåìå 1.116 åãî ñóììà
íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà ñëåäîâàíèÿ ñëàãàåìûõ.

Ïðè ¾êâàäðàòíîì¿ ïîðÿäêå åãî ñëàãàåìûõ (1.224) ÷àñòè÷íûå ñóììû ñ
íîìåðàìè n2 ðàâíû

n∑

i=1

n∑

j=1

aibj =
n∑

i=1

ai

n∑

j=1

bj → AB, n → ∞.

Ïîýòîìó â òàêîì (à çíà÷èò, è â ëþáîì) ïîðÿäêå ðÿä èç ïðîèçâåäåíèé (1.226)
ñõîäèòñÿ ê ïðîèçâåäåíèþ ñóìì. □

Áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ

Ïîäîáíî òåîðèè ðÿäîâ (áåñêîíå÷íûõ ñóìì) ìîæíî ðàçâèòü è ñîîòâåòñòâó-
þùóþ òåîðèþ áåñêîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèé

∞∏

k=1

pk, pk > 0. (1.227)
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Ãîâîðÿò, ÷òî áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå (1.227) ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó P , åñëè
ñóùåñòâóåò îòëè÷íûé îò íóëÿ ïðåäåë

lim
n→∞

Pn = P ̸= 0, ãäå Pn =
n∏

k=1

pk, (1.228)

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åãî ÷àñòè÷íûõ ïðîèçâåäåíèé {Pn}. Åñëè æå òàêîé ïðåäåë
íå ñóùåñòâóåò èëè ðàâåí íóëþ, òî ãîâîðÿò, ÷òî (1.227) ðàñõîäèòñÿ.

Â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ýòà òåîðèÿ ìîæåò áûòü âûâåäåíà èç òåîðèè ðÿ-
äîâ. Îãðàíè÷èìñÿ íåñêîëüêèìè óòâåðæäåíèÿìè, êîòîðûå ïðåäëàãàåòñÿ äîêà-
çàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

Óïðàæíåíèå 1.46. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) äëÿ ñõîäèìîñòè áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1.227) íåîáõîäèìî è äî-

ñòàòî÷íî, ÷òîáû ñõîäèëñÿ ðÿä

∞∑

k=1

ln pk;

2) åñëè pk = 1 + ak è ak > 0 (èëè ak < 0) äëÿ âñåõ k ∈ N, òî ñõîäèìîñòü
ïðîèçâåäåíèÿ (1.227) ðàâíîñèëüíà ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑

k=1

ak; (1.229)

3) äëÿ ðàñõîäèìîñòè ïðîèçâåäåíèÿ (1.227) ê íóëþ íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû ðÿä (1.229) ðàñõîäèëñÿ ê −∞.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ áåñêîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèé. Ïóñòü
{pk} � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, ò. å.

p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, . . . .

Äëÿ x > 1 è N ∈ N çàïèøåì ïî ôîðìóëå ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè
(
1− 1

pxk

)−1

=
∞∑

m=1

1

pmx
k

, k = 1, 2, . . . , N,

è ïåðåìíîæèì ýòè ðàâåíñòâà:

N∏

k=1

(
1− 1

pxk

)−1

= (∗)
∞∑

n=1

1

nx
=

N∑

n=1

1

nx
+ (∗)

∞∑

n=N+1

1

nx
. (1.230)

Çäåñü áûëà èñïîëüçîâàíà òåîðåìà 1.118 îá óìíîæåíèè ðÿäîâ. Êðîìå òîãî,
çíàê ¾(∗)¿ ïåðåä ñóììîé îçíà÷àåò, ÷òî ñóììèðîâàíèå â íåé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
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íà òå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, êîòîðûå â ñâîåì ðàçëîæåíèè íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè
ñîäåðæàò òîëüêî p1, p2, . . . , pN . Îòñþäà âûòåêàþò íåðàâåíñòâà

0 <
N∏

k=1

(
1− 1

pxk

)−1

−
N∑

n=1

1

nx
<

∞∑

n=N+1

1

nx
→ 0 ïðè N → ∞,

òàê êàê ðÿä
∞∑
n=1

1

nx
ñõîäèòñÿ ïðè x > 1.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ðàâåíñòâî

ζ(x) :=
∞∑

n=1

1

nx
=

∞∏

k=1

(
1− 1

pxk

)−1

, x > 1.

Ôóíêöèÿ x 7→ ζ(x), x > 1, íàçûâàåòñÿ äçåòà-ôóíêöèåé Ðèìàíà. Îíà èã-
ðàåò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè ÷èñåë.

Èç ðàâåíñòâà (1.230) ïðè x = 1 ïîëó÷èì

N∏

k=1

(
1− 1

pk

)−1

>

N∑

n=1

1

n
→ ∞ ïðè N → ∞,

ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå
∞∏

k=1

(
1− 1

pk

)−1

ðàñõîäèòñÿ. Îòñþäà è èç óïðàæíåíèÿ 1.46 âûòåêàåò ðàñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑

k=1

1

pk

èç âåëè÷èí, îáðàòíûõ ïðîñòûì ÷èñëàì. Ýòî óòâåðæäåíèå ñóùåñòâåííî ñèëü-
íåå ðàñõîäèìîñòè ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà.
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1.10. Ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû

1.10.1. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü

Ïóñòü D ⊂ R è fn : D → R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé íà D.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåäåë ñóùåñòâóåò íà D, ò. å.

∀x ∈ D ∀ ε > 0 ∃Nε,x ∀n ⩾ Nε,x |fn(x)− f(x)| < ε. (1.231)

Ýòî óñëîâèå íàçûâàþò îáû÷íî ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòüþ (íà D) ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ôóíêöèé fn.

Â ýòîé ãëàâå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñëåäóþùèé âîïðîñ. Â êàêîé ìåðå
ñâîéñòâà ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn} (íåïðåðûâíîñòü, äèôôåðåíöè-
ðóåìîñòü è ò. ä.) áóäóò íàñëåäîâàòüñÿ åå ïðåäåëîì f?

Â èíäåêñàõ ó Nε,x îòðàæàåòñÿ çàâèñèìîñòü ýòîãî íîìåðà êàê îò ε > 0,
òàê è îò x ∈ D. Ñêîíöåíòðèðóåì ñåé÷àñ âíèìàíèå íà çàâèñèìîñòè Nε,x îò
x ∈ D, òàê êàê åå îáñóæäåíèå ñêîðî ñòàíåò ïðèíöèïèàëüíûì.

Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ìîæåò îêà-
çàòüñÿ íåäèôôåðåíöèðóåìîé è äàæå ðàçðûâíîé ôóíêöèåé. Ýòî ïîêàçûâàåò
óæå òàêîé ïðîñòîé ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé, êàê

fn(x) = (1− x2)n, x ∈ [−1, 1].

Êàæäàÿ èç ôóíêöèé ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååò ïðîèçâîäíûå ëþáîãî
ïîðÿäêà íà [−1, 1]. Îäíàêî ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ

lim
n→∞

fn(x) =





0, 0 < |x| ⩽ 1,

1, x = 0,

ðàçðûâíà â òî÷êå 0.
Ïîýòîìó íåîáõîäèìî íàëàãàòü êàêèå-òî äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, îáåñ-

ïå÷èâàþùèå ñîõðàíåíèå òåõ èëè èíûõ ñâîéñòâ ýëåìåíòîâ ôóíêöèîíàëüíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

Ðàññìîòðèì íîâîå ïîíÿòèå, èãðàþùåå âàæíóþ ðîëü â ðàçëè÷íûõ çàäà-
÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, â ÷àñòíîñòè ïðè èçó÷åíèè âîïðîñà î òîì, êîãäà
ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé íàñëåäóåò òàêèå ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà
ôóíêöèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êàê íåïðåðûâíîñòü, äèôôåðåíöèðóåìîñòü, èí-
òåãðèðóåìîñòü.
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Îïðåäåëåíèå 1.120. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {fn} íàçûâàåòñÿ
ñõîäÿùåéñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå D ê ôóíêöèè f , åñëè

∀ ε > 0 ∃Nε ∀n ⩾ Nε ∀x ∈ D |fn(x)− f(x)| < ε. (1.232)

Ðÿä íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå D, åñëè
ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì.

Çàìåíà (1.231) íà (1.232) îçíà÷àåò óñòðàíåíèå çàâèñèìîñòè Nε,x îò x ∈ D.
Â êàêîé-òî ñòåïåíè ýòî íàïîìèíàåò ïåðåõîä îò íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â
êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà ê åå ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè íà ýòîì ìíîæå-
ñòâå.

Òåîðåìà 1.119 (êðèòåðèé Êîøè). Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn : D → R ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà

ìíîæåñòâå D ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f ;
2) ∀ ε > 0 ∃Nε ∀n,m ⩾ Nε ∀x ∈ D |fn(x)− fm(x)| < ε.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåñòè ñàìîñòîÿòåëüíî.
Óñëîâèå 2) â ýòîé òåîðåìå íîñèò íàçâàíèå ¾ðàâíîìåðíîå óñëîâèå Êîøè¿

íà ìíîæåñòâå D.

Óïðàæíåíèå 1.47. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn : D → R ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f ðàâíîìåðíî íà

ìíîæåñòâå D;
2) lim

n→∞
supx∈D |fn(x)− f(x)| = 0;

3) ∀ ε > 0 ∃Nε ∀n,m ⩾ Nε supx∈D |fn(x)− fm(x)| < ε.

Ïåðåñòàíîâêà ïðåäåëîâ

Ïîêàæåì ñíà÷àëà ðîëü ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè â âîïðîñå î ïåðåñòàíîâêå
äâóõ ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ.

Òåîðåìà 1.120 (î ïåðåñòàíîâêå ïðåäåëîâ). Ïóñòü a ∈ D � ïðå-
äåëüíàÿ òî÷êà äëÿ D è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn : D → R óäîâëåòâîðÿåò
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) fn ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f ðàâíîìåðíî â íåêîòîðîé ïðîêî-
ëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a;

2) äëÿ êàæäîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò lim
x→a

fn(x) = bn.

Òîãäà ñóùåñòâóåò lim
n→∞

bn = b è lim
x→a

f(x) = b.

Äðóãèìè ñëîâàìè, óòâåðæäåíèå òåîðåìû îçíà÷àåò, ÷òî

lim
x→a

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

lim
x→a

fn(x).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè fn â
îêðåñòíîñòè U ◦

a (ñì. óòâåðæäåíèå 2) òåîðåìû 1.119)

∀ ε > 0 ∃Nε ∀n,m ⩾ Nε ∀x ∈ U ◦
a |fn(x)− fm(x)| < ε

è ïåðåéäåì â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè x → a, ïîëó÷àÿ

∀ ε > 0 ∃Nε ∀n,m ⩾ Nε |bn − bm| ⩽ ε.
Îòñþäà ïî êðèòåðèþ Êîøè äëÿ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ñì. òåî-

ðåìó 1.9) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå lim
n→∞

bn = b. Çàôèêñèðóåì òåïåðü n òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû

|bn − b| < ε

3
, |fn(x)− f(x)| < ε

3
ïðè x ∈ U ◦

a ,

è ïðè òàêîì n âûáåðåì îêðåñòíîñòü Va òàê, ÷òî

|fn(x)− bn| <
ε

3
ïðè x ∈ V ◦

a .

Â èòîãå ïîëó÷èì, ÷òî

∀ ε > 0 ∃Va ∀x ∈ V ◦
a |f(x)− b| < ε,

à ýòî è îçíà÷àåò òðåáóåìîå. □

Ïðèçíàêè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ

Â ï. 1.10.2 áóäóò ðàññìîòðåíû âàæíåéøèå ïðèëîæåíèÿ òåîðåìû 1.120 ê
âîïðîñó î ôóíêöèîíàëüíûõ ñâîéñòâàõ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ñóììû
ðÿäà. Îñòàíîâèìñÿ íà äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà,
â êîòîðûõ D � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî.

Òåîðåìà 1.121 (ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà). Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
÷èñåë ak ⩾ 0 è ôóíêöèé fk : D → R óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

1) |fk(x)| ⩽ ak (x ∈ D, k ∈ N);
2) ðÿä

∑∞
k=1 ak ñõîäèòñÿ,

òî ðÿä
∑∞

k=1 fk(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà D.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç óïðàæíåíèé 1.43 è 1.47.
□

Îòìåòèì, ÷òî ak = supx∈D |fk(x)| � íàèìåíüøàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî ïåðâîå óñëîâèå ïðèçíàêà Âåéåðøòðàññà. Îòñþäà ñëå-
äóåò áîëåå ïðîñòàÿ ôîðìóëèðîâêà ïðèçíàêà Âåéåðøòðàññà: åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑

k=1

sup
x∈D

|fk(x)|,

òî ðÿä
∑∞

k=1 fk(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå D.

215



Òåîðåìà 1.122 (ïðèçíàê Äèðèõëå). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷è-
ñåë ak è ôóíêöèé fk : D → R óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) ak ↓ 0;

2) ∃M ∈ R ∀n ∈ N ∀x ∈ D

∣∣∣∣
n∑

k=1

fk(x)

∣∣∣∣ ⩽ M .

Òîãäà ðÿä
∑∞

k=1 akfk(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà D.

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç òåîðåìû 1.114 è óïðàæíåíèÿ 1.47. □
Àíàëîãè÷íî èç óïðàæíåíèÿ 1.47 è òåîðåìû 1.115 ïîëó÷èì ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.123 (ïðèçíàê Àáåëÿ). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ak ⊂ R
è fk : D → R óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) {ak} ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà, ak ⩾ 0;
2) ðÿä

∑∞
k=1 fk(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà D.

Òîãäà ðÿä
∑∞

k=1 akfk(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà D.

1.10.2. Ôóíêöèîíàëüíûå ñâîéñòâà ïðåäåëà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ñóììû ðÿäà

Íåïðåðûâíîñòü

Òåîðåìà 1.124. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn : D → R ñõî-
äèòñÿ ê ôóíêöèè f : D → R ðàâíîìåðíî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
a ∈ D è âñå ôóíêöèè fn íåïðåðûâíû â ýòîé òî÷êå, òî è f íåïðåðûâíà â
òî÷êå a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåä-
ñòâèåì òåîðåìû 1.120. □

Íèæå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå C(D) äëÿ êëàññà âñåõ ôóíêöèé, íåïðå-
ðûâíûõ íà ìíîæåñòâå D (ñì. îïðåäåëåíèå 1.53).

Ñëåäñòâèå 1.8. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ⊂ C(D) ñõîäèòñÿ ðàâ-
íîìåðíî íà D ê ôóíêöèè f : D → R, òî f ∈ C(D).

Ñëåäñòâèå 1.9. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fk} ⊂ C(D) è ðÿä

∞∑

k=1

fk(x) (1.233)

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà D, òî åãî ñóììà íåïðåðûâíà íà D.

Ýòî ïåðåâîä ñëåäñòâèÿ 1.8 íà ÿçûê ðÿäîâ.
Óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå ê ñëåäñòâèþ 1.8, íåâåðíî � ïðåäåë ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ìîæåò áûòü íåïðåðûâíûì, íî åå ñõîäè-
ìîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé
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fn(x) = nxn(1−x), x ∈ [0, 1]. ßñíî, ÷òî îíà ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå ê íóëþ.
Îäíàêî

sup
x∈[0,1]

|fn(x)| ⩾ fn

(
1− 1

n

)
=

(
1− 1

n

)n

→ 1

e
.

Òåì íå ìåíåå îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî, íî ïðè äîïîëíèòåëüíîì
òðåáîâàíèè ðåãóëÿðíîñòè ïîâåäåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Òåîðåìà 1.125 (Äèíè). Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) f, fn ∈ C([a, b]) ïðè âñåõ n ∈ N;
2) fn(x) âîçðàñòàåò ê f(x) ïðè ëþáîì x ∈ [a, b].
Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ñõîäèòñÿ ê f ðàâíîìåðíî íà [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäàäèì ε > 0. Òîãäà

∀x ∈ [a, b] ∃nε,x f(x)− fnε,x
(x) < ε.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ðàçíîñòè f − fnε,x

∀x ∈ [a, b] ∃Ux ∀ t ∈ Ux f(t)− fnε,x
(t) < ε.

Ïî ëåììå 1.8 èç îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ {Ux}x∈[a,b] îòðåçêà [a, b] ìîæíî âûäåëèòü
êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå Ux1

, . . . , Uxm
. Ïîëîæèì

Nε = max {nε,x1
, . . . , nε,xm

} .
Òîãäà ïðè n ⩾ Nε è x ∈ [a, b]

f(x)− fn(x) ⩽ f(x)− fNε
(x) ⩽ f(x)− fnε,xi

(x) < ε

(èíäåêñ i îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì x ∈ Uxi
) è {fn} ñõîäèòñÿ ê f ðàâíîìåðíî íà

[a, b]. □

Ñëåäñòâèå 1.10. Åñëè ðÿä (1.233), ãäå fk ∈ C[a, b], fk(x) ⩾ 0, ñõîäèòñÿ
íà [a, b] ê ôóíêöèè f ∈ C[a, b], òî îí ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [a, b].

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.125 âèäíî, ÷òî îíà ñîõðàíÿåò ñèëó, åñëè â
íåé îòðåçîê [a, b] çàìåíèòü íà ëþáîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî â R èëè äàæå
íà ëþáîå êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Èíòåãðèðîâàíèå

Íàïîìíèì, ÷òî R[a, b] îáîçíà÷àåò êëàññ ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ïî Ðè-
ìàíó íà [a, b] ⊂ R.

Òåîðåìà 1.126. Ïóñòü {fn} ⊂ R[a, b] è {fn} ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f
ðàâíîìåðíî íà [a, b]. Òîãäà f ∈ R[a, b] è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
n→∞

w b

a
fn(x) dx =

w b

a
f(x) dx.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ èíòåãðèðóåìîñòè (òåî-
ðåìà 1.68, ñì. òàêæå (1.111)).

Çàäàäèì ε > 0 è íàéäåì n ∈ N òàê, ÷òîáû

sup
x∈[a,b]

|fn(x)− f(x)| < ε

4(b− a)
.

Çàôèêñèðîâàâ òàêîå n, ïî òåîðåìå 1.68 íàéäåì δ > 0 òàê, ÷òîáû

m∑

k=1

ωk(fn) (xk − xk−1) <
ε

2

äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ Π : a = x0 < x1 < . . . < xm = b îòðåçêà [a, b] ñ λΠ < δ.
Òîãäà äëÿ âñåõ òàêèõ ðàçáèåíèé

m∑

k=1

ωk(f) (xk − xk−1) ⩽ 2
m∑

k=1

sup
x

|fn(x)− f(x)| (xk − xk−1)+

+
m∑

k=1

ωk(fn) (xk − xk−1) ⩽ 2(b− a)
ε

4(b− a)
+
ε

2
= ε.

Îïÿòü ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1.68, ïîëó÷èì f ∈ R[a, b].
Äàëåå ïî òåîðåìå 1.73

∣∣∣∣
w b

a
fn(x) dx−

w b

a
f(x) dx

∣∣∣∣ ⩽ sup
x

|fn(x)− f(x)| (b− a) → 0 (n → ∞). □

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà � ïåðåâîä òåîðåìû 1.126 íà ÿçûê ðÿäîâ.

Òåîðåìà 1.127. Ïóñòü {fk} ⊂ R[a, b] è ðÿä
∑∞

k=1 fk ñõîäèòñÿ ðàâíî-

ìåðíî íà [a, b]. Òîãäà åãî ñóììà èíòåãðèðóåìà íà [a, b], ðÿä
∑∞

k=1

r b
a fk(x) dx

ñõîäèòñÿ è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

w b

a

∞∑

k=1

fk(x) dx =
∞∑

k=1

w b

a
fk(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå

Òåîðåìà 1.128. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {fn} óäîâëåòâî-
ðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) âñå ôóíêöèè fn äèôôåðåíöèðóåìû íà [a, b];
2) fn(x0) ñõîäèòñÿ äëÿ íåêîòîðîãî x0 ∈ [a, b];
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3) f ′
n ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [a, b].

Òîãäà fn ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [a, b] ê äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f
è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
n→∞

f ′
n(x) = f ′(x), x ∈ [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè fn(x), îïèðàÿñü íà êðèòåðèé Êîøè (òåîðåìà 1.119):

|fn(x)− fm(x)| = |[fn(x)− fn(x0)]− [fm(x)− fm(x0)] + [fn(x0)− fm(x0)]| ⩽
⩽ |[fn(x)− fm(x)]− [fn(x0)− fm(x0)]|+ |fn(x0)− fm(x0)| =

= |f ′
n(ξnm)− f ′

m(ξnm)| · |x− x0|+ |fn(x0)− fm(x0)| ,
ãäå ξnm ∈ (a, b) (çäåñü ê ôóíêöèè fn − fm íà îòðåçêå [x0, x]∗ áûëà ïðèìåíåíà
òåîðåìà 1.48). Îòñþäà è èç óñëîâèé 2) è 3) ïîëó÷èì ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü
fn(x).

Äàëåå ïðè ôèêñèðîâàííîì x ∈ [a, b] ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

φn(h) =
fn(x+ h)− fn(x)

h
,

êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå h ∈ [a−x, b−x]\{0}. Ýòî ñëåäóåò
èç óñëîâèÿ 3) òåîðåìû è ñîîòíîøåíèé

|φn(h)−φm(h)| = |f ′
n(x+ θnmh)− f ′

m(x+ θnmh)| ⩽ sup
t∈[a,b]

|f ′
n(t)− f ′

m(t)| ,

ãäå θnm ∈ (0, 1) (çäåñü ñíîâà èñïîëüçîâàëàñü òåîðåìà 1.48). Êðîìå òîãî,
lim
h→0

φn(h) = f ′
n(x). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 1.120 î ïåðåñòàíîâêå ïðåäå-

ëîâ
lim
h→0

lim
n→∞

φn(h) = lim
n→∞

lim
h→0

φn(h)

èëè

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

n→∞
f ′
n(x). □

Òåîðåìà 1.129. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fk} óäîâëåòâîðÿåò ñëå-
äóþùèì óñëîâèÿì:

1) âñå ôóíêöèè fk äèôôåðåíöèðóåìû íà [a, b];
2) ðÿä

∑∞
k=1 fk(x0) ñõîäèòñÿ äëÿ íåêîòîðîãî x0 ∈ [a, b];

3)
∑∞

k=1 f
′
k(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [a, b].

Òîãäà ðÿä
∑∞

k=1 fk(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [a, b], åãî ñóììà äèôôå-
ðåíöèðóåìà íà [a, b] è äëÿ x ∈ [a, b] ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

( ∞∑

k=1

fk(x)

)′

=
∞∑

k=1

f ′
k(x).

Ýòî ïåðåâîä òåîðåìû 1.128 íà ÿçûê ðÿäîâ, äîêàæèòå åå ñàìîñòîÿòåëüíî.
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1.10.3. Ñòåïåííûå ðÿäû

Ðàäèóñ è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè

Îïðåäåëåíèå 1.121. Ñòåïåííûì ðÿäîì ñ êîýôôèöèåíòàìè {ck} ⊂ R
è öåíòðîì â òî÷êå x0 ∈ R íàçûâàåòñÿ ðÿä

∞∑

k=0

ck (x− x0)
k . (1.234)

Òàêèå ðÿäû óæå ðàññìàòðèâàëèñü â òåîðåìå 1.56, ãäå ðå÷ü øëà î ðÿäàõ
Òåéëîðà ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê ñõîäèìîñòè ñòå-
ïåííîãî ðÿäà íå ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì è èìååò âåñüìà ñïåöèôè÷åñêóþ
ñòðóêòóðó.

Òåîðåìà 1.130. 1) Åñëè k
√
|ck| � íåîãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,

òî ðÿä (1.234) ðàñõîäèòñÿ ïðè âñåõ x ̸= x0.

2) Åñëè k
√

|ck| îãðàíè÷åíà è l = lim
k→∞

k
√

|ck| ≠ 0, òî ðÿä (1.234) ñõîäèòñÿ

ïðè âñåõ x ñ |x− x0| < 1/l è ðàñõîäèòñÿ ïðè âñåõ x ñ |x− x0| > 1/l.

3) Åñëè lim
k→∞

k
√

|ck| = 0, òî ðÿä (1.234) ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì x ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå 1) äëÿ ëþáîãî x ̸= x0
k
√
|ck| |x| > 1 äëÿ

áåñêîíå÷íî ìíîãèõ k ∈ N è îáùèé ÷ëåí ðÿäà (1.234) íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ �
íå âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà (ñì. óïðàæíåíèå 1.43).

Â ñëó÷àå 2) ïðè |x− x0| < 1/l ïðèìåíèì ê ðÿäó ïðèçíàê Êîøè ñ êîðíåì
(ñëåäñòâèå 1.2). Åñëè æå |x− x0| > 1/l, òî (êàê è â ñëó÷àå 1)) íå âûïîëíåíî
íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Íàêîíåö, â ñëó÷àå 3) ïðè ëþáîì x ∈ R ïî ïðèçíàêó Êîøè ñ êîðíåì ðÿä
(1.234) ñõîäèòñÿ. □

Òåïåðü åñòåñòâåííî ââåñòè ñëåäóþùåå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå 1.122. ×èñëî R ∈ R íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì ñõîäè-
ìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (1.234), åñëè ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ x ñ
|x− x0| < R è ðàñõîäèòñÿ ïðè âñåõ x ñ |x− x0| > R.

Åñëè ðÿä (1.234) ñõîäèòñÿ òîëüêî ïðè x = x0, òî ñ÷èòàåì R = 0, à
åñëè (1.234) ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì x ∈ R, òî ñ÷èòàåì R = ∞.

Èíòåðâàë (x0 −R, x0 +R) íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëîì ñõîäèìîñòè
ñòåïåííîãî ðÿäà.

Òåîðåìà 1.130 äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå ðàäèóñà ñõîäèìîñòè è äàåò ôîð-
ìóëó äëÿ åãî âû÷èñëåíèÿ:

1

R
= lim

k→∞
k
√

|ck| (1.235)
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(ñ÷èòàåì çäåñü 1/0 = ∞ è 1/∞ = 0). Ðàâåíñòâî (1.235) íàçûâàåòñÿ ôîðìó-
ëîé Êîøè � Àäàìàðà.

Îòìåòèì, ÷òî íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè (ïðè x = x0 ± R) ìîæåò
èìåòü ìåñòî êàê ñõîäèìîñòü, òàê è ðàñõîäèìîñòü ðÿäà (1.234). Ýòî ìîæíî
ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ñëåäóþùèìè ïðèìåðàìè:

∞∑

k=0

xk,
∞∑

k=1

xk

k2
,

∞∑

k=1

xk

k
.

Èíòåðâàëîì ñõîäèìîñòè âî âñåõ ñëó÷àÿõ áóäåò (−1, 1). Äëÿ ïåðâîãî èç ðÿäîâ
íà îáîèõ êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè ±1 ñòåïåííîé ðÿä ðàñõîäèòñÿ, äëÿ
âòîðîãî � ñõîäèòñÿ. Íàêîíåö, â òðåòüåì ñëó÷àå ïðè x = −1 ðÿä ñõîäèòñÿ, à
ïðè x = 1 � ðàñõîäèòñÿ.

Ñâîéñòâà ñóììû ñòåïåííîãî ðÿäà

Ñóììà ñõîäÿùåãîñÿ ñòåïåííîãî ðÿäà îáëàäàåò çàìå÷àòåëüíûìè ñâîéñòâà-
ìè, êîòîðûå îòñóòñòâóþò, âîîáùå ãîâîðÿ, ó îáùèõ ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ.
Ýòîò ýôôåêò ðàññìàòðèâàåòñÿ çäåñü ëèøü êðàòêî. Åãî ñèñòåìàòè÷åñêîå èçó-
÷åíèå ïðîâîäèòñÿ â äèñöèïëèíå ¾Òåîðèÿ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííî-
ãî¿.

Òåîðåìà 1.131. Ïóñòü äëÿ ðÿäà (1.234) R > 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
r ∈ (0, R) ðÿä (1.234) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [x0 − r, x0 + r].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r1 = (R + r)/2 < R, òîãäà ðÿä
∑∞

k=0 ckr
k
1 ñõî-

äèòñÿ è |ck| rk1 ⩽ M äëÿ íåêîòîðîãî M > 0 è âñåõ k ∈ N. Îòñþäà ïðè
x ∈ [x0 − r, x0 + r]

∣∣∣ck (x− x0)
k
∣∣∣ ⩽ |ck| rk = |ck| rk1

(
r

r1

)k

⩽ M

(
2r

R + r

)k

è ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà (òåîðåìà 1.121) ðÿä (1.234) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî
íà îòðåçêå [x0 − r, x0 + r]. □

Òåîðåìà 1.132. Ïóñòü ñòåïåííîé ðÿä (1.234) èìååò ïîëîæèòåëüíûé
ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R > 0. Òîãäà åãî ñóììà f íà èíòåðâàëå ñõîäèìîñòè
(x0 −R, x0 +R) èìååò ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà è äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
ðÿäà ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ck =
f (k)(x0)

k!
, k = 0, 1, . . . . (1.236)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî ïðè ôîðìàëüíîì ïî÷ëåí-
íîì äèôôåðåíöèðîâàíèè ñòåïåííîãî ðÿäà åãî ðàäèóñ íå ìåíÿåòñÿ (òàê êàê
lim
k→∞

k
√
k = 1).
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Ïîýòîìó íà êàæäîì îòðåçêå [x0 − r, x0 + r], ãäå r ∈ (0, R), ìîæíî ïðè-
ìåíèòü òåîðåìó 1.129 (åå óñëîâèÿ âûïîëíåíû ïî òåîðåìå 1.131), èç êîòîðîé
âûòåêàåò êàê äèôôåðåíöèðóåìîñòü ñóììû ðÿäà f íà (x0 −R, x0 +R), òàê è
ðàâåíñòâà

f (n)(x) =
∞∑

k=n

ckk(k − 1) . . . (k − n+ 1)(x− x0)
k−n, x ∈ (x0 −R, x0 +R) ,

äëÿ åå ïðîèçâîäíûõ. Ïîëàãàÿ â íèõ x = x0, ïîëó÷èì ôîðìóëû (1.236). □

Àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.132 ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: ñóììà ñòå-
ïåííîãî ðÿäà (1.234) ñ íåíóëåâûì ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè áåñêîíå÷íî äèôôå-
ðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå ñõîäèìîñòè. Â òàêîì ñëó÷àå ðÿä (1.234) èìååò âèä

∞∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k (1.237)

è åãî åñòåñòâåííî íàçâàòü ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöèè f .
Â ñâÿçè ñ ýòèì ââåäåì íîâîå ïîíÿòèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f

àíàëèòè÷íà â òî÷êå x0, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñòåïåííîãî ðÿäà (1.234) ñ
ïîëîæèòåëüíûì ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè.

Äëÿ òîãî ÷òîáû çàïèñàòü ðÿä Òåéëîðà (1.237) ôóíêöèè f , äîñòàòî÷íî ïî-
òðåáîâàòü ñóùåñòâîâàíèÿ ó ôóíêöèè f ïðîèçâîäíûõ ëþáîãî ïîðÿäêà â íåêî-
òîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Âîçíèêàåò ñëåäóþùèé âîïðîñ: îáÿçàí ëè ýòîò
ðÿä ñõîäèòüñÿ ê f(x)? Îòâåò îòðèöàòåëåí. Ïîêàæåì ýòî ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè

f(x) =





e−1/x2

, x ̸= 0,

0, x = 0,
(1.238)

óæå âñòðå÷àâøåéñÿ â óïðàæíåíèè 1.16. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ
íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå x ∈ R. Äëÿ x ̸= 0 ýòî î÷åâèäíî, à äëÿ x = 0
ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà

lim
x→0

e−1/x2

= 0.

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåì, ÷òî íàøà ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà â êàæäîé
òî÷êå. Êîíå÷íî, îïÿòü äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äèôôåðåíöèðóåìîñòü â òî÷êå
x = 0:

lim
h→0

f(h)− f(0)

h
= lim

h→0

e−1/h2

h
= 0.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, óáåäèìñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ èìååò ïðîèçâîäíûå ëþ-
áîãî ïîðÿäêà â êàæäîé òî÷êå x ∈ R, ïðè÷åì f (k)(0) = 0 äëÿ âñåõ k = 0, 1, . . . .
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Òàêèì îáðàçîì, ðÿä Òåéëîðà äëÿ íàøåé ôóíêöèè ñ öåíòðîì â òî÷êå x = 0
ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì èç íóëåé, êîòîðûé ñõîäèòñÿ ê íóëþ ïðè ëþáîì x ∈ R. Îäíàêî
åãî ñóììà ñîâïàäàåò ñ f(x) òîëüêî ïðè x = 0.

Òåîðåìà Àáåëÿ

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå, ââåäåííîå â (1.11).

Òåîðåìà 1.133 (Àáåëÿ). Åñëè ñòåïåííîé ðÿä (1.234) ñõîäèòñÿ â òî÷-
êå x = t, òî åãî ñóììà íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [x0, t]

∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ÷èòàåì, ÷òî t − x0 > 0 (ñëó÷àé t − x0 < 0 ñâîäèòñÿ
ê ýòîìó ñ ïîìîùüþ çàìåíû x → −x). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåì ìåòîä
äîêàçàòåëüñòâà ïðèçíàêà Äèðèõëå (ñì. òåîðåìó 1.114), îñíîâàííûé íà ïðåîá-
ðàçîâàíèè Àáåëÿ (1.211) (ñì. òàêæå (1.212)):

n∑

k=m+1

akbk = an

n∑

i=m

bi − am+1bm +
n−1∑

k=m+1

(ak − ak+1)
k∑

i=m

bi,

ãäå

ak =

(
x− x0
t− x0

)k

, bk = ck (t− x0)
k , x ∈ [x0, t].

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ

n∑

k=m+1

ck(x− x0)
k =

n∑

k=m+1

(
x− x0
t− x0

)k

ck (t− x0)
k =

n∑

k=m+1

akbk.

Òàê êàê ak óáûâàþò ïðè êàæäîì x, òî
∣∣∣∣∣

n∑

k=m+1

ck(x− x0)
k

∣∣∣∣∣ ⩽ an

∣∣∣∣∣
n∑

i=m

bi

∣∣∣∣∣+ am+1 |bm|+
n−1∑

k=m+1

(ak − ak+1)

∣∣∣∣∣
k∑

i=m

bi

∣∣∣∣∣ .

Äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð Nε, ÷òî |
∑n

i=m bi| < ε/3 ïðè âñåõ
n > m ⩾ Nε. Îòñþäà è èç òîãî, ÷òî supx∈[x0,t] ak ⩽ 1, ïîëó÷èì

sup
x∈[x0,t]

∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1

ck(x− x0)
k

∣∣∣∣∣ < ε (n > m ⩾ Nε).

Ýòî äîêàçûâàåò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà (1.234) íà [x0, t]
∗. Íåïðåðûâ-

íîñòü åãî ñóììû íà ýòîì îòðåçêå âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 1.9. □
Òåîðåìà 1.133 ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ òîëüêî â ñëó÷àÿõ, êîãäà t = x0 ±R.

Ïðè |t− x0| < R) íåïðåðûâíîñòü ñóììû ðÿäà ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.132. Äëÿ
îñòàëüíûõ t, ò. å. |t− x0| > R, ðÿä (1.234) íå ìîæåò ñõîäèòüñÿ â òî÷êå t.

223



Óêàæåì êîíêðåòíûé ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû Àáåëÿ. Ðàññìîòðèì
ðÿä Òåéëîðà ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè (ñì. òåîðåìó 1.56):

ln(1 + x) =
∞∑

k=1

(−1)k−1

k
xk, |x| < 1.

Èç ñëåäñòâèÿ 1.6 âèäíî, ÷òî ðÿä
∑∞

k=1(−1)k−1/k ñõîäèòñÿ. Èç òåîðåìû Àáåëÿ
âûòåêàåò, ÷òî

∞∑

k=1

(−1)k−1

k
= ln 2.

1.10.4. Ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

C êàê íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî

Îïðåäåëåíèå 1.123. Êëàññ âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f : [a, b] → R
íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà [a, b] è îáîçíà-
÷àåòñÿ C[a, b].

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî C[a, b] ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñè-
òåëüíî åñòåñòâåííûõ ïîòî÷å÷íûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ ôóíêöèé

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

è óìíîæåíèÿ èõ íà ÷èñëà
(λf)(x) = λf(x).

Òî÷íî òàê æå íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî

∥f∥C = sup
x∈[a,b]

|f(x)| (1.239)

îïðåäåëÿåò íîðìó íà C[a, b] è îíî ñòàíîâèòñÿ íîðìèðîâàííûì, ñëåäîâàòåëüíî,
è ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì (ñì. (1.143)), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïîëíûì
(ñì. îïðåäåëåíèå 1.82). Ïîñëåäíåå âûòåêàåò èç ðàâíîìåðíîãî êðèòåðèÿ Êîøè
(òåîðåìà 1.119). Ñõîäèìîñòü â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ñîâïàäàåò ñ ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòüþ (ñì. óïðàæíåíèå 1.47).

Îäíàêî ýòî íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò åâ-
êëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü ðàíåå, ñëåäóþùèì îáñòîÿ-
òåëüñòâîì: â íåì ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íûå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñèñòåìû.
Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ñèñòåìà ñòåïåíåé

1, x, x2, . . . .

224



Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íåêîòîðàÿ êîíå÷íàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýëåìåí-
òîâ ýòîé ñèñòåìû òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ (íóëþ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà
C[a, b]), ò. å.

n∑

k=0

akx
k = 0

äëÿ âñåõ x ∈ [a, b], òî âñå êîýôôèöèåíòû ak ýòîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ðàâíû
íóëþ. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êîëè÷åñòâî êîðíåé àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãî÷ëå-
íà íå áîëüøå åãî ñòåïåíè.

Ïðèáëèæåíèå ôóíêöèé ìíîãî÷ëåíàìè

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå èíòåðåñíûå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà
C[a, b]. Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì îòðåçêà [0, 1].

Ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà îáùèì îáú-
åêòîì. Ïîýòîìó óäèâèòåëüíûì êàæåòñÿ òî, ÷òî ãðàôèê ëþáîé òàêîé ôóíêöèè
ìîæíî ñêîëü óãîäíî òî÷íî èìèòèðîâàòü ãðàôèêîì íåêîòîðîãî àëãåáðàè÷åñêî-
ãî ìíîãî÷ëåíà. Òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà ýòîãî ôàêòà ïðèâîäèòñÿ â ñëåäóþùåé
òåîðåìå, êîòîðàÿ èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ
àíàëèçà.

Òåîðåìà 1.134 (Âåéåðøòðàññà). Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ C[0, 1] ñó-
ùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ pn, ñõîäÿùàÿñÿ
ê f ðàâíîìåðíî íà [0, 1], ò. å.

lim
n→∞

sup
x∈[0,1]

|f(x)− pn(x)| = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà áóäåì äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
f(0) = f(1) = 0. Äîîïðåäåëèì ôóíêöèþ f âíå îòðåçêà [0, 1] ðàâíîé íóëþ.
Òîãäà ïðîäîëæåííàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà R.

Ïóñòü qn(x) = cn
(
1− x2

)n
, ãäå ïîñòîÿííàÿ cn âûáðàíà òàê, ÷òîáû

w 1

−1
qn(x) dx = 1.

Îöåíèì ñâåðõó cn:

1 =
w 1

−1
qn(x) dx = cn

w 1

−1

(
1− x2

)n
dx ⩾ 2cn

w 1

0
(1− x)n dx ⩾

cn
n
,

ñëåäîâàòåëüíî, cn ⩽ n.
Ïîëîæèì

pn(x) =
w 1

−1
f(x+ t)qn(t) dt =

w 1−x

−x
f(x+ t)qn(t) dt =

w 1

0
f(t)qn(t− x) dt.
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Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñëåäíåå âûðàæåíèå � àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ïî-
ðÿäêà 2n. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî â ÿâíîì âèäå âûïèñàòü ìíîãî÷ëåí qn è âû-
ïîëíèòü âîçâåäåíèå â ñòåïåíü ïî ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà.

Çàäàäèì ε > 0 è íàéäåì δ ∈ (0, 1) òàê, ÷òîáû èç |x− y| < δ ñëåäîâà-
ëî |f(x)− f(y)| < ε/2 (ýòî âîçìîæíî ïî òåîðåìå Êàíòîðà 1.36). Ïóñòü åùå
M = sup f([0, 1]). Òîãäà

|f(x)− pn(x)| ⩽
w 1

−1
|f(x)− f(x+ t)| qn(t) dt =

w
|t|<δ

+
w
δ⩽|t|⩽1

⩽

⩽
ε

2

w 1

−1
qn(t) dt+ 4Mcn

(
1− δ2

)n
<
ε

2
+ 4Mn

(
1− δ2

)n
< ε

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n.
×òîáû èçáàâèòüñÿ îò ïðåäïîëîæåíèÿ f(0) = f(1) = 0, ðàññìîòðèì íîâóþ

ôóíêöèþ
g(x) = f(x)− f(0)− x[f(1)− f(0)],

êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó äîïîëíèòåëüíîìó ïðåäïîëîæåíèþ. Ïî äîêàçàí-
íîìó íàéäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ pn, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùóþñÿ ê
ôóíêöèè g. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ pn(x)+f(0)+x[f(1)−f(0)]
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê f . □

Íèãäå íå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè

Ïðèâåäåì ïðèìåð íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ íå èìååò ïðîèçâîäíîé
íè â îäíîé òî÷êå. Ïåðâûå ôóíêöèè òàêîãî ðîäà áûëè ïîñòðîåíû Áîëüöàíî è
Âåéåðøòðàññîì. Ðàññìàòðèâàåìûé ïðèìåð ïðèíàäëåæèò Âàí äåð Âàðäåíó.

Ïóñòü φ(x) = |x| ïðè |x| ⩽ 1/2. Ïðîäîëæèì ýòó ôóíêöèþ 1-
ïåðèîäè÷åñêè íà R è ïîëîæèì

f(x) =
∞∑

k=0

4−kφ(4kx) ≡
∞∑

k=0

fk(x).

Òàê êàê 0 ⩽ φ(x) ⩽ 1/2, ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà (òåîðåìà 1.121) ðÿä
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî è ïî ñëåäñòâèþ 1.9 åãî ñóììà ïðèíàäëåæèò C(R).

Ïîêàæåì, ÷òî f íå èìååò ïðîèçâîäíîé íè â îäíîé òî÷êå x ∈ R. Äëÿ ýòîãî
âîçüìåì ïðîèçâîëüíî n ∈ N è íàéäåì ÷èñëî hn = ±4−n−1 òàê, ÷òîáû

|fn (x+ hn)− fn (x)| = |hn| .

Òîãäà

|fk (x+ hn)− fk (x)| =





|hn| , k = 0, . . . , n,

0, k = n+ 1, . . . ,
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îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
f (x+ hn)− f (x)

hn
=

n∑

k=0

± 1.

Ïîñëåäíÿÿ ñóììà � ÷èñëî òîé æå ÷åòíîñòè, ÷òî è n+ 1, ïîýòîìó îòíîøåíèå
ñëåâà íå èìååò ïðåäåëà.
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1.11. Ðÿäû Ôóðüå

1.11.1. Ðÿäû Ôóðüå ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå

Â XVIII�XIX ââ. ïðè èññëåäîâàíèè íåêîòîðûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ, îïèñûâàþùèõ ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû îêðóæàþùåãî ìèðà (íàïðè-
ìåð, óðàâíåíèå êîëåáàíèÿ ñòðóíû èëè óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè), âîçíèê-
ëà íåîáõîäèìîñòü ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé â ðÿäû ïî ñïåöèàëüíûì ñèñòåìàì
ôóíêöèé � êîñèíóñîâ è ñèíóñîâ êðàòíûõ äóã � â òàê íàçûâàåìûå ðÿäû Ôó-
ðüå. Â êàêîé-òî ñòåïåíè òàêèå ðàçëîæåíèÿ íàïîìèíàþò ïðåäñòàâëåíèÿ ýëå-
ìåíòîâ ïî áàçèñàì â êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Â ðåçóëüòàòå ðàçâèòèÿ òàêîé ïðîáëåìàòèêè ïîÿâèëîñü íîâîå íàïðàâëåíèå
â ìàòåìàòèêå � ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ
îäíîé èç åå öåíòðàëüíûõ âåòâåé. Â ñâÿçè ñ ýòèì íåîáõîäèìî óïîìÿíóòü èìåíà
òàêèõ âûäàþùèõñÿ ìàòåìàòèêîâ, êàê Äèðèõëå, Êîøè, Ðèìàí, Êàíòîð, Ëåáåã.

Ïðîáëåìû, âîçíèêàþùèå ïðè èçó÷åíèè ñõîäèìîñòè ãàðìîíè÷åñêèõ ðàç-
ëîæåíèé, ïîòðåáîâàëè òùàòåëüíîãî ïåðåñìîòðà âàæíåéøèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ïîíÿòèé, òàêèõ êàê ìíîæåñòâî, ôóíêöèÿ è ò. ä.

Â ýòîé ãëàâå áóäóò èçëîæåíû íåêîòîðûå ïåðâè÷íûå ïîíÿòèÿ ãàðìîíè-
÷åñêîãî àíàëèçà. Âíèìàíèå áóäåò ñîñðåäîòî÷åíî íà êëàññè÷åñêèõ âîïðîñàõ
ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå. Êðîìå òîãî, áóäåò
êðàòêî ðàññìîòðåíà òàêæå îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà Õààðà.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà

Âñå ðàññìàòðèâàåìûå ôóíêöèè áóäåì ñ÷èòàòü çàäàííûìè íà îòðåçêå
T = [−π,π] è ïðîäîëæåííûìè ñ ïåðèîäîì 2π íà âñå ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë R. Îòìåòèì, ÷òî ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè ïðè òàêîì ïðîäîëæåíèè
ìîæåò íàðóøèòüñÿ, ïîýòîìó ñåé÷àñ âìåñòî êëàññà C[−π,π] áîëåå åñòåñòâåííî
ðàññìàòðèâàòü êëàññ

C2π := {f ∈ C[−π,π] : f(−π) = f(π)}, (1.240)

ýëåìåíòû êîòîðîãî � 2π-ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè, íåïðåðûâíûå íà R. Ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

{1, cos kx, sin kx}∞k=1 ⊂ C2π

íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìîé.

Ëåììà 1.37. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà îðòîãîíàëüíà � ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî èíòåãðàë ïî T îò ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé
ñèñòåìû ðàâåí íóëþ.
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Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê ïðîñòîìó âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëîâ.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè âñåõ n ∈ N ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

πw

−π
cos2 nx dx =

πw

−π
sin2 nx dx = π.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì áóäåì íàçûâàòü ðÿä âèäà

a0
2
+

∞∑

k=1

ak cos kx+ bk sin kx, (1.241)

ãäå ak (k = 0, 1, . . .) è bk (k = 1, 2, . . .) � íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà,
êîòîðûå íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ðÿäà (1.241).

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðÿä (1.241) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà T = [−π,π]
(èëè íà ëþáîì äðóãîì îòðåçêå äëèíû 2π), ïî ñëåäñòâèþ 1.8 åãî ñóììà f
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé. Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà

f(x) =
a0
2
+

∞∑

k=1

ak cos kx+ bk sin kx

íà cosnx èëè íà sinnx è èíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïî÷ëåííî (÷òî
îáåñïå÷èâàåòñÿ òåîðåìîé 1.126), ïîëó÷èì, ÷òî åãî êîýôôèöèåíòû âû÷èñëÿ-
þòñÿ ïî ôîðìóëàì

ak(f) =
1

π

w

T

f(x) cos kx dx, k = 0, 1, . . . , (1.242)

bk(f) =
1

π

w

T

f(x) sin kx dx, k = 1, 2, . . . , (1.243)

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ôîðìóëàìè Ôóðüå.
Ðÿä

a0(f)

2
+

∞∑

k=1

ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx, (1.244)

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî çàäàíû ôîðìóëàìè (1.242), (1.243), ìîæíî çàïèñàòü
äëÿ ëþáîé èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f ∈ R(T), íå äåëàÿ ïðåäïîëîæåíèé î åãî
ñõîäèìîñòè. Ýòîò ðÿä íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå ôóíêöèè f , à ÷èñëà ak(f)
è bk(f) � êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ôóíêöèè f .
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Ðÿäû Ôóðüå ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ôóíêöèé

Óïðàæíåíèå 1.48. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) Åñëè f ∈ R(T) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, òî åå ðÿä Ôóðüå èìååò âèä

∞∑

k=0

ak cos kx

è êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëàì

ak(f) =
2

π

πw

0

f(x) cos kx dx.

2) Åñëè ôóíêöèÿ f ∈ R(T) íå÷åòíà, òî åå ðÿä Ôóðüå èìååò âèä

∞∑

k=1

bk sin kx

è êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëàì

bk(f) =
2

π

πw

0

f(x) sin kx dx.

Ëåììà 1.38. Ïóñòü

f0(x) =





π− x

2
, x ∈ (0, 2π),

0, x = 0,

è ôóíêöèÿ f0 2π-ïåðèîäè÷íà. Òîãäà ðÿä Ôóðüå äëÿ f0 èìååò âèä
∞∑
k=1

sin kx

k
.

Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ c > 0, ÷òî

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

sin kx

k

∣∣∣∣∣ ⩽ c, n ∈ N, x ∈ R. (1.245)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ ÷àñòü ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñ-
ëåíèÿìè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (1.245) äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
x ∈ (0,π) (f0 � íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ). Äëÿ òàêîãî x íàéäåì m ∈ N òàê, ÷òîáû

π

m+ 1
< x ⩽

π

m
.
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Åñëè n ⩽ m, òî
∣∣∣∣∣

n∑

k=1

sin kx

k

∣∣∣∣∣ ⩽
n∑

k=1

| sin kx|
k

⩽
n∑

k=1

kx

k
= nx ⩽ mx ⩽ π.

Åñëè æå n ⩾ m, òî ðàçîáüåì ñóììó íà äâå:

n∑

k=1

sin kx

k
=

m∑

k=1

sin kx

k
+

n∑

k=m+1

sin kx

k
,

ïåðâàÿ èç êîòîðûõ îöåíèâàåòñÿ, êàê è â ïðåäûäóùåì àáçàöå. Âòîðàÿ èç íèõ

îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé
2

m+ 1

π

x
⩽ 2 â ñèëó íåðàâåíñòâà (1.213) è î÷å-

âèäíîé îöåíêè |D̃n(x)| ⩽ π/x äëÿ ñîïðÿæåííîãî ÿäðà Äèðèõëå (1.215). □

Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ÷àñòíûõ ñóìì

Ðàññìîòðèì âîïðîñû ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè è ñõîäèìîñòè â òî÷êå äëÿ
ðÿäà Ôóðüå. Äëÿ ýòîãî áîëåå ïîäðîáíî èçó÷èì ÷àñòíûå ñóììû ðÿäà Ôóðüå,
êîòîðûå ïîíèìàþòñÿ êàê

Snf(x) =
a0(f)

2
+

n∑

k=1

ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx (1.246)

(ïîä çíàêîì ñóììû íàõîäÿòñÿ îáà ñëàãàåìûõ, íî ñëîæèëàñü òðàäèöèÿ íå ñòà-
âèòü ñêîáêè, ïîêàçûâàþùèå ýòî). Äëÿ íà÷àëà ïîëó÷èì òàê íàçûâàåìîå èíòå-
ãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñóìì (1.246).

Ëåììà 1.39. Ïóñòü f ∈ R(T) è n ∈ N. Òîãäà

Snf(x) =
1

π

w

T

f(y)Dn(x− y)dy, (1.247)

ãäå ôóíêöèÿ Dn îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

Dn(x) =
1

2
+

n∑

k=1

cos kx =

sin

(
n+

1

2

)
x

2 sin
x

2

. (1.248)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâëÿÿ ôîðìóëû Ôóðüå (1.242), (1.243) â âûðà-
æåíèå äëÿ ñóìì Ôóðüå (1.246), à òàêæå èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (1.214), ïîëó÷èì
óòâåðæäåíèå ëåììû. □

Ôóíêöèÿ (1.248) íàçûâàåòñÿ n-ì ÿäðîì Äèðèõëå. Îíà óæå âñòðå÷àëàñü
ïðè èçó÷åíèè óñëîâíîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ (ñì. (1.214)).

231



Ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè è ìîäóëè íåïðåðûâíîñòè

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå òåõíè÷åñêèå ñðåäñòâà, êîòîðûå áûâàþò ïîëåçíû-
ìè è âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ìàòåìàòèêè.

Ïóñòü n ∈ N, òîãäà òî÷êè xk = −π + 2πk/n (k = 0, . . . , n) ðàçáèâàþò
îòðåçîê T = [−π,π] íà n ðàâíûõ ÷àñòåé. Åñëè çàäàíû åùå ÷èñëà A1, . . . , An,
òî ôóíêöèþ âèäà

gn(x) ≡ Ak ïðè x ∈ [xk−1, xk), k = 1, . . . , n, (1.249)

áóäåì íàçûâàòü ñòóïåí÷àòîé.

Ëåììà 1.40. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ R(T) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé {gn}, ÷òî

lim
n→∞

w

T

|f(x)− gn(x)| dx = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì n ∈ N è â (1.249) âîçüìåì Ak = f(xk).
Ïóñòü ωk � êîëåáàíèå ôóíêöèè f íà îòðåçêå [xk−1, xk], k = 1, . . . , n. Òîãäà

w

T

|f(x)− gn(x)| dx =
n∑

k=1

xkw

xk−1

|f(x)− f(xk)| dx ⩽
n∑

k=1

ωk(xk − xk−1).

Ïðåäåë ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ïðè n → ∞ ðàâåí íóëþ â ñèëó êðèòåðèÿ
èíòåãðèðóåìîñòè (ñì. òåîðåìó 1.68 è (1.111)). □

Ââåäåì òåïåðü èíòåãðàëüíûé ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè
f ∈ R(T):

ω1(h, f) =
w

T

|f(x+ h)− f(x)| dx, h ∈ (0,π]. (1.250)

Èíäåêñ åäèíèöà â îáîçíà÷åíèèω1 èñïîëüçóåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû îòëè÷èòü èí-
òåãðàëüíûé ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè (1.250) îò ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè ω(h, f),
ââåäåííîãî ðàíåå ðàâåíñòâîì (1.48).

Èíòåãðàëüíûé ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ω1(h, f) èãðàåò ðîëü, ñõîäíóþ ñ
òîé, êîòîðóþ âûïîëíÿë ω(h, f). Îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ω1(h, f) îöåíè-
âàåò íåïðåðûâíîñòü f ¾â ñðåäíåì¿.

Ëåììà 1.41. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ R(T)

lim
h→0

ω1(h, f) = 0. (1.251)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ ëþáîé
ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè âèäà (1.249). Ïóñòü 0 < h < 2π/n, òîãäà

gn(x+ h) ≡ Ak+1 ïðè x ∈ [xk − h, xk), k = 1, . . . , n,

232



gn(x+ h) ≡ Ak ïðè x ∈ [xk−1, xk − h), k = 1, . . . , n.

Ñëåäîâàòåëüíî,

w

T

|gn(x+ h)− gn(x)| dx =
n∑

k=1

xkw

xk−h

|Ak+1 − Ak| dx = h
n∑

k=1

|Ak+1 − Ak| → 0

ïðè h → 0. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé îòðèöàòåëüíûõ h.
Òåïåðü äîêàæåì óòâåðæäåíèå ëåììû â ïîëíîì îáúåìå. Ïóñòü f ∈ R(T)

è ε > 0. Ïîäáåðåì è çàôèêñèðóåì ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ gn òàê, ÷òîáû
w

T

|f(x)− gn(x)| dx <
ε

4
,

è çàïèøåì î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî
w

T

|f(x+ h)− f(x)| dx ⩽
w

T

|f(x+ h)− gn(x+ h)| dx+

+
w

T

|gn(x+ h)− gn(x)| dx+
w

T

|f(x)− gn(x)| dx.

Òîãäà ñóììà ïåðâîãî è òðåòüåãî ñëàãàåìûõ ñïðàâà áóäåò ìåíüøå, ÷åì ε/2
â ñèëó âûáîðà ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè gn, à âòîðîå ñëàãàåìîå ñïðàâà áóäåò
ìåíüøå, ÷åì ε/2 äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ h â ñèëó óæå äîêàçàííîãî. □

Îáðàòèì âíèìàíèå íà äâà ìîìåíòà, ñâÿçàííûõ ñ ëåììîé 1.41. Âî-ïåðâûõ,
åå óòâåðæäåíèå âûðàæàåò íåêîòîðîå íîâîå ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè äëÿ èí-
òåãðèðóåìûõ ôóíêöèé, êîòîðîå åñòåñòâåííî áûëî áû íàçâàòü íåïðåðûâíî-
ñòüþ â ñðåäíåì. Âî-âòîðûõ, äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.41 ïðîõîäèëî ïî ñëå-
äóþùåé ñõåìå: ñíà÷àëà îíà äîêàçûâàëàñü äëÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ ôóíêöèé,
à ïîòîì èç ýòîãî óæå âûâîäèëîñü óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ ëþáîé ôóíêöèè.
Òàêîé ïðèåì ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ìàòåìàòèêå.

Ëåììà Ðèìàíà � Ëåáåãà

Äàëåå èçó÷èì ïîâåäåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå.

Ëåììà 1.42 (Ðèìàíà � Ëåáåãà). Åñëè f, g ∈ R(T), òî

lim
k→∞

w

T

f(x+ y)g(y) sin ky dy = lim
k→∞

w

T

f(x+ y)g(y) cos ky dy = 0

ðàâíîìåðíî ïî x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ëåììû òîëüêî äëÿ ñèíóñà, òàê
êàê äëÿ êîñèíóñà îíî òàêîå æå. Îòìåòèì î÷åâèäíîå òîæäåñòâî

f(x+ y)g(y) =
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=
[
f(x+ y)g(y)− f

(
x+ y +

π

k

)
g
(
y +

π

k

)]
+ f

(
x+ y +

π

k

)
g
(
y +

π

k

)
.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè íà sin ky è ïðîèíòåãðèðóåì ïî y ∈ T. Çàòåì âûïîëíèì
ñäâèã ïåðåìåííîé âî âòîðîì ñëàãàåìîì ñïðàâà, òîãäà ýòî ñëàãàåìîå áóäåò îò-
ëè÷àòüñÿ îò ëåâîé ÷àñòè ïðîèíòåãðèðîâàííîãî ðàâåíñòâà ëèøü çíàêîì. Òàêèì
îáðàçîì, ïðèäåì ê ðàâåíñòâó

2
w

T

f(x+ y)g(y) sin ky dy =

=
w

T

[
f(x+ y)g(y)− f

(
x+ y +

π

k

)
g
(
y +

π

k

)]
sin ky dy.

Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà ñ ïîìîùüþ òîæ-
äåñòâà

f(x+ y)g(y)− f
(
x+ y +

π

k

)
g
(
y +

π

k

)
=

= f(x+ y)
[
g(y)− g

(
y +

π

k

)]
+ g

(
y +

π

k

) [
f (x+ y)− f

(
x+ y +

π

k

)]

è ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

2

∣∣∣∣∣
w

T

f(x+ y)g(y) sin ky dy

∣∣∣∣∣ ⩽ Mfω1

(π
k
, g
)
+Mgω1

(π
k
, f
)
. (1.252)

Çäåñü

Mf = sup
x∈T

|f(x)|, Mg = sup
x∈T

|g(x)|

(íàïîìíèì, ÷òî èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà). Íóæíîå óòâåðæäåíèå
âûòåêàåò òåïåðü èç ëåììû 1.41. □

Îòìåòèì, ÷òî åñëè â íåðàâåíñòâå (1.252) (è àíàëîãè÷íîì íåðàâåíñòâå ñ
êîñèíóñîì) ïîëîæèòü f(x) ≡ 1, òî ïîëó÷èì îöåíêè äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôó-
ðüå:

|ak(g)|, |bk(g)| ⩽
1

2π
ω1

(π
k
, g
)
, k ∈ N. (1.253)

Ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè

Ïîêàæåì, ÷òî ñõîäèìîñòü ðÿäà Ôóðüå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ñâîéñòâîì
ôóíêöèè. Áîëåå òîãî, ñõîäèìîñòü èëè ðàñõîäèìîñòü ðÿäà Ôóðüå â íåêîòîðîé
òî÷êå îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü ïîâåäåíèåì ôóíêöèè f â ëþáîé ñêîëü óãîäíî ìàëîé
îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè.

234



Òåîðåìà 1.135 (ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè Ðèìàíà). Åñëè f ∈ R(T),
òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî δ > 0

Snf(x) =
1

π

δw

−δ
f(x+ y)

sinny

y
dy + εn(x), (1.254)

ãäå εn ñõîäèòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî ïî x ∈ T ïðè n → ∞.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè äâå ôóíêöèè ñîâïàäàþò íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå

(a, b) ⊂ T, òî ðÿä Ôóðüå èõ ðàçíîñòè ñõîäèòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî íà ëþáîì
îòðåçêå [a′, b′] ⊂ (a, b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçóåì ÿäðî Äèðèõëå (1.248) ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

sin

(
n+

1

2

)
y

2 sin
y

2

=
sinny

2 tg
y

2

+
1

2
cosny.

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ

g(y) =
1

2 tg
y

2

− 1

y
, g(0) = 0,

íåïðåðûâíà â íóëå (ýòî ëåãêî óñòàíîâèòü, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà Ëî-
ïèòàëÿ), ïîýòîìó îíà èíòåãðèðóåìà íà ïåðèîäå. Òàêèì îáðàçîì,

sin

(
n+

1

2

)
y

2 sin
y

2

=
sinny

y
+ g(y) sinny +

1

2
cosny,

ãäå g ∈ R(T).
Èñïîëüçóåì ýòî ðàâåíñòâî â èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ÷àñòíûõ ñóìì

ðÿäà Ôóðüå (1.247):

Snf(x) =
1

π

πw

−π
f(x+ y)

sinny

y
dy+

+
1

π

πw

−π
f(x+ y)g(y) sinny dy +

1

2π

πw

−π
f(x+ y) cosny dy.

Äâà ïîñëåäíèõ èíòåãðàëà ñòðåìÿòñÿ ðàâíîìåðíî ê íóëþ ïî ëåììå 1.42 è çà-
ìå÷àíèþ ïîñëå íåå.
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Íàêîíåö, åñëè ïîëîæèòü äëÿ δ > 0

gδ(y) =





0, y ∈ (−δ, δ),

1

y
, y ∈ T \ (−δ, δ),

òî

Snf(x) =
1

π

δw

−δ
f(x+ y)

sinny

y
dy +

1

π

πw

−π
f(x+ y)gδ(y) sinny dy + εn(x).

Òàê êàê gδ � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, òî, ñíîâà ïðèìåíÿÿ ëåììó 1.42, ïîëó÷èì
íóæíîå óòâåðæäåíèå. □

Äðóãèìè ñëîâàìè, óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.135 îçíà÷àåò, ÷òî ñõîäèìîñòü
èëè ðàñõîäèìîñòü ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ R(T) â íåêîòîðîé òî÷êå x ∈ T
çàâèñèò ëèøü îò ïîâåäåíèÿ ýòîé ôóíêöèè â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè x. Ñîãëàñíî ïðèíÿòîé òåðìèíîëîãèè ñõîäèìîñòü èëè ðàñõîäèìîñòü ðÿäà
Ôóðüå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ñâîéñòâîì ôóíêöèè.

1.11.2. Óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå

Ðàñõîäÿùèéñÿ ðÿä Ôóðüå

Ê ñîæàëåíèþ, ðÿäû Ôóðüå ìîãóò îêàçàòüñÿ ðàñõîäÿùèìèñÿ â íåêîòîðûõ
òî÷êàõ, äàæå åñëè ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà. Ïåðâûå ïðèìåðû òàêîãî ðîäà áûëè
ïîñòðîåíû Äþáóà-Ðåéìîíîì.

Ïðèâåäåì ïðèìåð íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ñ ðàñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì Ôóðüå,
ïðèíàäëåæàùèé Ôåéåðó. Â îñíîâå åãî ïîñòðîåíèÿ ëåæèò èíòåðåñíàÿ êîí-
ñòðóêöèÿ ïîëèíîìîâ Ôåéåðà:

Qm(x) =
m∑

k=1

cos(2m− k)x− cos(2m+ k)x

k
. (1.255)

Äëÿ äàëüíåéøåãî ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ýòèõ ïîëèíîìîâ: ñó-
ùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ c ∈ R, ÷òî

|Qm(x)| ⩽ c, m ∈ N, x ∈ R. (1.256)

ßñíî, ÷òî

Qm(x) = 2 sin 2mx
m∑

k=1

sin kx

k

è (1.256) âûòåêàåò èç (1.245).

236



Òåîðåìà 1.136 (Äþáóà-Ðåéìîíà). Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ C2π,
ðÿä Ôóðüå êîòîðîé ðàñõîäèòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì mk = 3k
3

è ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑

k=1

1

k2
Qmk

(x).

Èç óñëîâèÿ (1.256) ñëåäóåò, ÷òî ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê íåêîòî-
ðîé ôóíêöèè f ∈ C2π. Ïîýòîìó åñëè â íåì ðàñêðûòü ñêîáêè, òî îí ÿâëÿåòñÿ
ðÿäîì Ôóðüå ñâîåé ñóììû. Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, óìíîæàÿ åãî íà cosnx è
ïî÷ëåííî èíòåãðèðóÿ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç îïðåäåëåíèÿ ïîëèíîìîâ Ôåéåðà (1.255) è ïðàâîãî
íåðàâåíñòâà (1.37) ïîëó÷èì, ÷òî

S2mn−1f(0) =
1

n2

2mn∑

k=1

1

k
>

ln(2mn)

n2
> n ln 3 → ∞ ïðè n → ∞. □

Óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå â òî÷êå

Òåîðåìà 1.136 ïîêàçûâàåò, ÷òî áåç äîïîëíèòåëüíûõ ëîêàëüíûõ óñëîâèé
ðÿä Ôóðüå íå îáÿçàí ñõîäèòüñÿ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ òàêèõ óñëîâèé ïðåîáðàçóåì
ñóììû Ôóðüå ê åùå áîëåå óäîáíîìó âèäó.

Íèæå â ðàçëè÷íûõ ôîðìóëàõ áóäåò ôèãóðèðîâàòü ÷èñëî s, ðîëü êîòîðîãî
â òîì, ÷òî ýòî áóäåò ñóììà ðÿäà Ôóðüå â ñëó÷àå åãî ñõîäèìîñòè â íåêîòîðîé
òî÷êå x. Ñîâñåì íå îáÿçàòåëüíî, ÷òî ýòî áóäåò çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) � îò
èçìåíåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â îäíîé òî÷êå x ñàì ðÿä Ôóðüå è ñâîéñòâî åãî
ñõîäèìîñòè íå èçìåíÿòñÿ.

Ëåììà 1.43. Åñëè f ∈ R(T), òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî δ > 0 è
ëþáîãî ÷èñëà s

Snf(x)− s =
1

π

δw

0

[
f(x+ y) + f(x− y)− 2s

] sinny
y

dy + εn(x), (1.257)

ãäå εn ñõîäèòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî íà T.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáüåì èíòåãðàë (1.254) íà äâà:

Snf(x) =
1

π

(
0w

−δ
+

δw

0

)
f(x+ y)

sinny

y
dy + εn(x),
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â ïåðâîì çàìåíèì y íà −y. Òîãäà â ñèëó ÷åòíîñòè ÿäðà
sinny

y

Snf(x) =
1

π

δw

0

[
f(x+ y) + f(x− y)

] sinny
y

dy + εn(x).

Ïðèìåíèâ ýòî ðàâåíñòâî ê ôóíêöèè, òîæäåñòâåííî ðàâíîé s, ïîëó÷èì

s =
2s

π

δw

0

sinny

y
dy + ε′n(x),

ãäå ε′n ñõîäèòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî íà T.
Âû÷èòàÿ ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ, ïðèäåì ê (1.257). □
Äëÿ êðàòêîñòè ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå äëÿ ôóíêöèè

φx(y) := f(x+ y) + f(x− y)− 2s, y ∈ T, (1.258)

êîòîðîå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ íèæå.

Òåîðåìà 1.137 (ïðèçíàê Äèíè). Ïóñòü f ∈ R(T) è x ∈ T. Åñëè
íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

πw

0

|φx(y)|
y

dy (1.259)

ñõîäèòñÿ, òî ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f â òî÷êå x ñõîäèòñÿ ê s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ÷èñëî 0 < η < π íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òîáû

ηw

0

|φx(y)|
y

dy < ε,

è ðàçîáüåì èíòåãðàë â ïðåäñòàâëåíèè (1.257) ñ δ = π íà èíòåãðàëû ïî ïðîìå-
æóòêàì [0,η] è [η,π]:

|Snf(x)− s| ⩽ 1

π

ηw

0

|φx(y)|
y

dy +
1

π

∣∣∣∣∣
w

T

χ(η,π)(y)
φx(y)

y
sinny dy

∣∣∣∣∣+ |εn(x)| ⩽

⩽ ε+ |εn(x)|+
1

π

∣∣∣∣∣
w

T

χ(η,π)(y)
φx(y)

y
sinny dy

∣∣∣∣∣

(îïðåäåëåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè χ ñì. â (1.3)). Ïî ëåììå 1.42 ïî-
ñëåäíåå ñëàãàåìîå ñõîäèòñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞. □
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Óïðàæíåíèå 1.49. Óñëîâèþ (1.259) ìîæíî ïðèäàòü äðóãóþ ôîðìó.
Ïóñòü f ∈ R(T) è x ∈ T. Äîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå (1.259) âûïîëíåíî â êàæäîì
èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

1) ïðè íåêîòîðîì a > 0 âûïîëíåíî

φx(y) = O

((
ln

1

y

)−1−a
)

ïðè y → 0;

2) ïðè íåêîòîðîì a > 0 âûïîëíåíî φx(y) = O (|y|a) ïðè y → +0;

3) èíòåãðàë
δw

−δ

∣∣∣∣
f(x+ y)− s

y

∣∣∣∣ dy ñõîäèòñÿ;

4) ïðè íåêîòîðîì a > 0 âûïîëíåíî

f(x+ y)− s = O

((
ln

1

|y|

)−1−a
)

ïðè y → 0;

5) ïðè íåêîòîðîì a > 0 âûïîëíåíî f(x+ y)− s = O (|y|a) ïðè y → 0.

ßñíî, ÷òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ÷èñëà s, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíå-
íî óñëîâèå (1.259) (èëè ëþáîå äðóãîå óñëîâèå èç óïðàæíåíèÿ 1.49). Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ïðè åãî ñîáëþäåíèè èìååòñÿ åñòåñòâåííîå çíà÷åíèå ôóíêöèè f â
òî÷êå x: ñëåäóåò ïîëîæèòü f(x) = s.

Óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.137 äàåò
ñëåäóþùèé ïðèçíàê ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå.

Òåîðåìà 1.138 (ïðèçíàê Äèíè � Ëèïøèöà). Ïóñòü f ∈ C2π è

πw

0

ω(y, f)

y
dy < ∞, (1.260)

òî ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f ñõîäèòñÿ ê f ðàâíîìåðíî íà T.
Äîêàçàòåëüñòâî êîïèðóåò ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåäåííûå ïðè îáîñíîâàíèè

òåîðåìû 1.137, òîëüêî òåïåðü âñå îöåíêè áóäóò ðàâíîìåðíûìè. □

Óïðàæíåíèå 1.50. Ïóñòü f ∈ C2π. Äîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå (1.260) âû-
ïîëíåíî â êàæäîì èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

1) ω(h, f) = O
(
(− lnh)−1−a

)
ïðè íåêîòîðîì a > 0;

2)ω(h, f) = O (ha) ïðè íåêîòîðîì 0 < a ⩽ 1 (ò. å. f ∈ Ha, êëàññ Ãåëüäåðà
Ha îïðåäåëåí â (1.49)).
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Â ñâÿçè ñ òåîðåìîé Äèíè � Ëèïøèöà îòìåòèì, ÷òî Ëåáåã äîêàçàë îêîí-
÷àòåëüíûé âàðèàíò óòâåðæäåíèé òàêîãî ðîäà. Èìåííî óñëîâèå

ω(h, f) = o

((
ln

1

h

)−1
)

ïðè h → +0

îáåñïå÷èâàåò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f , à óñëîâèå

ω(h, f) = O

((
ln

1

h

)−1
)

ïðè h → +0

óæå íå îáåñïå÷èâàåò. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî âûõîäèò çà ðàìêè äàííîãî ïîñî-
áèÿ.

Óïðàæíåíèå 1.51. Òåîðåìå 1.138 ìîæíî ïðèäàòü ëîêàëüíûé õàðàêòåð.
Äëÿ îòðåçêà I := [a, b] ⊂ T îïðåäåëèì ëîêàëüíûé ìîäóëü íåïðåðûâíî-
ñòè

ωI(δ, f) := sup
{
|f(x1)− f(x2)| : |x1 − x2| < δ, x1, x2 ∈ I

}
.

Äîêàçàòü, ÷òî åñëè íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

πw

0

ωI(y, f)

y
dy < ∞

ñõîäèòñÿ, òî ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ R(T) ñõîäèòñÿ ê f(x) ðàâíîìåðíî íà
ëþáîì îòðåçêå [a′, b′] ⊂ (a, b).

Ïðèçíàê Æîðäàíà

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ñîäåðæàòñÿ óñëîâèÿ äðóãîãî ñîðòà äëÿ ñõîäèìîñòè
è äëÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå.

Òåîðåìà 1.139 (Æîðäàíà). Åñëè ôóíêöèÿ f ∈ R(T) ìîíîòîííà íà
îòðåçêå [a, b] ⊂ T, òî ðÿä Ôóðüå äëÿ f ñõîäèòñÿ âñþäó íà èíòåðâàëå (a, b)
ê f(x) â òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè è ê [f(x+0)+f(x−0)]/2 â òî÷êàõ ðàçðûâà.

Åñëè äîïîëíèòåëüíî f ∈ C[a, b], òî ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ ê f ðàâíîìåðíî
íà [a′, b′], ãäå [a′, b′] ⊂ (a, b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè. Ïóñòü
ε > 0 è δ > 0 âûáðàíî òàê, ÷òîáû x ± δ ∈ (a, b) è |f(x + y) − f(x + 0)| < ε
ïðè 0 < y ⩽ δ. Ïîëîæèì s = [f(x+ 0) + f(x− 0)]/2, òîãäà

f(x+ y) + f(x− y)− 2s =
[
f(x+ y)− f(x+ 0)

]
+
[
f(x− y)− f(x− 0)

]
.
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì èíòåãðàë â (1.257) (ñ âûáðàííûì δ) ðàñïàäàåòñÿ íà äâà
ñëàãàåìûõ. Îöåíèì ïåðâîå èç íèõ:

δw

0

[
f(x+ y)− f(x+ 0)

] sinny
y

dy.

Òàê êàê ôóíêöèÿ y 7→ f(x + y) − f(x + 0) âîçðàñòàåò, òî ïî ôîðìóëàì
Áîííå (òåîðåìà 1.76)

δw

0

[
f(x+ y)− f(x+ 0)

] sinny
y

dy =
[
f(x+ δ)− f(x+ 0)

] δw

ξ

sinny

y
dy,

ãäå 0 < ξ < δ. Íî òàê êàê
∣∣∣∣∣∣

δw

ξ

sinny

y
dy

∣∣∣∣∣∣
⩽ π

(ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì), òî
∣∣∣∣∣

δw

0

[
f(x+ y)− f(x+ 0)

] sinny
y

dy

∣∣∣∣∣ < 2πε.

Òî÷íî òàê æå îöåíèâàåòñÿ è èíòåãðàë

δw

0

[
f(x− y)− f(x− 0)

] sinny
y

dy.

Íà îñíîâàíèè ëåììû 1.43 ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f ñõîäèòñÿ ê s.
Åñëè äîïîëíèòåëüíî f ∈ C[a, b] è [a′, b′] ⊂ (a, b), òî ìîæíî âûáðàòü δ > 0

ñòîëü ìàëûì, ÷òî

|f(x+ y)− f(x)| < ε, |f(x− y)− f(x)| < ε

ïðè x ∈ [a′, b′] è 0 < y ⩽ δ. Ïîýòîìó â ïðåäûäóùèõ îöåíêàõ èíòåãðàëîâ x
ìîæåò áûòü âçÿòî ëþáûì èç [a′, b′]. Ñëåäîâàòåëüíî,

∣∣∣∣∣

δw

0

[
f(x+ y) + f(x− y)− 2s

] sinny
y

dy

∣∣∣∣∣ < 4πε

ïðè x ∈ [a′, b′]. Ñíîâà ïðèìåíÿÿ ëåììó 1.43, ïîëó÷èì íóæíîå óòâåðæäåíèå. □
Èç òåîðåìû 1.178 âûòåêàåò, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.139 ñîõðàíÿåò ñè-

ëó, åñëè â íåé óñëîâèå ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè f íà [a, b] çàìåíèòü íà óñëîâèå
f ∈ BV [a, b] (ñì. òàêæå îïðåäåëåíèå 1.134).
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Ñðåäíèå Ôåéåðà

Ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ó êîòîðûõ ðÿäû Ôóðüå ðàñõî-
äÿòñÿ â íåêîòîðûõ òî÷êàõ, îáóñëîâëåíî ¾ïëîõèìè¿ àïïðîêñèìàòèâíûìè ñâîé-
ñòâàìè ÿäåð Äèðèõëå. Çàìåíèì ÿäðà Äèðèõëå â âûðàæåíèÿõ äëÿ ñóìì Ôóðüå
íà äðóãèå äëÿ óëó÷øåíèÿ ñâîéñòâ ñõîäèìîñòè.

Ðàññìîòðèì ÿäðà Ôåéåðà:

Fn(x) :=
1

π(n+ 1)

n∑

k=0

Dk(x) =
1

π (n+ 1)

1
(
2 sin

x

2

)2
n∑

k=0

2 sin
x

2
sin

(
k +

1

2

)
x =

=
1

π (n+ 1)

1
(
2 sin

x

2

)2
n∑

k=0

[cos kx− cos(k + 1)x] =
1

π (n+ 1)

1− cos(n+ 1)x
(
2 sin

x

2

)2 .

Ñëåäîâàòåëüíî,

Fn(x) =
1

2π (n+ 1)



sin

n+ 1

2
x

sin
x

2




2

. (1.261)

Ââåäåì ñðåäíèå Ôåéåðà:

σnf(x) :=
1

n+ 1

n∑

k=0

Skf(x) =
w

T

f(y)Fn(x− y) dy. (1.262)

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå èñïîëüçóåòñÿ íîðìà, ââåäåííàÿ â (1.239).

Òåîðåìà 1.140 (Ôåéåðà). Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ C2π

lim
n→∞

∥f − σnf∥C = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî
w

T

Fn(y) dy = 1.

Äàëåå ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

|f(x)− σnf(x)| =
∣∣∣∣∣f(x)

w

T

Fn(y) dy −
w

T

f(x+ y)Fn(y) dy

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
w

T

[f(x)− f(x+ y)]Fn(y) dy

∣∣∣∣∣ ⩽
w

T

|f(x)− f(x+ y)|Fn(y) dy =
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=




δw

−δ
+

w

δ⩽|y|⩽π


 |f(x)− f(x+ y)|Fn(y) dy = I1 + I2.

Âûáåðåì è çàôèêñèðóåì δ > 0 òàê, ÷òîáû ω(δ, f) < ε/2. Òîãäà

I1 ⩽
ε

2

w

T

Fn (y) dy =
ε

2
.

Îöåíèì òåïåðü I2:

I2 ⩽
2 ∥f∥C
π(n+ 1)

πw

δ



sin

(
n+ 1

2

)
y

sin
y

2




2

dy ⩽

⩽
2π ∥f∥C
n+ 1

πw

δ

dy

y2
⩽

2π ∥f∥C
n+ 1

+∞w

δ

dy

y2
=

2π ∥f∥C
(n+ 1) δ

.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

∥f − σnf∥C ⩽
ε

2
+

2π ∥f∥C
(n+ 1)δ

< ε. □

Ïîíÿòèå î ñóììèðóåìîñòè ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ

Òåîðåìà Ôåéåðà, äîêàçàííàÿ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, íàâîäèò íà ìûñëü î
âîçìîæíîñòè ðàñøèðåíèÿ êëàññà ðÿäîâ, êîòîðûì ìîæíî ïðèïèñàòü íåêîòîðîå
çíà÷åíèå â êà÷åñòâå åñòåñòâåííîé ñóììû.

×èñëîâîé ðÿä
∞∑

k=1

ak

íàçûâàåòñÿ ñóììèðóåìûì ìåòîäîì ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ ê ÷èñëó s,
åñëè

lim
n→∞

σn = s, ãäå σn =
1

n

n∑

k=1

sk,

sk � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì (1.198). Òîãäà òåîðåìà 1.140
ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíà òàê: ðÿä Ôóðüå ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè
f ∈ C2π ñóììèðóåì ê f ìåòîäîì ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ ðàâíîìåðíî íà
T.

Äëÿ òîãî ÷òîáû áûòü óâåðåííûì â öåëåñîîáðàçíîñòè ââåäåííîãî ïîíÿòèÿ,
íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî íîâîå ïîíÿòèå ñóììèðóåìîñòè íå ïðîòèâîðå-
÷èò óæå óñòîÿâøåìóñÿ ïîíÿòèþ ñõîäèìîñòè ðÿäà. Ýòî ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå
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óòâåðæäåíèå: åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì sn ðÿäà ñõîäèòñÿ
ê ÷èñëó s, òî è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σn òàêæå ñõîäèòñÿ ê s.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî çàäàäèì ïðîèçâîëüíî ε > 0 è íàéäåì íîìåð
nε ∈ N òàê, ÷òîáû |sk−s| < ε/2 ïðè k ⩾ nε. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åííîñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì, ïðè âñåõ n ⩾ nε ïîëó÷èì

|σn − s| =
∣∣∣∣∣
1

n

n∑

k=1

[sk − s]

∣∣∣∣∣ ⩽
1

n

nε∑

k=1

|sk − s|+ 1

n

n∑

k=nε+1

|sk − s| ⩽

⩽ 2M
nε
n

+
n− nε

n

ε

2
⩽ 2M

nε
n

+
ε

2
< ε

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n (çäåñü M = supn |sn|), òîãäà è |s| ⩽ M .
Òàêèì îáðàçîì, ââåäåííîå ïîíÿòèå ñóììèðóåìîñòè îáîáùàåò ïîíÿòèå

ñõîäèìîñòè ðÿäà.
Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ðàñõîäÿùèåñÿ ðÿäû,

ñóììèðóåìûå ìåòîäîì ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ. Èìåííî ðÿä

∞∑

k=1

(−1)k−1

ðàñõîäèòñÿ â îáû÷íîì ïîíèìàíèè ýòîãî òåðìèíà (äëÿ íåãî íå âûïîëíåíî íåîá-
õîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè). Îäíàêî ýòîò ðÿä ñóììèðóåòñÿ ìåòîäîì ñðåäíèõ
àðèôìåòè÷åñêèõ ê 1/2. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî s2k−1 = 1 è s2k = 0 ïðè âñåõ
k ∈ N, ïîýòîìó

σ2k+1 =
k + 1

2k + 1
, σ2k =

1

2
è σn → 1

2
.

Òîëüêî ÷òî âêðàòöå áûë ðàññìîòðåí îäèí èç ñïîñîáîâ ñóììèðîâàíèÿ ðÿ-
äîâ. Íà ñàìîì äåëå èìååòñÿ ðàçâèòàÿ îáùàÿ òåîðèÿ ñóììèðóåìîñòè ðÿäîâ,
äàþùàÿ ìíîãî ïîëåçíûõ ñïîñîáîâ îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííîé ñóììû ðÿäà.

1.11.3. Ðÿäû Ôóðüå ïî ñèñòåìå Õààðà

Ðàññìîòðèì åùå îäíó îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó, êîòîðàÿ äàåò êàæ-
äîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä Ôóðüå. Îíà áûëà ïî-
ñòðîåíà íå òàê äàâíî (ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè îáúåêòàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà) � â íà÷àëå ÕÕ â. Â ïîñëåäíèå ãîäû âíèìàíèå ê íåé ñíîâà âîçðîñëî
â ñâÿçè ñ íîâûìè äîñòèæåíèÿìè ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà (ñì. (1.266)).

Áóäåì îáîçíà÷àòü |∆| = b− a äëèíó ïðîìåæóòêà ∆ = ⟨a, b⟩ ⊂ [0, 1].
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Äâîè÷íûå ïðîìåæóòêè è ñèñòåìà Õààðà

Ïóñòü
∆1 = ∆0

0 = [0, 1].

Äàëåå êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ⩾ 2 ìîæíî îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèòü â
âèäå

n = 2i + j, i ⩾ 0, 1 ⩽ j ⩽ 2i. (1.263)

Ïîëîæèì òîãäà

∆n = ∆j
i =

[
j − 1

2i
,
j

2i

)
(1.264)

(∆2i

i ñ÷èòàåì çàìêíóòûì è ñïðàâà). Ïðîìåæóòêè ∆n áóäåì íàçûâàòü äâîè÷-
íûìè (èëè äèàäè÷åñêèìè) ïðîìåæóòêàìè.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ñîäåðæèò âàæíåéøåå (õîòÿ è î÷åâèäíîå) è ÷àñòî èñ-
ïîëüçóåìîå ñâîéñòâî äâîè÷íûõ ïðîìåæóòêîâ.

Ëåììà 1.44. Ëþáûå äâà äâîè÷íûõ ïðîìåæóòêà ëèáî íå ïåðåñåêàþò-
ñÿ, ëèáî îäèí èç íèõ ñîäåðæèòñÿ â äðóãîì, ïðè÷åì â åãî ëåâîé èëè ïðàâîé
ïîëîâèíå.

Îïðåäåëèì ñèñòåìó Õààðà {χn}∞n=1 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ n = 1 ïî-
ëîæèì

χ1(x) = χ
0
0(x) ≡ 1,

à äëÿ n ⩾ 2 �

χn(x) = χ
j
i (x) =





√
2i, x ∈ ∆2j−1

i+1 ,

−
√
2i, x ∈ ∆2j

i+1,

0, x /∈ ∆j
i .

(1.265)

Äëÿ íàãëÿäíîñòè îòìåòèì, ÷òî ∆2j−1
i+1 è ∆2j

i+1 ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî
ëåâîé è ïðàâîé ïîëîâèíêàìè ∆j

i :

∆2j−1
i+1 ∪∆2j

i+1 = ∆j
i .

Âñå ôóíêöèè ñèñòåìû Õààðà, íà÷èíàÿ ñî âòîðîé, âåñüìà ïðîñòî âûðàæà-
þòñÿ ÷åðåç îäíó (òàê íàçûâàåìóþ ìàòåðèíñêóþ) ôóíêöèþ

χ(x) =





1, x ∈
[
0, 12
)
,

−1, x ∈
[
1
2 , 1
)
,

0, x /∈ [0, 1).
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Òîãäà äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1) è n ⩾ 2 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (ñì. òàêæå
(1.263))

χn(x) = 2i/2χ
(
2ix− j + 1

)
. (1.266)

Â ïîñëåäíèå ãîäû îðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû, îáëàäàþùèå òàêèì ñâîé-
ñòâîì, ïîëó÷èëè øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå (èõ íàçûâàþò âñïëåñêàìè, âåéâëå-
òàìè èëè îíäåëåòòàìè). Îíè íàõîäÿò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â ñàìûõ
ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ âîïðîñàõ.

Îðòîãîíàëüíîñòü ñèñòåìû Õààðà

Ëåììà 1.45. Ñèñòåìà Õààðà ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé
íà [0, 1], ò. å.

1w

0

χn(x)χm(x) dx = δnm =





0, n ̸= m,

1, n = m.

Â ÷àñòíîñòè, îíà ëèíåéíî íåçàâèñèìà (ò. å. ëèíåéíî íåçàâèñèìà ëþáàÿ åå
êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé n = m ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Åñëè
n > m, òî âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

1) ïðîìåæóòêè ∆n è ∆m íå ïåðåñåêàþòñÿ, è òîãäà ïðîèçâåäåíèå
χn(x)χm(x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1];

2) ∆n è ∆m ïåðåñåêàþòñÿ, òîãäà ïî ëåììå 1.44 ∆n ñîäåðæèòñÿ â ëåâîé
èëè ïðàâîé ïîëîâèíå ∆m è ôóíêöèÿ χm ïîñòîÿííà íà ∆n, îòêóäà

1w

0

χn(x)χm(x) dx =
w

∆n

χn(x)χm(x) dx = χm(∆n)
w

∆n

χn(x) dx = 0.

×òîáû äîêàçàòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû Õààðà, ïðåäïîëîæèì,
÷òî íåêîòîðàÿ êîíå÷íàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ôóíêöèé ñèñòåìû ðàâíà íóëþ:

m∑

n=1

anχn(x) = 0, x ∈ [0, 1].

Óìíîæèì ýòî ðàâåíñòâî íà ëþáóþ èç ôóíêöèé χk(x), 1 ⩽ k ⩽ m, ïðîèíòåãðè-
ðóåì ïî îòðåçêó [0, 1] è èñïîëüçóåì óæå äîêàçàííóþ îðòîíîðìèðîâàííîñòü:

0 =

1w

0

χk(x)
m∑

n=1

anχn(x) dx =
m∑

n=1

an

1w

0

χk(x)χn(x) dx = ak.

Ñëåäîâàòåëüíî, âñå êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ðàâíû íóëþ. □
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Äëÿ êàæäîãî n ⩾ 2 îáîçíà÷èì Dn ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, ïîñòîÿííûõ
íà êàæäîì èç n äâîè÷íûõ ïðîìåæóòêîâ èç ìíîæåñòâà

Pn =
{
∆1

i+1, . . . ,∆
2j
i+1, ∆

j+1
i , . . . ,∆2i

i

}
(1.267)

(ñì. (1.263)). Êðîìå òîãî, ïóñòü P1 = {[0, 1]}. Îòìåòèì, ÷òî Pn ñîäåðæèò
ðîâíî n ïðîìåæóòêîâ.

Ëåììà 1.46. Äëÿ ëþáîãî m ∈ N ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñèñòåìû ôóíêöèé
{χn}mn=1 ñîâïàäàåò ñ Dm.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ýòà ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñîäåðæèòñÿ â Dm,
òàê êàê êàæäàÿ ôóíêöèÿ χn (n = 1, . . . ,m) ïîñòîÿííà íà ïðîìåæóòêàõ
(1.267).

×òîáû äîêàçàòü îáðàòíîå âêëþ÷åíèå, çàìåòèì, ÷òî ðàçìåðíîñòü Dm ðàâ-
íà m, òàê êàê õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ïðîìåæóòêîâ (1.267) îáðàçóþò
áàçèñ â Dm. Íî ñèñòåìà {χn}mn=1 ëèíåéíî íåçàâèñèìà è òîæå ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì
â Dm. □

Ðÿäû Ôóðüå � Õààðà

Îðòîíîðìèðîâàííîñòü ñèñòåìû Õààðà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ðÿ-
äà Ôóðüå äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ R[0, 1].

Åñëè f ∈ R[0, 1], òî ÷èñëà

an(f) =

1w

0

f(x)χn(x) dx, n ∈ N,

íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå � Õààðà, à ðÿä Ôóðüå � Õààðà
ôóíêöèè f îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

∞∑

n=1

an(f)χn(x).

Ñõîäèìîñòü ðÿäà Ôóðüå � Õààðà îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåäåíèåì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì

Smf(x) =
m∑

n=1

an(f)χn(x).

Äëÿ èçó÷åíèÿ âîïðîñà î ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå ïîëó÷èì óäîáíîå èí-
òåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñóìì Ôóðüå � Õààðà, êàê ýòî áûëî â òåîðèè
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå.
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Ëåììà 1.47. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ R[0, 1] è ëþáîãî n ∈ N ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî

Snf(x) =

1w

0

f(y)
n∑

m=1

χm(x)χm(y) dy =
1

|∆|
w

∆

f(y) dy ïðè x ∈ ∆, (1.268)

ãäå ∆ � ëþáîé ïðîìåæóòîê èç Pn (ñì. (1.267)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå èç ðàâåíñòâ ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòûì ðàñïèñûâà-
íèåì ôîðìóë äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå. Âòîðîå äîêàæåì ïî èíäóêöèè, íà-
÷èíàÿ ñ î÷åâèäíîãî ñëó÷àÿ n = 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (1.268) óæå äîêàçàíî äëÿ n− 1, è äîêàæåì åãî äëÿ n.
Òàê êàê

Snf = Sn−1f + an(f)χn,

à χn(x) ̸= 0 òîëüêî ïðè x ∈ ∆n = ∆j
i , òî â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè

íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü (1.268) òîëüêî äëÿ x ∈ ∆j
i .

Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè è îïðåäåëåíèåì êî-
ýôôèöèåíòîâ Ôóðüå:

Snf(x) = Sn−1f(x) + χn(x)2
i/2

[ w

∆2j−1
i+1

f(t) dt−
w

∆2j
i+1

f(t) dt

]
=

= 2i
w

∆j
i

f(t) dt+ χn(x)2
i/2

[ w

∆2j−1
i+1

f(t) dt−
w

∆2j
i+1

f(t) dt

]
.

Äàëåå ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé x ∈ ∆2j−1
i+1 , òîãäà χn(x) = 2i/2. Ïîýòîìó

Snf(x) = 2i
w

∆j
i

f(t) dt+ 2i

[ w

∆2j−1
i+1

f(t) dt−
w

∆2j
i+1

f(t) dt

]
= 2i+1

w

∆2j−1
i+1

f(t) dt.

Åñëè æå x ∈ ∆2j
i+1, òîãäà χn(x) = −2i/2 è

Snf(x) = 2i
w

∆j
i

f(t) dt− 2i

[ w

∆2j−1
i+1

f(t) dt−
w

∆2j
i+1

f(t) dt

]
= 2i+1

w

∆2j
i+1

f(t) dt.

Ëåììà äîêàçàíà. □
Íåïîñðåäñòâåííûì ïîâîäîì äëÿ ïîÿâëåíèÿ ñèñòåìû Õààðà íà ñâåò ÿâè-

ëîñü çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî, ïðèâåäåííîå â ñëåäóþùåé òåîðåìå. Äî ýòîãî íè
îäíà èç èçâåñòíûõ îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì (íàïðèìåð, òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ)
òàêèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàëà.
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Òåîðåìà 1.141 (Õààðà). Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ C[0, 1] è n ∈ N ñïðà-
âåäëèâà îöåíêà

∥f − Snf∥C ⩽ ω

(
2

n
, f

)
, n ∈ N.

Â ÷àñòíîñòè, ðÿä Ôóðüå � Õààðà äëÿ f ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x ∈ [0, 1], òîãäà x ïðèíàäëå-
æèò îäíîìó èç ïðîìåæóòêîâ (1.267). Îáîçíà÷èì ýòîò ïðîìåæóòîê ∆, òîãäà
|x− y| < 2−k ⩽ 2/n äëÿ ëþáîãî y ∈ ∆ è â ñèëó ëåììû 1.47

|f(x)− Snf(x)| =
∣∣∣∣∣f(x)−

1

|∆|
w

∆

f(y) dy

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
1

|∆|
w

∆

[f(x)− f(y)] dy

∣∣∣∣∣ ⩽

⩽
1

|∆|
w

∆

|f(x)− f(y)| dy ⩽ ω

(
2

n
, f

)
.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç óïðàæíåíèÿ â ïîäï. 1.3.2. □
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1.12. Èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà

1.12.1. Ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ôóíêöèé, çàäàâàåìûõ èíòåãðà-
ëàìè âèäà

I(y) =
w

X

f(x, y) dx, (1.269)

ãäå X ⊂ R � íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê (îãðàíè÷åííûé èëè íåò), y ∈ Y , ãäå
Y ⊂ R � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî (ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ).

Èíòåãðàë (1.269) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì, çàâèñÿùèì îò ïàðàìåò-
ðà (èëè ïàðàìåòðè÷åñêèì èíòåãðàëîì). Èññëåäóåì òàêèå åãî ñâîéñòâà, êàê
íåïðåðûâíîñòü, äèôôåðåíöèðóåìîñòü è èíòåãðèðóåìîñòü.

Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, êîãäà X = [a, b] è
Y = [c, d], ïðè ýòîì ñèñòåìàòè÷åñêè èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå äëÿ ïðÿìî-
óãîëüíèêà

R = [a, b]× [c, d].

Íåïðåðûâíîñòü èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó

Òåîðåìà 1.142. Åñëè f ∈ C(R), òî ôóíêöèÿ y 7→ I(y) íåïðåðûâíà íà
îòðåçêå [c, d].

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïðÿìîóãîëüíèê R çàìêíóò è îãðàíè÷åí, òî îí
ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì (ñì. îïðåäåëåíèå 1.89). Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 1.98 ôóíêöèÿ
f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà R.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî
|f(x1, y1) − f(x2, y2)| < ε äëÿ ëþáûõ ïàð (x1, y1), (x2, y2) ∈ R, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ óñëîâèþ (x1 − x2)

2 + (y1 − y2)
2 < δ2. Ïîýòîìó åñëè y0 ∈ [c, d], òî äëÿ

âñåõ |y − y0| < δ è âñåõ x ∈ [a, b] âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|I(y)− I(y0)| ⩽
bw

a

|f(x, y)− f(x, y0)| dx < ε(b− a). □

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò îáîáùåíèå òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé, äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà è ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà.

Òåîðåìà 1.143. Ïóñòü ôóíêöèè α,β ∈ C[c, d], ïðè÷åì α(y),β(y) ∈ [a, b]
äëÿ âñåõ y ∈ [c, d]. Òîãäà åñëè f ∈ C(R), òî ôóíêöèÿ

y 7→ I(y) =

β(y)w

α(y)

f(x, y) dx (1.270)

íåïðåðûâíà íà [c, d].
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà çàïèøåì ïðèðàùåíèå ôóíêöèè I â óäîáíîì
âèäå:

I(y)− I(y0) =

β(y)w

α(y)

f(x, y) dx−
β(y0)w

α(y0)

f(x, y0) dx =

=

β(y)w

α(y)

[f(x, y)− f(x, y0)] dx+

[
β(y)w

α(y)

f(x, y0) dx−
β(y0)w

α(y0)

f(x, y0) dx

]
:=

:= ∆1(y) + ∆2(y).

Çàäàäèì ε > 0. Ïóñòü δ > 0 îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê è â òåîðåìå 1.142,
òîãäà ïåðâîå ñëàãàåìîå îöåíèâàåòñÿ òàê:

|∆1(y)| ⩽
β(y)w

α(y)

|f(x, y)− f(x, y0)| dx ⩽ ε|β(y)− α(y)| ⩽ ε(b− a).

Âòîðîå ñëàãàåìîå îöåíèâàåòñÿ òàê:

|∆2(y)| =

∣∣∣∣∣∣

α(y0)w

α(y)

f(x, y0) dx+

β(y)w

β(y0)

f(x, y0) dx

∣∣∣∣∣∣
⩽

⩽ M |α(y)− α(y0)|+M |β(y)− β(y0)|,
ãäå M = sup{|f(x, y)| : (x, y) ∈ R}. Ïîýòîìó â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé
α è β ÿñíî, ÷òî ïîñëåäíåå âûðàæåíèå áóäåò ìåíüøå ε äëÿ âñåõ y, äîñòàòî÷íî
áëèçêèõ ê y0. □

Äèôôåðåíöèðóåìîñòü èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó

Òåîðåìà 1.144 (ïðàâèëî Ëåéáíèöà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ C(R) è íà

R ñóùåñòâóåò ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
∂f

∂y
∈ C(R).

Òîãäà èíòåãðàë (1.269) èìååò ïðîèçâîäíóþ â êàæäîé òî÷êå y ∈ [c, d] è

I ′(y) =
bw

a

∂f

∂y
(x, y) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y ∈ [c, d], h ̸= 0, ïðè÷åì y+h ∈ [c, d]. Çàïèøåì

I(y + h)− I(y)

h
−

bw

a

∂f

∂y
(x, y) dx =

bw

a

[
f(x, y + h)− f(x, y)

h
− ∂f

∂y
(x, y)

]
dx =
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=

bw

a

[
∂f

∂y
(x, y + θh)− ∂f

∂y
(x, y)

]
dx,

ãäå θ = θ(x, y, h) ∈ (0, 1). Â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ÷àñòíîé ïðîèç-
âîäíîé ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ñõîäèòñÿ ê íóëþ ïðè h → 0 ðàâíîìåðíî
ïî x ∈ [a, b]. Ïîýòîìó ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ
ïðè h → 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî æå âåðíî è äëÿ ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. □

Òåîðåìà 1.145. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.144. Ïóñòü, êðî-
ìå òîãî, α,β ∈ C1[c, d], ïðè÷åì α(y),β(y) ∈ [a, b] ïðè âñåõ y ∈ [c, d].

Òîãäà èíòåãðàë (1.269) èìååò ïðîèçâîäíóþ â êàæäîé òî÷êå y ∈ [c, d] è

I ′(y) =

β(y)w

α(y)

∂f

∂y
(x, y) dx+ f(β(y), y)β′(y)− f(α(y), y)α′(y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è ïðè îáîñíîâàíèè òåîðåìû 1.144, çàôèêñèðóåì
y ∈ [c, d], h ̸= 0, ïðè÷åì y + h ∈ [c, d]. Çàïèøåì

I(y + h)− I(y)

h
=

1

h



β(y+h)w

α(y+h)

f(x, y + h) dx−
β(y)w

α(y)

f(x, y) dx


 =

=

β(y+h)w

α(y+h)

f(x, y + h)− f(x, y)

h
dx− 1

h

α(y+h)w

α(y)

f(x, y) dx+
1

h

β(y+h)w

β(y)

f(x, y) dx ≡

≡ I1 + I2 + I3.

Òî÷íî òàê æå, êàê è â òåîðåìå 1.144, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

I1 →
β(y)w

α(y)

∂f

∂y
(x, y) dx ïðè h → 0.

Êðîìå òîãî, ïî òåîðåìå î ñðåäíåì (ñì. ñëåäñòâèå 1.1)

1

h

α(y+h)w

α(y)

f(x, y) dx =
α(y + h)− α(y)

h
f(xh, y),

ãäå xh ∈
[
α(y),α(y + h)

]∗
. Ïîýòîìó I2 → −f(α(y), y)α′(y) ïðè h → 0. Ïîäîá-

íûì îáðàçîì ïîëó÷èì, ÷òî I3 → f(β(y), y)β′(y) ïðè h → 0. □
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Èíòåãðèðîâàíèå èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó

Òåîðåìà 1.146. Åñëè ôóíêöèÿ f ∈ C(R), òî ïîâòîðíûå èíòåãðàëû

H =

bw

a

dx

dw

c

f(x, y) dy è G =

dw

c

dy

bw

a

f(x, y) dx

ñóùåñòâóþò è ðàâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

g(t, y) =

tw

a

f(x, y) dx, t ∈ [a, b],

G(t) =

dw

c

g(t, y) dy =

dw

c

dy

tw

a

f(x, y) dx, t ∈ [a, b],

H(t) =

tw

a

dx

dw

c

f(x, y) dy, t ∈ [a, b].

Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå 1.144 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

G′(t) =
dw

c

f(t, y) dy.

Çäåñü èñïîëüçîâàëàñü íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè

(t, y) 7→
tw

a

f(x, y) dx, (t, y) ∈ R,

êîòîðàÿ ïðîâåðÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: çàïèøåì î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî

|g(t+ τ, y + k)− g(t, y)| =
∣∣∣∣∣

t+τw

a

f(x, y + k) dx−
tw

a

f(x, y) dx

∣∣∣∣∣ ⩽

⩽

∣∣∣∣∣

tw

a

[f(x, y + k)− f(x, y)] dx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

t+τw

t

f(x, y + k) dx

∣∣∣∣∣ .

Ïåðâûé èíòåãðàë ñïðàâà ìàë ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì k â ñèëó ðàâíîìåðíîé
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f íà R, à âòîðîé ìàë ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ τ â ñèëó
îãðàíè÷åííîñòè f íà R.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå 1.142 ôóíêöèÿ

t 7→
dw

c

f(t, y) dy, t ∈ [a, b],

íåïðåðûâíà íà [a, b]. Ïîýòîìó ïî ëåììå 1.21 äëÿ ôóíêöèè ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî

H ′(t) =
dw

c

f(t, y) dy, t ∈ [a, b].

Òàêèì îáðàçîì, G′(t) = H ′(t) ïðè âñåõ t ∈ [a, b]. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî
ôîðìóëå Ëàãðàíæà (ñì. òåîðåìó 1.48) ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî c ∈ R, ÷òî
G(t)−H(t) = c äëÿ âñåõ t ∈ [a, b].

Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ òàêæå, ÷òî G(a) = H(a) = 0, ïîëó÷èì c = 0
è G(t) = H(t) ïðè âñåõ t ∈ [a, b]. Â ÷àñòíîñòè, ïðè t = b îòñþäà âûòåêàåò
òðåáóåìîå ðàâåíñòâî. □

1.12.2. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû îò ïàðàìåòðà

Äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì ðåçóëüòàòîâ ï. 1.12.1 ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå íåñîá-
ñòâåííûõ èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà. Ïðè ýòîì áóäóò ðàññìîòðå-
íû òîëüêî íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà (îñîáåííîñòü áåñêîíå÷íîãî
ïðîìåæóòêà). Ïðåäëàãàåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî óáåäèòüñÿ, ÷òî íèêàêèõ ñóùå-
ñòâåííûõ îòëè÷èé äëÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ âòîðîãî ðîäà (îò íåîãðàíè-
÷åííûõ ôóíêöèé) íå íàáëþäàåòñÿ (ñì. ïîäï. 1.12.2).

Ïðè èññëåäîâàíèè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà,
îáíàðóæèâàåòñÿ ìíîãî àíàëîãèé ñ ðàññìîòðåíèåì ñâîéñòâ ñóììû ôóíêöèî-
íàëüíîãî ðÿäà. Â ÷àñòíîñòè, çäåñü áóäåò èñïîëüçîâàíà ïîäîáíàÿ òåðìèíîëî-
ãèÿ.

Ïóñòü Y ⊂ R � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî è çàäàíà ôóíêöèÿ f : [a,+∞)×Y .
Ïðè ýòîì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî y ∈ Y ñóùåñòâóåò íåñîáñòâåí-
íûé èíòåãðàë

I(y) =

∞w

a

f(x, y) dx. (1.271)

Êîíå÷íî, ýòî òðåáîâàíèå âêëþ÷àåò èíòåãðèðóåìîñòü íà ëþáîì îòðåçêå [a, b],
b > a, ïðè ëþáîì y ∈ Y .

Èíòåãðàë (1.271) áóäåì íàçûâàòü íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì, çàâèñÿùèì
îò ïàðàìåòðà y ∈ Y .

Ïðèìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü
∞w

1

dx

xy
, y > 1;

∞w

0

exp

{
− 1

x2y2

}
dx, y ̸= 0.
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Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöèè

Ñíà÷àëà îáîáùèì îïðåäåëåíèå 1.120 ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ôóíêöèé, çàìåíÿÿ íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà ïðîèçâîëüíûé. Ïóñòü
çàäàíà ôóíêöèÿ f : X×Y , ãäå X ⊂ R è Y � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü
åùå x0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà X.

Îïðåäåëåíèå 1.124. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f ñõîäèòñÿ ðàâíîìåð-
íî íà ìíîæåñòâå Y ïðè x → x0 ê ôóíêöèè g : Y → R, åñëè äëÿ ëþáîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùèõ
íåðàâåíñòâàì 0 < |x− x0| < δ, è äëÿ âñåõ y ∈ Y âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|f(x, y)− g(y)| < ε.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (ïðîâåðüòå ýòî)

lim
x→x0

sup
y∈Y

|f(x, y)− g(y)| = 0.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòî îïðåäåëåíèå è â ñëó÷àå, êîãäà x0 = ±∞ è ìíîæå-
ñòâî X íå îãðàíè÷åíî (ñâåðõó èëè ñíèçó), ïîíèìàÿ ïðåäåë íà áåñêîíå÷íîñòè
åñòåñòâåííûì îáðàçîì, êàê â ïîäï. 1.2.5.

Óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèè ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü,
ñâîäÿ åãî ê îïðåäåëåíèþ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíê-
öèé (â äóõå îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Ãåéíå), ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 1.147. Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ f ñõîäèëàñü ïðè x → x0 ê
ôóíêöèè g : Y → R ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå Y , íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn → x0, xn ∈ X, xn ̸= x0,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé y 7→ f(xn, y) ñõîäèëàñü ê g ðàâíîìåðíî íà Y .

Äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò, ïî ñóùåñòâó, îáîñíîâàíèå ýêâèâàëåíòíîñòè
îïðåäåëåíèé Êîøè è Ãåéíå ïðåäåëà ôóíêöèè (ñì. òåîðåìó 1.17). Ïðåäëàãàåò-
ñÿ ïðîâåñòè åãî â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Ýòà òåîðåìà ïîçâîëèò èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûå ôàêòû (ñâÿçàííûå ñî
ñâîéñòâàìè ïðåäåëà ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) äëÿ èõ ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ íà ñëó÷àé ïðåäåëà ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ïî îäíîé èç íèõ.

Â ÷àñòíîñòè, ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 1.147 äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé ñòàí-
äàðòíûé êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèè.

Òåîðåìà 1.148. Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ f ñõîäèëàñü ïðè x → x0 ðàâ-
íîìåðíî îòíîñèòåëüíî y ∈ Y , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî
ε > 0 íàøëîñü òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ 0 < |x1 − x0| < δ, 0 < |x2 − x0| < δ
è âñåõ y ∈ Y âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

|f(x1, y)− f(x2, y)| < ε.
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Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 1.147 ê ïðèìåíåíèþ êðè-
òåðèÿ Êîøè äëÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé (òåî-
ðåìà 1.119) ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè y 7→ f(xn, y), ãäå xn � ïðîèçâîëüíàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü, xn → x0, xn ̸= x0.

Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìî-
ñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà.

Îïðåäåëåíèå 1.125. Ãîâîðÿò, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (1.271),
çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà, ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî y ∈ Y ,
åñëè ôóíêöèÿ

(t, y) 7→
tw

a

f(x, y) dx

ñõîäèòñÿ ïðè t → ∞ ê ôóíêöèè I ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî y ∈ Y . Â ÿâíîì
âèäå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå T > a, ÷òî
äëÿ âñåõ t ⩾ T è âñåõ y ∈ Y âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∣∣∣∣∣I(y)−
tw

a

f(x, y) dx

∣∣∣∣∣ < ε.

Äëÿ òàêîãî ïîíÿòèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñïðàâåäëèâ àíàëîã êðè-
òåðèÿ Êîøè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîíÿòèÿ èç òåîðèè ðÿäîâ (ñì. òåîðåìó
1.119).

Òåîðåìà 1.149. Äëÿ òîãî ÷òîáû íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò ïàðà-
ìåòðà (1.271) ñõîäèëñÿ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî y ∈ Y , íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàøëîñü òàêîå T > a, ÷òî äëÿ âñåõ
t2 > t1 ⩾ T è âñåõ y ∈ Y âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

∣∣∣∣∣

t2w

t1

f(x, y) dx

∣∣∣∣∣ < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 1.148. □
Ïðèâåäåì òåïåðü ðÿä äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé äëÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ, ïîäîáíûõ ïðèçíàêàì Âåéåðøòðàññà, Äèðèõëå è
Àáåëÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ (ñì. ñîîòâåòñòâåííî
òåîðåìû 1.121, 1.122 è 1.123).

Òåîðåìà 1.150. Ïóñòü

F (x) = sup
y∈Y

|f(x, y)|, x ⩾ a,
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è ñõîäèòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

∞w

a

F (x) dx.

Òîãäà íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò ïàðàìåòðà (1.271) ñõîäèòñÿ ðàâíî-
ìåðíî îòíîñèòåëüíî y ∈ Y .

Äîêàçàòåëüñòâî ñðàçó ñëåäóåò èç êðèòåðèÿ Êîøè (òåîðåìà 1.149) è
íåðàâåíñòâà ∣∣∣∣∣

t2w

t1

f(x, y) dx

∣∣∣∣∣ ⩽
t2w

t1

F (x) dx. □

Â ñëåäóþùèõ äâóõ òåîðåìàõ ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâèìà â âèäå f = uv è
ðå÷ü áóäåò èäòè î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà

∞w

a

u(x, y)v(x, y) dx. (1.272)

Òåîðåìà 1.151. Èíòåãðàë îò ïàðàìåòðà (1.272) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî
îòíîñèòåëüíî y ∈ Y , åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ôóíêöèÿ v ìîíîòîííî óáûâàåò ïî x ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì
y ∈ Y è ñõîäèòñÿ ê íóëþ ïðè x → +∞ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî y ∈ Y ;

2) ôóíêöèÿ

U(t) =

tw

a

u(x, y) dx

îãðàíè÷åíà íà ìíîæåñòâå (t, y) ∈ [a,∞)× Y .

Äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò îáîñíîâàíèå òåîðåìû 1.122, òîëüêî âìåñòî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Àáåëÿ ïðèìåíÿþòñÿ ôîðìóëû Áîííå (òåîðåìà 1.76):

t2w

t1

u(x, y)v(x, y) dx = v(t1, y)

τw

t1

u(x, y) dx+ v(t2, y)

t2w

τ

u(x, y) dx, τ ∈ [t1, t2].

Ïóñòü T > a âûáðàíî òàê, ÷òî v(t, y) < ε ïðè âñåõ t > T è âñåõ y ∈ Y .
Îáîçíà÷èì

M = sup {|U(t, y)| : t ⩾ a, y ∈ Y } .
Òîãäà â ñèëó âûáîðà T âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∣∣∣∣∣

t2w

t1

u(x, y)v(x, y) dx

∣∣∣∣∣ < 4Mε.

Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì Êîøè (òåîðåìà 1.149). □
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Òåîðåìà 1.152. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1)′ ôóíêöèÿ v ìîíîòîííî óáûâàåò ïî x ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì

y ∈ Y è îãðàíè÷åíà íà ìíîæåñòâå [a,∞)× Y ;
2)′ èíòåãðàë

∞w

a

u(x, y) dx

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî y ∈ Y .
Òîãäà èíòåãðàë îò ïàðàìåòðà (1.272) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî îòíîñè-

òåëüíî y ∈ Y.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåñòè ñàìîñòîÿòåëüíî.

Íåïðåðûâíîñòü èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âîçìîæåí ïðåäåëüíûé
ïåðåõîä ïîä çíàêîì íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà îò ïàðàìåòðà.

Òåîðåìà 1.153. Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f ∈ C([a,∞)× [c, d]), y0 ∈ [c, d]
è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ïðè ëþáîì t > a ôóíêöèÿ f ïðè y → y0 ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè g
ðàâíîìåðíî íà [a, t];

2) íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (1.271) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [c, d].
Òîãäà íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò ôóíêöèè g ïî [a,+∞) ñõîäèòñÿ è

ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
y→y0

∞w

a

f(x, y) dx =

∞w

a

g(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn → y0
è îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè

Fn(t) =

tw

a

f(x, yn) dx, G(t) =

tw

a

f(x, y0) dx.

Îòìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî t ⩾ a â
ñèëó óñëîâèÿ 1) ïî òåîðåìå îá èíòåãðèðîâàíèè ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé (ñì. òåîðåìó 1.126). Êðîìå òîãî, èç ýòîé æå òåîðåìû
ñëåäóåò, ÷òî

lim
n→∞

Fn(t) = G(t), t ⩾ a.

Äàëåå èç óñëîâèÿ 2) ñëåäóåò, ÷òî

lim
t→∞

Fn(t) =

∞w

a

f(x, yn) dx
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ðàâíîìåðíî ïî n ∈ N. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå î ïåðåñòàíîâêå ïðåäåëîâ (ñì. òåî-
ðåìó 1.120)

lim
t→∞

lim
n→∞

Fn(t) = lim
n→∞

lim
t→∞

Fn(t).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè yn → y0

lim
t→∞

tw

a

g(x) dx = lim
n→∞

∞w

a

f(x, yn) dx.

Ñëåäîâàòåëüíî,
∞w

a

g(x) dx = lim
y→y0

∞w

a

f(x, y) dx,

è òåîðåìà äîêàçàíà. □

Òåîðåìà 1.154. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ C([a,∞)× [c, d]) è èíòåãðàë

I(y) =

∞w

a

f(x, y) dx

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [c, d]. Òîãäà I ∈ C[c, d].

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû � åå ïåðâîå óñëîâèå
âûïîëíåíî, òàê êàê èç óñëîâèÿ f ∈ C([a,∞)× [c, d]) ñëåäóåò, ÷òî ïðè êàæäîì
t ⩾ a ôóíêöèÿ f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà êîìïàêòíîì ïðÿìîóãîëüíèêå
[a, t]× [c, d]. □

Èíòåãðèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðó

Òåîðåìà 1.155. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ C([a,∞)× [c, d]) è èíòåãðàë

I(y) =

∞w

a

f(x, y) dx

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [c, d]. Òîãäà ôóíêöèÿ

x 7→
dw

c

f(x, y) dy

èíòåãðèðóåìà â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå íà [a,∞) è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

dw

c

I(y) dy =

∞w

a

dx

dw

c

f(x, y) dy.
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Äðóãèìè ñëîâàìè, òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî ïðè ñôîðìóëèðîâàííûõ
óñëîâèÿõ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ïåðåñòàíîâêè äâóõ èíòåãðàëîâ

dw

c

dy

∞w

a

f(x, y) dx =

∞w

a

dx

dw

c

f(x, y) dy.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tn ↑ ∞ è
îáîçíà÷èì

Fn(y) =

tnw

a

f(x, y) dx,

òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà

lim
n→∞

Fn(y) =

∞w

a

f(x, y) dx

è ïî óñëîâèþ ýòà ñõîäèìîñòü � ðàâíîìåðíàÿ íà [c, d]. Â ñèëó òåîðåìû 1.126 îá
èíòåãðèðîâàíèè ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî

dw

c

[∞w

a

f(x, y) dx

]
dy =

dw

c

lim
n→∞

Fn(y) dy =

= lim
n→∞

dw

c

Fn(y) dy = lim
n→∞

tnw

a

[
dw

c

f(x, y) dy

]
dx.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî â ñèëó òåîðåìû îá èíòåãðèðîâàíèè îáû÷-
íûõ èíòåãðàëîâ îò ïàðàìåòðà (ñì. òåîðåìó 1.146). Îòñþäà ñëåäóåò íàøå
óòâåðæäåíèå. □

Äèôôåðåíöèðîâàíèå èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðàâèëî Ëåéáíèöà äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà (ñì. òåîðåìó 1.144), ïðè îïðåäå-
ëåííûõ óñëîâèÿõ ñîõðàíÿåò ñèëó è äëÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ.

Òåîðåìà 1.156. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) ôóíêöèÿ f ∈ C([a,∞)× [c, d]);

2) ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
∂f

∂y
∈ C([a,∞)× [c, d]);

3) íà îòðåçêå [c, d] ñõîäèòñÿ èíòåãðàë

I(y) =

∞w

a

f(x, y) dx;
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4) íà îòðåçêå [c, d] ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ èíòåãðàë

∞w

a

∂f

∂y
(x, y) dx.

Òîãäà ôóíêöèÿ I äèôôåðåíöèðóåìà íà [c, d] è

I ′(y) =
∞w

a

∂f

∂y
(x, y) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê ïðèìåíåíèþ òåîðåìû 1.128 î äèôôåðåíöè-
ðîâàíèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Îáîçíà÷èì

Fn(y) =

nw

a

f(x, y) dx →
∞w

a

f(x, y) dx.

Òîãäà ïî òåîðåìå 1.144 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

F ′
n(y) =

nw

a

∂f

∂y
(x, y) dx →

∞w

a

∂f

∂y
(x, y) dx

è ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíà íà [c, d].
Äàëåå ïî òåîðåìå 1.128

I ′(y) =
(
lim
n→∞

Fn(y)
)′

= lim
n→∞

F ′
n(y) =

∞w

a

∂f

∂y
(x, y) dx. □

Ïîâòîðíîå íåñîáñòâåííîå èíòåãðèðîâàíèå

Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ èíòåðåñíûõ è âàæíûõ ïðèìåðîâ íåýëåìåíòàðíûõ
ôóíêöèé íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü âîïðîñ îá èíòåãðèðîâàíèè íåñîáñòâåííûõ
èíòåãðàëîâ îò ïàðàìåòðà ïî áåñêîíå÷íîìó ïðîìåæóòêó.

Òåîðåìà 1.157. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) ôóíêöèÿ f ∈ C([a,∞)× [c,∞)) íåîòðèöàòåëüíà;
2) äëÿ ëþáîãî y ∈ [c,∞) èíòåãðàë

I(y) =

∞w

a

f(x, y) dx

ñõîäèòñÿ è I ∈ C[c,∞);
3) äëÿ ëþáîãî x ∈ [a,∞) èíòåãðàë

J(x) =

∞w

c

f(x, y) dy
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ñõîäèòñÿ è J ∈ C[a,∞).
Òîãäà åñëè îäèí èç èíòåãðàëîâ

∞w

c

I(y) dy,

∞w

a

J(x) dx

ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ è äðóãîé è îíè ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ëþáóþ âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
a ⩽ tm ↑ ∞ è îáîçíà÷èì

Fn(x) =

nw

c

f(x, y) dy, Gm(y) =

tmw

a

f(x, y) dx.

Òîãäà ïî òåîðåìå 1.146 îá èíòåãðèðîâàíèè îáû÷íûõ èíòåãðàëîâ îò ïàðàìåòðà,
èñïîëüçóÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü ôóíêöèè f , ïîëó÷èì

tmw

a

Fn(x) dx =

nw

c

Gm(y) dy ⩽
∞w

c

[∞w

a

f(x, y) dx

]
dy.

Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Fn âîçðàñòàåò è ñõîäèòñÿ ê íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè J , òî ïî òåîðåìå Äèíè (ñì. òåîðåìó 1.125) ýòà ñõîäèìîñòü ðàâíîìåð-
íàÿ íà ëþáîì îòðåçêå [a, tm]. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå îá èíòåãðèðîâàíèè
ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (òåîðåìà 1.126)

lim
n→∞

tmw

a

Fn(x) dx =

tmw

a

[∞w

c

f(x, y) dy

]
dx.

Èòàê, ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

tmw

a

[∞w

c

f(x, y) dy

]
dx ⩽

∞w

c

[∞w

a

f(x, y) dx

]
dy.

Ïåðåéäÿ çäåñü ê ïðåäåëó ïðè m → ∞, ïîëó÷èì
∞w

a

[∞w

c

f(x, y) dy

]
dx ⩽

∞w

c

[∞w

a

f(x, y) dx

]
dy.

Ìåíÿÿ ðîëÿìè ïåðåìåííûå x è y, ïîëó÷èì ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî. □

Òåîðåìà 1.158. Ïóñòü ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåî-
ðåìû 1.157, êðîìå íåîòðèöàòåëüíîñòè. Ïóñòü òàêæå ôóíêöèÿ F óäîâëå-
òâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû 1.157 è âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

|f(x, y)| ⩽ F (x, y), x ⩾ a, y ⩾ c.

Òîãäà óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.157 ñïðàâåäëèâî äëÿ ôóíêöèè f .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè íàøèõ óñëîâèÿõ ôóíêöèè (F + f)/2 è (F − f)/2
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 1.157, ïîýòîìó åå óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ
èõ ðàçíîñòè, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ f . □

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò ìåíÿòü ïîðÿäîê íåñîáñòâåííûõ èíòåãðà-
ëîâ, áåç òðåáîâàíèÿ ñîõðàíåíèÿ çíàêà ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè. Íî â íåé
íàëàãàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûõ èíòåãðà-
ëîâ.

Òåîðåìà 1.159. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) f ∈ C([a,∞)× [c,∞));
2) íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

I(y) =

∞w

a

f(x, y) dx

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêàõ [c, C] ïðè ëþáîì C > c;
3) íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

J(x) =

∞w

c

f(x, y) dy

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêàõ [a,A] ïðè ëþáîì A > a.
Òîãäà åñëè îäèí èç ïîâòîðíûõ èíòåãðàëîâ

∞w

c

I(y) dy,

∞w

a

J(x) dx

ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ è äðóãîé è îíè ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà

Ïîäîáíûì îáðàçîì ìîæíî áûëî áû ðàçâèòü è ñîîòâåòñòâóþùóþ òåîðèþ
äëÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ âòîðîãî ðîäà, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà. Îãðà-
íè÷èìñÿ íåêîòîðîé ñâîäíîé ôîðìóëèðîâêîé, äîñòàòî÷íîé äëÿ áîëüøèíñòâà
ïðèëîæåíèé.

Ïóñòü Y � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, a,ω ∈ R, a < ω, è çàäàíà ôóíêöèÿ
f : [a,ω) × Y → R. Ïðè ýòîì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå
äëÿ îäíîãî y ∈ Y ôóíêöèÿ x 7→ f(x, y) íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé â ëþáîé
ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ω (ò. å. ω ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé îñîáåííîñòüþ
ôóíêöèè f , êàê ýòî ïîíèìàëîñü â îïðåäåëåíèè 1.69). Ïðåäïîëîæèì òàêæå,
÷òî äëÿ ëþáîãî y ∈ Y ñóùåñòâóåò (âîçìîæíî, íåñîáñòâåííûé) èíòåãðàë

I(y) =

ωw

a

f(x, y) dx. (1.273)
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Êîíå÷íî, ýòî òðåáîâàíèå âêëþ÷àåò èíòåãðèðóåìîñòü ôóíêöèè x 7→ f(x, y) íà
ëþáîì îòðåçêå [a, b] (b ∈ (a,ω)) ïðè ëþáîì y ∈ Y .

Òåîðåìà 1.160. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ C([a,ω)× [c, d]). Òîãäà ñïðàâåäëè-
âû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè èíòåãðàë (1.273) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî y ∈ [c, d],
òî I ∈ C[c, d];

2) ïðè òîì æå óñëîâèè

dw

c

dy

ωw

a

f(x, y) dx =

ωw

a

dx

dw

c

f(x, y) dy;

3) åñëè èíòåãðàë (1.273) ñõîäèòñÿ,
∂f

∂y
∈ C([a,ω)× [c, d]) è èíòåãðàë

ωw

a

∂f

∂y
(x, y) dx

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî y ∈ [c, d], òî

I ′(y) =
ωw

a

∂f

∂y
(x, y) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

1.12.3. Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ

Èíòåãðàë Äèðèõëå

Èíòåãðàë

D(y) =

∞w

0

sinxy

x
dx (1.274)

íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Äèðèõëå. Îí ÿâëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûì òîëüêî èç-çà
íåîãðàíè÷åííîñòè îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ, òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíê-
öèÿ îãðàíè÷åíà è òî÷êà íóëü íå áóäåò îñîáåííîñòüþ.

ßñíî, ÷òî D(0) = 0. Êðîìå òîãî, D(y) = −D(−y) ïðè y > 0, è èíòåãðàë
Äèðèõëå ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðà-
ëîâ (ñì. òåîðåìó 1.86): ôóíêöèÿ x 7→ 1/x ìîíîòîííà, ñõîäèòñÿ ê íóëþ íà
áåñêîíå÷íîñòè è

∣∣∣∣∣

tw

0

sinxy dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
1− cos ty

y

∣∣∣∣ ⩽
2

|y| , t > 0.
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Òåîðåìà 1.161. Äëÿ ëþáîãî y ∈ R ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

D(y) =
π

2
sign y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé çàìåíû ïåðåìåííîé óáåæäàåì-
ñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà

D(y) =

∞w

0

sinxy

x
dx =

[
xy = t

y dx = dt

]
=

∞w

0

sin t

t
dt = D(1)

ïðè y > 0. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì D(y) = −D(1) ïðè y < 0 (â ÷åì çäåñü îòëè-
÷èå?). Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà Äèðèõëå ïðè ëþáîì y ñâîäèòñÿ
ê âû÷èñëåíèþ D(1).

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

I(y) =

∞w

0

e−xy sinx

x
dx, (1.275)

çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà y ∈ Y = [0,+∞). Îòìåòèì, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ
ôóíêöèÿ f(x, y) = (e−xy sinx)/x íåïðåðûâíà íà [0,+∞)× Y , åñëè äîîïðåäå-
ëèòü åå ñëåäóþùèì îáðàçîì: f(0, y) = 1.

Èíòåãðàë (1.275) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà Y . Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ ïî
ïðèçíàêó Àáåëÿ (òåîðåìà 1.152): ôóíêöèÿ v(x, y) = e−xy ìîíîòîííà è îãðà-
íè÷åíà, à èíòåãðàë îò ôóíêöèè u(x, y) = sinx/x ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà Y
(ôóíêöèÿ íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà). Îòñþäà ïî òåîðåìå 1.153 ñëåäóåò íåïðå-
ðûâíîñòü èíòåãðàëà (1.275).

Âû÷èñëèì òåïåðü ïðîèçâîäíóþ I ′(y) ôóíêöèè (1.275) ïðè ëþáîì y > 0.
Äëÿ ýòîãî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî y ∈ [δ,∆] (÷èñëà 0 < δ < y è y < ∆ < +∞
ôèêñèðîâàíû). Òîãäà èíòåãðàë îò ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé

∞w

0

∂f

∂y
(x, y) dx = −

∞w

0

e−xy sinx dx

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [δ,∆] ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà (òåîðåìà 1.150).
Ýòî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà |e−xy sinx| ⩽ e−δx è ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà

∞w

0

e−δx dx.

Ïîýòîìó ïî ïðàâèëó Ëåéáíèöà äëÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ îò ïàðàìåòðà
(òåîðåìà 1.156) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

I ′(y) = −
∞w

0

e−xy sinx dx = − 1

y2 + 1
.
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Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ äâóêðàòíîãî èíòåãðèðî-
âàíèÿ ïî ÷àñòÿì.

Çàôèêñèðóåì òåïåðü ïðîèçâîëüíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ∈ N è çàïèøåì
ïî ôîðìóëå Íüþòîíà � Ëåéáíèöà (òåîðåìà 1.78, âñå óñëîâèÿ êîòîðîé ñåé÷àñ
âûïîëíåíû):

I(y) = I(n)−
yw

n

dt

t2 + 1
= I(n) + arctg n− arctg y.

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ íåïðåðûâíîñòü èíòåãðàëà (1.275), çàïèøåì ðàâåíñòâî

I(0) = lim
y→+0

I(y) = lim
y→+0

[I(n) + arctg n− arctg y] = I(n) + arctg n.

Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïðè n → +∞, ó÷òåì íåðà-
âåíñòâî

|I(n)| ⩽
∞w

0

e−nx | sinx|
x

dx ⩽
∞w

0

e−nx dx =
1

n
→ 0 (n → +∞)

è ïîëó÷èì ïðè ýòîì îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò: D(1) = I(0) = π/2. □

Ýéëåðîâû èíòåãðàëû

Â êà÷åñòâå äðóãèõ ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ï. 1.12.2 ðàññìîò-
ðèì äâà èíòåãðàëà:

Γ(x) =

∞w

0

tx−1e−t dt, (1.276)

B(x, y) =

1w

0

tx−1(1− t)y−1 dt, (1.277)

êîòîðûå èãðàþò âàæíóþ ðîëü â àíàëèçå. Îíè íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî
ãàììà- è áåòà-ôóíêöèåé Ýéëåðà. Ýòî ïðèìåðû íåýëåìåíòàðíûõ ôóíê-
öèé, òàê êàê äëÿ áîëüøèíñòâà çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðâî-
îáðàçíûå íå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè.

Èíòåãðàë (1.276) ÿâëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì ïåðâîãî ðîäà (îñî-
áåííîñòü áåñêîíå÷íîãî ïðîìåæóòêà), à ïðè x < 1 � íåñîáñòâåííûì èíòåãðà-
ëîì âòîðîãî ðîäà ñ îñîáåííîñòüþ â íóëå. Èíòåãðàë (1.277) � íåñîáñòâåííûé
èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà ñ îñîáåííîñòüþ â òî÷êå 0 ïðè x < 1 è îñîáåííîñòüþ â
òî÷êå 1 ïðè y < 1.

Óïðàæíåíèå 1.52. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) èíòåãðàë, îïðåäåëÿþùèé Γ(x), ñóùåñòâóåò ïðè x > 0;
2) èíòåãðàë, îïðåäåëÿþùèé B(x, y), ñóùåñòâóåò ïðè x > 0, y > 0.
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Ñâîéñòâà áåòà-ôóíêöèè

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ï. 1.12.2, èçó÷èì ñâîéñòâà ýéëåðîâûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 1.162. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) áåòà-ôóíêöèÿ èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïî-

ðÿäêà íà (0,+∞)× (0,+∞);
2) B(x, y) = B(y, x);
3) ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû ïîíèæåíèÿ

B(x, y) =
y − 1

x+ y − 1
B(x, y − 1) ïðè y > 1,

B(x, y) =
x− 1

x+ y − 1
B(x− 1, y) ïðè x > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äîêàæåì, íàïðèìåð, ñóùåñòâîâàíèå ÷àñòíîé ïðî-
èçâîäíîé ïî x. Áóäåì èñïîëüçîâàòü óòâåðæäåíèå 3) òåîðåìû 1.160. Ôóíêöèÿ

f(t, x) = tx−1(1− t)y−1, t ∈ (0, 1], x ∈ (0,+∞),

èìååò íåïðåðûâíóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ

∂f

∂x
(t, x) = tx−1(1− t)y−1 ln t, t ∈ (0, 1], x ∈ (0,+∞).

Åñëè ε > 0, òî ïðè x ∈ [2ε,+∞) ýòà ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìàæîðèðóåòñÿ
ôóíêöèåé ∣∣∣∣

∂f

∂x
(t, x)

∣∣∣∣ ⩽ ctε−1(1− t)y−1,

íå çàâèñÿùåé îò x (ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ t 7→ tε| ln t|, t ∈ (0, 1])
îãðàíè÷åíà íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c).

Îòñþäà è èç òåîðåìû 1.150 (òî÷íåå, èç åå àíàëîãà äëÿ íåñîáñòâåííûõ èí-
òåãðàëîâ âòîðîãî ðîäà) âûòåêàåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü íà [2ε,+∞) íåñîá-
ñòâåííîãî èíòåãðàëà

1w

0

∂f

∂x
(t, x) dt =

1w

0

tx−1(1− t)y−1 ln t dt.

Ïîýòîìó èç óòâåðæäåíèÿ 3) òåîðåìû 1.160 âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ÷àñòíîé

ïðîèçâîäíîé
∂B

∂x
è ðàâåíñòâî

∂B

∂x
(x, y) =

1w

0

tx−1(1− t)y−1 ln t dt.
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Òî÷íî òàê æå èñ÷åðïûâàåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè è íåïðåðûâíîñòè ïðî-
èçâîäíûõ âûñøèõ ïîðÿäêîâ.

2) Ýòî ñâîéñòâî ïðîâåðÿåòñÿ çàìåíîé t = 1− s.
3) Ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷èì

B(x, y) =

1w

0

(1− t)y−1 d

(
tx

x

)
=

tx(1− t)y−1

x

∣∣∣∣
1

0

+
y − 1

x

1w

0

tx(1− t)y−2 dt =

=
y − 1

x

1w

0

tx−1(1− t)y−2 dt− y − 1

x

1w

0

tx−1(1− t)y−1 dt =

=
y − 1

x
B(x, y − 1)− y − 1

x
B(x, y)

(áûëî èñïîëüçîâàíî òîæäåñòâî tx = tx−1 − tx−1(1 − t)). Âòîðîå ðàâåíñòâî
âûòåêàåò èç ïåðâîãî è èç óòâåðæäåíèÿ 2). □

Âòîðîå è òðåòüå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ïîçâîëÿþò ñâîäèòü âû÷èñëåíèå
çíà÷åíèé áåòà-ôóíêöèè ê ñëó÷àþ, êîãäà x, y ∈ (0, 1].

Ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ýòèìè ñâîéñòâàìè áåòà-ôóíêöèè, òàê êàê íèæå áó-
äåò óñòàíîâëåíà ïðîñòàÿ ñâÿçü ìåæäó ôóíêöèÿìè Ýéëåðà, ïîýòîìó ìíîãèå
ñâîéñòâà áåòà-ôóíêöèè ìîæíî âûâîäèòü èç ñâîéñòâ ãàììà-ôóíêöèè.

Ñâîéñòâà ãàììà-ôóíêöèè

Òåîðåìà 1.163. Ãàììà-ôóíêöèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) Γ(x+ 1) = xΓ(x) ïðè x > 0, â ÷àñòíîñòè, Γ(n+ 1) = n! ïðè n ∈ N;
2) Γ èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà íà (0,+∞);
3) ñóùåñòâóåò òàêîå x0 ∈ (1, 2), ÷òî ãàììà-ôóíêöèÿ óáûâàåò íà (0, x0)

è âîçðàñòàåò íà (x0,+∞);
4) Γ âûïóêëà íà (0,+∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïðîâåðÿåòñÿ ïðîñòûì èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì.
2) Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ f(t, x) = tx−1e−t èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñò-

íûå ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà k ∈ N ïî x:

∂kf

∂xk
= (ln t)k tx−1e−t,

êîòîðûå ìàæîðèðóþòñÿ ôóíêöèåé
∣∣∣(ln t)k tx−1e−t

∣∣∣ ⩽ ctδ/2−1, t ∈ (0, 1],

∣∣∣(ln t)k tx−1e−t
∣∣∣ ⩽ ct∆/2−1e−t, t ⩾ 1,
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ãäå 0 < δ ⩽ x ⩽ ∆ è c � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íåñîá-

ñòâåííûé èíòåãðàë îò
∂kf

∂xk
ïî [0,+∞) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [δ,∆]. Ïîýòî-

ìó ìîæíî ïðèìåíÿòü òåîðåìû 1.154, 1.156 è 1.160. Â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà äëÿ ïðîèçâîäíûõ ãàììà-ôóíêöèè:

Γ(k)(x) =

∞w

0

(ln t)k tx−1e−t dt.

3) Èç óòâåðæäåíèÿ 2) ïðè k = 2 è èç òåîðåìû 1.62 çàêëþ÷àåì, ÷òî
Γ′′(x) > 0. Ïî òåîðåìå 1.57 Γ′ ñòðîãî âîçðàñòàåò, à èç 1) âûòåêàåò, ÷òî
Γ(1) = Γ(2) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò x0 ∈ (1, 2), äëÿ êîòîðîãî
Γ′(x0) = 0, Γ′(x) < 0 ïðè x ∈ (0, x0), Γ′(x) > 0 ïðè x ∈ (x0,+∞).

4) Òàê êàê Γ′′(x) > 0, òî èç òåîðåìû 1.62 âûâîäèì, ÷òî ãàììà-ôóíêöèÿ
ñòðîãî âûïóêëà. □

Óòâåðæäåíèå 1) òåîðåìû 1.163 ïîêàçûâàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ãàììà-
ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ðàñïðîñòðàíåíèåì ïîíÿòèÿ ôàêòîðèàëà x!
(îïðåäåëåííîãî ëèøü äëÿ íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèé x) íà ëþáûå ïîëîæèòåëüíûå
çíà÷åíèÿ x > 0. Íåñêîëüêî ïîçæå, óñòàíîâèâ ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ ýéëåðîâûìè
èíòåãðàëàìè, óâèäèì, ÷òî áåòà-ôóíêöèÿ èãðàåò òàêóþ æå ðîëü ïî îòíîøåíèþ
ê áèíîìèàëüíûì êîýôôèöèåíòàì (1.22).

Ñâÿçü ãàììà- è áåòà-ôóíêöèé Ýéëåðà

Õîðîøî èçâåñòíà ôîðìóëà äëÿ áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ (ñì.
(1.22))

Cm
n =

n!

m!(n−m)!
.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî áåòà-ôóíêöèÿ ïîçâîëÿåò ðàñïðîñòðà-
íèòü áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû íà ñëó÷àé íåöåëûõ èíäåêñîâ, åñëè ôàê-
òîðèàëû ïîíèìàòü êàê çíà÷åíèÿ ãàììà-ôóíêöèè.

Òåîðåìà 1.164. Äëÿ ëþáûõ x > 0 è y > 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

B(x, y) =
Γ(x) · Γ(y)
Γ(x+ y)

. (1.278)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ áåòà-ôóíêöèè âûïîëíèì îäíó çàìåíó ïåðåìåí-
íîé:

B(x, y) =

1w

0

tx−1(1− t)y−1dt =




t =
u

1 + u

dt =
du

(1 + u)2


 =

∞w

0

ux−1

(1 + u)x+y
du, (1.279)
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à äëÿ ãàììà-ôóíêöèè � äðóãóþ:

Γ(x) =

[
t = us

dt = u ds

]
= ux

∞w

0

sx−1e−us ds.

Çàìåíèì x íà x+ y, à u � íà 1 + u:

Γ(x+ y)

(1 + u)x+y
=

∞w

0

sx+y−1e−(1+u)s ds,

óìíîæèì íà ux−1, ïðîèíòåãðèðóåì ïî u è ïîìåíÿåì ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ:

Γ(x+ y)

∞w

0

ux−1

(1 + u)x+y
du =

∞w

0

∞w

0

ux−1sx+y−1e−(1+u)s ds du =

=

∞w

0

∞w

0

ux−1sx+y−1e−(1+u)s du ds =

∞w

0

[∞w

0

(us)x−1e−uss du

]
sy−1e−s ds.

Åñëè òåïåðü âî âíóòðåííåì èíòåãðàëå çàìåíèòü us íà íîâóþ ïåðåìåííóþ, òî
èç (1.279) âèäíî, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Γ(x+ y) ·B(x, y) = Γ(x) · Γ(y).

Îñòàëîñü îáîñíîâàòü ïåðåìåíó ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîäûíòåãðàëü-
íàÿ ôóíêöèÿ

f(s, u) = ux−1sx+y−1e−(1+u)s

ïîëîæèòåëüíà è íåïðåðûâíà. Êðîìå òîãî, êàæäûé èç èíòåãðàëîâ

∞w

0

f(s, u) ds =
ux+1Γ(x+ y)

(1 + u)x+y
è

∞w

0

f(s, u) du = Γ(x)sy−1e−s

íåïðåðûâåí, à ïîâòîðíûå èíòåãðàëû îò íèõ ñõîäÿòñÿ. Ïîýòîìó ïåðåìåíà ïî-
ðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ âîçìîæíà ïî òåîðåìå 1.157. □

Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà

Ôîðìóëîé Ñòèðëèíãà íàçûâàåòñÿ èíòåðåñíîå è êðàñèâîå àñèìïòîòè÷å-
ñêîå ñîîòíîøåíèå, êîòîðîå äàåò âåñüìà òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå î õàðàêòåðå ðî-
ñòà ôàêòîðèàëà n!. Åå äîêàçàòåëüñòâî íà÷íåì ñ íåêîòîðûõ âñïîìîãàòåëüíûõ
óòâåðæäåíèé.
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Ëåììà 1.48 (ôîðìóëà Âàëëèñà). Äëÿ ëþáîãî m ∈ N ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà

π/2w

0

sinm x dx =

π/2w

0

cosm x dx =





(m− 1)!!

m!!

π

2
ïðè ÷åòíîì m,

(m− 1)!!

m!!
ïðè íå÷åòíîì m.

(1.280)

Äîêàçàòåëüñòâî.Äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ïåðâûé èç èíòåãðàëîâ, òàê êàê
âòîðîé ñâîäèòñÿ ê íåìó ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííîé x = π/2 − y. Äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ïåðâîãî èç íèõ îáîçíà÷èì åãî Jm è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì:

Jm =

π/2w

0

sinm−1 d(− cosx) =

= − sinm−1 x cosx
∣∣∣
π/2

0
+ (m− 1)

π/2w

0

sinm−1 cos2 x dx.

Ïðîèíòåãðèðîâàííîå ñëàãàåìîå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Çàìåíÿÿ cos2 x íà
1− sin2 x, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

Jm = (m− 1)Jm−2 − (m− 1)Jm.

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî Jm, âûâåäåì ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó

Jm =
m− 1

m
Jm−2.

Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå ýòîé ôîðìóëû ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

Jm =
(m− 1)!!

m!!
J0 èëè Jm =

(m− 1)!!

m!!
J1

â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÷åòíî m èëè æå íå÷åòíî. Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëå-
íèå J0 è J1 ïðèâîäèò ê íóæíîìó ðåçóëüòàòó. □

Ëåììà 1.49. Ïðè n ∈ N ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

0 <

(
n+

1

2

)
ln

(
1 +

1

n

)
− 1 <

1

12n(n+ 1)
. (1.281)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

φ(x) =
1

2x
ln

1 + x

1− x
, |x| < 1,
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è ñ ïîìîùüþ âòîðîãî ðàâåíñòâà èç òåîðåìû 1.56 ðàçëîæèì åå â ñòåïåííîé
ðÿä:

φ(x) =
1

2x

[ ∞∑

k=1

(−1)k−1

k
xk +

∞∑

k=1

1

k
xk

]
=

∞∑

k=0

x2k

2k + 1
.

Ïîñëå ýòîãî çàïèøåì
(
n+

1

2

)
ln

(
1 +

1

n

)
− 1 =

1

2/(2n+ 1)
ln

1 + 1/(2n+ 1)

1− 1/(2n+ 1)
− 1 =

= φ

(
1

2n+ 1

)
− 1 =

∞∑

k=1

1

(2k + 1)(2n+ 1)2k
.

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò ëåâîå íåðàâåíñòâî (1.281). Ïðàâîå íåðàâåíñòâî ïîëó÷à-
åòñÿ òàê:

∞∑

k=1

1

(2k + 1)(2n+ 1)2k
<

1

3

∞∑

k=1

1

(2n+ 1)2k
=

1

12n(n+ 1)
. □

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îñíîâíîìó ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 1.165 (ôîðìóëà Ñòèðëèíãà).

n! ∼
√
2πn

(n
e

)n
. (1.282)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

xn =
nn

√
n

enn!
(1.283)

è äîêàæåì, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ.
Òàê êàê

xn+1

xn
=

1

e

(
n+ 1

n

)n+1/2

, òî ln
xn+1

xn
=

(
n+

1

2

)
ln

(
1 +

1

n

)
− 1.

Ïîýòîìó â ñèëó ëåâîãî íåðàâåíñòâà (1.281)

ln(xn+1/xn) > 0, xn+1 > xn.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ïðàâîãî íåðàâåíñòâà (1.281)

ln
xn+1

xn
<

1

12n(n+ 1)
=

1

12

(
1

n
− 1

n+ 1

)
.
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Ñóììèðóÿ ïî n, ïîëó÷èì

ln
xn
x1

=
n∑

k=1

ln
xk+1

xk
<

1

12

n∑

k=1

(
1

k
− 1

k + 1

)
=

1

12

(
1− 1

n+ 1

)
< 1

è xn < ex1. Èòàê, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn âîçðàñòàåò, îãðàíè÷åíà ñâåðõó è
ïîýòîìó ñõîäèòñÿ.

Îáîçíà÷èì ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a := lim
n→∞

xn è íàéäåì ýòîò

ïðåäåë ñ ïîìîùüþ ôîðìóë Âàëëèñà (1.280).
Èç î÷åâèäíûõ íåðàâåíñòâ

π/2w

0

cos2n+1 x dx <

π/2w

0

cos2n x dx <

π/2w

0

cos2n−1 x dx

è (1.280) âûòåêàåò, ÷òî

(2n)!!

(2n+ 1)!!
<

(2n− 1)!!

(2n)!!

π

2
<

(2n− 2)!!

(2n− 1)!!
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

1

2n+ 1
=

(2n− 1)!!

(2n+ 1)!!
<

[
(2n− 1)!!

(2n)!!

]2
π

2
<

(2n− 2)!!

(2n)!!
=

1

2n
.

Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî θn ∈ (0, 1/2), ÷òî

(2n)!!

(2n− 1)!!
=
√
πn+ θnπ.

Òàê êàê (2n)!! = 2nn! è (2n− 1)!! =
(2n)!

(2n)!!
=

(2n)!

2nn!
, òî

n! =
nn

√
n

enxn
, (2n)! =

(2n)2n
√
2n

e2nx2n
.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
x2n
x2n

√
n

2
=
√
nπ+ θnπ.

Ïîäåëèì îáå ÷àñòè íà
√
n/2 è, ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷èì a = 1/

√
2π. □

Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà äàåò òàêæå îöåíêó äëÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â
ôîðìóëå Ñòèðëèíãà. Â ñàìîì äåëå,

ln
xn+m

xn
<

1

12

n+m∑

k=n

(
1

k
− 1

k + 1

)
=

1

12

(
1

n
− 1

n+m

)
.
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Ïåðåéäÿ çäåñü ê ïðåäåëó ïðè m → ∞, ïîëó÷èì − ln
√
2πxn ⩽ 1/(12n). Òàêèì

îáðàçîì,

0 < 1− n!
√
2πn

(n
e

)n < exp

(
− 1

12n

)
− 1 = O

(
1

n

)
.

Èíòåãðàë âåðîÿòíîñòåé

Èíòåãðàë
∞w

0

e−x2

dx (1.284)

÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ìàòåìàòèêå (íàïðèìåð, â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è â òåî-
ðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè). Ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî âûðàçèòü
òàê íàçûâàåìóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
Ïîýòîìó åãî íàçûâàþò èíòåãðàëîì âåðîÿòíîñòåé (èíîãäà èñïîëüçóåòñÿ íà-
çâàíèå ¾èíòåãðàë Ýéëåðà � Ïóàññîíà¿).

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå âû÷èñëèì ýòîò èíòåãðàë è óñòàíîâèì åãî ñâÿçü ñ
ãàììà-ôóíêöèåé.

Òåîðåìà 1.166. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

∞w

0

e−x2

dx =

√
π

2
, Γ

(
1

2

)
=

√
π. (1.285)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïîëíèì çàìåíó ïåðåìåííîé â èíòåãðàëå (1.284):

∞w

0

e−x2

dx =

[
x = ut

dx = udt

]
=

∞w

0

ue−u2t2dt.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà e−u2

è ïðîèíòåãðèðóåì ïî u ∈ (0,+∞):
(∞w

0

e−x2

dx

)2

=

∞w

0

∞w

0

ue−(1+t2)u2

dt du =

=

∞w

0

dt

∞w

0

ue−(1+t2)u2

du =
1

2

∞w

0

dt

1 + t2
=
π

4

(âû÷èñëåíèå âíóòðåííåãî èíòåãðàëà ïðèâåäåíî íèæå).
Âòîðîå èç ðàâåíñòâ (1.285) ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðâîãî çàìåíîé x2 = t:

∞w

0

e−x2

dx =




x2 = t

dx =
dt

2
√
t


 =

1

2

∞w

0

t1/2e−t dt =
1

2
Γ

(
1

2

)
. (1.286)
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Îáîñíóåì ïåðåìåíó ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 1.157.
Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü íåïðåðûâíîñòü ñõîäÿùèõñÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ

I(u) =

∞w

0

ue−(1+t2)u2

dt, J(u) =

∞w

0

ue−(1+t2)u2

du.

Îáà ýòè èíòåãðàëà ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ çàìåí ïåðåìåííîé:

∞w

0

ue−(1+t2)u2

dt = ue−u2

∞w

0

e−t2u2

dt =

[
s = ut

ds = u dt

]
= e−u2

∞w

0

e−s2 ds,

∞w

0

ue−(1+t2)u2

du =

[
s = (1 + t2)u2

ds = 2u(1 + t2) du

]
=

1

2(1 + t2)

∞w

0

e−s ds =
1

2(1 + t2)
,

à èõ íåïðåðûâíîñòü î÷åâèäíà. □
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1.13. Èíòåãðàë Ðèìàíà â Rd

1.13.1. Ïîñòðîåíèå ìåðû Æîðäàíà

Áëèæàéøåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå âàæíåéøèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïî-
íÿòèé � äëèíà (íà ïðÿìîé), ïëîùàäü (íà ïëîñêîñòè), îáúåì (â òðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå) íà áîëåå øèðîêèå êëàññû ìíîæåñòâ, à òàêæå íà ïðîñòðàíñòâà
Rd ëþáûõ ðàçìåðíîñòåé d ∈ N.

Îñíîâíàÿ èäåÿ òàêîâà: ïåðå÷èñëåííûå ïîíÿòèÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì
îïðåäåëåíû èçíà÷àëüíî òîëüêî íà ïðîñòûõ ìíîæåñòâàõ (îòðåçîê íà ïðÿìîé,
ïðÿìîóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëåïèïåä â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå).
Èñõîäÿ èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ îíè áóäóò ðàñïðîñòðàíåíû â íåñêîëüêî ýòàïîâ
íà áîëåå ñëîæíî óñòðîåííûå ìíîæåñòâà.

Ìåðà ñåãìåíòà

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

λE = {λx : x ∈ E} , λ ∈ R, E ⊂ Rd (1.287)

(ðàñòÿæåíèå ìíîæåñòâà),

x0 + E = {x0 + x : x ∈ E} , x0 ∈ Rd, E ⊂ Rd (1.288)

(ñäâèã ìíîæåñòâà).
Íàïîìíèì òàêæå (ñì. ï. 1.150), ÷òî d-ìåðíûì ñåãìåíòîì (ïîðîæäåííûì

ïàðîé a ∈ Rd è b ∈ Rd ) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

I = Ia,b =
{
x ∈ Rd : ak ⩽ xk ⩽ bk, k = 1, . . . , d

}
.

Ïóñòîå ìíîæåñòâî òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü ñåãìåíòîì.

Çàìå÷àíèå 1.1. Âðåìåííî èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåðìèíîëîãèÿ. Äâà
ñåãìåíòà I è J áóäåì íàçûâàòü íåíàëåãàþùèìè, åñëè èõ âíóòðåííîñòè íå
ïåðåñåêàþòñÿ, ò. å. I ∩ J = ∅. Êîíå÷íûé íàáîð ñåãìåíòîâ íàçûâàåòñÿ äèçú-
þíêòíûì, åñëè ëþáûå äâà èç íèõ ÿâëÿþòñÿ íåíàëåãàþùèìè. Äëÿ îáúåäè-
íåíèÿ äèçúþíêòíûõ ñåãìåíòîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü òîò æå çíàê ⊔, ÷òî è äëÿ
îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ (ñì. ïîäï. 1.1.2).

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ñîâåðøåííî åñòåñòâåííî, äî ñèõ ïîð îíî èñïîëü-
çîâàëàñü ïðè d = 1, 2, 3.

Îïðåäåëåíèå 1.126. Ìåðîé ñåãìåíòà I = Ia,b íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

µ
(
I
)
=

d∏

k=1

(bk − ak) , µ (∅) = 0. (1.289)
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Îòìåòèì î÷åâèäíûå ñâîéñòâà ìåðû ñåãìåíòà, ñâÿçàííûå ñî ñäâèãàìè è
ðàñòÿæåíèÿìè:

µ
(
λI
)
= |λ|d µ

(
I
)
, µ

(
c+ I

)
= µ

(
I
)
. (1.290)

Â äîêàçàòåëüñòâàõ ÷àñòî áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåå ïðîñòîå íà-
áëþäåíèå. Ïóñòü çàäàíû ñåãìåíò I ⊂ Rd, íîìåð êîîðäèíàòû i ∈ N, 1 ⩽ i ⩽ d,
è ÷èñëî c ∈ R. Òîãäà ãèïåðïëîñêîñòü

{
x ∈ Rd : xi = c

}

ðàçáèâàåò ñåãìåíò I íà íåíàëåãàþùèå ñåãìåíòû I1 è I2 (ðèñ. 1.45):

I = I1 ⊔ I2, I1 =
{
x ∈ I : ai ⩽ xi ⩽ c

}
, I2 =

{
x ∈ I : c ⩽ xi ⩽ bi

}
.

I1 I2

a1 c b1

a

b

x1

Ðèñ. 1.45

Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî µ
(
I
)
= µ

(
I1
)
+ µ

(
I2
)
. Â ñàìîì äåëå,

µ
(
I1
)
+ µ

(
I2
)
= (c− ai)

d∏

k=1, k ̸=i

(bk − ak) + (bi − c)
d∏

k=1, k ̸=i

(bk − ak) =

= [(c− ai) + (bi − c)]
d∏

k=1, k ̸=i

(bk − ak) =
d∏

k=1

(bk − ak) = µ
(
I
)
.

Êðîìå òîãî, ÷àñòî áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ âûðàæåíèå ¾÷åðåç âñå ãðàíè
ñåãìåíòà I = Ia,b ïðîâåäåì ãèïåðïëîñêîñòè¿. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîâîäÿòñÿ
âñå ãèïåðïëîñêîñòè âèäà

{
x ∈ Rd : xk = ak

}
,
{
x ∈ Rd : xk = bk

}
, k = 1, . . . , d.

Ñëåäóþùàÿ ãðóïïà ñâîéñòâ ìåðû ñåãìåíòà ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî âàæ-
íîé. Èìåííî çà ñïðàâåäëèâîñòüþ ýòîé ãðóïïû ñâîéñòâ ìåðû íåîáõîäèìî ñëå-
äèòü ïðè ðàñøèðåíèè ïîíÿòèÿ ìåðû íà áîëåå øèðîêèé êëàññ ìíîæåñòâ.

277



Ëåììà 1.50 (ñâîéñòâà ìåðû ñåãìåíòà). 1) Åñëè I =
⊔n

i=1 I i � äèçú-
þíêòíîå ðàçëîæåíèå I, òî

µ
(
I
)
=

n∑

i=1

µ
(
I i
)

(àääèòèâíîñòü).

2) Åñëè
{
I i
}n
i=1

� äèçúþíêòíîå ñåìåéñòâî ñåãìåíòîâ è
⊔n

k=1 Ik ⊂ I,
òî

n∑

i=1

µ
(
I i
)
⩽ µ

(
I
)

(ìîíîòîííîñòü).

3) Åñëè I ⊂ ⋃n
i=1 I i, òî

µ
(
I
)
⩽

n∑

i=1

µ
(
I i
)

(ñóáàääèòèâíîñòü).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Èç çàìå÷àíèÿ ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé ëåììû ýòî
óòâåðæäåíèå âûòåêàåò äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñåãìåíò ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ñ ïî-
ìîùüþ ãèïåðïëîñêîñòè. Ïîýòîìó â îáùåì ñëó÷àå íàäî ïðîâåñòè ÷åðåç ãðàíè
âñåõ ñåãìåíòîâ

{
I i
}n
i=1

ãèïåðïëîñêîñòè è ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíèòü óæå äî-
êàçàííûé ñëó÷àé.

2) Ñíîâà ïðîâåäåì ãèïåðïëîñêîñòè ÷åðåç âñå ãðàíè ñåãìåíòîâ
{
I i
}n
i=1

,
òîãäà äëÿ I èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå íà ñåãìåíòû, âêëþ÷àþùåå âñå

{
I i
}n
i=1

I =

(
n⊔

i=1

I i

)⊔(
m⊔

j=1

J j

)

ñ íåêîòîðûìè ñåãìåíòàìè
{
J i

}m
j=1

. Ïîýòîìó â ñèëó óæå äîêàçàííîãî ñâîéñòâà
àääèòèâíîñòè

µ
(
I
)
=

n∑

i=1

µ
(
I i
)
+

m∑

j=1

µ
(
J j

)
⩾

n∑

i=1

µ
(
I i
)
.

3) Îáîçíà÷èì J i = I ∩ I i (i = 1, . . . , n) è ÷åðåç ãðàíè âñåõ ñåãìåíòîâ{
J i

}n
i=1

ïðîâåäåì ãèïåðïëîñêîñòè, îïðåäåëÿÿ äèçúþíêòíûå ðàçëîæåíèÿ ýòèõ
ñåãìåíòîâ:

J i =

li⊔

j=1

J ij.

Ñåãìåíòû J ij ìîãóò âõîäèòü â ðàçëè÷íûå J i (åñëè ïîñëåäíèå ïåðåñåêà-
þòñÿ), ïîýòîìó íàäî èçáàâèòüñÿ îò ¾ëèøíèõ¿. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ìíîæå-
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ñòâà èíäåêñîâ Al (l = 1, . . . , n) ñëåäóþùèì îáðàçîì: A1 = {1, . . . , l1} è äëÿ
i = 2, . . . , n

⋃

j∈Ai

J ij = J i \




i−1⋃

k=1

⋃

j∈Ak

J ij




(â Ai âêëþ÷àþòñÿ íîìåðà òåõ ñåãìåíòîâ J ij, êîòîðûå íå áûëè âûáðàíû íà
ïðåäûäóùèõ øàãàõ).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî äèçúþíêòíîå ðàçëîæåíèå

I =
n⊔

i=1

⊔

j∈Ai

J ij.

Òåïåðü íóæíîå óòâåðæäåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì ñâîéñòâ àääèòèâ-
íîñòè è (äâàæäû) ìîíîòîííîñòè:

µ
(
I
)
=

n∑

i=1

∑

j∈Ai

µ
(
J ij

)
⩽

n∑

i=1

µ
(
J i

)
⩽

n∑

i=1

µ
(
I i
)
. □

Ôèãóðà è åå ìåðà

Ñåé÷àñ ââåäåì ìåðó äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 1.127. Ôèãóðîé èëè ýëåìåíòàðíûì ìíîæåñòâîì áó-
äåì íàçûâàòü ëþáîå êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå ñåãìåíòîâ (ðèñ. 1.46).

Êëàññ âñåõ ôèãóð îáîçíà÷èì F .

I1

I2 I3

Ðèñ. 1.46. Ôèãóðà

ßñíî, ÷òî ëþáîé ñåãìåíò ÿâëÿåòñÿ ôèãóðîé, â ÷àñòíîñòè ∅ ∈ F .
Òåðìèíîëîãèþ èç çàìå÷àíèÿ 1.1 ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü è äëÿ ôèãóð.

Ëåììà 1.51 (ñâîéñòâà ôèãóð). 1) Äëÿ ëþáûõ ôèãóð X, Y ∈ F ìíî-

æåñòâà X ∪ Y , X ∩ Y , X \ Y òàêæå ÿâëÿþòñÿ ôèãóðàìè.
2) Êàæäàÿ ôèãóðà êîìïàêòíà.
3) Äëÿ ëþáîé ôèãóðû X ∈ F ñóùåñòâóåò äèçúþíêòíîå ðàçëîæåíèå

X =
n⊔

i=1

I i.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå äâà ñâîéñòâà î÷åâèäíû (ðåêîìåíäóåòñÿ äîêà-
çàòü èõ ñàìîñòîÿòåëüíî).

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà 3) ïðîõîäèò òàê æå, êàê è ïðè îáîñíîâàíèè ÷à-
ñòè 3) â ëåììå 1.50 (ðèñ. 1.47). Ïóñòü X =

⋃n
i=1 I i, òîãäà ÷åðåç ãðàíè âñåõ

ñåãìåíòîâ {Ii}ni=1 ïðîâåäåì ãèïåðïëîñêîñòè, îïðåäåëÿÿ äèçúþíêòíûå ðàçëî-
æåíèÿ ýòèõ ñåãìåíòîâ:

I i =

li⊔

j=1

I ij.

Ðèñ. 1.47. Äèçúþíêòíîå ðàçëîæåíèå ôèãóðû

Äàëåå èçáàâèìñÿ îò ¾ëèøíèõ¿ I ij, îïðåäåëÿÿ ìíîæåñòâà èíäåêñîâ Al

(l = 1, . . . , n) ñëåäóþùèì îáðàçîì: A1 = {1, . . . , l1} è äëÿ i = 2, . . . , n

⋃

j∈Ai

I ij = I i \




i−1⋃

k=1

⋃

j∈Ak

I ij




(â Ai âêëþ÷àþòñÿ íîìåðà òåõ ñåãìåíòîâ I ij, êîòîðûå íå áûëè âûáðàíû íà
ïðåäûäóùèõ øàãàõ). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî äèçúþíêòíîå ðàçëîæåíèå

X =
n⊔

i=1

⊔

j∈Ai

I ij. □

Îòìåòèì, ÷òî ðàçëîæåíèå ôèãóðû èç 3) â ëåììå 1.51 íå îïðåäåëÿåòñÿ
îäíîçíà÷íî (ìîæíî, íàïðèìåð, ¾èçìåëü÷àòü¿ ñåãìåíòû èç äàííîãî äèçúþíêò-
íîãî ðàçëîæåíèÿ).

Îïðåäåëåíèå 1.128. Ìåðîé ôèãóðû X ∈ F íàçûâàåòñÿ

µ (X) =
n∑

i=1

µ
(
I i
)
,

ãäå X =
⊔n

i=1 I i � ëþáîå äèçúþíêòíîå ðàçëîæåíèå ôèãóðû X.
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Óïðàæíåíèå 1.53. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) ìåðà ôèãóðû íå çàâèñèò îò âûáîðà åå äèçúþíêòíîãî ðàçëîæåíèÿ;
2) åñëè X ∈ F , λ ∈ R, c ∈ Rd, òî µ (λX) = |λ|d µ (X) ,µ (c+X) = µ (X).

Ëåììà 1.52 (ñâîéñòâà ìåðû ôèãóðû). 1) Åñëè {Xi}ni=1 ⊂ F � äèçú-
þíêòíîå ñåìåéñòâî ôèãóð, òî

µ

(
n⊔

i=1

Xi

)
=

n∑

i=1

µ (Xi) (àääèòèâíîñòü).

2) Åñëè X ⊂ Y , X, Y ∈ F , òî µ (X) ⩽ µ (Y ) (ìîíîòîííîñòü).
3) Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà ôèãóð {Xi}ni=1 ⊂ F

µ

(
n⋃

i=1

Xi

)
⩽

n∑

i=1

µ (Xi) (ñóáàääèòèâíîñòü).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ÅñëèXi =
⊔ni

j=1 I ij � äèçúþíêòíîå ðàçëîæåíèå ôè-
ãóðû Xi (i = 1, . . . , n), òî

⊔n
i=1

⊔ni

j=1 I ij � äèçúþíêòíîå ðàçëîæåíèå ôèãóðû⊔n
i=1Xi è ïî îïðåäåëåíèþ ìåðû ôèãóðû

µ

(
n⊔

i=1

Xi

)
= µ

(
n⊔

i=1

ni⊔

j=1

I ij

)
=

n∑

i=1

ni∑

j=1

µ
(
I ij
)
=

n∑

i=1

µ (Xi) .

2) Òàê êàê Y = (Y \X) ⊔ X, òî Y =
(
Y \X

)
⊔ X (ôèãóðû ñïðàâà íå

íàëåãàþò), ïîýòîìó â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1)

µ (Y ) = µ
(
Y \X

)
+ µ (X) ⩾ µ (X) .

3) Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 2. Èç X1 = (X1 \X2) ⊔ (X1 ∩X2)

ñëåäóåò X1 =
(
X1 \X2

)
⊔ (X1 ∩X2) (ôèãóðû ñïðàâà íå íàëåãàþò), ïîýòîìó

â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1)

µ (X1) = µ
(
X1 \X2

)
+ µ (X1 ∩X2) .

Òî÷íî òàê æå
µ (X2) = µ

(
X2 \X1

)
+ µ (X1 ∩X2) .

Íàêîíåö, X1 ∪X2 =
(
X1 \X2

)
⊔
(
X2 \X1

)
⊔ (X1 ∩X2) è

µ (X1 ∪X2) = µ
(
X1 \X2

)
+ µ

(
X2 \X1

)
+ µ (X1 ∩X2) =

= µ (X1) + µ (X2)− µ (X1 ∩X2) ⩽ µ (X1) + µ (X2) .

Îñòàëîñü ïðîâåñòè èíäóêöèþ ïî ÷èñëó ñëàãàåìûõ. □

281



Ìåðà Æîðäàíà

Îïðåäåëåíèå 1.129. Ïóñòü E ⊂ Rd � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî. Òî-
ãäà âåëè÷èíû (ðèñ. 1.48)

µ∗ (E) = sup {µ (X) : X ⊂ E, X ∈ F} , (1.291)

µ∗ (E) = inf {µ (Y ) : E ⊂ Y, Y ∈ F} , (1.292)

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âíóòðåííåé è âíåøíåé ìåðàìè Æîðäà-
íà äëÿ E.

E

X

Y

Ðèñ. 1.48

Ëåììà 1.53. Äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà E ⊂ Rd

µ∗ (E) ⩽ µ∗ (E) . (1.293)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè X ⊂ E ⊂ Y (X, Y ∈ F), òî µ (X) ⩽ µ (Y ) â
ñèëó ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè ìåðû ôèãóðû (ëåììà 1.52). Â ýòîì íåðàâåíñòâå
íàäî ñíà÷àëà ïåðåéòè ê òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì ôèãóðàì X ⊂ E, à
çàòåì ê òî÷íîé íèæíåé ãðàíè ïî âñåì ôèãóðàì Y ⊃ E. □

Îïðåäåëåíèå 1.130. Îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî E ⊂ Rd íàçûâàåòñÿ
èçìåðèìûì ïî Æîðäàíó, åñëè µ∗ (E) = µ∗ (E). Â òàêîì ñëó÷àå îáùåå
çíà÷åíèå âíóòðåííåé è âíåøíåé ìåð ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ ìåðîé Æîð-
äàíà è îáîçíà÷àåòñÿ

µ (E) = µ∗ (E) = µ∗ (E) .

Óïðàæíåíèå 1.54. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) ôèãóðà èçìåðèìà ïî Æîðäàíó è åå ìåðà Æîðäàíà ñîâïàäàåò ñ ìåðîé

èç îïðåäåëåíèÿ 1.128;
2) åñëè X ∈ F � ôèãóðà, òî intX èçìåðèìà è µ (intX) = µ (X);
3) ìíîæåñòâî [0, 1]d ∩Qd íåèçìåðèìî ïî Æîðäàíó;
4) åñëè E � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî è µ∗ (E) = 0, òî E èçìåðèìî;
5) êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ ìåðû íóëü èìååò ìåðó íóëü.
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Òåîðåìà 1.167 (êðèòåðèé èçìåðèìîñòè). Ïóñòü E ⊂ Rd � îãðàíè-
÷åííîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) E èçìåðèìî;
2) ∀ ε > 0 ∃X ⊂ E ⊂ Y µ (Y )− µ (X) < ε;
3) µ (∂E) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) =⇒ 2). Äëÿ ε > 0 íàéäåì ôèãóðû X ⊂ E è Y ⊃ E
òàê, ÷òîáû µ (X) > µ∗ (E)−ε/2, µ (Y ) < µ∗ (E)+ε/2. Òîãäà µ (Y )−µ (X) < ε.

2) =⇒ 3). Äëÿ ε > 0 íàéäåì ôèãóðû X ⊂ E è Y ⊃ E òàê, ÷òî-
áû µ (Y ) − µ (X) < ε, è ïîëîæèì V = Y \X. Òîãäà Y = X ⊔ V (ôè-
ãóðû ñïðàâà íå íàëåãàþò), ïîýòîìó â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1) ëåììû 1.52
µ (V ) = µ (Y )− µ (X) < ε.

Äàëåå òàê êàê E ⊂ Y è E
c ⊂ Xc, òî

∂E = E ∩ Ec ⊂ Y ∩Xc ⊂ Y \X.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∂E ⊂ V è µ(∂E) = 0.
3) =⇒ 1). Äëÿ ε > 0 íàéäåì ôèãóðó V òàê, ÷òîáû ∂E ⊂ intV , µ (V ) < ε.

Ïîëîæèì Y = E ∪ V , X = Y \ V è ïîêàæåì, ÷òî Y � ôèãóðà.
Åñëè x ∈ E, òî ëèáî x ∈ ∂E (è òîãäà x ∈ intV ), ëèáî x ∈ intE è íàéäåòñÿ

îòêðûòûé êóá Qx ñîäåðæàùèé òî÷êó x, ïðè÷åì Qx ⊂ intE. Ìíîæåñòâî E
çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî, à ïîòîìó êîìïàêòíî ïî òåîðåìå Ãåéíå � Áîðåëÿ 1.98.

Îòêðûòûå ìíîæåñòâà {Qx}x∈intE è intV îáðàçóþò ïîêðûòèå êîìïàêòà
E, èç êîòîðîãî ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå

E ⊂ Qx1
∪ . . . ∪Qxm

∪ intV.

Ïóñòü X = Qx1
∪ . . .∪Qxm

, òîãäà ÿñíî, ÷òî X ∈ F è Y = V ∪X è Y ∈ F .
Êðîìå òîãî, â ñèëó ñóáàääèòèâíîñòè ìåðû ôèãóðû (óòâåðæäåíèå 3) â ëåììå
1.52)

µ (Y ) ⩽ µ (X) + µ (V ) èëè µ (Y )− µ (X) = µ (V ) < ε.

Íàêîíåö, ïî ëåììå 1.53 äëÿ ëþáîãî ε > 0

0 ⩽ µ∗ (E)− µ∗ (E) ⩽ µ (Y )− µ (X) < ε

è µ∗ (E) = µ∗ (E). □

Ñâîéñòâà ìåðû Æîðäàíà

Â ïîäï. 1.5.7 áûëà ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè êðèâî-
ëèíåéíîé òðàïåöèè, õîòÿ òîãäà ïîíÿòèå ïëîùàäè åùå íå áûëî äàíî. Òåïåðü
ïëîùàäü áóäåò ïîíèìàòüñÿ êàê ìåðà Æîðäàíà. Â ñëåäóþùåé òåîðåìå áóäåò
óñòàíîâëåíî, ÷òî òàêîå ïîíèìàíèå ïëîùàäè â ôîðìóëå (1.124) áûëî ïðàâèëü-
íûì.
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Òåîðåìà 1.168. Ïóñòü çàäàíà íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f : [a, b] → R,
f(x) ⩾ 0. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) êðèâîëèíåéíàÿ òðàïåöèÿ

T =
{
(x, y) ∈ R2 : a ⩽ x ⩽ b, 0 ⩽ y ⩽ f(x)

}
⊂ R2

èçìåðèìà;
2) f ∈ R[a, b].
Åñëè f ∈ R[a, b], òî

µ(T ) =
w b

a
f(x) dx. (1.294)

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ (1.105)�(1.107).
Ïóñòü Π : a = x0 < . . . < xn = b � ëþáîå ðàçáèåíèå [a, b]. Ðàññìîòðèì
äâå ôèãóðû:

X(Π) =
n⋃

k=1

[xk−1, xk]× [0,mk] è Y (Π) =
n⋃

k=1

[xk−1, xk]× [0,Mk] .

Ýòè ôèãóðû îáëàäàþò ñâîéñòâàìè

X(Π) ⊂ T ⊂ Y (Π), µ (X(Π)) = s∗(Π), µ (Y (Π)) = s∗(Π).

Îòñþäà ìãíîâåííî âûòåêàþò íåðàâåíñòâà

I∗ ⩽ µ∗ (T ) ⩽ µ
∗ (T ) ⩽ I∗,

èç êîòîðûõ ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå 2) =⇒ 1) è ðàâåíñòâî (1.294) � åñëè
f ∈ R[a, b], òî I∗ = I∗ è ïî òåîðåìå 1.68 I∗ = µ∗ (T ) = µ∗ (T ) = I∗.

1) =⇒ 2). Åñëè êðèâîëèíåéíàÿ òðàïåöèÿ T èçìåðèìà, òî äëÿ ëþáîãî
ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ðàçáèåíèå Π : a = x0 < . . . < xn = b, ÷òî íåêîòîðàÿ
ôèãóðà âèäà

Y =
n⋃

k=1

[xk−1, xk]×
[
y1k, y

2
k

]

ñîäåðæèò ãðàôèê ôóíêöèè

Γf =
{
(x, f(x)) ∈ R2 : x ∈ [a, b]

}
,

ïðè÷åì µ (Y ) < ε. Òàê êàê Γf ⊂ Y , òî y1k ⩽ mk ⩽ Mk ⩽ y2k. Ïîýòîìó

0 ⩽ I∗ − I∗ ⩽ s∗(Π)− s∗(Π) =
n∑

k=1

(Mk −mk)(xk − xk−1) ⩽ µ (Y ) < ε,

ñëåäîâàòåëüíî, I∗ = I∗ è ïî òåîðåìå 1.68 f ∈ R[a, b]. □
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî îáû÷íûå îïåðàöèè íàä èçìåðèìûìè

ìíîæåñòâàìè ïðèâîäÿò ñíîâà ê èçìåðèìûì ìíîæåñòâàì.
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Òåîðåìà 1.169 (èçìåðèìîñòü è îïåðàöèè). Åñëè ìíîæåñòâà E1,
E2 èçìåðèìû, òî èçìåðèìû òàêæå ìíîæåñòâà E1 ∪ E2, E1 ∩ E2, E1 \ E2.

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç òåîðåìû 1.167 è î÷åâèäíûõ âêëþ÷åíèé

∂ (E1 ∪ E2) ⊂ ∂E1 ∪ ∂E2, ∂ (E1 ∩ E2) ⊂ ∂E1 ∪ ∂E2,

∂ (E1 \ E2) ⊂ ∂E1 ∪ ∂E2. □

Èòîã ðàçâèòèÿ ïîíÿòèÿ ìåðû Æîðäàíà � ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ìåðû,
êîòîðûå ïîñòîÿííî êîíòðîëèðîâàëèñü íà êàæäîì øàãå åå ïîñòðîåíèÿ.

Òåîðåìà 1.170 (ñâîéñòâà ìåðû Æîðäàíà). 1) Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íî-
ãî íàáîðà èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ {Ek}nk=1

µ

(
n⋃

k=1

Ek

)
⩽

n∑

k=1

µ (Ek) (ñóáàääèòèâíîñòü).

2) Åñëè ìíîæåñòâà E1, . . . , En èçìåðèìû è ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ,
òî

µ

(
n⊔

k=1

Ek

)
=

n∑

k=1

µ (Ek) (àääèòèâíîñòü).

3) Åñëè ìíîæåñòâà E1, E2 èçìåðèìû è E1 ⊂ E2, òî µ (E1) ⩽ µ (E2)
(ìîíîòîííîñòü).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ðàññìîòðèì ñëó÷àé äâóõ ìíîæåñòâ. Âîçüìåì ëþ-
áûå ôèãóðû Yi ⊃ Ei (i = 1, 2). Òîãäà E1 ∪ E2 ⊂ Y1 ∪ Y2 è â ñèëó ï. 3) ëåììû
1.52

µ (E1 ∪ E2) ⩽ µ (Y1 ∪ Y2) ⩽ µ (Y1) + µ (Y2) .

Ïåðåéäÿ ê òî÷íîé íèæíåé ãðàíèöå ïî Yi, ïîëó÷èì

µ (E1 ∪ E2) ⩽ µ (E1) + µ (E2) .

Èòàê, äëÿ äâóõ ìíîæåñòâ óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Îáùèé ñëó÷àé ïîëó÷à-
åòñÿ èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ñëàãàåìûõ.

2) Ñíîâà ðàññìîòðèì ñëó÷àé äâóõ ìíîæåñòâ. Ïóñòü E1 ∩ E2 = ∅. Âîçü-
ìåì ëþáûå ôèãóðû Xi ⊂ Ei (i = 1, 2), òîãäà X1 ∩ X2 = ∅. Òàê êàê
E1 ∪ E2 ⊃ X1 ∪X2, òî â ï. 2) ëåììû 1.52

µ (E1 ∪ E2) ⩾ µ (X1 ∪X2) = µ (X1) + µ (X2) .

Ïåðåéäÿ ê òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì òàêèì ôèãóðàì Xi, ïîëó÷èì íåðà-
âåíñòâî

µ (E1 ∪ E2) ⩾ µ (E1) + µ (E2) .
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Ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî âûòåêàåò èç óæå äîêàçàííîãî ñâîéñòâà ñóáàä-
äèòèâíîñòè.

3) Çàïèøåì E2 = E1∪(E2 \ E1), òîãäà ìíîæåñòâà ñïðàâà íå ïåðåñåêàþòñÿ
è ìîæíî èñïîëüçîâàòü äîêàçàííîå ñâîéñòâî 2):

µ (E2) = µ (E2 \ E1) + µ (E1) ⩾ µ (E1) . □

1.13.2. Îïðåäåëåíèå è óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè

Íà îñíîâå ìåðû Æîðäàíà ïîñòðîèì òåîðèþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî èçìåðè-
ìûì ìíîæåñòâàì â Rd, àíàëîãè÷íóþ òîé, ñ êîòîðîé èìåëè äåëî ðàíåå ïðè
d = 1. Ñëåäóåò îòìåòèòü, îäíàêî, ÷òî äàæå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ýòà òåîðèÿ
áîãà÷å, òàê êàê ìîæíî áóäåò èíòåãðèðîâàòü ïî ëþáîìó èçìåðèìîìó ìíîæå-
ñòâó, à íå òîëüêî ïî îòðåçêó.

Ñõåìà èçëîæåíèÿ è äîêàçàòåëüñòâà â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè áóäåò ïîâòî-
ðÿòü ìàòåðèàë ïî òåîðèè èíòåãðàëà Ðèìàíà èç ãë. 1.5.

Îäíàêî èìåþòñÿ è íîâûå âàæíûå ìîìåíòû: íîâûé êðèòåðèé èíòåãðèðó-
åìîñòè â òåðìèíàõ ìàññèâíîñòè ìíîæåñòâà òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè; ñâÿçü
èíòåãðàëîâ ïî ìíîæåñòâàì ðàçëè÷íûõ ðàçìåðíîñòåé; ôîðìóëà çàìåíû ïåðå-
ìåííîé â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî ñëîæíåå, ÷åì ðàíü-
øå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå.

Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà Ðèìàíà

Ïóñòü E ⊂ Rd � èçìåðèìîå ìíîæåñòâî, ïðè÷åì µ(E) > 0. Ñèñòåìà íåïó-
ñòûõ ìíîæåñòâ Π = {Ek}nk=1 íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà E, åñëè
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) Ek èçìåðèìû è µ(Ek) > 0, k = 1, . . . , n;
2) Ek ∩ Ei = ∅ ïðè k ̸= i;
3) E =

⊔n
k=1Ek.

×èñëî
λ = λΠ = max

1⩽k⩽n
diamEk

íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ðàçáèåíèÿ Π.
Åñëè äëÿ êàæäîãî k = 1, . . . , n çàôèêñèðîâàòü òî÷êó ξk ∈ Ek è îáîçíà-

÷èòü íàáîð ξ = (ξ1, . . . , ξn), òî ïàðà (Π, ξ) íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèåì ìíîæå-
ñòâà E ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè.

Åñëè íà ìíîæåñòâå E çàäàíà ôóíêöèÿ f , òî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ (Π, ξ)
ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè îïðåäåëèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó (Ðèìàíà), ñîîò-
âåòñòâóþùóþ ðàçáèåíèþ (Π, ξ):

s = s (Π, ξ) = sf (Π, ξ, E) =
n∑

k=1

f (ξk)µ (Ek) . (1.295)
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Îïðåäåëåíèå 1.131. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÷èñëî I ÿâëÿåòñÿ ïðåäå-
ëîì èíòåãðàëüíûõ ñóìì, åñëè

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ (Π, ξ) λΠ < δ =⇒ |s(Π, ξ)− I| < ε. (1.296)

Êðàòêàÿ çàïèñü ýòîãî: I = lim
λ→0

s.

Åñëè òàêîé ïðåäåë ñóùåñòâóåò, òî îí íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ðè-
ìàíà ôóíêöèè f ïî ìíîæåñòâó E è îáîçíà÷àåòñÿ

I =
w

E

f(x) dx =
w

E

f dµ. (1.297)

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðèì òàêæå, ÷òî ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìà-
íó íà E. Êëàññ âñåõ èíòåãðèðóåìûõ íà E ôóíêöèé îáîçíà÷èì R(E).

Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî èíòåãðèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ íåîáõîäèìî ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé, ÷òî è áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ â
äàëüíåéøåì.

Ñóììû Äàðáó è èõ ñâîéñòâà

Àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ (ñì. ï. 1.5.3 ãë. 1.5) ðàññìàòðèâàåòñÿ
âîïðîñ î ïðîâåðêå èíòåãðèðóåìîñòè ñ ïîìîùüþ ñóìì Äàðáó.

Ïóñòü Π � ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà E. Âåëè÷èíû

s∗(Π) = inf
ξ
s(Π, ξ), s∗(Π) = sup

ξ

s(Π, ξ)

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íèæíåé è âåðõíåé ñóììàìè Äàðáó äëÿ f ,
îòâå÷àþùèìè çàäàííîìó ðàçáèåíèþ Π.

Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå,

s∗(Π) =
n∑

k=1

mkµ (Ek) , s∗(Π) =
n∑

k=1

Mkµ (Ek) , ãäå

mk = inf f (Ek) , Mk = sup f (Ek) (k = 1, . . . , n).

Óñëîâèìñÿ â äàëüíåéøåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàçáèåíèå Π ñîäåðæèòñÿ â ðàç-
áèåíèè Π′, åñëè êàæäîå ìíîæåñòâî èç Π ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåêîòîðûõ
ìíîæåñòâ èç Π′.

Ëåììà 1.54. 1) Äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè (Π, ξ)

s∗(Π) ⩽ s (Π, ξ) ⩽ s∗(Π).

2) Åñëè ðàçáèåíèå Π ñîäåðæèòñÿ â ðàçáèåíèè Π′, òî

s∗(Π) ⩽ s∗(Π
′), s∗(Π′) ⩽ s∗(Π).

3) Äëÿ ëþáûõ ðàçáèåíèé Π è Π′

s∗(Π) ⩽ s∗(Π′).
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Èíòåãðàëû Äàðáó è èõ ñâîéñòâà

Âåëè÷èíû
I∗ = sup

Π
s∗(Π), I∗ = inf

Π
s∗(Π)

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íèæíèì è âåðõíèì èíòåãðàëàìè Äàðáó
ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå E.

Ëåììà 1.55. 1) Äëÿ ëþáûõ ðàçáèåíèé Π è Π′

s∗(Π) ⩽ I∗ ⩽ I∗ ⩽ s∗(Π′).

2) I∗ = lim
λ→0

s∗(Π), I∗ = lim
λ→0

s∗(Π).

Ëåììû 1.54 è 1.55 äîêàçûâàþòñÿ áåç êàêèõ-ëèáî èçìåíåíèé ïî ñðàâíå-
íèþ ñ îäíîìåðíûì ñëó÷àåì (ñì. ëåììû 1.18�1.20 â ãë. 1.5). Ýòî æå îòíîñèòñÿ
ê ñëåäóþùåìó êðèòåðèþ èíòåãðèðóåìîñòè, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïîâòî-
ðåíèåì òåîðåìû 1.68 ãë. 1.5.

Òåîðåìà 1.171 (êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè). Äëÿ ëþáîé îãðàíè-
÷åííîé ôóíêöèè f : E → R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) f èíòåãðèðóåìà íà E;
2) lim

λ→0
(s∗(Π)− s∗(Π)) = 0;

3) I∗ = I∗.

Óñëîâèå 2) â òåîðåìå 1.171 óäîáíî èñïîëüçîâàòü òàêæå â âèäå

lim
λ→0

n∑

k=1

ωkµ (Ek) = 0, (1.298)

ãäå ωk � êîëåáàíèå ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå Ek.

Óïðàæíåíèå 1.55. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) åñëè E � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, èçìåðèìîå ïî Æîðäàíó è f ∈ C(E),

òî f ∈ R(E);
2) åñëè ìíîæåñòâî E èçìåðèìî ïî Æîðäàíó, ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà íà

E è åå ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà èìååò ìåðó Æîðäàíà íóëü, òî f ∈ R(E).

Êðèòåðèé Ëåáåãà

Âñå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè èç óïðàæíåíèé 1.55 (è èç òåî-
ðåìû 1.69 â îäíîìåðíîì ñëó÷àå) îçíà÷àþò, ÷òî ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà, åñëè
ìíîæåñòâî åå òî÷åê ðàçðûâà ¾íå î÷åíü âåëèêî¿.

Ïðèâåäåì òî÷íóþ ôîðìó ìàññèâíîñòè ìíîæåñòâà òî÷åê ðàçðûâà ôóíê-
öèè, îáåñïå÷èâàþùóþ åå èíòåãðèðóåìîñòü. Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå
íîâîå ïîíÿòèå.
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Îïðåäåëåíèå 1.132. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî E ⊂ Rd èìååò
ëåáåãîâó ìåðó íóëü, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå èëè
ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî èíòåðâàëîâ {Ik}, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

E ⊂
⋃

k

Ik,
∑

k

µ (Ik) < ε.

Óïðàæíåíèå 1.56. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) åñëè ìåðàÆîðäàíà ìíîæåñòâà ðàâíà íóëþ, òî îíî èìååò òàêæå è ëåáå-

ãîâó ìåðó íóëü, â ÷àñòíîñòè, ýòî îòíîñèòñÿ ê ëþáîìó êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó;
2) ìíîæåñòâî Qd ∩ [0, 1]d íåèçìåðèìî ïî Æîðäàíó (ñì. óòâåðæäåíèå 4) â

óïðàæíåíèè 1.54), îäíàêî èìååò ëåáåãîâó ìåðó íóëü;
3) êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ ëåáåãîâîé ìåðû íóëü òàê-

æå èìååò ëåáåãîâó ìåðó íóëü.

Íàïîìíèì (ñì. (1.47)), ÷òî êîëåáàíèåì ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå E íà-
çûâàåòñÿ

ω(E) = ωf(E) = sup f(E)− inf f(E).

Ââåäåì êîëåáàíèå ôóíêöèè f : E → R â òî÷êå x0 ∈ E êàê

ω(x0) = ωf(x0) := lim
δ→+0

ωf (E ∩B(x0, δ)) . (1.299)

Óïðàæíåíèå 1.57. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) ôóíêöèÿ δ 7→ ωf (E ∩B(x0, δ)) óáûâàåò (ïîýòîìó ïðåäåë â (1.299)

ñóùåñòâóåò è îïðåäåëåíèå êîëåáàíèÿ â òî÷êå êîððåêòíî);
2) íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f : E → R â òî÷êå x0 ∈ E ðàâíîñèëüíà

óñëîâèþ ωf(x0) = 0.

Â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåé òåîðåìû äëÿ èíòåðâàëà I è λ > 0 áóäåò
èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèå λI äëÿ êîíöåíòðè÷åñêîãî ñ I èíòåðâàëà, öåíòð
êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì èíòåðâàëà I, à äëèíû ðåáåð ðàâíû ñîîòâåòñòâó-
þùèì äëèíàì ðåáåð I, óìíîæåííûì íà λ.

Òåîðåìà 1.172 (Ëåáåãà). Åñëè ìíîæåñòâî E ⊂ Rd èçìåðèìî ïî
Æîðäàíó è ôóíêöèÿ f : E → R îãðàíè÷åíà, òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâ-
íîñèëüíû:

1) f ∈ R(E);
2) ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè f èìååò ëåáåãîâó ìåðó íóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) =⇒ 2). Ïóñòü D ⊂ E � ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà
ôóíêöèè f . Òîãäà, îáîçíà÷èâ ïðè s ∈ N

Ds =

{
x ∈ E : ω(x) >

1

s

}
,
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ïîëó÷èì

D = {x ∈ E : ω(x) > 0} =
∞⋃

s=1

Ds.

Èç óòâåðæäåíèÿ 3) óïðàæíåíèÿ 1.56 ñëåäóåò, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâåí-
ñòâî µ (Ds) = 0 äëÿ êàæäîãî s ∈ N.

Òàê êàê f ∈ R(E), òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ðàçáèåíèå Π = {Ek}nk=1

ìíîæåñòâà E ñî ñâîéñòâîì
n∑

k=1

ω (Ek)µ (Ek) <
ε

s
.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

Λ =

{
k ∈ N : ω(Ek) ⩾

1

s

}
, A =

⋃

k∈Λ
Ek, B =

n⋃

k=1

∂Ek

è ïîêàæåì, ÷òî
Ds ⊂ A ∪B. (1.300)

Ïóñòü x ∈ Ds, òîãäà x ∈ Ek äëÿ íåêîòîðîãî 1 ⩽ k ⩽ n. Åñëè x ∈ ∂Ek, òî
x ∈ B. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå x ∈ intEk, à òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ > 0
áóäåò ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå E ∩B(x, δ) ⊂ Ek. Ñëåäîâàòåëüíî,

ω(Ek) ⩾ ω(E ∩B(x, δ)) >
1

s
.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ > 0, òàê êàê
x ∈ Ds è ω(x) > 1/s. Èòàê, ω(Ek) > 1/s è k ∈ Λ, ïîýòîìó x ∈ A. Òà-
êèì îáðàçîì, âêëþ÷åíèå (1.300) äîêàçàíî.

ßñíî, ÷òî µ (B) = 0, òàê êàê B � êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ ìåðû
íóëü (ñì. òåîðåìó 1.167). Êðîìå òîãî,

ε

s
>

n∑

k=1

ω (Ek)µ (Ek) ⩾
∑

k∈Λ
ω (Ek)µ (Ek) ⩾

1

s
µ (A)

è µ (A) < ε. Ñëåäîâàòåëüíî,

µ∗ (Ds) ⩽ µ
∗ (A ∪B) ⩽ µ (A) + µ (B) = µ (A) < ε

(â ñèëó èçìåðèìîñòè A è B îáúåäèíåíèå A ∪ B èçìåðèìî). Òàêèì îáðàçîì,
µ∗ (Ds) < ε äëÿ ëþáîãî ε > 0. Ïîýòîìó µ (Ds) = 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

2) =⇒ 1). Çàäàäèì ïðîèçâîëüíî ε > 0 è íàéäåì êîíå÷íûé èëè ñ÷åòíûé
íàáîð îòêðûòûõ êóáîâ {Qk} òàê, ÷òîáû

D ⊂
⋃

k

Qk,
∑

k

µ (Qk) < ε.
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Äàëåå äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ E \D íàéäåì îòêðûòûé êóá Ix ñ öåíòðîì â
òî÷êå x òàê, ÷òîáû

ω (E ∩ Ix) < ε,

è ïóñòü I∗x = 1/2Ix. Ïî òåîðåìå 1.167 íàéäåì ôèãóðû X è Y òàê, ÷òîáû

X ⊂ E ⊂ Y, µ (Y )− µ (X) < ε.

Òîãäà ìíîæåñòâî W = Y \X ÿâëÿåòñÿ ôèãóðîé (ï. 1) ëåììû 1.51), ïðåä-
ñòàâèìàÿ â âèäå äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ ñåãìåíòîâ W =

⊔m
i=1 Ji â ñèëó

óòâåðæäåíèÿ 4) ëåììû 1.51.
Ñîâîêóïíîñòü îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ

{Qk, I
∗
x}k∈N,x∈E\D

îáðàçóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå êîìïàêòà X, èç êîòîðîãî ìîæíî âûäåëèòü êî-
íå÷íîå ïîäïîêðûòèå X

Qk1, . . . , Qkp, I∗x1
, . . . , I∗xq

.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç δ1 ìèíèìàëüíîå èç ðåáåð èíòåðâàëîâ I∗x1
, . . . , I∗xq

, δ2 �
ìèíèìàëüíîå èç ðåáåð èíòåðâàëîâ J1, . . . , Jm, à òàêæå

δ =
1

2
min {δ1, δ2} .

Âîçüìåì ëþáîå ðàçáèåíèå Π = {Ek}nk=1 ìíîæåñòâà E c λΠ < δ è ïîêàæåì,
÷òî

n∑

k=1

ω (Ek)µ (Ek) < cε,

ãäå c � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ðàçìåð-
íîñòè d, ôóíêöèè f è ìíîæåñòâà E.

Äëÿ ýòîãî ðàçîáüåì ìíîæåñòâà Ek íà òðè ãðóïïû. Åñëè Ek ∩W ̸= ∅, òî
k ∈ Λ1. Îñòàëüíûå Ek öåëèêîì ñîäåðæàòñÿ â X. Åñëè Ek ∩

⋃q
i=1 I

∗
xi

̸= ∅, òî
k ∈ Λ2. Íàêîíåö, ìíîæåñòâî íîìåðîâ îñòàâøèõñÿ Ek îáîçíà÷èì Λ3, òàêèå Ek

öåëèêîì ñîäåðæàòñÿ â
⋃p

i=1Qki.
Åñëè k ∈ Λ1, òî Ek ïåðåñåêàåòñÿ ñ îäíèì èç Ji è

⋃

k∈Λ1

Ek ⊂
m⋃

i=1

2Ji,

ïîýòîìó

∑

k∈Λ1

ω (Ek)µ (Ek) ⩽ ω(E)µ

(⋃

k∈Λ1

Ek

)
⩽ 2dω(E)

m∑

k=1

µ (Ji) < 2dω(E)ε.
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Êðîìå òîãî, òàê êàê äëÿ êàæäîãî k ∈ Λ2 íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð i, ÷òî
Ek ⊂ 2I∗xi

= Ixi
, òî ω (Ek) < ε. Îòñþäà

∑

k∈Λ2

ω (Ek)µ (Ek) ⩽ εµ (E) .

Íàêîíåö, Ek ⊂
⋃p

i=1Qki ïðè k ∈ Λ3 è

∑

k∈Λ3

ω (Ek)µ (Ek) ⩽ ω(E)µ

(⋃

k∈Λ3

Ek

)
⩽ ω(E)µ

(⋃

k∈Λ3

Qk

)
< ω(E)ε.

Òàêèì îáðàçîì,
n∑

k=1

ω (Ek)µ (Ek) ⩽
[
2d+1ω(E) + µ(E)

]
ε

è ïî êðèòåðèþ èíòåãðèðóåìîñòè (òåîðåìà 1.171) f ∈ R(E). □

Ñâîéñòâà èíòåãðàëà

Óäîáíî äîïîëíèòü îïðåäåëåíèå 1.131 òàêèì ñîãëàøåíèåì (ñð. ñ îïðåäå-
ëåíèåì 1.68): åñëè µ(E) = 0, òî ïîëîæèì

w

E

f dx = 0.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëëåêöèþ âàæíåéøèõ è íàèáî-
ëåå óïîòðåáèòåëüíûõ ñâîéñòâ èíòåãðàëà. Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ñâîéñòâ íè÷åì
íå îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàññóæäåíèé â ãë. 1.5 (ïðîâåðüòå ýòî ñà-
ìîñòîÿòåëüíî).

Òåîðåìà 1.173 (ñâîéñòâà èíòåãðàëà). 1) Åñëè µ (E) = 0, òî íà E
èíòåãðèðóåìà ëþáàÿ ôóíêöèÿ è

r
E

f dx = 0.

2) Åñëè E èçìåðèìî ïî Æîðäàíó, òî
r
E

dx = µ (E).

3) Åñëè f ∈ R(E) è A ⊂ E � èçìåðèìîå ïî Æîðäàíó ïîäìíîæåñòâî,
òî f ∈ R(A).

4) Åñëè ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ E1 è E2,
E1 ∩ E2 = ∅, òî îíà èíòåãðèðóåìà íà E1 ⊔ E2 èw

E1∪E2

f dx =
w

E1

f dx+
w

E2

f dx.

5) Ïóñòü ôóíêöèè f è g çàäàíû íà ìíîæåñòâå E, èçìåðèìîì ïî Æîð-
äàíó, è æîðäàíîâà ìåðà ìíîæåñòâà {x ∈ E : f(x) ̸= g(x)} ðàâíà íóëþ. Òî-
ãäà åñëè f ∈ R(E), òî g ∈ R(E) è èõ èíòåãðàëû Ðèìàíà ñîâïàäàþò.
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6) Åñëè ôóíêöèè f, g ∈ R(E), òî fg ∈ R(E), êðîìå òîãî, ïðè α,β ∈ R
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ αf + βg ∈ R(E) è

w

E

(αf + βg) dx = α
w

E

f dx+ β
w

E

g dx.

7) Åñëè f, g ∈ R(E) è f(x) ⩽ g(x) íà E, òî
w

E

f dx ⩽
w

E

g dx.

8) Åñëè f ∈ R(E), òî |f | ∈ R(E) è
∣∣∣∣∣
w

E

f dx

∣∣∣∣∣ ⩽
w

E

|f | dx.

9) Åñëè f ∈ R(E) è M = sup f(E), m = inf f(E), òî

mµ (E) ⩽
w

E

f dx ⩽ Mµ (E) .

1.13.3. Êðàòíûå èíòåãðàëû

Ìåðà äåêàðòîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìíîæåñòâ

Äëÿ òîãî ÷òîáû îòëè÷àòü ìåðû äëÿ ðàçíûõ ïðîñòðàíñòâ Rd, áóäåì ïèñàòü
â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè µd âìåñòî µ.

Òåîðåìà 1.174. Åñëè ìíîæåñòâà Ei ⊂ Rdi (i = 1, 2) èçìåðèìû ïî
Æîðäàíó, òî E1 × E2 ⊂ Rd1+d2 òàêæå èçìåðèìî ïî Æîðäàíó è

µd1+d2 (E1 × E2) = µd1(E1) · µd2(E2). (1.301)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñåãìåíòîâ ðàâåíñòâî (1.301) î÷åâèäíî (ñì. îïðå-
äåëåíèå 1.289).

Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé ôèãóð: åñëè Xi =
⊔ni

k=1 I
i
k � äèçúþíêòíîå ðàç-

ëîæåíèå ôèãóð Xi, i = 1, 2, òî

X1 ×X2 =

n1⊔

j=1

I1j ×
n2⊔

k=1

I2k =

n1⊔

j=1

n2⊔

k=1

I1j × I2k �

äèçúþíêòíîå ðàçëîæåíèå ôèãóðû X1×X2 è ïî óæå äîêàçàííîìó äëÿ ñåãìåí-
òîâ

µ (X1 ×X2) =

n1∑

j=1

n2∑

k=1

µ
(
I1j × I2k

)
=

n1∑

j=1

n2∑

k=1

[
µ
(
I1j
)
· µ
(
I2k
)]

= µ (X1) · µ (X2) .
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Â îáùåì ñëó÷àå ðàññóæäàåì òàê: åñëè X1 è X2 � ôèãóðû, Xi ⊂ Ei, òî
X1 ×X2 ⊂ E1 × E2 è

µ (X1) · µ (X2) = µ (X1 ×X2) ⩽ µ∗ (E1 × E2) .

Ïåðåõîä ê òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè ïî X1 è X2 äàåò íåðàâåíñòâî

µ (E1) · µ (E2) ⩽ µ∗ (E1 × E2) .

Òî÷íî òàê æå äîêàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî

µ∗ (E1 × E2) ⩽ µ (E1) · µ (E2) .

Îòñþäà µ∗ (E1 × E2) = µ∗ (E1 × E2) = µ (E1) · µ (E2). □
Îòìåòèì äëÿ äàëüíåéøåãî, ÷òî äîêàçàíî òàêæå ðàâåíñòâî

w

E1×E2

d(x, y) = µd1(E1) · µd2(E2). (1.302)

Îñíîâíàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 1.175. Ïóñòü ìíîæåñòâà Ei ⊂ Rdi, i = 1, 2, èçìåðèìû ïî
Æîðäàíó è f ∈ R (E1 × E2). Ïóñòü I

∗(x) è I∗(x) � ñîîòâåòñòâåííî âåðõíèé
è íèæíèé èíòåãðàëû Äàðáó äëÿ

r
E2

f(x, y) dy.

Òîãäà ëþáàÿ ôóíêöèÿ I : E1 → R, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâàì

I∗(x) ⩽ I(x) ⩽ I∗(x), x ∈ E1,

èíòåãðèðóåìà íà E1 è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
w

E1×E2

f(x, y) d(x, y) =
w

E1

I(x) dx. (1.303)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Π1 =
{
E1

i

}n1

i=1
è Π2 =

{
E2

j

}n2

j=1
� ëþáûå ðàç-

áèåíèÿ ìíîæåñòâ E1 è E2 ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà Π =
{
E1

i × E2
j

}
� ðàçáèåíèå

ìíîæåñòâà E1 × E2.
Èç î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà

I(x) ⩾ I∗(x) ⩾
n2∑

j=1

inf
y∈E2

j

f(x, y)µ
(
E2

j

)

âûâîäèì ñëåäóùåå:

s∗(I,Π1) =

n1∑

i=1

inf
x∈E1

i

I(x)µ
(
E1

i

)
⩾

n1∑

i=1

inf
x∈E1

i

n2∑

j=1

inf
y∈E2

j

f(x, y)µ
(
E2

j

)
µ
(
E1

i

)
⩾
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⩾
n1∑

i=1

n2∑

j=1

inf
(x,y)∈E1

i ×E2
j

f(x, y)µ
(
E1

i

)
µ
(
E2

j

)
= s∗(f,Π).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî s∗(I,Π1) ⩽ s∗(f,Π). Òàêèì îáðàçîì,

s∗(f,Π) ⩽ s∗(I,Π1) ⩽ s∗(I,Π1) ⩽ s∗(f,Π).

Êðàéíèå âûðàæåíèÿ â ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâàõ ñõîäÿòñÿ ê èíòåãðàëó îò f
ïî E1 × E2, ïîýòîìó ê íåìó æå ñõîäÿòñÿ è ñðåäíèå. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî
I ∈ R(E1) è ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (1.303). □

Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ñòðàííûì, ÷òî â (1.303) ñïðàâà ïîä èíòåãðàëîì íàõî-
äèòñÿ âåñüìà ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, â òî âðåìÿ êàê ñëåâà � âïîëíå îïðåäå-
ëåííîå ÷èñëî. Íà ñàìîì äåëå, â áîëüøèíñòâå òî÷åê x ∈ E1 âûïîëíåíî ðàâåí-
ñòâî I∗(x) = I∗(x). Ïîêàæåì ýòî.

Ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû E1 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Òîãäà èç òåîðåìû 1.175
âûòåêàåò, ÷òî ðàçíîñòü g = I∗ − I∗ ∈ R(E1) è

w

E1

[I∗(x)− I∗(x)] dx = 0.

Åñëè x0 ∈ E1 � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè g è g(x0) > 0, òî íàéäåòñÿ òàêîé êóá

I(x0, δ) = {x ∈ Rd1 : max
1⩽k⩽d1

|xk − x0k| ⩽ δ}, δ > 0,

÷òî

g(x) ⩾
g(x0)

2
> 0, x ∈ I(x0, δ) ⊂ E1.

Îòñþäà g(x0) = 0, ïîòîìó ÷òî

0 =
w

E1

[I∗(x)− I∗(x)] dx ⩾
w

B(x0,δ)

g(x) dx ⩾
g(x0)

2
µ
(
I(x0, δ)

)
.

Â ñèëó êðèòåðèÿ Ëåáåãà (òåîðåìà 1.172) íåðàâåíñòâî I∗(x) ̸= I∗(x) âîç-
ìîæíî ëèøü íà ïîäìíîæåñòâå òî÷åê èç E1 ëåáåãîâîé ìåðû íóëü.

Ñëåäñòâèÿ èç îñíîâíîé òåîðåìû

Ñëåäñòâèå 1.11. Åñëè ìíîæåñòâà Ei ⊂ Rdi, i = 1, 2, èçìåðèìû ïî
Æîðäàíó è ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà è íåïðåðûâíà íà E1 × E2, òî

w

E1×E2

f(x, y) d(x, y) =
w

E1

(w

E2

f(x, y) dy

)
dx =

w

E2

(w

E1

f(x, y) dx

)
dy.

295



Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå òåîðåìû 1.175, òàê
êàê äëÿ êàæäîãî x ∈ E1 ôóíêöèÿ y 7→ f(x, y), y ∈ E2, èíòåãðèðóåìà íà E2

(îíà íåïðåðûâíà), ïîýòîìó (â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 1.175)

I(x) = I∗(x) = I∗(x) =
w

E2

f(x, y) dy. □

Ñëåäñòâèå 1.12. Åñëè f ∈ C(I), ãäå I =
∏d

k=1 [ak, bk], òî

w

I

f(x) dx =

b1w

a1

· · ·
bdw

ad

f(x) dxd . . . dx1.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ ïî èíäóêöèè � èç òåîðåìû 1.175 âûòåêàåò
ðàâåíñòâî

w

I

f(x) dx =

b1w

a1

( w
∏d

k=2[ak,bk]

f(x) dxd . . . dx2

)
dx1.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âíóòðåííåãî (d−1)-ìåðíîãî èíòåãðàëà íàäî ïðèìåíèòü ïðåä-
ïîëîæåíèå èíäóêöèè. □

Ñëåäñòâèå 1.13. Ïóñòü ìíîæåñòâî D ⊂ Rd èçìåðèìî ïî Æîðäàíó è
φ1,φ2 ∈ R(D), ïðè÷åì φ1(x) ⩽ φ2(x). Òîãäà åñëè

E = {(x, t) ∈ D × R : φ1(x) ⩽ t ⩽ φ2(x)}

è ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà è íåïðåðûâíà íà E, òî

w

E

f(x, t) d(x, t) =
w

D

(
φ2(x)w

φ1(x)

f(x, t) dt

)
dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

m = inf {φ1(x) : x ∈ D} , M = sup {φ2(x) : x ∈ D} .

Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ f ñ ìíîæåñòâà E íà ìíîæåñòâî D× [m,M ] ðàâåí-
ñòâîì

g(x, t) =





f(x, t) ïðè (x, t) ∈ E,

0 ïðè (x, t) ∈ (D × [m,M ]) \ E.

Òîãäà ôóíêöèÿ g èíòåãðèðóåìà íà D × [m,M ] (ìíîæåñòâî åå òî÷åê ðàçðûâà
ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè ãðàôèêîâ ôóíêöèé φ1 è φ2, à ïîòîìó åãî ìåðà
Æîðäàíà ðàâíà íóëþ). Ïî òåîðåìå 1.175
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w

E

f(x, t) d(x, t) =
w

D×[m,M ]

g(x, t) d(x, t) =
w

D

(
Mw

m

g(x, t) dt

)
dx.

Âíóòðåííèé èíòåãðàë â ñèëó ñâîéñòâà àääèòèâíîñòè ðàâåí

Mw

m

g(x, t) dt =

φ1(x)w

m

g(x, t) dt+

φ2(x)w

φ1(x)

g(x, t) dt+

Mw

φ2(x)

g(x, t) dt.

Ïåðâûé è òðåòèé èíòåãðàëû â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ðàâíû íóëþ (â
íèõ ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ), à â ñðåäíåì èíòåãðàëå ìîæíî
çàìåíèòü g íà f . □

Ñëåäñòâèå 1.14 (ïðèíöèï Êàâàëüåðè). Ïóñòü E ⊂ Rd+1 èçìåðèìî
ïî Æîðäàíó,

a = inf {xd+1 : x ∈ E} , b = sup {xd+1 : x ∈ E} ,

Et =
{
x ∈ Rd : (x, t) ∈ E

}
, t ∈ [a, b]

(ñå÷åíèå ìíîæåñòâà E ãèïåðïëîñêîñòüþ Rd × {t}).
Òîãäà äëÿ âñåõ t ∈ [a, b], êðîìå, áûòü ìîæåò, ìíîæåñòâà ëåáåãîâîé

ìåðû íóëü, ìíîæåñòâî Et èçìåðèìî ïî Æîðäàíó è

µd+1(E) =

bw

a

µd (Et) dt.

Âû÷èñëèì, íàïðèìåð, ìåðó d-ìåðíîãî øàðà B(0, r), îáîçíà÷èâ åå Vd(r).
Ñíà÷àëà ïî èíäóêöèè ïîêàæåì, ÷òî

Vd(r) = cdr
d,

ãäå cd � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïðè d = 2, âû÷èñëÿÿ äâîéíîé èíòåãðàë,
íàéäåì V2(r) = πr

2 è c2 = π.
Äàëåå äåéñòâóåì ïî èíäóêöèè, ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèå 1.14:

Vd(r) =

rw

−r

Vd−1

(√
r2 − t2

)
dt = cd−1

rw

−r

(
r2 − t2

)(d−1)/2
dt =

=

[
t = r sinφ,

dt = r cosφ dφ

]
= cd−1r

d

π/2w

−π/2
cosdφ dφ.
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Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî Vd(r) = cdr
d, ïðè÷åì ïîñòîÿííàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþ-

ùåìó ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

cd = cd−1

π/2w

−π/2
cosdφ dφ.

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû Âàëëèñà (1.280), íàéäåì

c2d+1 = 2 · (2π)d

(2d+ 1)!!
, c2d =

(2π)d

(2d)!!
.

1.13.4. Çàìåíà ïåðåìåííîé â èíòåãðàëå Ðèìàíà

Äèôôåîìîðôèçì

Îïðåäåëåíèå 1.133. Ïóñòü G ⊂ Rd � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Ôóíê-
öèÿ f : G → Rd íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì íà G, åñëè

1) f ∈ C1(G);
2) f � áèåêöèÿ;
3) f−1 ∈ C1 (f(G)).

Íàïîìíèì, ÷òî Jf(a) îáîçíà÷àåò îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ßêîáè äèôôå-
ðåíöèðóåìîé ôóíêöèè (ñì. (1.116)). Îòìåòèì, ÷òî ÿêîáèàí Jf(x) äèôôåî-
ìîðôèçìà îòëè÷åí îò íóëÿ äëÿ ëþáîãî x ∈ G.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé íîðìû (1.146) è íåðàâåí-
ñòâà (1.147), ñâÿçûâàþùèå åå ñ åâêëèäîâîé:

|x|∗ = max
1⩽k⩽d

|xk| , |x|∗ ⩽ |x| ⩽
√
d|x|∗.

Ñ ïîìîùüþ ðàâíîìåðíîé íîðìû ëåãêî çàïèñàòü êóá

I =
{
t ∈ Rd : |t− tI |∗ < l/2

}
,

ãäå tI � öåíòð êóáà I, à l � äëèíà åãî ðåáðà.

Ïðåîáðàçîâàíèå ìåðû ïðè äèôôåîìîðôèçìàõ

Ëåììà 1.56. Ïóñòü λ : Rd → Rd � íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðà-
çîâàíèå è ìíîæåñòâî E ⊂ Rd èçìåðèìî ïî Æîðäàíó. Òîãäà åãî îáðàç λ(E)
èçìåðèì ïî Æîðäàíó è

µ (λ(E)) = |det λ|µ (E) . (1.304)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñëó÷àÿ ñåãìåíòîâ ýòî óòâåðæäåíèå èçâåñòíî èç
êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû. Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî îíî ñïðàâåäëèâî è äëÿ
ôèãóð. Íàêîíåö, åñëè E � ïðîèçâîëüíîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî è X ⊂ E �
ôèãóðà, òî λ(X) ⊂ λ(E) è

|det λ|µ (X) = µλ(X) ⩽ µ∗ (λ(E)) .

Ïåðåéäÿ ê òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè ïî X, ïîëó÷èì |det λ|µ (E) ⩽ µ∗ (λ(E)).
Òî÷íî òàê æå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî |det λ|µ (E) ⩾ µ∗ (λ(E)). □

Ëåììà 1.57. Ïóñòü G ⊂ Rd � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, φ : G → Rd �
äèôôåîìîðôèçì, K ⊂ G � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî êóáà
I ⊂ K, diam I < δ, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

µ∗ (φ(I)) ⩽ (1 + ε) |Jφ(tI)|µ (I) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì êóá I ⊂ K è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

A = φ′(tI), H(t) = φ(tI) + A(t− tI), ψ(t) = φ(t)−H(t).

Äîêàæåì ñëåäóþùåå îñíîâíîå âêëþ÷åíèå:

φ(I) ⊂ H(J), (1.305)

ãäå J � êóá ñ òåì æå öåíòðîì, ÷òî è I, íî ñ áîëüøåé äëèíîé ðåáðà (1 + η)l,
ãäå l � äëèíà ðåáðà I, à η îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà (1 + η)d = 1 + ε.

Ïóñòü x ∈ φ(I), òîãäà íàéäåòñÿ åäèíñòâåííîå t ∈ I, äëÿ êîòîðîãî
φ(t) = x. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò òàêæå åäèíñòâåííîå τ ∈ Rd ñî ñâîéñòâîì
H(τ) = x (ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó óðàâíåíèé,
îïðåäåëèòåëü êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ detA ̸= 0).

Îöåíèì

|t− τ|∗ =
∣∣A−1(At)− A−1(Aτ)

∣∣∗ ⩽
∥∥A−1

∥∥ · |At− Aτ| ⩽

⩽
√
d
∥∥A−1

∥∥ · |H(t)−H(τ)|∗ =
√
d
∥∥A−1

∥∥ · |φ(t)−H(t)|∗ =
=

√
d
∥∥A−1

∥∥ · |ψ(t)−ψ(tI)|∗ .
Òàê êàê ψ′(t) = φ′(t)−φ′(tI), òî èç ñîîáðàæåíèé ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè
íà K ìîæíî óêàçàòü δ > 0 òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî êóáà I ⊂ K

ad max
1⩽i⩽d

sup
s∈I

|gradψi(s)| < η ïðè |s− tI | < δ, ãäå

a = sup
s∈K

∥∥∥(φ′(s))−1
∥∥∥ < +∞.
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Ìîæíî ïðîäîëæèòü îöåíêó:

|t− τ|∗ ⩽ a
√
dmax

i
|gradψi(s)| · |t− tI | ⩽

⩽ admax
i

|gradψi(s)| · |t− tI |∗ ⩽ η |t− tI |∗ .

Ñëåäîâàòåëüíî,

|τ− tI |∗ ⩽ |τ− t|∗ + |t− tI |∗ ⩽ (1 + η) |t− tI |∗ .

Îòñþäà τ ∈ J . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî φ(t) = H(τ) ∈ H(J). Ïîýòîìó è âêëþ÷åíèå
(1.305) äîêàçàíî. Â ñèëó ïðåäûäóùåé ëåììû

µ∗ (φ(I)) ⩽ µ∗ (H(J)) = |detH|µ (J) =

= (1 + η)d |Jφ(tI)|µ (I) = (1 + ε) |Jφ(tI)|µ (I) . □

Ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííîé

Òåîðåìà 1.176 (çàìåíà ïåðåìåííîé). Ïóñòü G ⊂ Rd � îòêðûòîå
ìíîæåñòâî, φ : G → Rd � äèôôåîìîðôèçì, f ∈ C(φ(G)).

Òîãäà äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ïî Æîðäàíó êîìïàêòà K ⊂ G åãî îáðàç
φ(K) èçìåðèì ïî Æîðäàíó è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

w

φ(K)

f dx =
w

K

(f ◦φ) · |Jφ| dt. (1.306)

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1. Äîêàæåì èçìåðèìîñòü îáðàçà φ(K) ëþáîãî
èçìåðèìîãî êîìïàêòà K ⊂ G. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî

∂φ(K) = φ(∂(K)).

Â ñàìîì äåëå,

∂φ(K) = φ(K) ∩φ(G \K) = φ(K) ∩φ(G \K) = φ(K ∩G \K) = φ(∂K).

Ïóñòü X0 � ôèêñèðîâàííàÿ ôèãóðà, K ⊂ X0 ⊂ G.
Òàê êàê K èçìåðèìî, òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî óêàçàòü ôèãóðó

X =
⊔n

k=1 Ik (äèçúþíêòíîå ðàçëîæåíèå) òàê, ÷òîáû

∂K ⊂ X, µ (X) < ε,

ïðè÷åì diam Ik < δ, ãäå δ > 0 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ëåììå 1.57 (ýòîãî ëåãêî
äîáèòüñÿ, ðàçáèâàÿ ñåãìåíòû Ik íà ÷àñòè). Êðîìå òîãî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
X ⊂ X0 (èíà÷å âìåñòî X ðàññìîòðèì X ∩X0).
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Òîãäà

µ∗ (∂φ(K)) = µ∗ (φ(∂(K))) ⩽ µ∗ (φ(X)) ⩽
n∑

k=1

µ∗
(
φ(Ik)

)
⩽

⩽ (1 + ε) sup
t∈X0

|Jφ(t)|
n∑

k=1

µ
(
Ik
)
⩽ ε(1 + ε) sup

t∈X0

|Jφ(t)|

è ïðè ε→ 0 ïîëó÷èì µ∗ (∂φ(K)) = 0. Ïî òåîðåìå 1.167 îáðàç φ(K) èçìåðèì
ïî Æîðäàíó.

Øàã 2. Äîêàæåì ðàâåíñòâî (1.306). Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì ñíà÷àëà äîïîë-
íèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå: f(x) ⩾ 0.

Ïóñòü ε > 0, X ⊂ K � ëþáàÿ ôèãóðà è X =
⊔n

k=1 Ik � åå äèçúþíêòíîå
ðàçëîæåíèå, ïðè÷åì diam Ik < δ. Ïóñòü åùå tk � öåíòð Ik. Ïî ëåììå 1.57

µ
(
φ(Ik)

)
⩽ (1 + ε) |Jφ(tk)|µ

(
Ik
)
.

Óìíîæèì íåðàâåíñòâî íà f(xk) = f(φ(tk)) è ñëîæèì ïî k = 1, . . . , n:

n∑

k=1

f(xk)µ
(
φ(Ik)

)
⩽ (1 + ε)

n∑

k=1

f(φ(tk)) |Jφ(tk)|µ
(
Ik
)
.

Óñòðåìëÿÿ ê íóëþ ðàíã ðàçáèåíèÿ, ïîëó÷èì
w

φ(X)

f dx ⩽ (1 + ε)
w

X

(f ◦φ) |Jφ| dt.

Òàê êàê ε > 0 â ýòîì íåðàâåíñòâå ëþáîå, òî îòñþäà ñëåäóåò
w

φ(X)

f dx ⩽
w

X

(f ◦φ) |Jφ| dt ⩽
w

K

(f ◦φ) |Jφ| dt.

Òåïåðü âîçüìåì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôèãóð Xn ⊂ K ⊂ Yn ⊂ G òàê, ÷òîáû
µ (Xn) → µ (K), µ (Yn) → µ (K). Òîãäà Yn \Xn � ôèãóðà, è ïî äîêàçàííîìó

0 ⩽
w

φ(K)

f dx−
w

φ(Xn)

f dx =
w

φ(K\Xn)

f dx ⩽
w

φ(Yn\Xn)

f dx ⩽

⩽
w

Yn\Xn

(f ◦φ) · |Jφ| dt ⩽ sup
x∈φ(K)

|f(x)| sup
t∈K

|Jφ(t)|µ
(
Yn \Xn

)
→ 0.

Òàêèì îáðàçîì, w

φ(K)

f dx = lim
n→∞

w

φ(Xn)

f dx.
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Ïîýòîìó, ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâåw

φ(Xn)

f dx ⩽
w

K

(f ◦φ) |Jφ| dt,

ïîëó÷èì w

φ(K)

f dx ⩽
w

K

(f ◦φ) |Jφ| dt.

Ìåíÿÿ ðîëÿìè K è φ(K), ïîëó÷èì ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî. Ïðî-
âåðüòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî.

Íàêîíåö, èçáàâèìñÿ îò ïðåäïîëîæåíèÿ f(x) ⩾ 0 ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ
f = f+ − f−, ãäå f+(x) = max {f(x), 0}, f−(x) = max {−f(x), 0}. □

Íåêîòîðûå çàìåíû ïåðåìåííîé

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì íåñêîëüêî íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ çàìåí ïå-
ðåìåííûõ.

1) Ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â R2 çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìè




F(r, θ) = (r cosφ, r sinφ),

r > 0, φ ∈ [0, 2π)

(ðèñ. 1.49, à). Â ýòîì ñëó÷àå JF(r,φ) = r.
2) Öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû â R3 çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìè





F(r,φ, z) = (r cosφ, r sinφ, z),

r > 0, φ ∈ [0, 2π), z ∈ R.
Òîãäà JF(r,φ, z) = r.

3)Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû â R3 (ðèñ. 1.49, á ) çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìè




F(r,φ,ψ) = (r sinφ cosψ, r sinφ sinψ, r cosφ),

r > 0, φ ∈ [0,π), ψ ∈ [0, 2π).

Òîãäà JF(r,φ,ψ) = r2 sinφ.
4) Ïîñëåäíèé ïðèìåð îáîáùàåò ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû íà ñëó÷àé ïðî-

èçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè:




F1(r,φ1, . . . ,φd−1) = r cosφ1,

Fi (r,φ1, . . . ,φd−1) = r
(∏i−1

k=1 sinφk

)
cosφi, i = 2, . . . , d− 1,

Fd (r,φ1, . . . ,φd−1) = r
(∏d−1

k=1 sinφk

)
,
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x

y

b

b

0 x

y

r

ϕ

(x, y)

y

z

x

x

y

z

0
b

b

ψ

ϕ

(x, y, z)

(x, y, 0)

r

а

б

Ðèñ. 1.49. Ïîëÿðíûå (à) è ñôåðè÷åñêèå (á ) êîîðäèíàòû

ãäå
r > 0, φi ∈ [0,π), i = 1, . . . , d− 2, φd−1 ∈ [0, 2π].

ßêîáèàí ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

JF (r,φ1, . . . ,φd−1) = rd−1
d−2∏

i=1

sind−i−1φi.
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1.14. Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû

1.14.1. Ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè

Âàðèàöèÿ ôóíêöèè

Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f : [a, b] → R è ðàçáèåíèå

Π : a = x0 < . . . < xn = b

îòðåçêà [a, b]. ×èñëî

b

V
a
(f,Π) :=

n∑

k=1

|f(xk)− f(xk−1)| (1.307)

íàçûâàåòñÿ âàðèàöèåé ïî ðàçáèåíèþ Π ôóíêöèè f .

Îïðåäåëåíèå 1.134. Ïîëíîé âàðèàöèåé ôóíêöèè f íà îòðåçêå [a, b]
íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

b

V
a
(f) := sup

Π

b

V
a
(f,Π). (1.308)

Åñëè ïîëíàÿ âàðèàöèÿ êîíå÷íà, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f èìå-
åò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ íà [a, b]. Êëàññ âñåõ ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé
âàðèàöèè íà îòðåçêå [a, b] îáîçíà÷èì BV = BV [a, b].

Óïðàæíåíèå 1.58. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè
b

V
a
(f) = 0, òî f � òîæäåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ;

2) åñëè f ìîíîòîííà íà [a, b], òî f ∈ BV [a, b] è
b

V
a
(f) = |f(b)− f(a)|;

3) åñëè f : [a, b] → R è Π : a = x0 < . . . < xn = b � ðàçáèåíèå îòðåçêà
[a, b] è ôóíêöèÿ ìîíîòîííà íà êàæäîì èç îòðåçêîâ [xi−1, xi], i = 1, . . . , n, òî
f ∈ BV [a, b] è

b

V
a
(f) =

b

V
a
(f,Π);

4) åñëè f ∈ C1[a, b], òî f ∈ BV [a, b] è
b

V
a
(f) ⩽ (b− a) ∥f ′∥C ;

5) Äîêàçàòü, ÷òî H1 ⊂ BV è ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ ⋂0<α<1H
α, íå

èìåþùàÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè; íàïîìíèì (ñì. (1.49)), ÷òî êëàññû Ãåëüäå-
ðà Hα (0 < α ⩽ 1) îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Hα = Hα[a, b] :=

{
f : sup

x1 ̸=x2

|f(x1)− f(x2)|
|x1 − x2|α

< +∞
}
;

6) åñëè f ∈ BV [a, b], òî
b

V
a
(λf) = |λ|

b

V
a
(f);
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7) åñëè f, g ∈ BV [a, b], òî αf + βg ∈ BV [a, b] è

b

V
a
(αf + βg) ⩽ |α|

b

V
a
(f) + |β|

b

V
a
(g);

8) ìíîæåñòâî BV [a, b] ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè íàä ôóíêöèÿìè ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì ëèíåéíûì íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî íîðìû

∥f∥BV = |f(a)|+
b

V
a
(f).

Óïðàæíåíèå 1.59. 1) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè f ∈ BV [a, b], òî f îãðàíè÷åíà
íà [a, b]. Ïîñòðîèòü ïðèìåð ôóíêöèè f ∈ C[0, 1], íå èìåþùåé îãðàíè÷åííîé
âàðèàöèè íà [0, 1].

2) Äëÿ êàêèõ α > 0 è β > 0 ôóíêöèÿ f(x) = xα sin
(
πx−β

)
èìååò îãðà-

íè÷åííóþ âàðèàöèþ íà [0, 1]?

Óïðàæíåíèå 1.60. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè Π1 ⊂ Π2, òî
b

V
a
(f,Π1) ⩽

b

V
a
(f,Π2);

2) åñëè f ∈ C[a, b] ∩BV [a, b], òî
b

V
a
(f) = lim

λ→0

b

V
a
(f,Π), ò. å.

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀Π λΠ < δ =⇒
b

V
a
(f)−

b

V
a
(f,Π) < ε.

Ýòî óïðàæíåíèå ïîêàçûâàåò, â ÷àñòíîñòè, àíàëîãèþ ìåæäó íèæíèìè
ñóììàìè Äàðáó (ñì. ïîäï. 1.5.3) è âàðèàöèÿìè ïî ðàçáèåíèÿì. Ñâîéñòâà ïî-
ñëåäíèõ â íåì äîêàçûâàþòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîéñòâà
ñóìì Äàðáó.

Àääèòèâíîñòü è íåïðåðûâíîñòü âàðèàöèè

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ïðèâîäÿòñÿ ìåíåå î÷åâèäíûå ñâîéñòâà ïîëíîé âà-
ðèàöèè, ðàññìàòðèâàåìîé òåïåðü êàê ôóíêöèÿ îòðåçêà, ïî êîòîðîìó îíà áå-
ðåòñÿ.

Òåîðåìà 1.177. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ BV [a, b]. Òîãäà
1) f ∈ BV [c, d] äëÿ ëþáîãî îòðåçêà [c, d] ⊂ [a, b] è äëÿ ëþáîãî c ∈ [a, b]

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

b

V
a
(f) =

c

V
a
(f) +

b

V
c
(f) (àääèòèâíîñòü ïîëíîé âàðèàöèè);

2) åñëè f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 ∈ [a, b], òî ôóíêöèÿ x 7→
x

V
a
(f) òàêæå

íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Âîçüìåì ëþáîå ðàçáèåíèåΠ : a = x0 < . . . < xn = b
è ïóñòü c ∈ [xm−1, xm]. Òîãäà

b

V
a
(f,Π) =

m∑

k=1

|f(xk)− f(xk−1)|+
n∑

k=m+1

|f(xk)− f(xk−1)| ⩽
c

V
a
(f) +

b

V
c
(f).

Ïåðåéäÿ â ïîëó÷åííîì íåðàâåíñòâå ê òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì ðàçáèå-
íèÿì Π, ïîëó÷èì

b

V
a
(f) ⩽

c

V
a
(f) +

b

V
c
(f).

Îáðàòíî çàäàäèì ε > 0 è íàéäåì ðàçáèåíèÿ

Π1 : a = x0 < . . . < xm = c, Π2 : c = xm < . . . < xn = b

òàê, ÷òîáû
c

V
a
(f,Π1) >

c

V
a
(f)− ε,

b

V
c
(f,Π2) >

b

V
c
(f)− ε.

Òîãäà äëÿ ðàçáèåíèÿ Π = Π1 ∪ Π2

b

V
a
(f) ⩾

b

V
a
(f,Π) =

c

V
a
(f,Π1) +

b

V
c
(f,Π2) >

c

V
a
(f) +

b

V
c
(f)− 2ε

è ïðè ε→ 0 ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

b

V
a
(f) ⩾

c

V
a
(f) +

b

V
c
(f).

2) Äîêàæåì, íàïðèìåð, íåïðåðûâíîñòü
x

V
a
(f) ñïðàâà â òî÷êå x0 ∈ [a, b)].

Äëÿ ýòîãî çàäàäèì ε > 0 è íàéäåì δ > 0 òàê, ÷òîáû

|f(x0)− f(x0 + h)| < ε ïðè 0 < h < δ.

Äàëåå íàéäåì ðàçáèåíèå

Π : x0 < x0 + h = x1 < . . . < xn = b

òàê, ÷òîáû 0 < h < δ è
b

V
x0

(f,Π) >
b

V
x0

(f)− ε. Òîãäà

b

V
x0

(f) < ε+
n∑

k=1

|f(xk)− f(xk−1)| < 2ε+
n∑

k=2

|f(xk)− f(xk−1)| ⩽ 2ε+
b

V
x0+h

(f).

Îòñþäà â ñèëó àääèòèâíîñòè âàðèàöèè

0 ⩽
x0+h

V
a

(f)−
x0

V
a
(f) =

x0

V
a
(f) +

x0+h

V
x0

(f)−
x0

V
a
(f) =

b

V
x0

(f)−
b

V
x0+h

(f) < 2ε

ïðè 0 < h < δ. Íåïðåðûâíîñòü ñëåâà äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå. □
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Êðèòåðèé Æîðäàíà

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò íåñêîëüêî íåîæèäàííîå îïèñàíèå êëàññà ôóíê-
öèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè.

Òåîðåìà 1.178 (Æîðäàíà). Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) f ∈ BV [a, b];
2) f ïðåäñòàâèìà â âèäå ðàçíîñòè âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé

f = g − h. (1.309)

Åñëè f íåïðåðûâíà, òî g è h â (1.309) ìîæíî âçÿòü íåïðåðûâíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó àääèòèâíîñòè âàðèàöèè (òåîðåìà 1.177) ôóíê-
öèÿ

g(x) =
x

V
a
(f), x ∈ [a, b]

âîçðàñòàåò, òàê êàê

g(x2) =
x2

V
a
(f) =

x1

V
a
(f) +

x2

V
x1

(f) ⩾
x1

V
a
(f) = g(x1)

ïðè a ⩽ x1 < x2 ⩽ b (è íåïðåðûâíà, åñëè f íåïðåðûâíà).
Ïîëîæèì h = g − f , òîãäà, ñíîâà èñïîëüçóÿ àääèòèâíîñòü ïîëíîé âàðè-

àöèè, ïðè a ⩽ x1 < x2 ⩽ b ïîëó÷èì

h(x2)− h(x1) =

[
x2

V
a
(f)− f(x2)

]
−
[
x1

V
a
(f)− f(x1)

]
=

=
x2

V
x1

(f)− [f(x2)− f(x1)] ⩾
x2

V
x1

(f)− |f(x2)− f(x1)| ⩾ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ h âîçðàñòàåò (è íåïðåðûâíà, åñëè íåïðåðûâíà f). □

1.14.2. Èíòåãðàë Ñòèëòüåñà

Ðàññìîòðèì äðóãîå îáîáùåíèå îäíîìåðíîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà, êîòîðîå
ÿâëÿåòñÿ ïîëåçíûì äëÿ ìíîãèõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè.

Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà Ñòèëòüåñà

Â îòëè÷èå îò îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà Ðèìàíà (ñì. ïîäï. 1.5.2) áóäåì èñ-
õîäèòü èç ïàðû ôóíêöèé f, g : [a, b] → R.

Çàäàäèì ðàçáèåíèå Π : a = x0 < . . . < xn = b, ââåäåì åãî ðàíã

λ = λΠ = max
1⩽k⩽n

(xk − xk−1)
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(ñì. îïðåäåëåíèå 1.100). Íà êàæäîì ÷àñòè÷íîì îòðåçêå îòìåòèì òî÷êè

ξk ∈ [xk−1, xk] , k = 1, . . . , n,

è ñîñòàâèì èíòåãðàëüíûå ñóììû Ñòèëòüåñà:

s = s (Π, ξ) =
n∑

k=1

f(ξk) [g(xk)− g(xk−1)] .

Îïðåäåëåíèå 1.135. ×èñëî I ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì èíòåãðàëü-
íûõ ñóìì Ñòèëòüåñà, åñëè

∀ ε > 0 ∃δ > 0 ∀ (Π, ξ) λΠ < δ =⇒ |s (Π, ξ)− I| < ε.

Êðàòêàÿ çàïèñü ýòîãî: I = lim
λ→0

s(Π, ξ). Åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò, òî

îí íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ñòèëòüåñà ôóíêöèè f ïî ôóíêöèè g íà [a, b]
è îáîçíà÷àåòñÿ

bw

a

f(x) dg(x) =

bw

a

f dg.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå g(x) = x, êîíå÷íî, ïîëó÷èì èíòåãðàë Ðèìàíà, èçó÷åí-
íûé ðàíåå.

Ñâîéñòâà èíòåãðàëà

Ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ ìàòåðèàë ï. 1.5.2�1.5.4, ìîæíî ïîñòðîèòü òåî-
ðèþ èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ íîâîãî èíòåãðàëà. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ëèøü ï.
1.5.3. Îäíàêî åñëè äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè g, òî âñå
ðåçóëüòàòû è ýòîãî ïóíêòà äîñëîâíî ïåðåíîñÿòñÿ íà ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé
èíòåãðàëà Ðèìàíà � Ñòèëòüåñà. Ïðîâåðêà ýòîãî ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì óïðàæíå-
íèåì.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ïåðå÷èñëåíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà èíòåãðàëà Ðè-
ìàíà � Ñòèëòüåñà, íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî. Îíè âïîëíå àíàëîãè÷íû
ñîîòâåòñòâóþùèì ñâîéñòâàì èíòåãðàëà Ðèìàíà.

Òåîðåìà 1.179. 1) Ëèíåéíîñòü ïî f :

α

bw

a

f1 dg + β

bw

a

f2 dg =

bw

a

(αf1 + βf2)dg.

2) Ëèíåéíîñòü ïî g:

α

bw

a

f dg1 + β

bw

a

f dg2 =

bw

a

f d(αg1 + βg2).
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3) Àääèòèâíîñòü:

bw

a

f dg =

cw

a

f dg +

bw

c

f dg.

4) Ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

bw

a

f dg = fg
∣∣∣
b

a
−

bw

a

g df

(èç ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà â ëåâîé ÷àñòè âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå èí-
òåãðàëîâ â ïðàâîé ÷àñòè).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîñíóåì ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì,
îñòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíî ðàçáèåíèå Π : a = x0 < . . . < xn = b è îòìå÷åííûå
òî÷êè ξk ∈ [xk−1, xk]. Òîãäà

n∑

k=1

f(ξk) [g(xk)− g(xk−1)] =
n∑

k=1

f(ξk)g(xk)−
n∑

k=1

f(ξk)g(xk−1) =

=
n+1∑

k=2

f(ξk−1)g(xk−1)−
n∑

k=1

f(ξk)g(xk−1) =

= f(ξn)g(b)− f(ξ1)g(a)−
n∑

k=2

g(xk−1) [f(ξk)− f(ξk−1)] .

Äîáàâèì ê ïîñëåäíåìó âûðàæåíèþ ±[f(b)g(b)− f(a)g(a)] è ïðåîáðàçóåì åãî:

n∑

k=1

f(ξk) [g(xk)− g(xk−1)] = fg
∣∣∣
b

a
−

n+1∑

k=1

g(xk−1) [f(ξk)− f(ξk−1)] ,

ãäå ξ0 = a, ξn+1 = b. Ñîâåðøàÿ çäåñü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä, ïîëó÷èì òðåáóåìîå
ðàâåíñòâî. □

Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà

Òåîðåìà 1.180. Åñëè f ∈ C[a, b], g ∈ BV [a, b], òî èíòåãðàë
br
a

f dg ñó-

ùåñòâóåò è ∣∣∣∣∣

bw

a

f dg

∣∣∣∣∣ ⩽ sup
a⩽x⩽b

|f(x)|
b

V
a
(g).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 1.178 Æîðäàíà è òåîðåìû 1.179 ñó-
ùåñòâîâàíèå äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ ñëó÷àÿ âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè g. Ïðè
òàêîì ïðåäïîëîæåíèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïóòü ñ ñóììàìè Äàðáó (ñì. íà÷àëî
ïîäï. 1.14.2):

s∗(Π) =
n∑

k=1

mk [g(xk)− g(xk−1)] , s∗(Π) =
n∑

k=1

Mk [g(xk)− g(xk−1)] ,

äîêàçàâ, ÷òî óñëîâèå
lim
λ→0

[s∗(Π)− s∗(Π)] = 0

äîñòàòî÷íî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà.
Ïîñëå ýòîãî íàäî èñïîëüçîâàòü òåîðåìó 1.36 (Êàíòîðà):

s∗(Π)− s∗(Π) ⩽
n∑

k=1

(Mk −mk)|g(xk)− g(xk−1)| < ε ïðè λΠ < δ.

Îöåíêà èíòåãðàëà ïîëó÷àåòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì â íåðàâåíñòâå

|s(Π, ξ)| ⩽
n∑

k=1

|f(ξk)| |g(xk)− g(xk−1)| ⩽ sup
a⩽x⩽b

|f(x)| ·
b

V
a
(g). □

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà Ðèìàíà � Ñòèëòüåñà

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî øèðîêèõ óñëîâèÿõ
èíòåãðàë Ñòèëòüåñà ìîæíî âû÷èñëÿòü êàê èíòåãðàë Ðèìàíà.

Òåîðåìà 1.181. Åñëè f ∈ C[a, b], ôóíêöèÿ g ïðåäñòàâèìà â âèäå

g(x) =

xw

a

h(t) dt,

ãäå h ∈ R[a, b], òî èíòåãðàë
br
a

f dg ñóùåñòâóåò è

bw

a

f dg =

bw

a

f(x)h(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ëþáîå ðàçáèåíèå Π : a = x0 < . . . < xn = b
è îòìå÷åííûå òî÷êè ξk ∈ [xk−1, xk]. Òîãäà

n∑

k=1

f(ξk) [g(xk)− g(xk−1)] =
n∑

k=1

f(ξk)

xkw

xk−1

h(x) dx =
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=
n∑

k=1

xkw

xk−1

f(x)h(x) dx+
n∑

k=1

xkw

xk−1

[f(ξk)− f(x)]h(x) dx.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà � ýòî èíòåãðàë
br
a

fh dx, âòîðîå ñòðåìèòñÿ ê

íóëþ ïðè λΠ → 0, òàê êàê
∣∣∣∣∣∣

n∑

k=1

xkw

xk−1

[f(ξk)− f(x)]h(x) dx

∣∣∣∣∣∣
⩽

⩽ ω (λΠ, f)
n∑

k=1

xkw

xk−1

|h| dx = ω (λΠ, f)

bw

a

|h| dx → 0. □

Ñëåäñòâèå 1.15. Åñëè f ∈ C[a, b], g ∈ C1[a, b], òî èíòåãðàë
br
a

f dg ñó-

ùåñòâóåò è
bw

a

f dg =

bw

a

f(x)g′(x) dx.

Âûâåäèòå ýòî ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 1.181 ñàìîñòîÿòåëüíî.

1.14.3. Èíòåãðàëû ïî ïóòÿì

Äëèíà ïóòè

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ (ñì. îïðåäåëåíèå 1.91 äëÿ ñëó÷àÿ îá-
ùèõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ). Ïóòåì â Rd íàçûâàåòñÿ ëþáîå íåïðåðûâ-
íîå îòîáðàæåíèå γ : [α,β] → Rd îòðåçêà [α,β] ⊂ R â Rd. Åñëè ïðè ýòîì
γ ∈ C1([α,β],Rd

+) (ñì. îïðåäåëåíèå 1.115), òî ïóòü γ íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì.
Îáðàç Γ = γ ([α,β]) � ñëåä ïóòè, a = γ(α) è b = γ(β) � ñîîòâåòñòâåííî

íà÷àëî è êîíåö ïóòè γ. Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ãîâîðÿò, ÷òî ïóòü γ ñîåäèíÿåò
òî÷êè a è b.

Äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ Π : α = t0 < . . . < tn = β îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
ïóòè γ : [α,β] → Rd ïîëîæèì

lγ(Π) :=
n∑

i=1

|γ(ti)− γ(ti−1)| . (1.310)

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë lγ(Π) � äëèíà ëîìàíîé, âïèñàííîé â ñëåä ïóòè â
òî÷êàõ γ(ti), i = 0, . . . , n (ðèñ. 1.50).

Óïðàæíåíèå 1.61. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè Π ⊂ Π′, òî lγ(Π) ⩽ lγ(Π
′).
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γ(α)

γ(t1)
γ(tk−1)

γ(tk)

γ(tn−1)

γ(β)

b

b
b

b

b

b

Ðèñ. 1.50. Ëîìàíàÿ, âïèñàííàÿ â ñëåä ïóòè

Îïðåäåëåíèå 1.136. Ïóòü γ : [α,β] → Rd íàçûâàåòñÿ ñïðÿìëÿå-
ìûì, åñëè ìíîæåñòâî {lγ(Π)} îãðàíè÷åíî. Â òàêîì ñëó÷àå ÷èñëî

lγ := sup
Π

lγ(Π) (1.311)

íàçûâàåòñÿ äëèíîé ïóòè.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò óñëîâèÿ íà ïóòü, ïðè êîòîðûõ îí áóäåò ñïðÿì-
ëÿåìûì. Íàïîìíèì (ñì. (1.154) è (1.181)), ÷òî äëÿ âåêòîðíîãî îòîáðàæåíèÿ
f : X → Rd (X � ëþáîå ìíîæåñòâî) îáîçíà÷èì fk åãî êîìïîíåíòû (êîîðäè-
íàòíûå ôóíêöèè):

fk = πk ◦ f, k = 1, . . . , d. (1.312)

Òåîðåìà 1.182 (Æîðäàíà). Äëÿ ëþáîãî ïóòè γ : [α,β] → Rd ñëåäó-
þùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) γ ñïðÿìëÿåì;
2) γk ∈ BV [α,β], k = 1, . . . , d.

Äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâ (1.147). Ïðî-
âåðüòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî. □

Â äàëüíåéøåì áóäåì ÷àñòî èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå lγ[α′,β′] äëÿ äëèíû
ñóæåíèÿ ïóòè γ íà îòðåçîê [α′,β′] ⊂ [α,β]. Êàê ïîêàçûâàåòñÿ â ñëåäóþùåé
òåîðåìå, òàêîå îáîçíà÷åíèå êîððåêòíî äëÿ ñïðÿìëÿåìûõ ïóòåé, êðîìå òîãî,
äëèíà ïóòè îáëàäàåò âàæíåéøèì ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè.

Òåîðåìà 1.183. Ïóñòü γ : [α,β] → Rd � ñïðÿìëÿåìûé ïóòü. Òîãäà
1) äëÿ ëþáîãî îòðåçêà [α′,β′] ⊂ [α,β] ñóæåíèå γ|[α′,β′] � òàêæå ñïðÿì-

ëÿåìûé ïóòü è äëÿ ëþáîãî t ∈ [α,β] ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lγ[α,β] = lγ[α, t] + lγ[t,β] (àääèòèâíîñòü äëèíû ïóòè);

2) ôóíêöèÿ t 7→ lγ[α, t] âîçðàñòàåò è íåïðåðûâíà íà [α,β].

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Âîçüìåì ëþáîå ðàçáèåíèå Π îòðåçêà [α′,β′] è ïóñòü
Π′ = Π ∪ {α,β}, òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî

lγ(Π, [α
′,β′]) ⩽ lγ(Π

′, [α,β]) ⩽ lγ.
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Ýòî äîêàçûâàåò ñïðÿìëÿåìîñòü ñóæåíèÿ γ|[α′,β′].
Äàëåå ðàññìîòðèì ëþáîå ðàçáèåíèå Π : α = t0 < . . . < tn = β îòðåçêà

[α,β] è ïóñòü Π′ = Π ∪ {t}. Òîãäà â ñèëó óïðàæíåíèÿ 1.61

lγ(Π, [α,β]) ⩽ lγ(Π
′, [α,β]) = lγ(Π1, [α, t]) + lγ(Π2, [t,β]) ⩽

⩽ lγ[α, t] + lγ[t,β],

ãäå
Π1 : α = t0 < . . . < tn = t, Π2 : t = tn < . . . < tm = β. (1.313)

Ïåðåéäÿ ê òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì ðàçáèåíèÿì Π, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

lγ[α,β] ⩽ lγ[α, t] + lγ[t,β].

×òîáû äîêàçàòü ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî, çàäàäèì ε > 0 è íàéäåì
òàêèå ðàçáèåíèÿ (1.313) îòðåçêîâ [α, t] è [t,β] ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî

lγ(Π1, [α, t]) > lγ[α, t]− ε, lγ(Π2, [t,β]) > lγ[t,β]− ε.

Òîãäà äëÿ îáúåäèíåííîãî ðàçáèåíèÿ Π = Π1 ∪ Π2 îòðåçêà [α,β] ïîëó÷èì
ñëåäóþùóþ öåïî÷êó íåðàâåíñòâ:

lγ[α,β] ⩾ lγ(Π, [α,β]) = lγ(Π1, [α, t]) + lγ(Π2, [t,β]) >

> lγ[α, t] + lγ[t,β]− 2ε.

Îòñþäà ïðè ε→ 0 ïîëó÷èì òðåáóåìîå.
2) Âîçðàñòàíèå ôóíêöèè t 7→ lγ[α, t] âûòåêàåò èç óæå äîêàçàííîãî ñâîé-

ñòâà 1): åñëè α ⩽ t1 < t2 ⩽ β, òî

lγ[α, t2] = lγ[α, t1] + lγ[t1, t2] ⩾ lγ[α, t1].

Äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü lγ[α, t] ñïðàâà â òî÷êå t ∈ [α,β). Äëÿ ýòîãî
çàäàäèì ε > 0 è íàéäåì δ > 0 òàê, ÷òîáû

|γ(t+ h)− γ(t)| < ε ïðè 0 < h < δ.

Ýòî ìîæíî ñäåëàòü â ñèëó íåïðåðûâíîñòè γ.
Äàëåå íàéäåì òàêîå ðàçáèåíèå

Π : t0 = t < t+ h = t1 < . . . < tn = β

îòðåçêà [t,β], ÷òîáû 0 < h < δ è lγ(Π, [t,β]) > lγ[t,β]− ε. Òîãäà

lγ[t,β] < ε+
n∑

i=1

|γ(ti)− γ(ti−1)| < 2ε+
n∑

i=2

|γ(ti)− γ(ti−1)| ⩽ 2ε+ lγ[t+h,β].

313



Îòñþäà â ñèëó àääèòèâíîñòè äëèíû, äîêàçàííîé â ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû,
ïîëó÷èì

0 ⩽ lγ[α, t+ h]− lγ[α, t] = lγ[α, t] + lγ[t, t+ h]− lγ[α, t] =

= lγ[t, t+ h] = lγ[t,β]− lγ[t+ h,β] < 2ε

ïðè 0 < h < δ.
Íåïðåðûâíîñòü ñëåâà äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå (ïðîâåäèòå ýòî äîêàçà-

òåëüñòâî ñàìîñòîÿòåëüíî). □

Óïðàæíåíèå 1.62. Äîêàçàòü, ÷òî lim
λ→0

lγ(Π) = lγ.

Èíòåãðàëû ïî ïóòÿì

Îïðåäåëåíèå 1.137. Ïóñòü γ : [α,β] → Rd � ñïðÿìëÿåìûé ïóòü è íà
ñëåäå ïóòè Γ = γ ([α,β]) çàäàíà ôóíêöèÿ f ∈ C(Γ). Èíòåãðàëîì ïåðâîãî
ðîäà ïî ïóòè γ îò ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ èíòåãðàë Ñòèëòüåñà

z

γ

f dl :=

βw

α

(f ◦ γ) dl, ãäå l(t) = lγ[α, t]. (1.314)

Ïî òåîðåìå 1.180 èíòåãðàë ñïðàâà â (1.314) ñóùåñòâóåò, ïîýòîìó îïðåäå-
ëåíèå 1.137 ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì.

Îïðåäåëåíèå 1.138. Ïóñòü γ : [α,β] → Rd � ñïðÿìëÿåìûé ïóòü è
íà ñëåäå ïóòè Γ = γ ([α,β]) çàäàíà ôóíêöèÿ f ∈ C(Γ,Rd). Èíòåãðàëîì
âòîðîãî ðîäà ïî ïóòè γ îò ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ

z

γ

f dx =
z

γ

d∑

k=1

fk dxk :=
d∑

k=1

βw

α

(fk ◦ γ) dγk. (1.315)

Â ýòîì îïðåäåëåíèè fk è γk îçíà÷àþò êîìïîíåíòû âåêòîðíûõ ôóíêöèé
f è γ ñîîòâåòñòâåííî (ñì. (1.181)).

Èíòåãðàëû ñïðàâà â (1.315) ñóùåñòâóþò è îïðåäåëåíèå 1.138 ÿâëÿåòñÿ
êîððåêòíûì â ñèëó òåîðåìû 1.180.

Óïðàæíåíèå 1.63. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) åñëè γ : [α,β] → Rd � ãëàäêèé ïóòü è f ∈ C(Γ), òî

z

γ

f dl =

βw

α

f (γ(t))

(
d∑

k=1

[γ′k(t)]
2

)1/2

dt;

2) åñëè γ : [α,β] → Rd � ãëàäêèé ïóòü è f ∈ C(Γ,Rd), òî

z

γ

f dx =
d∑

k=1

βw

α

fk (γ(t)) · γ′k(t) dt.
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1.14.4. Êðèâûå è êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû

Æîðäàíîâû êðèâûå è èõ ïàðàìåòðèçàöèè

Îïðåäåëåíèå 1.139. Ìíîæåñòâî Γ ⊂ Rd íàçûâàåòñÿ æîðäàíîâîé
êðèâîé, åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íûé ïóòü γ : [α,β] → Rd, äëÿ
êîòîðîãî

Γ = γ ([α,β]) .

Ïóòü γ íàçûâàåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå ïàðàìåòðèçàöèåé êðèâîé. Òî÷êè
a = γ(α) è b = γ(β) íàçûâàþòñÿ êîíöàìè Γ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, æîðäàíîâà êðèâàÿ â Rd � ýòî ñëåä âçàèìîîäíîçíà÷-
íîãî ïóòè â Rd (ðèñ. 1.51).

b b b

b

b

b

α t β
R

Rd

γ(α) γ(t)

γ(β)
γ

Γ

Ðèñ. 1.51. Æîðäàíîâà êðèâàÿ

Ïàðàìåòðèçàöèÿ æîðäàíîâîé êðèâîé îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè γ : [α,β] → Rd � ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé Γ, òî äëÿ ëþáîé
ñòðîãî ìîíîòîííîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè φ, îòîáðàæàþùåé íåêîòîðûé îò-
ðåçîê [α1,β1] íà [α,β], êîìïîçèöèÿ γ ◦ φ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðèçàöèåé
êðèâîé Γ.

Êëàññ âñåõ ïàðàìåòðèçàöèé êðèâîé Γ îáîçíà÷àåòñÿ P(Γ).
Åñëè γ : [α,β] → Γ � ïàðàìåòðèçàöèÿ æîðäàíîâîé êðèâîé Γ ⊂ Rd, òî

ëþáóþ íåïðåðûâíóþ ñòðîãî ìîíîòîííóþ ôóíêöèþ φ : [α1,β1] → [α,β] áó-
äåì íàçûâàòü çàìåíîé ïàðàìåòðà. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäûäóùåå óòâåðæäå-
íèå ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: åñëè γ � ïàðàìåòðèçàöèÿ æîðäàíîâîé
êðèâîé è φ � çàìåíà ïàðàìåòðà, òî γ ◦φ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðèçàöèåé.
Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîòîðîãî ïîíàäî-
áèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 1.58. Åñëè Γ ⊂ Rd � æîðäàíîâà êðèâàÿ è γ ∈ P(Γ) � åå ïàðà-
ìåòðèçàöèÿ, òî γ−1 ∈ C(Γ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü xn ∈ Γ, xn → x0 ∈ Γ, íî

∣∣γ−1(xn)− γ−1(x0)
∣∣ ⩾ δ > 0.
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Ïî ñâîéñòâó Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà èç îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
tn = γ−1(xn) ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü tnj

→ t0.
Òîãäà xnj

→ γ(t0) = x0 â ñèëó íåïðåðûâíîñòè γ. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî

∣∣γ−1(xnj
)− γ−1(x0)

∣∣ =
∣∣tnj

− t0
∣∣ > δ > 0. □

Òåîðåìà 1.184. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ïàðàìåòðèçàöèé γk : [αk,βk] → Rd

(k = 1, 2) æîðäàíîâîé êðèâîé Γ ñóùåñòâóåò çàìåíà ïàðàìåòðà φ, äëÿ êî-
òîðîé γ2 = γ1 ◦φ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 1.58 ôóíêöèÿ

φ = γ−1
1 ◦ γ2 : [α2,β2] → [α1,β1]

íåïðåðûâíà è âçàèìíî îäíîçíà÷íà êàê êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ è âçàèìíî
îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé

γ−1
1 : Γ → [α1,β1] è γ2 : [α2,β2] → Γ.

Ïî òåîðåìå 1.38 φ ñòðîãî ìîíîòîííà è ÿâëÿåòñÿ çàìåíîé ïàðàìåòðà. □

Äëèíà è íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ

Îïðåäåëåíèå 1.140. Äëèíîé lΓ æîðäàíîâîé êðèâîé Γ íàçûâàåòñÿ
äëèíà ëþáîé åå ïàðàìåòðèçàöèè.

Óïðàæíåíèå 1.64. Äîêàçàòü, ÷òî äëèíà æîðäàíîâîé êðèâîé íå çàâèñèò
îò âûáîðà ïàðàìåòðèçàöèè.

Ëåììà 1.59. Åñëè Γ � ñïðÿìëÿåìàÿ æîðäàíîâà êðèâàÿ, òî ñóùåñòâó-
åò òàêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ γ0 ∈ P(Γ), γ0 : [0, lΓ] → Γ, ÷òî

lγ0[0, s] = s, s ∈ [0, lΓ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ � êàêàÿ-íèáóäü ïàðàìåòðèçàöèÿ Γ. Ôóíê-
öèÿ l(t) = lγ [α, t] íåïðåðûâíà è ñòðîãî âîçðàñòàåò (ñì. òåîðåìó 1.183),
ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 1.38 ó íåå åñòü íåïðåðûâíàÿ îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ
l−1 : [0, lΓ] → [α,β]. Òîãäà

γ0 = γ ◦ l−1 : [0, lΓ] → Γ

ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ïàðàìåòðèçàöèåé. □
Ïàðàìåòðèçàöèþ γ0 èç ëåììû 1.59 íàçûâàþò íàòóðàëüíîé äëÿ Γ.
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Èíòåãðàëû ïî æîðäàíîâûì êðèâûì

Îïðåäåëåíèå 1.141. Åñëè Γ � ñïðÿìëÿåìàÿ æîðäàíîâà êðèâàÿ è
f ∈ C(Γ), òî êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì ïåðâîãî ðîäà îò f ïî Γ
íàçûâàåòñÿ z

Γ

f dl =
z

γ

f dl, ãäå γ ∈ P(Γ).

Óïðàæíåíèå 1.65. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) îïðåäåëåíèå 1.141 íå çàâèñèò îò âûáîðà γ ∈ P(Γ);
2) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

z

Γ

f dl =

lΓw

0

(f(γ0(t)) dt.

Îïðåäåëåíèå 1.142. Çàäàòü îðèåíòàöèþæîðäàíîâîé êðèâîé � ýòî
çíà÷èò çàäàòü ïîðÿäîê âî ìíîæåñòâå åå êîíöîâ. Æîðäàíîâà êðèâàÿ ñ çà-
äàííîé îðèåíòàöèåé íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííîé.

Çàäàíèå îðèåíòàöèè æîðäàíîâîé êðèâîé îçíà÷àåò, ÷òî óêàçûâàåòñÿ, êà-
êîé èç åå êîíöîâ ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì êðèâîé. Äðóãèìè ñëîâàìè, âûáîð îðèåí-
òàöèè çàäàåò íàïðàâëåíèå îáõîäà êðèâîé (îò íà÷àëà ê êîíöó).

Îïðåäåëåíèå 1.143. Åñëè Γ � ñïðÿìëÿåìàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ æîð-
äàíîâà êðèâàÿ è f ∈ C(Γ,Rd), òî êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì âòîðîãî
ðîäà îò ôóíêöèè f ïî Γ íàçûâàåòñÿ

z

Γ

f dx =
z

γ

f dx,

ãäå γ ∈ P(Γ) � ëþáàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ Γ, ñîõðàíÿþùàÿ îðèåíòàöèþ.

Óïðàæíåíèå 1.66. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) âñå ïàðàìåòðèçàöèè îðèåíòèðîâàííîé æîðäàíîâîé êðèâîé ðàçáèâàþò-

ñÿ íà äâà êëàññà � ñîõðàíÿþùèå è ìåíÿþùèå îðèåíòàöèþ;
2) äâå ïàðàìåòðèçàöèè îäíîãî êëàññà ñâÿçàíû âîçðàñòàþùåé çàìåíîé ïà-

ðàìåòðà;
3) îïðåäåëåíèå 1.143 íå çàâèñèò îò âûáîðà γ.

Êîíòóð: îðèåíòàöèÿ è èíòåãðàë ïî êîíòóðó

Îïðåäåëåíèå 1.144. Ìíîæåñòâî Γ ⊂ Rd íàçûâàåòñÿ êîíòóðîì (çà-
ìêíóòîé æîðäàíîâîé êðèâîé) â Rd, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì (ñì. ï.
1.8.2) φ : B → Rd åäèíè÷íîãî êðóãà

B =
{
x ∈ R2 : x21 + x22 ⩽ 1

}
⊂ R2,
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óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ γ(C) = Γ, ãäå γ = φ|C è

C =
{
x ∈ R2 : x21 + x22 = 1

}
�

åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü íà ïëîñêîñòè (ðèñ. 1.52).

Îòîáðàæåíèå
η : t 7→ (cos t, sin t), t ∈ [0, 2π),

çàäàåò ñòàíäàðòíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ îêðóæíîñòè C, èñïîëüçóÿ êîòîðóþ ìû
îïðåäåëèì ïàðàìåòðèçàöèè êîíòóðà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Åñëè γ�ôóíêöèÿ èç îïðåäåëåíèÿ 1.144, òî êîìïîçèöèÿ γ◦η : [0, 2π) → Γ
íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðèçàöèåé êîíòóðà Γ. Êàê è äëÿ æîðäàíîâûõ êðèâûõ,
êëàññ âñåõ ïàðàìåòðèçàöèé êîíòóðà Γ áóäåì îáîçíà÷àòü P(Γ).

b

b

b

0

x
γ

γ(x)

C

Γ

Ðèñ. 1.52. Êîíòóð

Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ γ êîíòóðà Γ âçàèìíîîäíîçíà÷íà.
Òî÷íî òàê æå, êàê è â ëåììå 1.58, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ γ−1

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, à ñëåäîâàòåëüíî, è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé.
Äëèíà êîíòóðà è êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà ïî êîíòóðó îïðå-

äåëÿþòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è äëÿ æîðäàíîâîé êðèâîé (ñì. îïðåäåëåíèÿ 1.140
è 1.141).

Äëÿ òîãî ÷òîáû ââåñòè ïîíÿòèå èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà ïî êîíòóðó
Γ ⊂ Rd, íåîáõîäèìî ñíà÷àëà îïðåäåëèòü åãî îðèåíòàöèþ. Ñïîñîá, èñïîëü-
çîâàííûé â ñëó÷àå æîðäàíîâîé êðèâîé (ñì. îïðåäåëåíèå 1.142), íå ïîäõîäèò
äëÿ ýòîãî, òàê êàê êîíòóð íå èìååò êîíöîâ.

Îðèåíòàöèþ êîíòóðà ìîæíî çàäàòü ïîðÿäêîì ïðîõîæäåíèÿ òðåõ òî÷åê
ýòîãî êîíòóðà

x → y → z → x èëè x → z → y → x

(ÿñíî, ÷òî âîçìîæíû òîëüêî äâà óêàçàííûõ âàðèàíòà ïðîõîæäåíèÿ òðåõ òî-
÷åê). Ñîîòâåòñòâåííî ýòîìó âñå ïàðàìåòðèçàöèè êîíòóðà òîãäà ðàçáèâàþòñÿ
íà äâà êëàññà � ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ è ìåíÿþùèå îðèåíòàöèþ.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî çàäàíèå îðèåíòàöèè íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷åê
x, y, z â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè ïàðàìåòðèçàöèÿ ïðîõîäèò êàêèå-òî òðè òî÷êè
x1, y1, z1 â îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå, òî ëþáàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ òîãî æå êëàññà
ïðîõîäèò èõ â òîì æå ïîðÿäêå.
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Ïîñëå ýòîãî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà ïî îðèåíòèðîâàííîìó
ñïðÿìëÿåìîãî êîíòóðó ââîäèòñÿ êàê è â îïðåäåëåíèè 1.143 äëÿ îðèåíòèðîâàí-
íîé æîðäàíîâîé êðèâîé.

1.14.5. Ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè íà Rd

Îáëàñòè

Æîðäàíîâà êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ñëåäîì ãëàä-
êîãî ïóòè (ñì. ïîäï. 1.14.3).

Æîðäàíîâà êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé, åñëè îíà åñòü îáú-
åäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ãëàäêèõ æîðäàíîâûõ êðèâûõ ñ ïîñëåäîâàòåëüíî
ñîåäèíåííûìè íà÷àëàìè è êîíöàìè.

Ëîìàíîé íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îòðåçêîâ ñ ïîñëåäî-
âàòåëüíî ñîåäèíåííûìè íà÷àëàìè è êîíöàìè. ßñíî, ÷òî ëîìàíàÿ � êóñî÷íî-
ãëàäêàÿ æîðäàíîâà êðèâàÿ. Ïðåäñòàâëåíèå îá ýòèõ ïîíÿòèÿõ äàåò ðèñ. 1.53.

b

b

b

b

b

Ломаная
Кусочно-гладкая кривая

Гладкая кривая
b

b

b

b

b

b

b

Ðèñ. 1.53

Íåïóñòîå îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî â Rd íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ. Êàê
èçâåñòíî èç óïðàæíåíèÿ 1.31, ëèíåéíî ñâÿçíîå ìíîæåñòâî (îïðåäåëåíèå 1.92)
ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì. Äëÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ â Rd ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå.

Ëåììà 1.60. Îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì.
Áîëåå òîãî, ëþáûå äâå òî÷êè îáëàñòè ìîæíî ñîåäèíèòü ëîìàíîé, ëå-

æàùåé â îáëàñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüD � îáëàñòü è x0 ∈ D � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà.
Ïóñòü D1 � ìíîæåñòâî òî÷åê èç D, êîòîðûå ìîæíî ñîåäèíèòü ñ x0 ëîìàíîé,
ëåæàùåé â D. Òîãäà D1 ñîäåðæèò íåêîòîðûé øàð B(x0, r). Ýòî æå âåðíî è
äëÿ ëþáîé äðóãîé òî÷êè èç D1. Òàêèì îáðàçîì, D1 îòêðûòî.

Ìíîæåñòâî D2 = D \ D1 òàêæå îòêðûòî, òàê êàê åñëè x ∈ D2 è øàð
B(x, r) ñîäåðæèòñÿ â D, òî íè îäíà òî÷êà B(x, r) íå âõîäèò â D1.

Èòàê, ìíîæåñòâà D1, D2 îòêðûòû, D = D1 ∪ D2 è D1 ̸= ∅. Òàê êàê D
ñâÿçíî, òî D2 = ∅ è D = D1. □

Ïåðâîîáðàçíàÿ

Ïóñòü D ⊂ Rd � îòêðûòîå ìíîæåñòâî.
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Îïðåäåëåíèå 1.145. Ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ F : D → R íàçûâàåòñÿ ïåð-
âîîáðàçíîé äëÿ âåêòîðíîé ôóíêöèè f : D → Rd, åñëè äëÿ âñåõ i = 1, . . . , d

∂F

∂xi
(x) = fi(x), x ∈ D. (1.316)

Êîíå÷íî, (1.316) ìîæíî ïåðåïèñàòü â òåðìèíàõ ãðàäèåíòà (ñì. îïðåäåëå-
íèå 1.109)

f(x) = ∇F (x).

Íàéäåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïåðâîîáðàçíàÿ F ñóùåñòâóåò, à òàêæå óêà-
æåì ñïîñîá åå îïðåäåëåíèÿ. Ïðè ýòîì îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì f ∈ C1(D).

Óïðàæíåíèå 1.67. Åñëè F � ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f ∈ C1
(
D,Rd

)
â îá-

ëàñòè D, òî
∂fi
∂xj

(x) =
∂fj
∂xi

(x) (x ∈ D).

Îïðåäåëåíèå 1.146. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë
u
Γ

f dx íå çàâèñèò

îò ïóòè â îáëàñòè D, åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê x0, x1 ∈ D è ëþáîé êóñî÷íî-
ãëàäêîé æîðäàíîâîé êðèâîé Γ ⊂ D ñ íà÷àëîì â x0 è êîíöîì â x1 èíòåãðàëu
Γ

f dx èìååò îäíî è òî æå çíà÷åíèå.

Òåîðåìà 1.185. Ïóñòü D ⊂ Rd � îáëàñòü è f ∈ C
(
D,Rd

)
. Ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) f èìååò ïåðâîîáðàçíóþ â D;
2)
u
Γ

f dx íå çàâèñèò îò ïóòè â D.

Åñëè ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåíû, òî

F (x) = F (x0) +
z

Γ

f dx (1.317)

äëÿ ëþáûõ òî÷åê x, x0 ∈ D è äëÿ ëþáîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé Γ ⊂ D ñ
íà÷àëîì â x0 è êîíöîì â x.

Äîêàçàòåëüñòâî. 2) =⇒ 1). Ïóñòü òî÷êè x0 è x ïðèíàäëåæàò îáëàñòè D
è Γ ⊂ D � ëþáàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ýòè òî÷êè. Ïîëîæèì
òîãäà

F (x) =
z

Γ

f dx

(â ñèëó óñëîâèÿ 2) ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà Γ).
Åñëè â êà÷åñòâå Γ âçÿòü ëîìàíóþ â D, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè x0 è x, ïðî-

äîëæèòü åå îòðåçêîì, ñîåäèíÿþùèì òî÷êè x è x+ tei (ðèñ. 1.54), òî

∂F

∂xi
(x) = lim

t→0

F (x+ tei)− F (x)

t
= lim

t→0

1

t

tw

0

fi(x+ sei) ds = fi(x).
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b

b b

x+ te1

x+ te2

x

x0

D

b

b

b

b

Ðèñ. 1.54

Îáðàòíî, äëÿ ãëàäêîé êðèâîé Γ ⊂ D

z

Γ

f dx =

βw

α

d∑

i=1

(fi ◦ γ)(t) · γ′i(t) dt =

=

βw

α

(F ◦ γ)′(t)dt = F (γ(β))− F (γ(α)) = F (x)− F (x0). □

Íàõîäèòü ïåðâîîáðàçíóþ ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (1.317) óäîáíî â ñëó÷àå,
êîãäà D � èíòåðâàë (ðèñ. 1.55).

b

b b

(x0, y0)

(x0, y) (x, y)

Ðèñ. 1.55

Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ ïåðâîîáðàçíàÿ ìîæåò áûòü
íàéäåíà ïî ôîðìóëå

F (x, y) =

yw

y0

∂F

∂x
(x0, t) dt+

xw

x0

∂F

∂y
(t, y) dt+ F (x0, y0).

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 1.185, õîòÿ è äàåò óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðâî-
îáðàçíîé, îäíàêî èõ íå òàê ëåãêî ïðîâåðèòü. Ïîçæå (ñì. ïîäï. 1.14.6) áóäåò
óêàçàí áîëåå ïðîñòîé ñïîñîá.
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1.14.6. Ôîðìóëà Ãðèíà

Ðàññìàòðèâàÿ ôóíêöèè íà ïîäìíîæåñòâàõ èç R2, áóäåì îáîçíà÷àòü
s

D
èíòåãðàëû ïî ïëîñêèì ìíîæåñòâàì, íàïîìèíàÿ ýòèì, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå
ïðîèñõîäèò ïî äâóìåðíîìó ìíîæåñòâó.

Ïîëîæèòåëüíàÿ îðèåíòàöèÿ êîíòóðà

Ñïðÿìëÿåìûé êîíòóð ìîæíî îðèåíòèðîâàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè (ïîäï.
1.14.4). Ïðè ýòîì ïîëîæèòåëüíîé ïðèíÿòî íàçûâàòü òó îðèåíòàöèþ, äëÿ êîòî-
ðîé ïðè îáõîäå êîíòóðà ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðèçàöèè, ñîõðàíÿþùåé ýòó îðèåí-
òàöèþ, îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ êîíòóðîì, îñòàåòñÿ ñëåâà (ðèñ. 1.56), ò. å. îáõîä
ñîâåðøàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Γ

Ðèñ. 1.56. Ïîëîæèòåëüíàÿ îðèåíòàöèÿ êîíòóðà

Ýòî îïðåäåëåíèå íå ÿâëÿåòñÿ, êîíå÷íî, ñòðîãèì, íî îíî èíòóèòèâíî ÿñ-
íî â ñëó÷àå, êîãäà êîíòóð ãëàäêèé èëè êóñî÷íî-ãëàäêèé, íàïðèìåð â ñëó÷àå
ëîìàíîé.

Óñëîâèìñÿ â äàëüíåéøåì ìíîãîóãîëüíèêîì íàçûâàòü ëþáîå îãðàíè-
÷åííîå ìíîæåñòâî â R2, ãðàíèöåé êîòîðîãî ñëóæèò ëîìàíàÿ.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíîé è èìååò áîëüøîå ÷èñëî ïðè-
ëîæåíèé, îñíîâíûå èç êîòîðûõ îòíîñÿòñÿ ê òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîé
ïåðåìåííîé è ê òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Òåîðåìà 1.186 (ôîðìóëà Ãðèíà). Ïóñòü G ⊂ R2 � îòêðûòîå ìíî-
æåñòâî, D ⊂ G� êîìïàêò, ãðàíèöà êîòîðîãî ∂D � ñïðÿìëÿåìûé êîíòóð.
Ïóñòü òàêæå çàäàíà ôóíêöèÿ f ∈ C

(
G,R2

)
.

Òîãäà x

D

(
∂f2
∂x1

− ∂f1
∂x2

)
dx1dx2 =

z

(∂D)+

f dx, (1.318)

ãäå (∂D)+ � ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ ãðàíèöà D.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.186 ðàçáèâàåòñÿ íà íåñêîëüêî ÷àñòåé.
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Ôîðìóëà Ãðèíà äëÿ ìíîãîóãîëüíèêà

Ïóñòü D � ìíîãîóãîëüíèê. Äîêàæåì, ÷òî

x

D

∂f1
∂x2

dx1dx2 = −
z

(∂D)+

f1 dx1. (1.319)

Ýòî ðàâåíñòâî î÷åâèäíî, åñëè D � òðåóãîëüíèê, îäíà èç ñòîðîí êîòîðîãî
ïàðàëëåëüíà îñè Ox2. Äëÿ ïðîâåðêè ýòîãî äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü èíòåãðàë
ñëåâà êàê ïîâòîðíûé.

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî îíî âåðíî äëÿ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà, òàê êàê
åãî ìîæíî ðàçáèòü íà äâà òðåóãîëüíèêà, îäíà èç ñòîðîí êîòîðûõ ïàðàëëåëüíà
îñè Ox2 (ðèñ. 1.57, á ).

а б

Ðèñ. 1.57. Ðàçáèåíèå ìíîãîóãîëüíèêà (à), òðåóãîëüíèêà (á )

Òàê êàê ëþáîé ìíîãîóãîëüíèê ìîæíî ðàçáèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî òðå-
óãîëüíèêîâ (ðèñ. 1.57, à), òî îòñþäà ñëåäóåò ôîðìóëà (1.319) è äëÿ ìíîãî-
óãîëüíèêà.

Ðàâåíñòâî x

D

∂f2
∂x1

dx1dx2 =
z

(∂D)+

f2 dx2 (1.320)

äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå, òîëüêî íà ïåðâîì øàãå íàäî ðàññìàòðèâàòü òðå-
óãîëüíèêè, îäíà èç ñòîðîí êîòîðûõ ïàðàëëåëüíà îñè Ox1.

Èç (1.319) è (1.320) âûòåêàåò (1.318) äëÿ ñëó÷àÿ ìíîãîóãîëüíèêà.
Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü (1.318) â îáùåì ñëó÷àå, áóäåì èñõîäèòü èç èäåè

àïïðîêñèìàöèè îáëàñòè D íåêîòîðûìè ìíîãîóãîëüíèêàìè.

Âñïîìîãàòåëüíàÿ êîíñòðóêöèÿ

Ïóñòü Γ = (∂D)+ � ñïðÿìëÿåìûé êîíòóð, l = lΓ è γ : [0, 2π) � êàêàÿ-
íèáóäü åãî ïàðàìåòðèçàöèÿ. Ïóñòü 2 ⩽ n ∈ N. Ðàçîáüåì R2 ñ ïîìîùüþ ñåòêè
ïðÿìûõ

x1 =
l

2n
i, x2 =

l

2n
j, i, j ∈ Z,

323



⋃
I∈Qn

I ⊃ ∂D

∂D

I ∈ Qn

Ðèñ. 1.58

íà çàìêíóòûå êâàäðàòû ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ âíóòðåííîñòÿìè è îáîçíà÷èì
Qn ìíîæåñòâî êâàäðàòîâ I, ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ Γ (ðèñ. 1.58). Òîãäà Qn ñîñòîèò
èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êâàäðàòîâ, òàê êàê Γ îãðàíè÷åíà.

Îáîçíà÷èì åùå
Sn =

⋃

I∈Qn

I ⊃ Γ

è ïîêàæåì, ÷òî

µ(Sn) <
9l2

2n
. (1.321)

Íàéäåì òî÷êè 0 = τ0 < . . . < τ2n = 2π òàê, ÷òî lγ [τk−1, τk] = l2−n.
Òîãäà γ([τk−1, τk]) ñîäåðæèòñÿ íå áîëåå ÷åì â 9 êâàäðàòàõ èç ñåòêè, ïîýòîìó
Sn ñîñòîèò èç íå áîëåå ÷åì 9 · 2n êâàäðàòîâ ïëîùàäè (l2−n)2. Îáùàÿ ïëîùàäü
ýòèõ êâàäðàòîâ íå ïðåâîñõîäèò 9l22−n.

Ëåììà 1.61. Æîðäàíîâà êðèâàÿ, èëè êîíòóð, èìååò ìåðó íóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî ñðàçó ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà (1.321), ïðàâóþ ÷àñòü
êîòîðîãî ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëîé ñ ïîìîùüþ âûáîðà n ∈ N. □

Èç ëåììû 1.61 è òåîðåìû 1.167 âûòåêàåò, ÷òî äâîéíîé èíòåãðàë â ôîð-
ìóëå Ãðèíà (1.318) áåðåòñÿ ïî ìíîæåñòâó, èçìåðèìîìó ïî Æîðäàíó, è ìîæåò
ïîíèìàòüñÿ êàê èíòåãðàë Ðèìàíà (ñì. òàêæå òåîðåìó 1.172).

Äëÿ êàæäîãî êâàäðàòà I ∈ Qn îáîçíà÷èì x(I) ïîñëåäíþþ òî÷êó âûõîäà
Γ èç I.

Ïóñòü I0 � êàêîé-íèáóäü êâàäðàò èç Qn. Â êà÷åñòâå I1 âîçüìåì êâàäðàò,
äëÿ êîòîðîãî x(I0) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âõîäà â íåãî è ò. ä. Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ,
ïîñòðîèì êâàäðàòû

I0, . . . , Imn
∈ Qn

(ðèñ. 1.59), ïðè÷åì x(Ik−1) � òî÷êà âõîäà â Ik. Ïðîöåññ çàêîí÷èì òîãäà, êî-
ãäà Imn

ñîâïàäåò ñ îäíèì èç ïðåäûäóùèõ óæå âûáðàííûõ (ýòî îáÿçàòåëüíî
ïðîèçîéäåò). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Imn

= I0 (èíà÷å ïîâòîðèì ïðîöåññ, íà÷èíàÿ
ñ Imn

íà ìåñòå I0).
Ïóñòü Γn � ëîìàíàÿ ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ xk := x(Ik), êîòîðûå ñîåäè-

íÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî îòðåçêàìè [xk−1, xk]. Î÷åâèäíî òîãäà, ÷òî ëîìàíàÿ
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I0 I1 I2

xmn

x0
x1

x2

∂D
Γn

b

b

b

b

Ðèñ. 1.59

Γn ÿâëÿåòñÿ êîíòóðîì, òàê êàê åãî çâåíüÿ [xk−1, xk] ëåæàò â ðàçëè÷íûõ êâàä-
ðàòàõ Ik.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x0 = γ(0). Åñëè ýòî íå òàê, òî çàìåíèì γ íà äðó-
ãóþ ïàðàìåòðèçàöèþ, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå x0 è ïðèíàäëåæèò îäíîìó
êëàññó ñ γ.

Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî

lim
n→∞

z

Γ+
n

f dx =
z

(∂D)+

f dx. (1.322)

Ïóñòü

γn(t) =
γ(tnk)− γ(tnk−1)

tnk − tnk−1

(t− tnk−1) + γ(t
n
k−1) ïðè t ∈ [tnk−1, t

n
k ] , k = 0, . . . ,mn.

Òîãäà γn ∈ P(Γn) è îíà ïðîõîäèò òî÷êè {γ(tnk)}mn

k=0 â òàêîì æå ïîðÿäêå, ÷òî
è γ. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ðàçáèåíèÿ Πn : tn0 < . . . < tnmn

âûïîëíåíî λΠn
→ 0. Ýòî

âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ γ−1 ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà (ñì. çàìå÷àíèå
ïîñëå îïðåäåëåíèÿ 1.144). Çàïèøåì èíòåãðàë

z

Γ+
n

f dx =

mn∑

k=1

γ(tnk)− γ(tnk−1)

tnk − tnk−1

tnkw

tnk−1

f (γn(t)) dt =

=

mn∑

k=1

f (γn(τ
n
k)) [γ(t

n
k)− γ(tnk−1)] =

mn∑

k=1

f (γ(τnk)) (γ(t
n
k)− γ(tnk−1))+

+

mn∑

k=1

[f (γn(τ
n
k))− f (γ(τnk))] (γ(t

n
k)− γ(tnk−1)) ,

ãäå τnk ∈ [tnk−1, t
n
k ] � íåêîòîðûå òî÷êè. Ïåðâàÿ ñóììà ñïðàâà � èíòåãðàëüíûå

ñóììû äëÿ èíòåãðàëà Ñòèëòüåñà
u

(∂D)+
f dx, à ïðåäåë âòîðîé ðàâåí íóëþ. Ýòî

ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

|f (γn(τ
n
k))− f (γ(τnk))| ⩽ ω (|γn(τnk)− γ(τnk)| , f) ⩽ ω (2ω(λΠn

,γ), f) ,
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òàê êàê

|γn(τnk)− γ(τnk)| ⩽ 2ω(λΠn
,γ).

Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî åñëèDn � ìíîãîóãîëüíèê, äëÿ êîòîðîãî Γn ÿâëÿåòñÿ
ãðàíèöåé, òî

lim
n→∞

x

Dn

(
∂f2
∂x1

− ∂f1
∂x2

)
dx1dx2 =

x

D

(
∂f2
∂x1

− ∂f1
∂x2

)
dx1dx2. (1.323)

Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó

(D \Dn) ∪ (Dn \D) ⊂ Sn,

òî, îáîçíà÷àÿ äëÿ êðàòêîñòè g =
∂f2
∂x1

− ∂f1
∂x2

, ïîëó÷èì

∣∣∣∣∣∣

x

D

gdx1dx2 −
x

Dn

gdx1dx2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

x

D\Dn

gdx1dx2 −
x

Dn\D
gdx1dx2

∣∣∣∣∣∣
⩽

⩽
x

(D\Dn)∪(Dn\D)

|g| dx1dx2 ⩽
x

Sn

|g| dx1dx2 → 0 ïðè n → ∞,

òàê êàê µ(Sn) → 0 â ñèëó (1.321).
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû Ãðèíà çàïèøåì äëÿ ìíîãî-

óãîëüíèêà Dn óæå äîêàçàííîå ðàâåíñòâî (1.318) è, èñïîëüçóÿ (1.322), (1.323),
ïåðåéäåì â íåì ê ïðåäåëó ïðè n → ∞. □

Âû÷èñëåíèå ïëîùàäåé

Ðàññìîòðèì îäíî ïðèëîæåíèå ôîðìóëû Ãðèíà, îòìåòèâ, ÷òî îñíîâíûå åå
ïðèìåíåíèÿ ëåæàò â îñíîâå òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.

Åñëè D ⊂ R2 � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, ãðàíèöåé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
ñïðÿìëÿåìûé êîíòóð, òî

µ(D) =
z

(∂D)+

x1dx2 = −
z

(∂D)+

x2dx1 =
1

2

z

(∂D)+

(−x2dx1 + x1dx2).

Äëÿ ïåðâîé ôîðìóëû íàäî ïðèìåíèòü ôîðìóëó Ãðèíà ê ôóíêöèè
f(x) = (0, x1), äëÿ âòîðîé � ê ôóíêöèè f(x) = (x2, 0), òðåòüÿ ôîðìóëà
ïîëó÷àåòñÿ ñëîæåíèåì ïåðâûõ äâóõ.
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Âîçâðàùåíèå ê ïåðâîîáðàçíûì

Îïðåäåëåíèå 1.147. Îáëàñòü G ⊂ R2 íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíîé, åñëè
ëþáîé êóñî÷íî-ãëàäêèé êîíòóð Γ ⊂ G ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé îáëàñòè, ñîäåðæà-
ùåéñÿ â G.

Èíà÷å ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â G ¾íåò äûð¿. Äðóãèìè ñëîâàìè, îáëàñòü îäíî-
ñâÿçíà, åñëè äëÿ ëþáîé îáëàñòè D ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé

∂D ⊂ G =⇒ D ⊂ G.

Òåîðåìà 1.187. Ïóñòü G ⊂ R2 � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü, f ∈ C1
(
G,R2

)
.

Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) f èìååò ïåðâîîáðàçíóþ â G;

2)
∂f2
∂x1

=
∂f1
∂x2

â G;

3)
z

Γ

f dx = 0 äëÿ ëþáîãî êóñî÷íî-ãëàäêîãî êîíòóðà â Γ ⊂ G;

4)
z

Γ

f dx íå çàâèñèò îò ïóòè â G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå 1) =⇒ 2) îòìå÷àëîñü âûøå (ñì. óïðàæ-
íåíèå 1.67) è ñëåäóåò èç òåîðåìû Øâàðöà 1.100 î ðàâåíñòâå íåïðåðûâíûõ
ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ.

2) =⇒ 3). Ýòî âûòåêàåò èç ôîðìóëû Ãðèíà.
3) =⇒ 4). Èñïîëüçóÿ ñîîáðàæåíèÿ êîìïàêòíîñòè, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

äëÿ ëþáûõ äâóõ êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ â G ñ îáùèìè êîíöàìè ñóùåñòâó-
åò ëîìàíàÿ, äîïîëíÿþùàÿ êàæäóþ èç íèõ äî êîíòóðà. Ê êàæäîìó èç ýòèõ
êîíòóðîâ íàäî ïðèìåíèòü óñëîâèå 3).

3) =⇒ 4). Ñì. òåîðåìó 1.185. □
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1.15. Ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû. Ôîðìóëà

Ñòîêñà

1.15.1. Ïîâåðõíîñòè

Ïàðàìåòðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç ãåîìåòðèè, êàñàþùèåñÿ ïàðàìåòðè÷å-
ñêîãî çàäàíèÿ ïîâåðõíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 1.148. Ìíîæåñòâî S ⊂ R3 íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé
ïàðàìåòðè÷åñêîé ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå îò-
êðûòîå ìíîæåñòâî G ⊂ R2 è ãîìåîìîðôèçì F ∈ C1(G,R3), ÷òî

1) ðàíã ìàòðèöû ßêîáè JF (u) ôóíêöèè F ðàâåí äâóì ïðè u ∈ G;
2) F (G) = S.
Ôóíêöèþ F áóäåì íàçûâàòü ïàðàìåòðèçàöèåé ýëåìåíòàðíîé ïîâåðõ-

íîñòè S ⊂ R3.

Ãðàôèê ãëàäêîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ýëåìåíòàðíîé ïà-
ðàìåòðè÷åñêîé ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè. Òî÷íåå, åñëè G ⊂ R2 è çàäàíà ôóíêöèÿ
f ∈ C1(G,R), òî ìíîæåñòâî

S =
{
(x1, x2, f(x1, x2)) : (x1, x2) ∈ G

}
(1.324)

ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ, ïàðàìåòðè-
çàöèÿ êîòîðîé � îòîáðàæåíèå

F (u1, u2) = (u1, u2, f(u1, u2)), u = (u1, u2) ∈ G.

Â ñàìîì äåëå, ìàòðèöà ßêîáè â òàêîì ñëó÷àå èìååò âèä



1 0

0 1

∂f

∂x1
(u)

∂f

∂x2
(u)




,

è åå âåðõíèé ìèíîð âòîðîãî ïîðÿäêà ðàâåí åäèíèöå â ëþáîé òî÷êå u ∈ G.

Îïðåäåëåíèå 1.149. Ìíîæåñòâî S ⊂ R3 íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷å-
ñêîé (ãëàäêîé) ïîâåðõíîñòüþ, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ S ñóùåñòâóåò
òàêàÿ îêðåñòíîñòü Ua, ÷òî Ua ∩ S � ýëåìåíòàðíàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïî-
âåðõíîñòü.

Ïàðàìåòðèçàöèþ äëÿ Ua ∩ S áóäåì íàçûâàòü òàêæå ëîêàëüíîé ïàðà-
ìåòðèçàöèåé ïîâåðõíîñòè S ⊂ R3 â òî÷êå a ∈ S.

328



Ñëåäóþùåå ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ëîêàëüíî (â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè êàæäîé ñâîåé òî÷êè) ïàðàìåòðèçîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü óñòðîåíà êàê ãðà-
ôèê ãëàäêîé ôóíêöèè.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a ∈ S � òî÷êà ïîâåðõíîñòè, F � åå ëîêàëüíàÿ ïà-
ðàìåòðèçàöèÿ â òî÷êå a ∈ S, b = F−1(a). Çàïèøåì ìàòðèöó ßêîáè ïàðàìåò-
ðèçàöèè 



∂F1

∂u1
(b)

∂F1

∂u2
(b)

∂F2

∂u1
(b)

∂F2

∂u2
(b)

∂F3

∂u1
(b)

∂F3

∂u2
(b)




.

Îäèí èç åå ìèíîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåí-
íîñòè ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂F1

∂u1
(b)

∂F1

∂u2
(b)

∂F2

∂u1
(b)

∂F2

∂u2
(b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0,

òîãäà äëÿ ôóíêöèè
g : u 7→ (F1(u), F2(u))

âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1.106 îá îáðàòíîé ôóíêöèè. Ïîýòîìó ñóùå-
ñòâóþò òàêèå îòêðûòûå ìíîæåñòâà V ⊂ G èW , ñîäåðæàùèå òî÷êè b = (b1, b2)
è ã = (a1, a2) ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî ñóæåíèå g|V èìååò îáðàòíóþ ôóíêöèþ
g−1 : W → V . Òîãäà îáðàç F (u1, u2) ëþáîé òî÷êè (u1, u2) ∈ V ïðèíàäëåæèò
S è, åñëè (x1, x2) = g(u), òî

F (u1, u2) = (F ◦ g−1)(x1, x2) =
(
g ◦ g−1(x1, x2), (F3 ◦ g−1)(x1, x2)

)
=

=
(
x1, x2, (F3 ◦ g−1)(x1, x2)

)
.

Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå ïðîõîäèò è â ñëó÷àå, êîãäà äðóãîé èç ìèíîðîâ âòî-
ðîãî ïîðÿäêà îòëè÷åí îò íóëÿ. Òàêèì îáðàçîì, ¾êóñîê¿ ïîâåðõíîñòè S, ñî-
äåðæàùèé òî÷êó a, çàäàåòñÿ ãðàôèêîì ãëàäêîé ôóíêöèè.

×àñòî âñòðå÷àåòñÿ ñïîñîá çàäàíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ñ ïî-
ìîùüþ íåÿâíîãî óðàâíåíèÿ. Òàê, ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ F ∈ C1(D) íà îò-
êðûòîì ìíîæåñòâå D ⊂ R3, ïðè÷åì gradF (x) ̸= 0 â êàæäîé òî÷êå x ∈ D.
Ïóñòü åùå b ∈ F (D) è b = F (a), ãäå a � íåêîòîðàÿ òî÷êà èç D è, íàïðèìåð,
∂F

∂x3
(a) ̸= 0. Òîãäà ê îòîáðàæåíèþ F − b ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó 1.107 î

íåÿâíîé ôóíêöèè, ñîãëàñíî êîòîðîé ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ⊂ R2 òî÷êè
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(a1, a2), íà êîòîðîé îïðåäåëåíà íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ g : U → R èç êëàññà C1(U),
óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó

F (x1, x2, g(x1, x2))− b = 0 ïðè (x1, x2) ∈ U.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé òî÷êè b, ïðèíàäëåæàùåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè F , óðàâíåíèå F (x)− b = 0 ëîêàëüíî çàäàåò ïîâåðõíîñòü � ãðàôèê
ôóíêöèè g.

Ïðèìåðîì òàêîãî ñïîñîáà çàäàíèÿ ïîâåðõíîñòè ìîæåò ñëóæèòü ñôåðà

x21 + x22 + x23 = R2

ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò ðàäèóñà R > 0.

Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü è íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè

Ïóñòü S ⊂ R3 � ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü, F � ëîêàëüíàÿ ïàðà-
ìåòðèçàöèÿ S, a ∈ S, b = F−1(a). Íèæå ñèñòåìàòè÷åñêè áóäåì èñïîëüçîâàòü
îáîçíà÷åíèÿ

A(a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂F2

∂u1

∂F3

∂u1

∂F2

∂u2

∂F3

∂u2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, B(a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂F3

∂u1

∂F1

∂u1

∂F3

∂u2

∂F1

∂u2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, C(a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂F1

∂u1

∂F2

∂u1

∂F1

∂u2

∂F2

∂u2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1.325)

(âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ â òî÷êå b = F−1(a)).
Íîðìàëüíûì äëÿ ïîâåðõíîñòè S â òî÷êå a íàçûâàåòñÿ âåêòîð

(A(a), B(a), C(a)).

Åñëè ïîâåðõíîñòü çàäàíà ÿâíûì óðàâíåíèåì, êàê ãðàôèê ôóíêöèè
f ∈ C1(G), òî

A(a) = − ∂f

∂x1
, B(a) = − ∂f

∂x2
, C(a) = 1, (1.326)

ãäå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ â òî÷êå (a1, a2). Òîãäà íîðìàëüíûé
âåêòîð â òî÷êå (a1, a2, f(a1, a2)) ïîâåðõíîñòè ïðèîáðåòàåò âèä

(
− ∂f

∂x1
,− ∂f

∂x2
, 1

)

(÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ â òî÷êå (a1, a2)).
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Ðàâåíñòâî ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 − a1 x2 − a2 x3 − a3

∂F1

∂u1
(b)

∂F2

∂u1
(b)

∂F3

∂u1
(b)

∂F1

∂u2
(b)

∂F2

∂u2
(b)

∂F3

∂u2
(b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0

çàäàåò óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê S â òî÷êå a.
Ðàçëàãàÿ ýòîò îïðåäåëèòåëü ïî ýëåìåíòàì ïåðâîé ñòðîêè, âèäèì, ÷òî êà-

ñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê S â òî÷êå a � ìíîæåñòâî òî÷åê x ∈ R3, äëÿ êîòîðûõ
ðàçíîñòü x− a îðòîãîíàëüíà íîðìàëüíîìó âåêòîðó.

Ïðèìåð 1.8. Íàéòè íîðìàëü è êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü ê âèíòîâîé ïî-
âåðõíîñòè

(u1 cosu2, u1 sinu2, u2), u1 ⩾ 0, u2 ⩾ 0.

Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè

Ñíà÷àëà ââåäåì ïîíÿòèå ïëîùàäè ýëåìåíòàðíîé ïîâåðõíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1.150. Ïëîùàäüþ ýëåìåíòàðíîé ïîâåðõíîñòè íàçûâà-
åòñÿ

σ(S) =
x

G

√
A2(u) +B2(u) + C2(u) du. (1.327)

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå àðãóìåíòû â ïîëüçó òàêîãî îïðåäåëåíèÿ. Åñëè ýëå-
ìåíòàðíàÿ ïîâåðõíîñòü S çàäàíà ÿâíûì óðàâíåíèåì êàê ãðàôèê ôóíêöèè
f ∈ C1(G), òî ðàçîáüåì G íà èçìåðèìûå (ïî Æîðäàíó) ìíîæåñòâà

G =
n⋃

i=1

Gi, Gi ∩Gj = ∅,

â êàæäîì ìíîæåñòâå Gi çàôèêñèðóåì òî÷êó xi è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïëîùàäü
ãðàôèêà ñóæåíèÿ f |Gi

ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà ïëîùàäè òîé ÷àñòè êàñàòåëüíîé
ïëîñêîñòè ê S â òî÷êå (xi1, x

i
2), êîòîðàÿ ïðîåêòèðóåòñÿ íà Gi. Ïîñëåäíÿÿ ðàâíà

µ(Gi)/ |cosαi|, ãäå αi � óãîë ìåæäó íîðìàëüþ ê S â òî÷êå (xi1, x
i
2, f((x

i
1, x

i
2)))

è âåêòîðîì (0, 0, 1). Òàêèì îáðàçîì, ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ïëîùàäè ïîâåðõ-
íîñòè ðàâíî

n∑

i=1

µ(Gi)

|cosαi|
.

Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä è ïðèâîäèò ê èíòåãðàëó
x

G

dx

|cosα| .
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Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå (ïîâåðõíîñòü çàäàíà ÿâíûì óðàâíåíèåì) íîð-

ìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ âåêòîð

(
− ∂f

∂x1
,− ∂f

∂x2
, 1

)
è (ñì. (1.326))

1

|cosα| =
√

1 +

(
∂f

∂x1

)2

+

(
∂f

∂x2

)2

=
√

A2 +B2 + C2.

Àíàëîãè÷íûå àðãóìåíòû ïîäõîäÿò è â ñëó÷àå ýëåìåíòàðíîé ïîâåðõíî-
ñòè. Òàê, ïóñòü S � ýëåìåíòàðíàÿ ïîâåðõíîñòü, F ∈ C1(G,R3) � åå ïà-
ðàìåòðèçàöèÿ è â îáëàñòè G0 ⊂ G ýòó ïîâåðõíîñòü ìîæíî çàäàòü ÿâ-
íûì óðàâíåíèåì x3 = f(x1, x2). Îáîçíà÷èì D0 îáðàç G0 ïðè îòîáðàæåíèè
φ : u 7→ (F1(u), F2(u)). Òîãäà, ñîâåðøàÿ çàìåíó ïåðåìåííîé ñ ïîìîùüþ îá-
ðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ φ−1 : D0 → G0, ïî òåîðåìå 1.176 ïîëó÷èìx

G0

√
A2 +B2 + C2 du1 du2 =

=
x

D0

√
A2 +B2 + C2

|C| dx1 dx2 =
x

D0

dx1dx2
|cosα| .

Â ãåîìåòðèè ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ âåëè÷èíû

E =

(
∂F1

∂u1

)2

+

(
∂F2

∂u1

)2

+

(
∂F3

∂u1

)2

,

F =
∂F1

∂u1

∂F1

∂u2
+

∂F2

∂u1

∂F2

∂u2
+

∂F3

∂u1

∂F3

∂u2
,

G =

(
∂F1

∂u2

)2

+

(
∂F2

∂u2

)2

+

(
∂F3

∂u2

)2

,

(1.328)

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ãàóññîâûìè êîýôôèöèåíòàìè ïîâåðõíîñòè. Îíè ñâÿ-
çàíû ñ êîýôôèöèåíòàìè (1.325) ðàâåíñòâîì

A2 +B2 + C2 = EG − F2,

êîòîðîå ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ôîðìóëó (1.327) äëÿ ïëîùàäè ïîâåðõ-
íîñòè ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

σ(S) =
x

G

√
EG − F2 du.

Êàê ñëåäóåò èç ðàññóæäåíèÿ âûøå, â ñëó÷àå, êîãäà ïîâåðõíîñòü çàäàíà
ãðàôèêîì ôóíêöèè f ∈ C1(G), åå ïëîùàäü âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

σ(S) =
x

G

√
1 +

(
∂f

∂x1

)2

+

(
∂f

∂x2

)2

dx.
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1.15.2. Ôîðìóëà Ñòîêñà

Ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà

Ïóñòü S ⊂ R3 � ãëàäêàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ïîâåðõíîñòü è çàäàíà åå ïàðàìåò-
ðèçàöèÿ F ∈ C1(G,R3), îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ G êîòîðîé èçìåðèìà ïî Æîð-
äàíó. Òîãäà ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì ïåðâîãî ðîäà (èíòåãðàëîì ïî
ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè) ïî ïîâåðõíîñòè S îò ôóíêöèè P ∈ C(S) íàçûâàåòñÿ

x

S

P dσ =
x

G

(P ◦ F )
√

A2 +B2 + C2 du1du2. (1.329)

Ê òàêîìó èíòåãðàëó ïðèâîäèò ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ. Ðàçîáüåì ïî-
âåðõíîñòü S íà ÷àñòè S1, . . . , Sn, íàïðèìåð ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû êóñî÷íî-
ãëàäêèõ êðèâûõ íà ïîâåðõíîñòè, íà êàæäîé ÷àñòè Si âîçüìåì òî÷êó ξi ∈ Si

è ñîñòàâèì èíòåãðàëüíûå ñóììû âèäà

n∑

i=1

P (ξi)σ(Si).

Ïðåäåë òàêèõ ñóìì, êîãäà äèàìåòð íàèáîëüøåé èç ÷àñòåé Si ñòðåìèòñÿ ê íó-
ëþ, áóäåì ñ÷èòàòü ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì ïåðâîãî ðîäà (èíòåãðàë ñëåâà
â (1.329)).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (1.327) äëÿ ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè,
ìîæíî ïåðåïèñàòü èíòåãðàëüíóþ ñóììó â âèäå

n∑

i=1

P (ξi)σ(Si) =
n∑

i=1

P (ξi)
x

Gi

√
A2(u) +B2(u) + C2(u) du1du2 =

=
n∑

i=1

P (F (vi))
√
A2(ui) +B2(ui) + C2(ui)µ(Gi),

ãäå vi = F−1(ξi) ∈ Gi è Gi = F−1(Si). Ïîñëåäíÿÿ ñóììà íàïîìèíàåò èíòå-
ãðàëüíóþ ñóììó äëÿ èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1.329), îòëè÷àÿñü
îò ïîñëåäíåé ëèøü òåì, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèé-ñîìíîæèòåëåé áåðóòñÿ íå â
îäíîé òî÷êå, èç Gi, à â ðàçëè÷íûõ. Îäíàêî íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðàçíîñòü
ìåæäó ïîñëåäíèì âûðàæåíèåì è èíòåãðàëüíîé ñóììîé

n∑

i=1

P (F (ui))
√
A2(ui) +B2(ui) + C2(ui)µ(Gi)

äëÿ èíòåãðàëà ñïðàâà â (1.329) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, åñëè íàèáîëüøåé èç äèà-
ìåòðîâ ÷àñòåé Si ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.
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Åñëè ïîâåðõíîñòü S çàäàíà ÿâíûì óðàâíåíèåì, êàê ãðàôèê ôóíêöèè
f ∈ C1(D), D ⊂ R2, òî ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà âû÷èñëÿåò-
ñÿ ïî ôîðìóëå

x

S

P dσ =
x

D

P (x1, x2, f(x1, x2))

√
1 +

(
∂f

∂x1

)2

+

(
∂f

∂x2

)2

dx1dx2.

Ôèçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ èíòåãðàëîâ ïåðâîãî ðîäà

Ðàññìîòðèì ôèçè÷åñêóþ òðàêòîâêó ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî
ðîäà. Ïóñòü íà ýëåìåíòàðíîé ïîâåðõíîñòè íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåíà ìàññà ñ
ïëîòíîñòüþ ρ : S → R+, ãäå ρ ∈ C(S) � íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ
òîãî ÷òîáû âû÷èñëèòü ìàññó ïîâåðõíîñòè, ðàçîáüåì åå íà ÷àñòè S1, . . . , Sn è
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà êàæäîé ÷àñòè Si ïëîòíîñòü ïðèáëèçèòåëüíî ïîñòîÿííà
è äëÿ òî÷êè ξi ∈ Si ÷èñëî ρ(ξi) ïðèìåðíî ðàâíî ñðåäíåé ïëîòíîñòè íà Si.
Òîãäà ñóììà

n∑

i=1

ρ(ξi)σ(Si)

äàåò ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå äëÿ ìàññû ïîâåðõíîñòè. Ñîâåðøàÿ ïðåäåëüíûé
ïåðåõîä, ïðèäåì ê òîìó, ÷òî åñòåñòâåííûì çíà÷åíèåì äëÿ ìàññû ïîâåðõíîñòè
S ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà

x

S

ρ dσ,

ãäå ρ � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû ïî ïîâåðõíîñòè.
Ïóñòü â òî÷êå x0, íå ïðèíàäëåæàùåé ïîâåðõíîñòè S, ñîñðåäîòî÷åíà åäè-

íè÷íàÿ ìàññà. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû è íàïðàâëåíèÿ äåé-
ñòâèÿ ñèëû ïðèòÿæåíèÿ òî÷êè x0 ïîâåðõíîñòüþ S, èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî â îñ-
íîâó ïîëîæåí çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ Íüþòîíà.

Åñëè áû òî÷êà x0 ïðèòÿãèâàëàñü ëèøü îäíîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé x ñ
ñîñðåäîòî÷åííîé â íåé ìàññîé m, òî âåëè÷èíà ñèëû ïðèòÿæåíèÿ áûëà áû
ðàâíà

F =
m

r2
, ãäå r = |x− x0| =

√
(x1 − x01)

2 + (x2 − x02)
2 + (x3 − x03)

2

(äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñòîÿííàÿ òÿãîòåíèÿ ðàâíà 1). Òàê êàê
ýòà ñèëà íàïðàâëåíà îò x0 ê x, òî åå íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû áóäóò ðàâíû

x1 − x01
|x− x0| ,

x2 − x02
|x− x0| ,

x3 − x03
|x− x0| .
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Ïîýòîìó ïðîåêöèè ñèëû òÿæåñòè íà îñè êîîðäèíàò âûðàæàþòñÿ ðàâåíñòâàìè

Fk = m
xk − x0k
|x− x0|3 , k = 1, 2, 3.

Ðàçîáüåì òåïåðü, êàê è âûøå, ïîâåðõíîñòü S íà ÷àñòè S1, . . . , Sn è áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî âñÿ ìàññà i-é ÷àñòè â ñèëó åå ìàëîñòè ñîñðåäîòî÷åíà â íåêîòîðîé
åå òî÷êå xi ∈ Si. Òîãäà k-ÿ ïðîåêöèÿ ñóììàðíîé ñèëû âîçäåéñòâèÿ íà òî÷êó
x0 ðàâíà

Fk =
n∑

i=1

xik − x0k
|xi − x0|3ρ(x

i)σ(Si), k = 1, 2, 3.

Ñîâåðøàÿ, êàê è ðàíüøå, ïðåäåëüíûé ïåðåõîä, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ôîðìó-
ëû äëÿ ïðîåêöèé íà êîîðäèíàòíûå îñè ñèëû ïðèòÿæåíèÿ ïîâåðõíîñòüþ S
åäèíè÷íîé ìàññû, ñîñðåäîòî÷åííîé â x0:

Fk =
x

S
ρ(x)

xk − x0k
|x− x0|3 dσ(x), k = 1, 2, 3.

Îðèåíòàöèÿ ïîâåðõíîñòè

Ïîíÿòèå ñòîðîíû ïîâåðõíîñòè ñâÿçàíî ñ ïîíÿòèåì íàïðàâëåíèÿ íîðìà-
ëè. Ó ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè S ⊂ R3 â êàæäîé òî÷êå a ∈ S åñòü äâà åäèíè÷íûõ
íîðìàëüíûõ âåêòîðà: ν(a) è −ν(a). Ïîýòîìó êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì, ÷òî ó
ïîâåðõíîñòè äîëæíî áûòü äâå ñòîðîíû. Îäíàêî ýòî íå òàê. Â îòëè÷èå, íà-
ïðèìåð, îò ñôåðû èëè ïëîñêîñòè ëèñò Ìåáèóñà èëè áóòûëêà Êëåéíà èìååò
ëèøü îäíó ñòîðîíó.

Îðèåíòèðîâàòü ïîâåðõíîñòü îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü çàôèêñèðîâàòü îäíó
èç äâóõ ñòîðîí ïîâåðõíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1.151. Ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü S íàçûâàåòñÿ îðèåíòè-
ðóåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå a 7→ ν(a), a ∈ S (ν(a)
� åäèíè÷íûé íîðìàëüíûé âåêòîð ê S â òî÷êå a).

Åñëè âûáðàíî òàêîå îòîáðàæåíèå, òî ãîâîðÿò, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè
çàäàíà îðèåíòàöèÿ èëè âûáðàíà ñòîðîíà ïîâåðõíîñòè.

Îòîáðàæåíèå a 7→ ν(a) íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóþùèì ïîëåì íîðìà-
ëåé. ×àñòî íåïðåðûâíîå ïîëå íîðìàëåé è îðèåíòàöèÿ ïîâåðõíîñòè îòîæ-
äåñòâëÿþòñÿ.

Òåîðåìà 1.188. Îðèåíòèðóåìàÿ ñâÿçíàÿ ïîâåðõíîñòü èìååò â òî÷íî-
ñòè äâå îðèåíòàöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê íàøà ïîâåðõíîñòü îðèåíòèðóåìà, òî ñóùå-
ñòâóåò íåïðåðûâíîå ïîëå íîðìàëåé a 7→ ν(a), òîãäà a 7→ −ν(a) � òàêæå
íåïðåðûâíîå ïîëå íîðìàëåé. Èòàê, íàéäåíû äâå îðèåíòàöèè.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü åùå îäíà îðèåíòàöèÿ a → µ(a), íå ñîâïàäàþ-
ùàÿ ñ óêàçàííûìè âûøå. Òîãäà íàéäóòñÿ òî÷êè a1, a2 ∈ S, äëÿ êîòîðûõ
µ(a1) = ν(a1), µ(a2) = −ν(a2). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(a) = (ν(a),µ(a)) , a ∈ S

(ñïðàâà íàõîäèòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ), êîòîðàÿ íåïðåðûâíà
íà S è ìîæåò ïðèíèìàòü ëèøü äâà çíà÷åíèÿ ±1 (â êàæäîé òî÷êå åñòü òîëüêî
äâà åäèíè÷íûõ íîðìàëüíûõ âåêòîðà) è îáà ïðèíèìàåò, òàê êàê f(a1) = 1,
f(a2) = −1. Ñëåäîâàòåëüíî, f(S) = {−1,+1}, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 1.96
î íåïðåðûâíîì îáðàçå ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà. □

Óïðàæíåíèå 1.68. 1) Åñëè ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü çàäàíà íåÿâíûì óðàâ-
íåíèåì

f(x) = 0, ∇f(x) ̸= 0,

òî îíà îðèåíòèðóåìà è îðèåíòàöèþ ìîæíî çàäàòü ïîëåì íîðìàëåé

ν(a) =
∇f(a)

|∇f(a)| , a ∈ S.

2) Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü S îðèåíòèðóåìà è îðèåíòàöèþ
ìîæíî çàäàòü ðàâåíñòâîì

ν(a) =
(A(a), B(a), C(a))√
A2(a) +B2(a) + C2(a)

, a ∈ S,

ãäå F � ïàðàìåòðèçàöèÿ S (ñì. (1.325)).

Ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà

Ñíîâà ðàññìîòðèì ãëàäêóþ ýëåìåíòàðíóþ ïîâåðõíîñòü S ⊂ R3 è åå ïà-
ðàìåòðèçàöèþ F ∈ C1(G,R3), ñ÷èòàÿ åå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ G èçìåðèìîé
ïî Æîðäàíó. Ïóñòü äîïîëíèòåëüíî ïîâåðõíîñòü S îðèåíòèðîâàíà, ïðè ýòîì
îðèåíòèðóþùèì ïîëåì íîðìàëåé ÿâëÿåòñÿ

ν =
(A,B,C)√

A2 +B2 + C2
(1.330)

(íèæå ýòîò âûáîð ïîëÿ íîðìàëåé áóäåò èñïîëüçîâàí äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ îðèåí-
òàöèè ïîâåðõíîñòè è åå êðàÿ). Òîãäà ïîëîæèì

x

S

P dx1dx2 =
x

G

(P ◦ F )C du.
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Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü èíòåãðàëû
x

S

P dx2dx3 =
x

G

(P ◦ F )Adu,

x

S

P dx3dx1 =
x

G

(P ◦ F )B du.

Îáùèé ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà îò âåêòîðíîé ôóíê-
öèè P ∈ C

(
S,R3

)
ïî ýëåìåíòàðíîé îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè S îïðåäå-

ëÿåòñÿ êàê x

S

P1 dx2dx3 + P2 dx3dx1 + P3 dx1dx2 =

=
x

G

[(P1 ◦ F )A+ (P2 ◦ F )B + (P3 ◦ F )C] du.

Óïðàæíåíèå 1.69. 1) Îáùèé ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà
ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

x

S

P1 dx2dx3 + P2 dx3dx1 + P3 dx1dx2 =
x

G

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

P1 ◦ F P2 ◦ F P3 ◦ F
∂F1

∂u1

∂F2

∂u1

∂F3

∂u1

∂F1

∂u2

∂F2

∂u2

∂F3

∂u2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

du.

2) Ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì
x

S

P1 dx2dx3 + P2 dx3dx1 + P3 dx1dx2 =
x

S

(P,ν) dσ, (1.331)

ãäå ν � îðèåíòèðóþùåå ïîëå íîðìàëåé.

Åñëè ïîâåðõíîñòü óäàåòñÿ ðàçáèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ ïî-
âåðõíîñòåé, òî èíòåãðàëîì (ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà) ïî íåé áóäåì íàçûâàòü
ñóììó ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëîâ ïî åå ÷àñòÿì.

Ïîâåðõíîñòè ñ êðàåì

Ïóñòü S0 ⊂ R3 � ãëàäêàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîâåðõ-
íîñòü è F ∈ C1(G0,R3) � åå ïàðàìåòðèçàöèÿ, ïðè÷åì îðèåíòèðóþùèì ïîëåì
íîðìàëåé ÿâëÿåòñÿ

ν =
(A,B,C)√

A2 +B2 + C2
,

êàê â îïðåäåëåíèè ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà (ñì. (1.330)).
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Ïóñòü îáëàñòü G ⊂ G0 òàêîâà, ÷òî G ⊂ G0 è åå ãðàíèöà � êóñî÷íî-
ãëàäêèé êîíòóð. Òîãäà îáðàç S = F (G) � òàêæå ýëåìåíòàðíàÿ ïàðàìåòðè-
÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü. Îáðàç F (∂G) áóäåì íàçûâàòü êðàåì ïîâåðõíîñòè S è
îáîçíà÷àòü ∂S.

Íå ñëåäóåò ïóòàòü êðàé ïîâåðõíîñòè ñ åå òîïîëîãè÷åñêîé ãðàíèöåé, êî-
òîðàÿ ñîâïàäàåò ñ S.

ßñíî, ÷òî ∂S ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêèì êîíòóðîì è F ◦ γ � åãî åñòå-
ñòâåííàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ, åñëè γ � ïàðàìåòðèçàöèÿ ∂G.

Îðèåíòàöèÿ (âûáîð ñòîðîíû) ïîâåðõíîñòè S îïðåäåëÿåò ïîëîæèòåëüíîå
íàïðàâëåíèå îáõîäà êîíòóðîâ íà ïîâåðõíîñòè ïî òîìó æå ïðàâèëó, êîòîðîå èñ-
ïîëüçîâàëîñü íà ïëîñêîñòè â íà÷àëå ï. 1.14.6 � ïðè îáõîäå êîíòóðà ñ ïîìîùüþ
ïîëîæèòåëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè ÷àñòü ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷åííàÿ êîíòóðîì,
îñòàåòñÿ ñëåâà (îáõîä ñîâåðøàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè).

Áóäåì ñ÷èòàòü îðèåíòàöèè ïîâåðõíîñòè S è åå êðàÿ ∂S ñîãëàñîâàííûìè
â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè γ � ïîëîæèòåëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ∂G, òî F ◦ γ �
ïîëîæèòåëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ∂S.

Âñå îáîçíà÷åíèÿ è ñîãëàøåíèÿ ýòîãî ïóíêòà èñïîëüçóþòñÿ ïðè âûâîäå
òàê íàçûâàåìîé ôîðìóëû Ñòîêñà.

Ôîðìóëà Ñòîêñà

Ïóñòü â îêðåñòíîñòè U ïîâåðõíîñòè S çàäàíà ôóíêöèÿ P ∈ C1(U,R).
Ðàññìîòðèì êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

z

(∂S)+

P dx1 =
z

(∂G)+

P
∂F1

∂u1
du1 + P

∂F1

∂u2
du2 (1.332)

(ýòî ðàâåíñòâî ëåãêî ïðîâåðèòü, ñâîäÿ êàæäûé èç èíòåãðàëîâ ê èíòåãðàëó
Ðèìàíà). Ê ïîñëåäíåìó èíòåãðàëó ïðèìåíèì ôîðìóëó Ãðèíà

z

(∂G)+

P
∂F1

∂u1
du1 + P

∂F1

∂u2
du2 =

x

G

[
∂

∂u1

(
P
∂F1

∂u2

)
− ∂

∂u2

(
P
∂F1

∂u1

)]
du

è ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå ïîä çíàêîì äâîéíîãî èíòåãðàëà:

∂

∂u1

(
P
∂F1

∂u2

)
− ∂

∂u2

(
P
∂F1

∂u1

)
=

=

(
∂P

∂x1

∂F1

∂u1
+

∂P

∂x2

∂F2

∂u1
+

∂P

∂x3

∂F3

∂u1

)
∂F1

∂u2
+ P

∂2F1

∂u1∂u2
−

−
(
∂P

∂x1

∂F1

∂u2
+

∂P

∂x2

∂F2

∂u2
+

∂P

∂x3

∂F3

∂u2

)
∂F1

∂u1
− P

∂2F1

∂u2∂u1
=
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=
∂P

∂x1

[
∂F1

∂u1

∂F1

∂u2
− ∂F1

∂u1

∂F1

∂u2

]
+

+
∂P

∂x2

[
∂F2

∂u1

∂F1

∂u2
− ∂F2

∂u2

∂F1

∂u1

]
+

∂P

∂x3

[
∂F3

∂u1

∂F1

∂u2
− ∂F3

∂u2

∂F1

∂u1

]
=

=
∂P

∂x3
B − ∂P

∂x2
C.

Òàêèì îáðàçîì, èç ðàâåíñòâà (1.332) ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

z

(∂S)+

P dx1 =
x

S

∂P

∂x3
dx3dx1 −

x

S

∂P

∂x2
dx1dx2.

Òî÷íî òàê æå ìîæíî äîêàçàòü ðàâåíñòâà

z

(∂S)+

P dx2 =
x

S

∂P

∂x1
dx1dx2 −

x

S

∂P

∂x3
dx2dx3,

z

(∂S)+

P dx3 =
x

S

∂P

∂x2
dx2dx3 −

x

S

∂P

∂x1
dx3dx1

(îíè ïîëó÷àþòñÿ èç ïåðâîãî ñ ïîìîùüþ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè â
x1, x2, x3). Ïðèìåíÿÿ ýòè ðàâåíñòâà ê êîìïîíåíòàì âåêòîðíîé ôóíêöèè
P ∈ C1(U,R3), ïîëó÷èì

z

(∂S)+

P dx =
x

S

[
∂P2

∂x1
− ∂P1

∂x2

]
dx1dx2 +

+
x

S

[
∂P3

∂x2
− ∂P2

∂x3

]
dx2dx3 +

x

S

[
∂P1

∂x3
− ∂P3

∂x1

]
dx3dx1. (1.333)

Ýòî ðàâåíñòâî íàçûâàþò îáû÷íî ôîðìóëîé Ñòîêñà.

Ôîðìóëà Ãàóññà � Îñòðîãðàäñêîãî

Ïðèâåäåì åùå îäíî òîæäåñòâî, ñîäåðæàùåå ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë.
Ïóñòü V ⊂ R3 � çàìêíóòîå âûïóêëîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, ãðàíèöåé
êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü. Îðèåíòèðóåì ãðàíèöó ñ
ïîìîùüþ âíåøíåãî ïîëÿ íîðìàëåé. Òîãäà åñëè U � íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü
V è P ∈ C1(U,R3), òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

y

V

(
∂P1

∂x1
+

∂P2

∂x2
+

∂P3

∂x3

)
dx1dx2dx3 =
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=
x

(∂V )+

P1 dx2dx3 + P2 dx3dx1 + P3 dx1dx2, (1.334)

íàçûâàåìîå ôîðìóëîé Ãàóññà � Îñòðîãðàäñêîãî.
Ðàâåíñòâî (1.334) ðàñïàäàåòñÿ íà ñëåäóþùèå:

y

V

∂P1

∂x1
dx =

x

(∂V )+

P1 dx2dx3,

y

V

∂P2

∂x2
dx =

x

(∂V )+

P2 dx3dx1,

y

V

∂P3

∂x3
dx =

x

(∂V )+

P3 dx1dx2.

Ýòè ðàâåíñòâà äîêàçûâàþòñÿ îäèíàêîâî, ïîýòîìó îñòàíîâèìñÿ òîëüêî íà
äîêàçàòåëüñòâå ïîñëåäíåãî. Ïóñòü D � ïðîåêöèÿ V íà ïëîñêîñòü x3 = 0. Â
ñèëó âûïóêëîñòè V êàæäàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îñè Ox3 è ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç D, áóäåò ïåðåñåêàòü V ïî îòðåçêó

[(x1, x2,φ1(x1, x2)), (x1, x2,φ2(x1, x2))], (x1, x2) ∈ D.

Òîãäà ïîâåðõíîñòü ∂V ðàçîáüåòñÿ íà òðè ãëàäêèå ÷àñòè:

S1 = {(x1, x2, x3) : x3 = φ1(x1, x2)), (x1, x2) ∈ D} ,

S2 = {(x1, x2, x3) : x3 = φ2(x1, x2)), (x1, x2) ∈ D} ,
S3 = ∂V \ (S1 ∪ S2)

(S3 � ¾áîêîâàÿ ÷àñòü¿ ãðàíèöû V ). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïîâåðõíîñòíûé
èíòåãðàë ïî (∂V )+ áóäåò ðàâåí ñóììå èíòåãðàëîâ ïî S1 (èíòåãðèðîâàíèå ïî
íèæíåé ñòîðîíå S1) è ïî S2 (èíòåãðèðîâàíèå ïî âåðõíåé ñòîðîíå S2). Èíòåãðàë
ïî S3 ðàâåí íóëþ, òàê êàê íîðìàëü ê S3 ïåðïåíäèêóëÿðíà îñè Ox3. Ñëåäîâà-
òåëüíî, èñïîëüçóÿ åùå ôîðìóëó ñâåäåíèÿ êðàòíûõ èíòåãðàëîâ ê ïîâòîðíûì
(ñì. ñëåäñòâèå 1.13) è ôîðìóëó Íüþòîíà � Ëåéáíèöà, ïîëó÷èì

y

V

∂P3

∂x3
dx =

x

D



φ2(x1,x2)w

φ1(x1,x2)

∂P3

∂x3
dx3


 dx1 dx2 =

=
x

D

[P3(x1, x2,φ2(x1, x2))− P3(x1, x2,φ1(x1, x2))] dx1 dx2 =

=
x

S2

P3 dx1 dx2 +
x

S1

P3 dx1 dx2 =
x

(∂V )+

P3 dx1 dx2.
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1.15.3. Òåîðèÿ ïîëÿ

Ðàññìîòðèì âûïóêëóþ îáëàñòü V ⊂ R3 è äâå ôóíêöèè

f : V → R, F : V → R3. (1.335)

Â ïðèëîæåíèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå è ìå-
õàíèêå èçó÷åíèå òàêèõ ôóíêöèé òðàäèöèîííî âûäåëÿåòñÿ â îñîáûé ðàçäåë,
êîòîðûé íîñèò íàçâàíèå âåêòîðíîãî àíàëèçà èëè òåîðèè ïîëÿ è èñïîëüçó-
åò ñïåöèôè÷åñêóþ òåðìèíîëîãèþ. Ïåðåâåäåì ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû íà ÿçûê
òåîðèè ïîëÿ.

ßçûê òåîðèè ïîëÿ

Ôóíêöèÿ f : V → R íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïîëåì, à ôóíêöèÿ
F : V → R3 � âåêòîðíûì ïîëåì. Ïðèìåðàìè ñêàëÿðíûõ ïîëåé ìîãóò
ñëóæèòü ïîëå òåìïåðàòóðû èëè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà. Ñèëîâîå ïîëå
èëè ïîëå ñêîðîñòåé äâèæåíèÿ æèäêîñòè � ïðèìåðû âåêòîðíûõ ïîëåé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ∈ C1(V ) è F ∈ C1(V,R3).
Âåêòîðíîå ïîëå

∇f = grad f =

(
∂f

∂x1
,
∂f

∂x2
,
∂f

∂x3

)
(1.336)

íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòîì ñêàëÿðíîãî ïîëÿ f .
Ñêàëÿðíîå ïîëå

divF =
∂F1

∂x1
+

∂F2

∂x2
+

∂F3

∂x3
(1.337)

íàçûâàåòñÿ äèâåðãåíöèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ F .
Âåêòîðíîå ïîëå

rotF =

(
∂F3

∂x2
− ∂F2

∂x3
,
∂F1

∂x3
− ∂F3

∂x1
,
∂F2

∂x1
− ∂F1

∂x2

)
(1.338)

íàçûâàåòñÿ ðîòîðîì âåêòîðíîãî ïîëÿ F .
Îòìåòèì ñëåäóþùèå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå â òåîðèè ïîëÿ òîæäåñòâà:

rot grad f ≡ 0, div rotF ≡ 0. (1.339)

Îíè äîêàçûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ íåïîñðåäñòâåííîãî âû÷èñëåíèÿ.
Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà

z
C
F dx

ïî îðèåíòèðîâàííîìó êîíòóðó C ⊂ V íàçûâàåòñÿ öèðêóëÿöèåé âåêòîðíîãî
ïîëÿ F ïî êîíòóðó C.
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Åñëè îáîçíà÷èòü τ � åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð â ïîëîæèòåëüíîì
íàïðàâëåíèè îáõîäà êîíòóðà C, òî öèðêóëÿöèþ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

z
C
F dx =

z
C
(F, τ) dl.

Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà
x

S

F1 dx2dx3 + F2 dx3dx1 + F3 dx1dx2

ïî îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè S íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì âåêòîðíîãî ïîëÿ F
÷åðåç ïîâåðõíîñòü S.

Åñëè ν � îðèåíòèðóþùåå ïîëå íîðìàëåé S, òî ïîòîê ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå (ñì. (1.331))

x

S

P1 dx2dx3 + P2 dx3dx1 + P3 dx1dx2 =
x

S

(P,ν) dσ.

Îñíîâíûå òåîðåìû òåîðèè ïîëÿ

Ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû äàþò ïåðåâîä ôîðìóë Ãàóññà � Îñòðîãðàäñêîãî
è Ñòîêñà íà ÿçûê òåîðèè ïîëÿ.

Òåîðåìà 1.189 (ôîðìóëà Ñòîêñà). Ïóñòü S ⊂ R3 � ãëàäêàÿ ïîâåðõ-
íîñòü ñ êóñî÷íî-ãëàäêèì êðàåì C è F ∈ C1(U,R3) � âåêòîðíîå ïîëå, îïðå-
äåëåííîå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U ïîâåðõíîñòè S.

Òîãäà öèðêóëÿöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ F ïî ïîâåðõíîñòè S ðàâíà ïîòîêó
ðîòîðà F ÷åðåç ýòó ïîâåðõíîñòü, ò. å.

z

C

(F, τ) dl =
x

S

(rotF,ν) dσ.

Çäåñü τ � åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð ê C, ñîãëàñîâàííûé ñ îðèåí-
òèðóþùèì ïîëåì íîðìàëåé ν òàê, ÷òîáû îáõîä êîíòóðà C â íàïðàâëåíèè τ
ñîâåðøàëñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Òåîðåìà 1.190 (ôîðìóëà Ãàóññà � Îñòðîãðàäñêîãî). Ïóñòü ãðàíè-
öåé âûïóêëîé îáëàñòè V ⊂ R3 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü
S, F ∈ C1(V,R3) � âåêòîðíîå ïîëå.

Òîãäà ïîòîê ïîëÿ F ÷åðåç S ðàâåí èíòåãðàëó îò åãî äèâåðãåíöèè ïî V
x

S

(F,ν) dσ =
y

V

divF dx

(ν � ïîëå âíåøíåé íîðìàëè ê S).
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. 2. ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÐÀÇÄÅË

2.1. Ââåäåíèå â àíàëèç

Óïðàæíåíèå 2.1. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

n! <
(
1 +

n

2

)n−1

, n ∈ N.

Óïðàæíåíèå 2.2. Íàïèñàòü ðàçëîæåíèå ïî ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà
ñëåäóþùèõ âûðàæåíèé:

1) (a+ b)4;

2) (1 +
√
2)5;

3) (1−
√
3)6;

4)
(√

6−
√
12
)8

;

5)
(
x1/3 + y1/3

)7
.

Óïðàæíåíèå 2.3. Çàïèñàòü â âèäå îáûêíîâåííûõ ñëåäóþùèå áåñêîíå÷-
íûå ïåðèîäè÷åñêèå äðîáè:

1) x = 4, (31); 2) x = 5, 2(324).

Óïðàæíåíèå 2.4. Íàéòè supX è infX, à òàêæå óêàçàòü íàèáîëüøèé è
íàèìåíüøèé ýëåìåíòû (â ñëó÷àå èõ ñóùåñòâîâàíèÿ):

1) X =

{
1

1 + n(−1)n
: n ∈ N

}
;

2) X =

{
sin

1

n
: n ∈ N

}
;

3) X =
{
2−x : 0 < x ⩽ 3

}
;

4) X =
{

4
√
2− x : −14 < x < 1

}
;
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2.2. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Óïðàæíåíèå 2.5. Íàéòè ïðåäåëû:

1) lim
n→∞

5n5 − 6n3 + 2n− 1

10n5 − 4n4 + 3n2 − 2
;

2) lim
n→∞

25n + n4 · 2n − n sinn

3 · 52n − 5n + n3n + cosn
;

3) lim
n→∞

1 + 2 + 22 + . . .+ 2n

1 + 3 + 32 + . . .+ 3n
;

4) lim
n→∞

(
n∑

k=1

1

(4k − 2)(4k + 2)

)
;

5) lim
n→∞

(
3
√
n3 + 1− n

)
(1 + 2 + . . .+ n);

6) lim
n→∞

(
n∏

k=1

3k
√
2

)
;

7) lim
n→∞

1 + 3 + . . .+ (2n− 1)

4 + 7 + . . .+ (3n+ 1)
;

8) lim
n→∞

(√
n2 + n− n

)
.

Óïðàæíåíèå 2.6. Íàéòè ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

1) an =
n2

3n
(cosn− sinn);

2) an =
5n3 − 6n+ 3

7n3 − 4n2 + 2
sin
(

3
√

n3 + 1− 3
√
n
)
.

Óïðàæíåíèå 2.7. Ïîëüçóÿñü êðèòåðèåì Êîøè, äîêàçàòü ñõîäèìîñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

1) an =
3n+ 1

4n+ 2
;

2) an =
n2 − 5n+ 3

n2 + n+ 2
;

3) an =
n∑

k=1

arccos
1

k!
4k

;

4) an =
n∑

k=1

(−1)k sin 2k

k(k + 1)
;

5) an = 2, 3 44 . . . 4︸ ︷︷ ︸
n−1

.
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2.3. Ïðåäåë ôóíêöèè

Óïðàæíåíèå 2.8. Íàéòè ïðåäåëû:

1) lim
x→−3

x3 + 27

x2 + x− 6
;

2) lim
x→−2

4− x2

3x3 + 2x2 − x+ 14
;

3) lim
x→2

x5 − 2x3 − 3x− 10

x2 − 4
;

4) lim
x→1

√
3 + x− 2√
2− x− 1

;

5) lim
x→4

√
x− 3− 1

3
√
x− 3− 1

;

6) lim
x→0

√
9 cos3 x+ (e5x − 1) arctg

1

x2
;

7) lim
x→+∞

(x+ 1)5(3x− 7)3

(x− 2)2(x+ 21)6
;

8) lim
x→+∞

(√
9x2 + 1− 3x

)
;

9) lim
x→−∞

(√
3x2 − 8− 24x

)
;

10) lim
x→+∞

4
√
x− 3√
x− 9

;

Óïðàæíåíèå 2.9. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ïðåäåëû, íàéòè:

1) lim
x→0

7x

arcsin
x

3

;

2) lim
x→0

tg2 x

3−
√
8 + cos x

;

3) lim
x→0

(
1

sin2 x
− cos 2x2

sin4 x
+

cos2 x

sin4 x

)
;

4) lim
x→10

lg x− 1

x− 10
;

5) lim
x→π

2

1− sin2 x

(π− 2x)2
;

6) lim
x→+∞

ln(1 + 3x)

ln(1 + 5x)
;

7) lim
x→0

(√
1 + x− x

) 1
x

;

8) lim
x→1

(
1− x

x2 − 3x+ 2

) 1
x2−1

;
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9) lim
x→1

(
x2 − 3x+ 2

1− x

) 1√
x−1

;

10) lim
x→9

(
x2 − 17x+ 72

x− 9

) 1√
x−3

;

Óïðàæíåíèå 2.10. Çàìåíÿÿ áåñêîíå÷íî ìàëûå ýêâèâàëåíòíûìè, âû-
÷èñëèòü:

1) lim
x→0

(1 + 5x)1/5 − 1

5x
;

2) lim
x→0

sin 3x

ln(1 + x)
;

3) lim
x→0

arctg2 3x · tg3 2x
(
3
√
x − 1

)2
ln (1− 2x4)

;

4) lim
x→0

esin 2x − 1√
1 + sin 4x− 1

;

5) lim
x→1

x3 − 1

lnx
;

6) lim
x→1

ln cos(x− 1)

ln cos(3x− 3)
;

7) lim
x→0

(
1 + x2x

1 + x7x

) 1
x2

;

8) lim
x→0

(cosx)1/ sin
2 x;

9) lim
x→1

(5− 4x)1/ ln(2−x);

10) lim
x→0

tg 3x+ 2arcsin 2x+ 18x3

ln(1 + 7x+ sin3 5x) + x15
.
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2.4. Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè

Óïðàæíåíèå 2.11. Èññëåäîâàòü íà íåïðåðûâíîñòü è èçîáðàçèòü ãðà-
ôè÷åñêè ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

1) f(x) = | − x2 + 2|; 2) f(x) =
1

2
sign2(x+ 1); 3) f(x) = x− [x];

4) f(x) =





1

2
sin

x

2
, x < 0,

1

3
x2, 0 ⩽ x < 1,

1

3
sin
π

2
x, x ⩾ 1.

Óïðàæíåíèå 2.12. Íàéòè òî÷êè ðàçðûâà è îõàðàêòåðèçîâàòü èõ, åñëè:
1) y = (x− [x])2; 2) y = sign sin x;

3) y =





1

1− ex
, x ̸= 0,

1, x = 0;

4) y =





|[x]|2, x ̸∈ Z

(x− 1)2, x ∈ Z.
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2.5. Ïðîèçâîäíàÿ

Óïðàæíåíèå 2.13. Ïîëüçóÿñü òàáëèöåé ïðîèçâîäíûõ è îñíîâíûìè
ïðàâèëàìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, íàéòè ïðîèçâîäíûå:

1) f(x) =
1

x
+

2

x2
+

3

x3
;

2) f(x) = x+
√
x+ 3

√
x;

3) f(x) = x3
3
√
x2 + x7 3

√
x;

4) f(x) = arcsin x+ arccosx;

5) f(x) =
1− x3

1− x5
;

6) f(x) = 32x · 2−3x;
7) f(x) = x2 sinx;
8) f(x) = 4x tg x;
9) f(x) = ex (sinx+ cosx);

10) f(x) = 3x2 lnx− x2;
11) f(x) = logx 2 + arctg 8;

12) f(x) =

√
x√

x+ 1
;

13) f(x) =
cosx

1 + 2 sinx
;

14) f(x) =
x arctg x

1 + x2
;

15) f(x) = 3
√
x · 3x;

16) f(x) = x3 arcsinx;
17) f(x) = 5

√
x log2 x;

18) f(x) = arcsin x+ arccosx;

19) f(x) =
sinx

1 + cos x
ïðè x = 0; x = 1; x =

π

4
; x =

π

8
; x =

√
3.

Óïðàæíåíèå 2.14. Íàéòè ïðîèçâîäíûå:

1) f(x) = ln
(
x+

√
x2 + 4

)
;

2) f(x) = sin2 5x;
3) f(x) = ln (ln (lnx));
4) f(x) = 2tg

2 3/x + esinx
2

;

5) f(x) =
ex cosx

sinx2
;

6) f(x) = ln
1 + x

sinx2
;

7) f(x) = sinx− cos2 x;
8) f(x) =

√
3x+ cos 3x;

9) f(x) = sin8
x

8
;

10) f(x) = ln
(
x+

√
x2 − 3

)
;

11) f(x) = ln
x+ 2

x− 2
;

12) f(x) = 3cos
2 x;

13) f(x) = ln
(
2sin

2 x
)
;

14) f(x) =
e−x2

x− 3
;

15) f(x) = ln
(
arctg

√
1 + x2

)
;

16) f(x) = 3

√
ln5 sin

3

5
x;

17) f(x) =
√
x arcsin

√
x+

√
1− x;

18) f(x) = earcsin
√
x2−2;

19) f(x) = 2
√
3 arctg

x√
3
+ ln

√
x2 + 3 â òî÷êå x = 3;

20) f(x) =
ex − e−x

sinx2
â òî÷êå x =

1

2
; x =

π

4
;

21) f(x) = ex sin
√

x2 + 1 â òî÷êå x = 0.

Óïðàæíåíèå 2.15. Âû÷èñëèòü äèôôåðåíöèàëû ôóíêöèé:
1) y =

√
x+

√
x+ ln(tg(2x+ 7));

2) y = xx
x

+ arcsin
x

2
;

3) y = ln
(
1 + e10x

)
+ arctg e5x â òî÷êå x = 1; ïðè x = 0 è dx = 0, 1.
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Óïðàæíåíèå 2.16. Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíûå óêàçàííûõ ïîðÿäêîâ:

1) f(x) =
x2 + 1

x− 1
, f ′′; 3) f(x) = x3 + 2x+ 6, f (4);

2) f(x) =
√

x2 + 1, f ′′′; 4) f(x) = (3x4 − 5x+ 3)e−x, f (24).

Óïðàæíåíèå 2.17. Íàéòè ïðîèçâîäíûå n-ãî ïîðÿäêà:

1) f(x) = lnx;

2) f(x) = ln
(
x2 + 3x− 4

)
;

3) f(x) = arcsin x;

4) f(x) = sin 2x cos 3x;
5) f(x) = x2e5−3x;

6) f(x) =
1

2x2 + 5x+ 2
.
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2.6. Ïðèìåíåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî

èñ÷èñëåíèÿ

Óïðàæíåíèå 2.18. Ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, âû÷èñëèòü ïðåäåëû:

1) lim
x→+∞

log2(3x+ 8)

x
;

2) lim
x→−0

1

x

(
arctg

1

x
+
π

2

)
;

3) lim
x→0

e−1/x2

x2022
;

4) lim
x→0

ln
(
1 + x2

)
arcsinx

x cosx− sinx
;

5) lim
x→0

(
1

x arctg x
− 1

x2

)
;

6) lim
x→π/2−0

(tg x)ctg x.

Óïðàæíåíèå 2.19. Ðàçëîæèòü ôóíêöèè ïî ñòåïåíÿì x − a ñ îñòàòî÷-
íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî:

1) f(x) =
1

3x+ 2
, a = 0;

2) f(x) =
1√

4 + 2x
, a = 0;

3) f(x) =
√
x, a = 4;

4) f(x) =
x− 1

x2 − 2x+ 5
, a = 1;

5) f(x) = ln(36x2 + 17x+ 2), a = 0;

6) f(x) = x cos 2x, a = −π
4
;

7) f(x) =
x+ 1√

x2 + 2x+ 2
, a = −1;

8) f(x) = sin2 6x, a = 0;
9) f(x) = arcsin x, a = 0.

Óïðàæíåíèå 2.20. Íàéòè âñå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

f(x) = f ′(x).

Óïðàæíåíèå 2.21. Äîêàçàòü òîæäåñòâî

2 arctg x+ arcsin
2x

1 + x2
= π, x ⩾ 1.
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2.7. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèé è ïîñòðîåíèå

ãðàôèêîâ

Óïðàæíåíèå 2.22. Èññëåäîâàòü ôóíêöèè è ïîñòðîèòü èõ ãðàôèêè:

1) f(x) = x4 − 2x3 + 3;

2) f(x) =
1

x2 − 3x+ 2
;

3) f(x) = x2 +
1

x2
;

4) f(x) = arctg
1

x
;

5) f(x) = e1/x;
6) f(x) =

3
√
x2ex;

7) f(x) = x2e−x2

;

8) f(x) =
2x

lnx
;

9) f(x) =
sin2 x

3 + sin x
;

10) f(x) = ln(1 + e−x);

11) f(x) = e2x−x2

;

12) f(x) = 3
√
x3 − 3x.

Óïðàæíåíèå 2.23. Ïðåäñòàâèòü ÷èñëî a > 0 â âèäå ñóììû äâóõ ïîëî-
æèòåëüíûõ ÷èñåë òàê, ÷òîáû èõ ïðîèçâåäåíèå áûëî íàèáîëüøèì.
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2.8. Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë

Óïðàæíåíèå 2.24. Èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è ñâîéñòâà
íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, âû÷èñëèòü èíòåãðàëû, ñâåäÿ èõ ê òàáëè÷íûì:

1)
w (2 3

√
x− 3x2 − 4x

x2
+

2

x2 − 9
+ chx

)
dx;

2)
w √

x2 − 5− 2
√
x2 + 5√

x4 − 25
dx; 3)

w 3x+1 − 7x−2

10x
dx;

4)
w dx

9x2 + 25
; 5)

w (
x2 + 5

)3
dx; 6)

w
ctg2 x dx.

Óïðàæíåíèå 2.25. Ïîëüçóÿñü ìåòîäîì ïîäíåñåíèÿ ïîä çíàê äèôôå-
ðåíöèàëà, âû÷èñëèòü èíòåãðàëû:

1)
w dx

(3x+ 5)18
;

2)
w ex dx

2 + ex
;

3)
w x2 dx

x6 − 4
;

4)
w dx√

x2 + 6x+ 1
;

5)
w dx√

x+ 1−√
x
;

6)
w
sin2 5x dx;

7)
w
ctg 3x dx;

8)
w lnx dx

x
(
1− ln2 x

) ;

9)
w dx√

x (1 + x)
;

10)
w dx

cos(4x) + sin2(2x)
;

11)
w dx

sin2 x
√

1 + ctg2 x
;

12)
w earccosx − arcsinx√

1− x2
dx;

13)
w
e2x

2+lnx dx;

14)
w x2 − 1

x4 + 3x2 + 1
dx.

Óïðàæíåíèå 2.26. Ìåòîäîì çàìåíû ïåðåìåííîé âû÷èñëèòü èíòåãðà-
ëû:

1)
w ex

√
arctg ex

1 + e2x
dx;

2)
w sin 2x dx√

2 + cos2 x
;

3)
w x2√

x− 1
dx;

4)
w
x5
(
3 + 5x2

)8
dx;

5)
w dx

1 + 3
√
x+ 2

;

6)
w dx√

x+ 4
√
x
;

7)
w dx

x
√
1− x2

;

8)
w x dx

sin4(x2 + 8)
;

9)
w √

9− x2 dx;

10)
w 1 + ln x

5 + x lnx
dx.

Óïðàæíåíèå 2.27. Ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì âû÷èñëèòü èí-
òåãðàëû:
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1)
w
xe−3x dx;

2)
w
x lnx dx;

3)
w
arctg x dx;

4)
w
(x2 + 3x− 8) ln x dx;

5)
w arcsin

√
x√

1− x
dx;

6)
w x dx

cos2 x
.

Óïðàæíåíèå 2.28. Âûäåëèòü ïðàâèëüíóþ ÷àñòü íåïðàâèëüíîé ðàöèî-
íàëüíîé äðîáè:

1)
2x5 + 3x2 − x+ 8

x+ 3
; 2)

x5 − 1

x5 + 8
.

Óïðàæíåíèå 2.29. Çàïèñàòü âèä ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòåéøèå äðîáè, íå
íàõîäÿ êîýôôèöèåíòîâ, ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

1)
x− 2

(x− 3)(x+ 5)3
;

2)
x2 + x− 3

(x+ 7)2 (x2 + 2x+ 3)
;

3)
1

(x2 + 7) (x2 + 3x+ 12)2
.

Óïðàæíåíèå 2.30. Ðàçëîæèòü ïðàâèëüíûå äðîáè íà ïðîñòåéøèå:

1)
1

1 + x3
;

2)
2x2 − 5

x4 − 5x2 + 6
;

3)
1

x (4 + x2)2 (1 + x2)
;

4)
7x3 − 9

x4 − 5x3 + 6x2
.

Óïðàæíåíèå 2.31. Ïðîèíòåãðèðîâàòü ïðîñòåéøèå äðîáè:

1)
w 2 dx

x− 3
;

2)
w 7 dx

(3x+ 2)13
;

3)
w 6x+ 1

x2 + 3x+ 5
dx;

4)
w x

(x2 + x+ 7)2
dx.

Óïðàæíåíèå 2.32. Íàéòè

w x6 − 2x4 + 3x3 − 9x2 + 4

x5 − 5x3 + 4x
dx.

Óïðàæíåíèå 2.33. 1)
w
sin 2x cos2 2x dx;

2)
w
cos3 5x dx;

3)
w cosx√

5 + sin x
dx;

4)
w dx

cos2 x 3
√
tg2 x

;

5)
w 1− cosx

1 + cos x
dx;

6)
w
ctg 2x dx;

7)
w
ctg2 2x dx;

8)
w
ctg3 2x dx;

9)
w
ctg4 2x dx;
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10)
w
tg7 x dx;

11)
w
x sin 3x dx;

12)
w
cosx sh 8x dx.

Óïðàæíåíèå 2.34. Íàéòè èíòåãðàëû:

1)
w x+

3
√
x2 + 6

√
x

x (1− 3
√
x)

dx;

2)
w x+

√
1 + x

3
√
1 + x

dx;

3)
w
x 5

√
4 + x

4− x
dx.

Óïðàæíåíèå 2.35. Íàéòè èíòåãðàëû îò êâàäðàòè÷íûõ èððàöèîíàëü-
íîñòåé:

1)
w dx√

x2 − 4x− 7
;

2)
w (5x− 8) dx√

3− 2x− x2
;

3)
w dx

x
√
x2 + x+ 1

.

Óïðàæíåíèå 2.36. Íàéòè èíòåãðàëû, èñïîëüçóÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå
èëè ãèïåðáîëè÷åñêèå ïîäñòàíîâêè:

1)
w √

4− x2

x
dx;

2)
w √

4x2 + 12x+ 1 dx;

3)
w dx√

(5 + 2x+ x2)3
.

Óïðàæíåíèå 2.37. Íàéòè èíòåãðàëû îò äèôôåðåíöèàëüíîãî áèíîìà:

1)
w √

x
(
1 + 5

√
x
)3

dx;

2)
w 3
√

1 + 4
√
x√

x
dx;

3)
w 3

√
1 + x3

x2
dx.
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2.9. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

Óïðàæíåíèå 2.38. Âû÷èñëèòü ïî îïðåäåëåíèþ èíòåãðàë

4w

1

x3 dx,

ðàçáèâàÿ îòðåçîê [1,4]: à) íà ðàâíûå ÷àñòè; á) òî÷êàìè, îáðàçóþùèìè ãåîìåò-
ðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.

Äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ â êà÷åñòâå ζk ðàññìîòðåòü:
1) ïðàâûå êîíöû ÷àñòè÷íûõ îòðåçêîâ;
2) ëåâûå êîíöû ÷àñòè÷íûõ îòðåçêîâ;
3) ñåðåäèíû ÷àñòè÷íûõ îòðåçêîâ.

Óïðàæíåíèå 2.39. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Íüþòîíà � Ëåéáíèöà è ñâîé-
ñòâàìè èíòåãðàëà Ðèìàíà, âû÷èñëèòü:

1)
3w

−1

dx

(2 + 5x)4
;

2)
πw

0

sin
x

3
dx;

3)

π
4w

−π
4

tg x dx;

4)
3w

2

dx√
5 + 4x− x2

;

5)

√
2
πw

√
1
π

cos 1
x2

x3
dx;

6)

1
2w

0

2x+ arcsinx√
1− x2

dx;

7)
1w

−4

6
√

x2 + 6x+ 9 dx.

Óïðàæíåíèå 2.40. Ïîëüçóÿñü ìåòîäîì çàìåíû ïåðåìåííîé â îïðåäå-
ëåííîì èíòåãðàëå, âû÷èñëèòü:

1)
3w

0

x dx√
1 + x

;

2)
29w

3

3
√

(x− 2)2 dx

3 + 3
√

(x− 2)2
;

3)
3w

1

9− x2

x2
dx;

4)

√
10w

√
2

dx

x
√
x2 − 1

;

5)

π
2w

π
3

dx

sinx(1 + sin x)
;

6)
1w

0

ex dx√
9− e2x

;

7)

π
4w

0

dx

sin2 x+ 3 cos2 x
;

8)

π
2w

π
3

dx

sinx
.

Óïðàæíåíèå 2.41. Ïîëüçóÿñü ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì â
îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå, âû÷èñëèòü:
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1)

π
4w

0

x sin 3x dx;

2)

√
3w

0

arctg x dx;

3)
1w

0

x tg2 x dx;

4)

π
4w

0

ex cosx dx;

5)
1w

0

arcsinx√
1 + x

dx;

6)
1/2w

0

arccos
√
x dx.
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2.10. Ïðèëîæåíèÿ îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

Óïðàæíåíèå 2.42. Âû÷èñëèòü äëèíû äóã êðèâûõ:
1) y = − ln

(
x2 − 1

)
, x ∈ [3, 6];

2) y = e
x
2 + e−

x
2 + 5, x ∈ [0, 1];

3) y = 1 + arcsin ex, x ∈ [− ln 5,− ln 3];

4) y =
√
x− x2 + arccos

√
1− x, x ∈

[
3

10
,
9

10

]
.

Óïðàæíåíèå 2.43. Èçîáðàçèòü îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ äàííûìè êðè-
âûìè, è íàéòè åå ïëîùàäü:

1) y = x− 2x2, y = 2x;

2) y = x+
π

2
, y =

1

2
cosx, x = 0;

3) y = cos2 x, y = 0, y =
1

2
;

4) y = 2e2x, y = x+ 25, x = −2, x = 3.

Óïðàæíåíèå 2.44. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êðèâû-
ìè, çàäàííûìè ïàðàìåòðè÷åñêè:

1) x = sh t+ 1, y = 2 th t, t ∈ [1, 3];
2) x = a cos3 t, y = b sin3 t, a > 0, b > 0, t ∈ [0,π] (y ⩾ 0);

3) x = t− cos t, y = 1 + sin t, t ∈
[
0,
π

3

]
(x ⩾ 0).

Óïðàæíåíèå 2.45. Íàéòè ïëîùàäü îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êðèâûìè,
çàäàííûìè óðàâíåíèÿìè â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ:

1) ρ2(φ) = 8 sin 2φ, φ ∈
[π
6
,
π

3

]
;

2) ρ(φ) = 5e
3φ
2 , φ ∈ [0, 4];

3) ρ(φ) = aφ3, φ ∈ [1, 2];

4) ρ(φ) =
1

cos
(
φ− π

6

) , φ ∈
[
0,
π

3

]
;

5) ρ(φ) = 4 cos 5φ, ρ = 2.

Óïðàæíåíèå 2.46. Âû÷èñëèòü îáúåì òåëà, îãðàíè÷åííîãî ñëåäóþùè-
ìè ïîâåðõíîñòÿìè:

1)
x2

4
+ y2 − z2

9
= −4, z = 8;

2)
x2

2
+

y2

8
= 2, z = y, z = 1 (y ⩾ 0);

3) 2z = 2x2 + 5y2, z = 2;
4) x2 + y2 − z2 = 9, z = 0, z = 1;

5)
x2

9
+

y2

4
+

z2

16
= 1, z = 0, z = 1.
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2.11. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû

Óïðàæíåíèå 2.47. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë:

1)
2w

1

dx
3
√
(x− 2)2

;

2)
+∞w

5

x dx

1− x6
;

3)
+∞w

1

ln(x+ 1)

x
dx;

4)
e3w

1

dx

x
√
lnx

;

5)
+∞w

0

x2 dx

x6 + 1
;

6)
+∞w

−∞

dx

x2 + x− 2
.

Óïðàæíåíèå 2.48. Èññëåäîâàòü èíòåãðàë íà ñõîäèìîñòü (n ∈ N, α,β ∈ R):

1)
1w

0

lnx2 dx

1− x2
;

2)
+∞w

1
e

lnx dx
5
√
x

;

3)
1w

0

x2 dx√
1− x2

;

4)
+∞w

1

dx

2x+ 1
2

√
lnx

;

5)
+∞w

0

xαeβxx dx;

6)
+∞w

0

arctg x

1 + xn
dx;

7)
1w

0

dx√
x (e2x − e−2x)

;

8)
+∞w

0

√
x dx

1 + x2
.

Óïðàæíåíèå 2.49. Âû÷èñëèòü â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè:

1)
+∞w

−∞

x dx

x4 − 3x2 + 2
;

2)
1w

0

dx

1− 2x
;

3)
+∞w

−∞
arcctg x dx;

4)
+∞w

−∞

1 + 4x2

1 + 16x4
dx.

Óïðàæíåíèå 2.50. Èññëåäîâàòü íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû íà ñõîäè-
ìîñòü:

1)
+∞w

0

sinx

x2
dx;

2)
+∞w

0

sin
(
x+ x2

)

1 +
√
x−

√
ex

dx;

3)
+∞w

0

cos3 x

ex + lnx
dx;

4)
+∞w

1

tg

(
sinx

x2

)
dx.

Óïðàæíåíèå 2.51. Äîêàçàòü, ÷òî íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû ñõîäÿòñÿ
óñëîâíî:

1)
+∞w

1

sinx4 dx;
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2)
+∞w
π
2

sinx√
x2 + 4

dx;

3)
+∞w

1

e−
1
x2 sinx2√

x
dx;

4)
+∞w

π

sinx3 dx

3

√
x3 + x2 + 1

x2 +
1
x3

;

5)
+∞w

0

3
√
x cosx

x+ 1
dx;

6)
+∞w

1

sinx arctg x

x
dx.
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2.12. Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé

ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

Óïðàæíåíèå 2.52. Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà, äîêàçàòü:

1) lim
x→0
y→0

(x− y) cos
x

y
= 0;

2) lim
x→1
y→1

3− x+ y

2x− y + 1
= 2;

3) lim
x→∞
y→∞

x2 + y3

x4 + y4
= 0;

4) lim
x→1
y→0

5

(x− 1)3 − y
= ∞.

Óïðàæíåíèå 2.53. Âû÷èñëèòü äâîéíîé ïðåäåë ëèáî äîêàçàòü, ÷òî îí
íå ñóùåñòâóåò:

1) lim
x→∞
y→∞

x2 + y2

x4 + y4
;

2) lim
x→1
y→9

tg 2xy

x2y
;

3) lim
x→∞
y→∞

2x+ 3y

x2 + xy + y2
;

4) lim
x→∞
y→∞

(x+ y)e−(x2+y2);

5) lim
x→0
y→0

sin |x− y|√
x2 + y2

;

6) lim
x→0
y→0

(
x2 + y2

)|x|
;

7) lim
x→0
y→0

(x2 + y2)x
2y2; 8) lim

x→1
y→0

ln(x+ ey)√
x2 + y2

.

Óïðàæíåíèå 2.54. Íàéòè ïîâòîðíûå ïðåäåëû

lim
x→a

{lim
y→b

f(x, y)}, lim
y→b

{lim
x→a

f(x, y)},

åñëè:

1) f(x, y) =
x2 − y

x2 + y
, a = 0, b = 0;

2) f(x, y) =
a1x+ b1y

a2x+ b2y
, a = 0, b = 0;

3) f(x, y) = x+ y sin
1

x
, a = 0, b = 0;

4) f(x, y) = log1+x(1 + x+ y), a = 0, b = 0;

5) f(x, y) = tg
π(x− y)

6x+ 4y
, a = ∞, b = ∞.
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2.13. Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå

ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

Óïðàæíåíèå 2.55. Èññëåäîâàòü íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè:
1) f(x, y) = 3

√
x2y2;

2) f(x, y) =





x3 + y3

|x|+ |y| , åñëè x ̸= 0, y ̸= 0,

0, åñëè x = 0, y = 0;

3) f(x) = |x| 23 , x ∈ Rd.

Óïðàæíåíèå 2.56. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è âûïèñàòü ïîëíûé
äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè:

1) z = x4 cos2 y − y4 sin3 x5;
2) z = sin(xy) · sec(x+ y);

3) z = arccos
x2 + y2

x+ y
;

4) z = (x+ y) ln(x+ y);
5) z = e

y
x ;

6) u =
x√

y2 + z2
;

7) u = z
x
y ;

8) f =
d∑

i,j=1

aij
xi
xj

, aij ∈ R.

Óïðàæíåíèå 2.57. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ ôóíêöèè:
1) f(x, y) = ln(ex + ey) â íàïðàâëåíèè, ïàðàëëåëüíîì áèññåêòðèñå óãëà

ìåæäó îñÿìè êîîðäèíàò, â òî÷êå (1, 1);
2) f(x, y) =

√
x3 + y3 â òî÷êå (−1,−1) ïî íàïðàâëåíèþ ê òî÷êå (1, 1);

3) f(x, y, z) = (x + y)(y + z)(z + x) â òî÷êå (1, 1, 1) â íàïðàâëåíèè
(cosα, cosβ, cosγ).

Óïðàæíåíèå 2.58. Íàéòè íàïðàâëåíèå ìàêñèìàëüíîãî âîçðàñòàíèÿ
ôóíêöèè â òî÷êå, à òàêæå íàèáîëüøåå èç çíà÷åíèé ïðîèçâîäíûõ ïî ðàçíûì
íàïðàâëåíèÿì:

1) f(x, y, z) =
1

x2 + y2 + z2
â òî÷êå (1, 1, 1);

2) f(x, y) = xy + xy â òî÷êå (1,−1).

Óïðàæíåíèå 2.59. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè

f(x, y) = 1−
(
x2

a2
+

y2

b2

)

â òî÷êå

(
a√
2
,
b√
2

)
ïî íàïðàâëåíèþ âíóòðåííåé íîðìàëè â ýòîé òî÷êå ê êðè-

âîé:
x2

a2
+

y2

b2
= 1.

Óïðàæíåíèå 2.60. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû
ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà:
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1) z =
xy

x− y
;

2) u = xxyz;

3) z =
x

y
exy;

4) u = ctg xyz;
5) z = x log3(x+ y);
6) z = x3 cos2 y + y3 cos2 x.

Óïðàæíåíèå 2.61. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåí-
íûõ:

1) f(x, y) = (x− 3)2 + (y − 2)2;
2) f(x, y) = (x− 3)2 − (y − 2)2;
3) f(x, y) = x2y3(6− x− y);
4) f(x, y) = x3 + y3 − 3xy;

5) f(x, y) = xy +
50

x
+

20

y
ïðè x, y > 0;

6) f(x, y) = x− 2y + ln
√

x2 + y2 + 3arctg
y

x
;

7) f(x, y) = xy ln(x2 + y2);
8) f(x, y) = sinx+ sin y − cos(x− y) ïðè x, y ∈ (0,π).
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2.14. Äèôôåðåíöèðóåìûå âåêòîðíûå

ôóíêöèè

Óïðàæíåíèå 2.62. Âû÷èñëèòü ìàòðèöó ßêîáè è ÿêîáèàí:
1) ñèñòåìû ôóíêöèé





f1 = sinx+ cos y + z,

f2 = cosx+ sin y − z,

f3 = arctg z;

2) ñèñòåìû ôóíêöèé 



f1 =
n∑

i=1

xi,

f2 =
n∑

i=1

x2i ,

. . .

fn =
n∑

i=1

xni .

Óïðàæíåíèå 2.63. Âû÷èñëèòü ïåðâûé è âòîðîé äèôôåðåíöèàëû
ñëîæíûõ ôóíêöèé:

1) z = ex
2−y2, x = cos t, y = sin t;

2) z = x3 − axy + y3, x = t2, y = t sin t;
3) u = xy + yz + zx, x = sin t, y = ln t, z = et;
4) u = f(x, y, z), x = arctg t, y = t, z = t2;
5) u = f (sinx+ cos y);
6) u = ln f(ξ,η), ξ = x, η = x+ y.

Óïðàæíåíèå 2.64. Óðàâíåíèå ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè èìååò ðåøåíèå
(x0, y0). Óñòàíîâèòü, îïðåäåëÿåò ëè ýòî óðàâíåíèå îäíîçíà÷íóþ íåÿâíóþ
ôóíêöèþ y = y(x) â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = x0 è, åñëè äà, íàéòè y′(x) è
y′(x0):

1) arctg
y

x
= x− y, (x0, y0) =

(π
4
,
π

4

)
;

2) x2 − xy + 2y2 + x− y = 1, (x0, y0) = (0, 1);
3) y3 + 3x2y + 2xy2 − 4x− 6y = 0, (x0, y0) = (−1, 1);
4) x3 − y3 + 8x2y + 6xy2 = 14, (x0, y0) = (1, 1).
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2.15. ×èñëîâûå ðÿäû

Óïðàæíåíèå 2.65. Èññëåäîâàòü ïî îïðåäåëåíèþ ñõîäèìîñòü ñëåäóþ-
ùèõ ðÿäîâ. Äëÿ ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ íàéòè èõ ñóììû:

1)
∞∑

k=1

(√
k + 2− 2

√
k + 1 +

√
k
)
;

2)
∞∑

k=1

5

3k−1
;

3)
∞∑

k=1

(−1)k−1
( e
π

)k
;

4)
∞∑

k=1

(2k − 1);

5)
∞∑

k=1

10k

11k
;

6)
∞∑

k=1

1

(k + 1)(k + 2)
;

7)
∞∑

k=1

1

k(k + 1)(k + 2)
;

8)
∞∑

k=1

1

9k2 − 3k − 2
;

9)
∞∑

k=1

1
10k
√
1000

;

10)
∞∑

k=1

k

1 + 2 + . . .+ k
.
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Óïðàæíåíèå 2.66. Ïðîâåðèòü íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ðÿäà
è óêàçàòü ðÿäû, êîòîðûå çàâåäîìî ðàñõîäÿòñÿ:

1)
∞∑

k=1

k2 + 8

3k2 + 4
;

2)
∞∑

k=1

ln
k + 2

k + 3
;

3)
∞∑

k=1

(1 + 1/k)k
2

ek
;

4)
∞∑

k=1

sin
1

k
;

5)
∞∑

k=1

k sin
1

k
;

6)
∞∑

k=1

k
√
0, 03;

7)
∞∑

k=1

(
k + 1

k − 1

)k

;

8)
∞∑

k=1

k arctg
1

2k + 1
;

9)
∞∑

k=1

ek

k10
;

10)
∞∑

k=1

(k2 + 2) ln
k2 + 1

k2
.

Óïðàæíåíèå 2.67. Óáåäèòüñÿ, ÷òî âûïîëíåí íåîáõîäèìûé ïðèçíàê
ñõîäèìîñòè ðÿäà. Äîêàçàòü, ÷òî ðÿä ðàñõîäÿùèéñÿ:

1)
∞∑

k=1

1√
k
; 2)

∞∑

k=1

k + 8

(k + 5) 3
√
k
.

Óïðàæíåíèå 2.68. Èñïîëüçóÿ ìàæîðàíòíûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ ïîëî-
æèòåëüíûõ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ, èññëåäîâàòü ðÿäû íà ñõîäèìîñòü:

1)
∞∑

k=1

2 + cos k

k
;

2)
∞∑

k=1

k

k3 + 2k + 5
;

3)
∞∑

k=1

1

ln(k + 1)
;

4)
∞∑

k=1

(
3 + 2(−1)k

)
(1 + sin2 k)

k
√
k

;

5)
∞∑

k=1

arctg k!

k(k + 2)(k + 3)
;

6)
∞∑

k=1

kk

(2k + 1)k
√
k + 1

;

7)
∞∑

k=1

k5(
√
2 + sin

√
k)

2k + k2
;

8)
∞∑

k=1

ln(k + 1)
4
√
k5

.

Óïðàæíåíèå 2.69. Ïîëüçóÿñü ïðèçíàêîì ñðàâíåíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ
÷èñëîâûõ ðÿäîâ â ïðåäåëüíîé ôîðìå, èññëåäîâàòü ðÿäû íà ñõîäèìîñòü:

1)
∞∑

k=1

k
√
k + 7√

k6 + 5k − 3
;

2)
∞∑

k=1

k4 sin
2π

(k + 1)3
;

3)
∞∑

k=1

1√
k
ln

k + 1

k
;

4)
∞∑

k=1

tg

(
k + 2

5k + 3

)k

;
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5)
∞∑

k=1

√
k + 1−

√
k − 1√

k + 3
;

6)
∞∑

k=1

(
2

1
k + 2−

1
k − 1

)
;

7)
∞∑

k=1

(
1− k sin

1

k

)α
;

8)
∞∑

k=1

(
k ln

2k + 1

2k − 1
− 1

)
;

9)
∞∑

k=1

(
1− 3

√
k − 1

k + 1

)α
;

10)
∞∑

k=1

(
2k
√
2k − 1).

Óïðàæíåíèå 2.70. Ïîëüçóÿñü ïðèçíàêàìè Äàëàìáåðà è Êîøè, èññëå-
äîâàòü ðÿäû íà ñõîäèìîñòü:

1)
∞∑

k=1

k!

kk
;

2)
∞∑

k=1

k2k(2k)!

52k(k!)4
;

3)
∞∑

k=1

(2k)!!

k!
arctg

1

5k
;

4)
∞∑

k=1

(
2k3 + k

3k3 − 1

)k2

;

5)
∞∑

k=1

k tg
π

2k+1
;

6)
∞∑

k=1

(2k + 3)

(
1− 1

k

)k2

.

Óïðàæíåíèå 2.71. Ïîëüçóÿñü èíòåãðàëüíûì ïðèçíàêîì, èññëåäîâàòü
ðÿäû íà ñõîäèìîñòü:

1)
∞∑

k=2

1

(ln k)ln k
;

2)
∞∑

k=1

1

kα
, α > 0;

3)
∞∑

k=2

1

ln(k!)
;

4)
∞∑

k=1

k ln(k2 + 1)√
k5 + 3k + 2

.

Óïðàæíåíèå 2.72. Èññëåäîâàòü ðÿäû íà ñõîäèìîñòü ñ ïîìîùüþ ïðè-
çíàêà Ãàóññà:

1)
∞∑

k=1

(
(2k + 1)!!

(2k + 2)!!

)α
, α ∈ R; 2)

∞∑

k=1

k!ek

kk+α
, α ∈ R;

3)
∞∑

k=1

(k + 1)!

β(β+ 1) . . . (β+ k)kα
, β > 0, α ∈ R.

Óïðàæíåíèå 2.73. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿäû:

1)
∞∑

k=1

(−1)k arctg
1√
k
;

2)
∞∑

k=1

(−1)k
√
k

k + 100
;

3)
∞∑

k=1

sin k
5
√
k
;

4)
∞∑

k=1

cos k

ek − k
cos

1

k
.

Óïðàæíåíèå 2.74. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäè-
ìîñòü ðÿäû:
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1)
∞∑

k=1

k sin k

e2k
;

2)
∞∑

k=1

(−1)k(k+1)2
k + k2

3k + k3
;

3)
∞∑

k=1

(−1)k
√
k

k + 1
tg

1√
k
;

4)
∞∑

k=1

(−1)k

ln k

(
1 +

1

k

)k

;

5)
∞∑

k=1

(
e

cos k√
k − cos

1

k

)
;

6)
∞∑

k=1

sin k2.
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2.16. Ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è

ðÿäû

Óïðàæíåíèå 2.75. Äîêàçàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè fn(x) íà ìíîæåñòâå D:

1)fn(x) =
n

x2 + n2
arctg

√
nx, D = [0, +∞);

2)fn(x) =
nx

1 + n3x2
, D = [1, +∞);

3)fn(x) = xn + x2n − 2x3n, D = [0, 1];

4)fn(x) =
n

x
ln
(
1 +

x

n

)
, D = (0, 10).

Óïðàæíåíèå 2.76. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) íà ìíîæå-
ñòâå D ñõîäèòñÿ íåðàâíîìåðíî:

1)fn(x) = sinn x, D = (0,π/2);

2)fn(x) =
nx

n+ xn
, D = (1,+∞);

3)fn(x) =

√
1 + x/n

x2
, D = (0, 1);

4)fn(x) =
arctg n2x

x
, D = (0, 1);

5)fn(x) =
√
n(
√
1 + nx−√

nx), D = (0, 1).

Óïðàæíåíèå 2.77. Äîêàçàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà íà ìíîæå-
ñòâå D ñ ïîìîùüþ ïðèçíàêà Âåéåðøòðàññà:

1)
∑∞

k=1

arctg kx

x4 + k 3
√
k
, D = R;

2)
∑∞

k=1 sin
1

kx
ln

(
1 +

x√
k

)
, D = (0, +∞);

3)
∑∞

k=1 arctg
x

x2 + k3
, D = R.

Óïðàæíåíèå 2.78. Äîêàçàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà íà ìíîæå-
ñòâå D ñ ïîìîùüþ ïðèçíàêîâ Àáåëÿ è Äèðèõëå:

1)
∑∞

k=1

sin kx sinx
3
√

k −
√
k
, D = [0, +∞);

2)
∑∞

k=1(−1)k
ln kx

kx
·
(
1− 1

2k2 + 3

)
, D = [1, +∞).

Óïðàæíåíèå 2.79. Èññëåäîâàòü ñóììó ðÿäà íà íåïðåðûâíîñòü:

1)
∑∞

n=1

(
x+

1

n

)n

; 2)
∑∞

n=1

1

x
· 2−n lnx; 3)

∑∞
n=1

cosnx

en2x2 .
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Óïðàæíåíèå 2.80. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà ìíîæå-
ñòâå R, è âû÷èñëèòü èíòåãðàë I:

f(x) =
∞∑

n=1

1

n2(n+ 1)2 + x2
, I =

+∞w

0

f(x)dx.

Óïðàæíåíèå 2.81. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ f(x) íà äèôôåðåíöèðóå-
ìîñòü:

1)f(x) =
∑∞

n=1

(−1)n√
n+

√
x
; 2)f(x) =

∑∞
n=1

cosnx

n5/2
.
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2.17. Ñòåïåííûå ðÿäû

Óïðàæíåíèå 2.82. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà:

1)
∑∞

k=1

k2

k!
(x+ 1)k;

2)
∑∞

k=1

(
x√
k

)k

;

3)
∑∞

k=1 sin
k2

2k
xk;

4)
∑∞

k=1

1

k!

(
kx

e

)k

;

5)
∑∞

k=1

4k + 3k

1 + (−2)k
(x− 1)k;

6)
∑∞

k=1

(−1)k(x+ 3)k

2k + 1
;

7)
∑∞

k=1

(
k

1
k − 1

)
(x+ π)k;

8)
∑∞

k=1

(2k)!!

(2k + 1)!!
xk.

Óïðàæíåíèå 2.83. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà:

1)
∑∞

k=1(−1)k+1 lnk x

3k(k + 1)
;

2)
∑∞

k=1

33k(k!)3

(3k)!
tgk x;

3)
∑∞

k=1

(
(−1)k + 1

)k
sink x;

4)
∑∞

k=1

1

k2 + 1

(
x

1 + x

)k

.

Óïðàæíåíèå 2.84. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì
x− x0 è óêàçàòü ðàäèóñ ñõîäèìîñòè:

1)f(x) =
x2 − 1

3 + x
, x0 = −1;

2)f(x) =
1

(x2 − 6x+ 18)2
, x0 = 3;

3)f(x) = (2x+ 1) sinx sin(x+ 1), x0 = −1

2
;

4)f(x) = ln
x2 − 2x+ 3

2− x
, x0 = 1.
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2.18. Ðÿäû Ôóðüå

Óïðàæíåíèå 2.85. Ïîñòðîèòü ðÿäû Ôóðüå è èçîáðàçèòü ãðàôèêè èõ
ñóìì äëÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

1) f(x) = x+ 1, x ∈ [−π,π];

2) f(x) =

{
1, x ∈ [−π, 0),
2, x ∈ [0,π);

3) f(x) =

{
−x, x ∈ [−π, 0),
2x, x ∈ [0,π);

4) f(x) = x2, x ∈ [0, 2π].

Óïðàæíåíèå 2.86. Ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå â óêàçàííûõ ïðîìåæóòêàõ
ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

1) f(x) = x, x ∈ [−π,π];
2) f(x) = |x|, x ∈ [−π,π];
3) f(x) = x cosx, x ∈ [−π,π];
4) f(x) = (x+ 1) cosx, x ∈ [−π,π].
Óïðàæíåíèå 2.87. Ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå â îòðåçêå [0,π]: a) ïî êîñè-

íóñàì êðàòíûõ äóã; á) ïî ñèíóñàì êðàòíûõ äóã ñëåäóþùèå ôóíêöèè:
1) f(x) = x2;

2) f(x) =

{
x, x ∈ [0,π/2] ,

π− x, x ∈ [π/2,π] ;
3) f(x) = cos x.

Óïðàæíåíèå 2.88. Íàéòè ñóììó ðÿäà:

1)
∞∑

k=1

1

k2
; 2)

∞∑

k=1

(−1)k+1

k2
; 3)

∞∑

k=1

1

(2k − 1)2
.

Óïðàæíåíèå 2.89. 1) f(x) = 2− x, x ∈ [0, 4], T = 4;

2) f(x) =

{
−x, x ∈ [−1, 1],
0, x ∈ [−2,−1) ∪ (−1, 2),

T = 4;

3) f(x) = | cosx|, x ∈ R;
4) f(x) = x2, x ∈ [−1, 1];

5) f(x) = 5 + x− x2

2
, x ∈ [−1, 1];

6) f(x) = 10− x, x ∈ [−5, 15].

Óïðàæíåíèå 2.90. Ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå f(x) = x2, x ∈ [0, 2]:
1) åñëè T = 2 � ïåðèîä f ;
2) ïî ñèíóñàì, åñëè T = 2 � ïîëóïåðèîä f ;
3) ïî êîñèíóñàì, åñëè T = 2 � ïîëóïåðèîä f .
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. 3. ÐÀÇÄÅË ÊÎÍÒÐÎËß ÇÍÀÍÈÉ

3.1. Âîïðîñû äëÿ êîëëîêâèóìîâ

3.1.1. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îãðàíè÷åííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è åãî
ñâîéñòâà. Ïðåäåë è îïåðàöèè íàä ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè, ïðåäåëüíûé ïåðå-
õîä â íåðàâåíñòâàõ. Áåñêîíå÷íî ìàëûå è áåñêîíå÷íî áîëüøèå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè. Òåîðåìà î ñõîäèìîñòè ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. ×èñëî Ýé-
ëåðà. Ðàçëè÷íûå ôîðìû ïîëíîòû ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (ëåììà
Áîðåëÿ-Ëåáåãà î ïîêðûòèÿõ, ëåììà Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà, êðèòåðèé Êîøè
ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû îãðàíè÷åííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è èõ ñâîéñòâà.

3.1.2. Äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè

Çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå ê ïîíÿòèþ ïðîèçâîäíîé. Ïðîèçâîäíàÿ è äèôôåðåí-
öèðóåìîñòü. Äèôôåðåíöèàë. Ïðîèçâîäíûå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Ïðàâèëà
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ñâÿçü íåïðåðûâíîñòè è äèôôåðåíöèðóåìîñòè. Ñâÿçü
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñ îïåðàöèÿìè íàä ôóíêöèÿìè. Ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé
ôóíêöèè. Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Ýêñòðåìóìû ôóíêöèè. Ëåììà
Ôåðìà, îñíîâíûå òåîðåìû î äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèÿõ (òåîðåìû Ðîëëÿ,
Ëàãðàíæà è Êîøè). Ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ. Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòêàìè Ïå-
àíî, Ëàãðàíæà è Êîøè. Ðàçëîæåíèå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Ìîíîòîííîñòü
è çíàê ïðîèçâîäíîé. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà. Àëãîðèòì îòûñêàíèÿ
ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà. Âûïóêëûå ôóíêöèè è èõ ñâîéñòâà, óñëîâèÿ âûïóê-
ëîñòè. Âûïóêëîñòü ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Íåðàâåíñòâî Éåíñåíà è åãî ïðè-
ëîæåíèÿ.

3.1.3. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû

Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû è èõ ñâîéñòâà. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì è
çàìåíà ïåðåìåííîé â íåñîáñòâåííîì èíòåãðàëå. Ãëàâíîå çíà÷åíèå ïî Êîøè.
Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà. Àáñîëþòíàÿ è óñëîâ-
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íàÿ ñõîäèìîñòü. Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ îò ïîëîæèòåëüíûõ ôóíê-
öèé. Ïðèçíàêè Àáåëÿ è Äèðèõëå ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ.

3.1.4. Äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè ìíîãèõ

ïåðåìåííûõ

Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ èç Rd â R, ãèïåðïëîñêîñòü, îáùèé âèä ëèíåé-
íîãî îòîáðàæåíèÿ èç Rd â R. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü, ïðîèçâîäíàÿ è åå ñâîé-
ñòâà. Ôîðìóëà Ëàãðàíæà. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äèô-
ôåðåíöèðóåìîñòè. Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ, ãðàäèåíò, åãî ãåîìåòðè÷å-
ñêèé ñìûñë. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Òåîðåìà Øâàðöà. Ïî-
ëèíîì Òåéëîðà, ôîðìóëà Òåéëîðà. Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû è èõ ìàòðèöû. Çíà-
êîïîñòîÿííûå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû, êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà. Ëîêàëüíûå ýêñ-
òðåìóìû ôóíêöèè. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà, ñòàöèîíàðíûå òî÷êè
ôóíêöèè. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà.

3.1.5. Ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû

Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ðÿäîâ,
êðèòåðèé Êîøè. Òåîðåìà î ïåðåñòàíîâêå ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ. Ïðèçíàêè
Âåéåðøòðàññà, Àáåëÿ è Äèðèõëå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ. Íåïðåðûâ-
íîñòü, äèôôåðåíöèðóåìîñòü, èíòåãðèðóåìîñòü ñóììû ðÿäà. Òåîðåìà Äèíè.
Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà î ïðèáëèæåíèè àëãåáðàè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè.

3.1.6. Èíòåãðàë Ðèìàíà â Rd

Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà Ðèìàíà íà ìíîæåñòâå, èçìåðèìîì ïî Æîðäàíó.
Íåîáõîäèìîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè. Êðèòåðèè èíòåãðèðóåìîñòè â òåðìè-
íàõ ñóìì Äàðáó. Êëàññû èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé. Êðèòåðèé Ëåáåãà. Ñâîé-
ñòâà èíòåãðàëà Ðèìàíà: èíòåãðèðóåìîñòü íà ïîäìíîæåñòâå, àääèòèâíîñòü, ëè-
íåéíîñòü, ìîíîòîííîñòü. Íåðàâåíñòâà äëÿ èíòåãðàëà. Ìåðà äåêàðòîâà ïðîèç-
âåäåíèÿ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ. Òåîðåìà îá èíòåãðàëå ïî äåêàðòîâîìó ïðîèç-
âåäåíèþ ìíîæåñòâ (òåîðåìà Ôóáèíè) è åå ñëåäñòâèÿ.
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3.2. Âîïðîñû ê ýêçàìåíó

1 ñåìåñòð

1. Âûñêàçûâàíèÿ. Êâàíòîðû îáùíîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ.
2. Ìíîæåñòâà è îïåðàöèè íàä íèìè.
3. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ.
4. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ. Ïîíÿòèå îòîáðàæåíèÿ (ôóíêöèè).
5. Ñþðúåêöèÿ, èíúåêöèÿ, áèåêöèÿ.
6. Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå.
7. Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ðåôëåêñèâíîñòè, ñèììåòðè÷íîñòè, òðàí-

çèòèâíîñòè.
8. Àêñèîìàòèêà è ìîäåëè ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
9. Âàæíåéøèå ïîäìíîæåñòâà.
10. Ãðàíèöû ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ.
11. Îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà.
12. Òî÷íûå ãðàíèöû ìíîæåñòâà.
13. Òåîðåìà Äåäåêèíäà.
14. Ïðèíöèï Àðõèìåäà.
15. Ïîçèöèîííûå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ.
16. Ïîíÿòèå î ìîùíîñòè ìíîæåñòâà, îñíîâíûå ìîùíîñòè.
17. Òåîðåìà Êàíòîðà î íåñ÷åòíîñòè êîíòèíóóìà.
18. Îãðàíè÷åííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
19. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è åãî ñâîéñòâà.
20. Ïðåäåë è îïåðàöèè íàä ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè, ïðåäåëüíûé ïåðåõîä

â íåðàâåíñòâàõ.
21. Áåñêîíå÷íî ìàëûå è áåñêîíå÷íî áîëüøèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
22. Òåîðåìà î ñõîäèìîñòè ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
23. ×èñëî Ýéëåðà.
24. Ðàçëè÷íûå ôîðìû ïîëíîòû ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (ëåììà

Áîðåëÿ-Ëåáåãà î ïîêðûòèÿõ, ëåììà Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà, êðèòåðèé Êîøè
ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

25. Âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è èõ
ñâîéñòâà.

26. Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Êîøè è ïî Ãåéíå.
27. Îáùèå ñâîéñòâà ïðåäåëà ôóíêöèè.
28. Ïðåäåë è îïåðàöèè íàä ôóíêöèÿìè.
29. Ïðåäåë ôóíêöèè è íåðàâåíñòâà.
30. Çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû.
31. Ïðåäåëû íà áåñêîíå÷íîñòè è áåñêîíå÷íûå ïðåäåëû.
32. Ñèìâîëû Õàðäè è Ëàíäàó.
33. Êðèòåðèé Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè.
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34. Ìîíîòîííûå ôóíêöèè. Ñóùåñòâîâàíèå îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ ó ìî-
íîòîííîé ôóíêöèè.

35. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè â òî÷êå.
36. Ëîêàëüíûå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé (îãðàíè÷åííîñòü, ñîõðà-

íåíèå çíàêà) è àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè.
37. Íåïðåðûâíîñòü êîìïîçèöèè.
38. Òåîðåìû Âåéåðøòðàññà è òåîðåìû Áîëüöàíî-Êîøè.
39. Òåîðåìà î íåïðåðûâíîì îáðàçå îòðåçêà.
40. Ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü, òåîðåìà Êàíòîðà.
41. Êîëåáàíèå ôóíêöèè.
42. Êðèòåðèé ãëîáàëüíîé íåïðåðûâíîñòè ìîíîòîííîé ôóíêöèè è êðèòå-

ðèé âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè.
43. Êëàññèôèêàöèÿ ðàçðûâîâ ôóíêöèè. Òåîðåìà î ìíîæåñòâå òî÷åê ðàç-

ðûâà ìîíîòîííîé ôóíêöèè.
44. Íåïðåðûâíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé è çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû.
45. Çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå ê ïîíÿòèþ ïðîèçâîäíîé.
46. Ïðîèçâîäíàÿ è äèôôåðåíöèðóåìîñòü. Äèôôåðåíöèàë.
47. Ïðîèçâîäíûå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.
48. Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.
49. Ñâÿçü íåïðåðûâíîñòè è äèôôåðåíöèðóåìîñòè.
50. Ñâÿçü äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñ îïåðàöèÿìè íàä ôóíêöèÿìè.
51. Ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé ôóíêöèè.
52. Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ.
53. Ýêñòðåìóìû ôóíêöèè.
54. Ëåììà Ôåðìà, îñíîâíûå òåîðåìû î äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèÿõ

(òåîðåìû Ðîëëÿ, Ëàãðàíæà è Êîøè).
55. Ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ.
56. Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòêàìè Ïåàíî, Ëàãðàíæà è Êîøè.
57. Ðàçëîæåíèå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.
58. Ìîíîòîííîñòü è çíàê ïðîèçâîäíîé.
59. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà. Àëãîðèòì îòûñêàíèÿ ãëîáàëüíîãî

ýêñòðåìóìà.
60. Âûïóêëûå ôóíêöèè è èõ ñâîéñòâà, óñëîâèÿ âûïóêëîñòè.
61. Âûïóêëîñòü ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Íåðàâåíñòâî Éåíñåíà è åãî ïðè-

ëîæåíèÿ.
62. Ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè, íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë è åãî ñâîéñòâà.
63. Òàáëèöà íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.
64. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì è çàìåíà ïåðåìåííîé.

2 ñåìåñòð

1. Èíòåãðèðîâàíèå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé.
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2. Èíòåãðèðîâàíèå íåêîòîðûõ èððàöèîíàëüíîñòåé.
3. Ïðèìåðû çàäà÷, ïðèâîäÿùèõ ê ïîíÿòèþ èíòåãðàëà.
4. Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà Ðèìàíà.
5. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè.
6. Êðèòåðèè èíòåãðèðóåìîñòè â òåðìèíàõ ñóìì Äàðáó.
7. Êëàññû èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé.
8. Ñâîéñòâà îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.
9. Òåîðåìû î ñðåäíåì çíà÷åíèè.
10. Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà.
11. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì è çàìåíà ïåðåìåííîé â îïðåäåëåííîì èí-

òåãðàëå.
12. Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòêîì â âèäå èíòåãðàëà.
13. Äëèíà ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé.
14. Ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè.
15. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ.
16. Îáúåì òåëà âðàùåíèÿ.
17. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû è èõ ñâîéñòâà.
18. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì è çàìåíà ïåðåìåííîé â íåñîáñòâåííîì èí-

òåãðàëå.
19. Ãëàâíîå çíà÷åíèå ïî Êîøè.
20. Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà.
21. Àáñîëþòíàÿ è óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ.
22. Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ îò ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèé.
23. Ïðèçíàêè Àáåëÿ è Äèðèõëå ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ.
24. Ìåòðèêà, øàðû, îòêðûòûå ìíîæåñòâà.
25. Âíóòðåííèå òî÷êè ìíîæåñòâà, âíóòðåííîñòü.
26. Ïðåäåëüíûå è èçîëèðîâàííûå òî÷êè ìíîæåñòâà.
27. Çàìêíóòûå ìíîæåñòâà, çàìûêàíèå, ãðàíèöà.
28. Òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè îòêðûòûõ è çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.
29. Êîìïàêòíûå è ñâÿçíûå ìíîæåñòâà.
30. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ôóíêöèè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.
31. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.
32. Ãëîáàëüíûé êðèòåðèé íåïðåðûâíîñòè.
33. Îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà.
34. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè, ïîëíîòà ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.
35. Çàìêíóòûå øàðû, òåîðåìà Êàíòîðà î âëîæåííûõ çàìêíóòûõ øàðàõ.
36. Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî: ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è åãî ñâîéñòâà,

íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà, íîðìà, êîîðäèíàòíàÿ ñõîäèìîñòü,
ïîëíîòà, âàæíåéøèå ïîäìíîæåñòâà. Òåîðåìà Ãåéíå-Áîðåëÿ.

37. Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ.
38. Òåîðåìû î íåïðåðûâíîì îáðàçå êîìïàêòà è ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà.
39. Ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.
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40. Òåîðåìà Êàíòîðà î ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè.
41. Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ èç ?d â ?, ãèïåðïëîñêîñòü, îáùèé âèä ëèíåé-

íîãî îòîáðàæåíèÿ.
42. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü, ïðîèçâîäíàÿ è åå ñâîéñòâà.
43. Ôîðìóëà Ëàãðàíæà.
44. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè.
45. Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ, ãðàäèåíò, åãî ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë.
46. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ.
47. Òåîðåìà Øâàðöà.
48. Ïîëèíîì Òåéëîðà, ôîðìóëà Òåéëîðà.
49. Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû è èõ ìàòðèöû.
50. Çíàêîïîñòîÿííûå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû, êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà.
51. Ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû ôóíêöèè.
52. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà, ñòàöèîíàðíûå òî÷êè

ôóíêöèè.
53. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.
54. Âåêòîðíûå ôóíêöèè, êîìïîíåíòû.
55. Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèé èç Rn â Rm.
56. Äèôôåðåíöèðóåìûå âåêòîðíûå ôóíêöèè.
57. Ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîé è ñâÿçü ñ ïðîèçâîäíûìè êîìïîíåíò.
58. Ìàòðèöà ßêîáè.
59. Ïðîèçâîäíàÿ êîìïîçèöèè.
60. Ãîìåîìîðôèçì.
61. Òåîðåìà Áðàóåðà.
62. Òåîðåìà îá îáðàòíîé ôóíêöèè.
63. Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè.
64. Ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ íåÿâíîé ôóíêöèè.
65. Ðÿä, ñëàãàåìûå ðÿäà, ÷àñòíûå ñóììû.
66. Ñõîäÿùèåñÿ è ðàñõîäÿùèåñÿ ðÿäû, ñóììà ðÿäà.
67. Îñòàòêè ðÿäà, ñâÿçü ñõîäèìîñòè îñòàòêîâ ñî ñõîäèìîñòüþ ðÿäà.
68. Îïåðàöèè íàä ñõîäÿùèìèñÿ ðÿäàìè.
69. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà.
70. Êðèòåðèé Êîøè.
71. Ïîëîæèòåëüíûå ðÿäû, êðèòåðèé ñõîäèìîñòè.
72. Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ è åãî ðàçëè÷íûå ôîðìû.
73. Ïðèçíàê Êîøè.
74. Òåîðåìà Êóììåðà.
75. Ïðèçíàêè Äàëàìáåðà, Ðààáå, Áåðòðàíà, Ãàóññà.
76. Èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê Êîøè.
77. Àáñîëþòíàÿ è óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü ÷èñëîâûõ ðÿäîâ.
78. Ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ.
79. Ïðèçíàêè Àáåëÿ è Äèðèõëå ñõîäèìîñòè ÷èñëîâûõ ðÿäîâ.
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80. Ðÿäû Ëåéáíèöà.
81. Àññîöèàòèâíîñòü è êîììóòàòèâíîñòü â òåîðèè ðÿäîâ.
82. Óìíîæåíèå ðÿäîâ, òåîðåìà Êîøè î ïðîèçâåäåíèè àáñîëþòíî ñõîäÿ-

ùèõñÿ ðÿäîâ.

3 ñåìåñòð

1. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ðÿ-
äîâ, êðèòåðèé Êîøè.

2. Òåîðåìà î ïåðåñòàíîâêå ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ.
3. Ïðèçíàêè Âåéåðøòðàññà, Àáåëÿ è Äèðèõëå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

ðÿäîâ.
4. Íåïðåðûâíîñòü, äèôôåðåíöèðóåìîñòü, èíòåãðèðóåìîñòü ñóììû ðÿäà.

Òåîðåìà Äèíè.
5. Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà î ïðèáëèæåíèè àëãåáðàè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè.
6. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ðÿäû Ôóðüå.
7. Èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ñóìì Ôóðüå.
8. Ëåììà Ðèìàíà-Ëåáåãà.
9. Ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè.
10. Óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå â òî÷êå.
11. Ïðèçíàê Äèíè-Ëèïøèöà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå.
12. Òåîðåìà Äèðèõëå-Æîðäàíà.
13. Ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ èíòåãðàëîâ ñ ïàðàìåòðîì.
14. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû îò ïàðàìåòðà: íåïðåðûâíîñòü, äèôôåðåí-

öèðóåìîñòü, èíòåãðèðóåìîñòü.
15. Èíòåãðàë âåðîÿòíîñòåé è èíòåãðàë Äèðèõëå.
16. Ãàììà- è áåòà-ôóíêöèè Ýéëåðà.
17. Ïîëîæèòåëüíàÿ îðèåíòàöèÿ ïëîñêîãî êîíòóðà.
18. Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà.
19. Ôîðìóëà Ãðèíà.
20. Îäíîñâÿçíûå îáëàñòè.
21. Âû÷èñëåíèå ïëîùàäåé ñ ïîìîùüþ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà.
22. Óñëîâèÿ íåçàâèñèìîñòè êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà îò ïóòè.
23. Ïîâåðõíîñòü, ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè.
24. Íîðìàëü è êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê ïîâåðõíîñòè, îðèåíòàöèÿ.
25. Ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà.
26. Ôîðìóëû Ñòîêñà è Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî.
27. Òåîðèÿ ïîëÿ.
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. 4. ÂÑÏÎÌÎÃÀÒÅËÜÍÛÉ ÐÀÇÄÅË

4.1. Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà

Îñíîâíàÿ

1. Çîðè÷, Â. À. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç : â 2 ÷. / Â. À. Çîðè÷. � Èçä.
10-å, èñïð. � Ìîñêâà : ÌÖÍÌÎ, 2020.

2.Êóäðÿâöåâ, Ë. Ä.Êðàòêèé êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ò.1. Äèôôå-
ðåíöèàëüíîå è èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèÿ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé. Ðÿäû :
Ó÷åáíèê. / Ë. Ä. Êóäðÿâöåâ � 5-å èçä., ïåðåðàá. � Ì.: ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2021. �
444 ñ.

3.Êóäðÿâöåâ, Ë. Ä.Êðàòêèé êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ò.2. Äèôôå-
ðåíöèàëüíîå è èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèÿ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Ãàð-
ìîíè÷åñêèé àíàëèç : Ó÷åáíèê. / Ë. Ä. Êóäðÿâöåâ � 4-å èçä., ïåðåðàá. è äîï.
� Ì.: ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2013. � 467 ñ.

4. Êðîòîâ, Â. Ã. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç : ó÷åá. ïîñîáèå äëÿ ñòóä. óâî
ïî ìàòåìàòè÷åñêèì ñïåö. / Â. Ã. Êðîòîâ ; ÁÃÓ. - Ìèíñê : ÁÃÓ, 2017. - 375 ñ.
� URL:http://elib.bsu.by/handle/123456789/191394.

5. Äåìèäîâè÷, Á. Ï. Ñáîðíèê çàäà÷ è óïðàæíåíèé ïî ìàòåìàòè÷å-
ñêîìó àíàëèçó : ó÷åáíîå ïîñîáèå [äëÿ ñòóäåíòîâ ôèçè÷åñêèõ è ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé âóçîâ] / Á. Ï. Äåìèäîâè÷. � Èçä. 24-å, ñòåð.
� Ñàíêò-Ïåòåðáóðã ; Ìîñêâà ; Êðàñíîäàð : Ëàíü, 2022. - 623 ñ. � URL:
https://reader.lanbook.com/book/332675.

6. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç. Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ : ó÷åáíîå ïîñîáèå äëÿ
ñòóäåíòîâ ó÷ðåæäåíèé âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ïî ìàòåìàòè÷åñêèì ñïåöèàëüíî-
ñòÿì : â 3 ÷. � Ìèíñê : Âûøýéøàÿ øêîëà, 2022. (Äëÿ ñòóäåíòîâ ó÷ðåæäåíèé
âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ). ×. 1 / [È. Ë. Âàñèëüåâ è äð.]. � 2022. � 293 ñ.

7. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç. Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ : ó÷åáíîå ïîñîáèå äëÿ
ñòóäåíòîâ ó÷ðåæäåíèé âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ïî ìàòåìàòè÷åñêèì ñïåöèàëüíî-
ñòÿì : â 3 ÷. � Ìèíñê : Âûøýéøàÿ øêîëà, 2023. (Äëÿ ñòóäåíòîâ ó÷ðåæäåíèé
âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ). ×. 2 / [Ñ. À. Áîíäàðåâ è äð.]. � 2023. � 355 ñ.

8. Áðîâêà, Í. Â. Ïðàêòèêóì ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó óïðàæíåíèÿ :
ó÷åáíîå ïîñîáèå : â 3 ÷. ×. 1 / Í. Â. Áðîâêà, À. Â. Ëÿöêàÿ, À. Ï. Êàðïîâà
� Ìèíñê : ÁÃÓ, 2023. � 455 ñ. � (Êëàññè÷åñêîå óíèâåðñèòåòñêîå èçäàíèå). �
URL:https://elib.bsu.by/handle/123456789/303294.
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Äîïîëíèòåëüíàÿ

1. Àðõèïîâ, Ã. È. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. / Ã. È. Àðõèïîâ,
Â. À. Ñàäîâíè÷èé, Â. Í. ×óáàðèêîâ. � Ì.: Âûñøàÿ øêîëà, 2000. � 695 ñ.

2. Íèêîëüñêèé, Ñ. Ì. Êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ò. 1, 2. / Ñ. Ì.
Íèêîëüñêèé. � Ì.: Íàóêà, 1990 è äðóãèå èçäàíèÿ.

3. Çâåðîâè÷, Ý. È. Âåùåñòâåííûé è êîìïëåêñíûé àíàëèç. Ò. 1�6. / Ý. È.
Çâåðîâè÷. � Ìèíñê: Âûøýéøàÿ øêîëà, 2008.

4. Ôèõòåíãîëüö, Ã. Ì. Êóðñ äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñ-
ëåíèÿ. Â 3-õ òîìàõ. / Ã. Ì. Ôèõòåíãîëüö. � Ì.: Íàóêà, 2001 è äðóãèå èçäàíèÿ.

5. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó / Ïîä ðåä. Ë. Ä. Êóäðÿâ-
öåâà, Ì.: Íàóêà, Ò. 1. � 1984, Ò. 2. � 1986, Ò. 3 � 1994 è äðóãèå èçäàíèÿ.

6. Èëüèí, Â. À. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç. / Â. À. Èëüèí, Â. À. Ñàäîâíè-
÷èé, Á. Õ. Ñåíäîâ. � Ì.: Íàóêà, 1985 è äðóãèå èçäàíèÿ.

7. Òåð-Êðèêîðîâ, À. Ì. Êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. / À. Ì. Òåð-
Êðèêîðîâ, È. È. Øàáóíèí. � Ì.: Íàóêà, 1988.

8. Ðóäèí, Ó. Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. / Ó. Ðóäèí. � Ì.: Ìèð,
1976 è äðóãèå èçäàíèÿ.

9. Ïîëèà, Ã. Çàäà÷è è òåîðåìû èç àíàëèçà. Ò. 1, 2. / Ã. Ïîëèà, Ã. Ñåãå. �
Ì.: Íàóêà, 1978.

10. Ãåëáàóì, Á. Êîíòðïðèìåðû â àíàëèçå. / Á. Ãåëáàóì, Äæ. Îëìñòåä. �
Ì.: Ìèð, 1967.

4.2. Ýëåêòðîííûå ðåñóðñû

1. Ýëåêòðîííàÿ áèáëèîòåêà ÁÃÓ [Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ]. � Ðåæèì äîñòó-
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