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Íà îñíîâå ïîëó÷åííîãî ïóòè ìîæíî âû÷èñëèòü äóãîâûå ïîòîêè â ãðàôå, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ðåøåíèþ çàäà÷è ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè ñðåäè ïóòåé ìàêñèìàëüíîé øè-
ðèíû èç íà÷àëüíîãî óçëà s â êîíå÷íûé óçåë t. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ ïîëîæèòü ïîòî-
êè ïî äóãàì, ïðèíàäëåæàùèì íàéäåííîìó ïóòè, ðàâíûìè åäèíèöå, à ïîòîêè ïî âñåì
îñòàëüíûì äóãàì � ðàâíûìè íóëþ.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ñðåäè âñåõ ïóòåé ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè
(êðàò÷àéøèõ ïóòåé) èç óçëà s â äîñòèæèìûé óçåë t ãðàôà G ïóòåé ìàêñèìàëüíîé
øèðèíû îñíîâàí íà âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 2, ïðè ýòîì ñîðòèðîâêà çíà÷åíèé
øèðèíû êàæäîé äóãè îñóùåñòâëÿåòñÿ â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ. Ôîðìèðîâàíèå ìíîæåñòâ
äóã U i, i = 1, k, îñóùåñòâëÿåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êàæäîå ìíîæåñòâî áûëî
îïðåäåëåííîé øèðèíû.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è î êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ èç óçëà s ∈ I â äîñòèæèìûå
óçëû i ∈ I\{s} ãðàôà G = (I, U) èìååò ñëåäóþùèé âèä:∑

(i,j)∈U

ci,jxi,j → min,

∑

j∈I+
i (U)

xi,j −
∑

j∈I−i (U)

xj,i =

{
n− 1, i = s,
−1, i ∈ I\{s},

0 6 xi,j 6 n, (i, j) ∈ U, n = |I|, xi,j ∈ N,

ãäå I+
i (U) = {j ∈ I : (i, j) ∈ U}, I−i (U) = {j ∈ I : (j, i) ∈ U}.

Òåõíîëîãèè ïîñòðîåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç óçëà s â óçåë t è èç óçëà s âî âñå
äîñòèæèìûå óçëû ãðàôà, îñíîâàííûå íà áàçèñíîì ïîäõîäå, ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòå [2].
Ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïðåäñòàâëåí
â ðàáîòå [3].
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ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÈÍÖÈÏÛ,
ËÅÆÀÙÈÅ Â ÎÑÍÎÂÅ ÊÓÐÑÀ

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Í.ß. Ðàäûíî
Â êóðñå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èçó÷àåòñÿ øèðîêèé ñïåêòð íåïîñðåäñòâåí-

íî óðàâíåíèé è ìåòîäîâ èõ ðåøåíèÿ [1]. Ïðåäëàãàåì îçâó÷èòü ôóíäàìåíòàëüíûå
ïðèíöèïû, êîòîðûå çàëîæåíû êàê â óðàâíåíèÿõ, òàê è â ìåòîäàõ èõ ðåøåíèÿ, ñ
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öåëüþ îïðåäåëåíèÿ îòïðàâíûõ ìîìåíòîâ ìåòîäèêè ïðåïîäàâàíèÿ êóðñà äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé.

Êóðñ îòêðûâàåòñÿ ëèíåéíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ïåðâîãî ïîðÿä-
êà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ýòî óðàâíåíèÿ âèäà r′ = ar, x′(t) = ax(t) + f(t).
Îíè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòåéøèìè ìîäåëÿìè îñíîâíûõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé: ðàäèîàêòèâíî-
ãî ðàñïàäà, ïàäåíèÿ äàâëåíèÿ âîçäóõà â çàâèñèìîñòè îò âûñîòû íàä óðîâíåì ìîðÿ,
îñëàáëåíèå èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ ïðè ïðîõîæäåíèè åãî ÷åðåç ïîãëîùàþùóþ ñðå-
äó, òîê ðàçìûêàíèÿ, òðåíèå ðåìíåé, ïàäåíèå òåëà ñ âûñîòû.

Â îñíîâó èçó÷åíèÿ òàêîãî âèäà óðàâíåíèé ïîëîæåí ôóíäàìåíòàëüíûé ïðèíöèï èëè
ïîíÿòèå � ¾ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ¿.

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ n -îãî ïîðÿäêà ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, â îñíîâå � ¾ñóììà ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîãðåññèé¿.

Ñëåäóþùèå â ïðîãðàììå êóðñà � ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå âåêòîðíûå óðàâ-
íåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ~x ′ = A~x . Ìåòîä ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé
îñíîâàí íà âû÷èñëåíèè ýêñïîíåíòû ìàòðèöû. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíÿåòñÿ ¾òåîðåìà
Åâêëèäà î äåëåíèè ñ îñòàòêîì¿.

Îáîñíîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè çàäà÷èÊîøè y′ = f(x, y), y(x0) = y0

äà¼òñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ïèêàðà, ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðè-
áëèæåíèé. Áàçîâûé ïðèíöèï � ¾àëãîðèòì Åâêëèäà¿.

Ïåðåõîäèì ê óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà â íîðìàëüíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå
P (x, y)dx + Q(x, y)dy = 0.

Äàííîå óðàâíåíèå îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð (P, Q) îðòîãîíàëåí âåêòîðó (dx, dy). Âîïðî-
ñó îðòîãîíàëüíîñòè â êóðñå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òàêæå ïîñâÿùåíà çàäà-
÷à È.Áåðíóëëè (î ïîñòðîåíèè òðàåêòîðèé îðòîãîíàëüíûõ äàííîìó îäíîïàðàìåòðè-
÷åñêîìó ñåìåéñòâó ëèíèé). Êðîìå òîãî, â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà â ðàçäåëå
¾Ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî¿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîíÿòèå äèôôåðåíöèðóåìî-
ñòè ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî ôóíêöèÿ
êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî � ýòî òîò àïïàðàò, êîòîðûé äà¼ò äâà ñåìåéñòâà îðòîãî-
íàëüíûõ äðóã äðóãó òðàåêòîðèé [2]. Óêàçàííûå çàäà÷è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ïðàêòè÷åñêè ïðèìåíÿþòñÿ â ýëåêòðîñòàòèêå è ãèäðî-
àýðîäèíàìèêå. Âî âñåõ âûøåíàçâàííûõ çàäà÷àõ ïðîÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï � ¾ñèëîâûå è
ýêâèïîòåíöèàëüíûå ëèíèè¿.

Äàëåå â êóðñå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èçëàãàþòñÿ ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ
ãîëîìîðôíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ìåòîä ïîñòðîåíèÿ èõ ðåøåíèé ïðè ïîìîùè ñòå-
ïåííûõ ðÿäîâ. Â îñíîâó ðåøåíèÿ ïîëîæåí ïðèíöèï ¾òåîðåìà Åâêëèäà î äåëåíèè
ñ îñòàòêîì¿.

Ïðè èçó÷åíèè äâèæåíèÿ è óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ èñïîëüçóþò ñèñòåìû íåëèíåé-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ïåðâûå èíòåãðàëû (çàêîíû ñîõðàíåíèÿ). Â ýòîì
ñëó÷àå ïðèìåíÿåòñÿ ðÿä ïðèíöèïîâ: ¾îñíîâíîå ñâîéñòâî ïðîïîðöèé¿, ¾èíòåãðà-
ëû äâèæåíèÿ¿, ¾ñâåäåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ê ñèñòåìå
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé¿, ¾ñèëîâûå è ýêâèïîòåíöèàëüíûå ëèíèè¿.

Â çàêëþ÷åíèå êóðñà èçó÷àåòñÿ òåìà ¾Ëèíåéíûå è êâàçèëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñò-
íûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà¿, â îñíîâå êîòîðîé ëåæèò ïðèíöèï ¾îñíîâíîå
ñâîéñòâî ïðîïîðöèé¿.

Òàêèì îáðàçîì, èçó÷àÿ äèôôðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ, ñòó-
äåíòû ïðàêòèêóþòñÿ â èñïîëüçîâàíèè êëàññè÷åñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé è ïðèí-
öèïîâ: ¾ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ¿, ¾òåîðåìà Åâêëèäà î äåëåíèè ñ îñòàò-
êîì¿, ¾àëãîðèòì Åâêëèäà¿, ¾ñèëîâûå è ýêâèïîòåíöèàëüíûå ëèíèè¿,
¾îñíîâíîå ñâîéñòâî ïðîïîðöèé¿.



136 ¾ÅÐÓÃÈÍÑÊÈÅ ×ÒÅÍÈß�2022¿

Ëèòåðàòóðà

1. Ñòåïàíîâ Â.Â. Êóðñ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ìîñêâà, ÃÒÒÈ, Ôèçìàòëèò, 1950.
2. Ëàâðåíòüåâ Ì.À., Øàáàò Á.Â. Ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Ìîñêâà,

ÃÈÔÌË, 1958.

ÎÁ Ó×ÅÁÍÎÌ ÏÎÑÎÁÈÈ ÏÎ ÄÈÑÖÈÏËÈÍÅ
¾ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÀß ÃÅÎÌÅÒÐÈß¿ ÄËß ÑÒÓÄÅÍÒÎÂ

ÔÀÊÓËÜÒÅÒÀ ÏÐÈÊËÀÄÍÎÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ È ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÈ
ÁÃÓ

Ã.Ï. Ðàçìûñëîâè÷, À.Â. Ôèëèïöîâ

Ðîëü àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè â ñèñòåìå âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ âåñüìà çíà÷èòåëü-
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äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, êîìïüþòåðíîé ãðàôèêè è äð.

Â âñòóïèâøèõ â äåéñòâèå â 2021 ãîäó îáðàçîâàòåëüíûõ ñòàíäàðòàõ è òèïîâûõ ó÷åá-
íûõ ïëàíàõ ñïåöèàëüíîñòåé ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà¿, ¾Èíôîðìàòèêà¿, ¾Àêòóàðíàÿ
ìàòåìàòèêà¿ è íàïðàâëåíèé ñïåöèàëüíîñòåé ¾Ýêîíîìè÷åñêàÿ êèáåðíåòèêà (ìàòåìàòè-
÷åñêèå ìåòîäû è êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå)¿, ¾Êîìïüþòåðíàÿ áåçîïàñíîñòü (ìàòå-
ìàòè÷åñêèå ìåòîäû è ïðîãðàììíûå ñðåäñòâà)¿ èçó÷åíèå îñíîâ àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåò-
ðèè âûäåëåíî â ñàìîñòîÿòåëüíóþ äèñöèïëèíó. Â ñâÿçè ñ ýòèì àâòîðàìè ðàçðàáîòàíû
ó÷åáíûå ïðîãðàììû ïî äèñöèïëèíå ¾Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ¿ äëÿ óêàçàííûõ âûøå
ñïåöèàëüíîñòåé, à òàêæå îòâå÷àþùåå ýòèì ïðîãðàììàì ó÷åáíîå ïîñîáèå. Äàííîå ïîñî-
áèå îòðàæàåò ïðàêòèêó ïðîâåä¼ííûõ àâòîðàìè çàíÿòèé ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè
íà ôàêóëüòåòå ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè Áåëîðóññêîãî ãîñóäàðñòâåí-
íîãî óíèâåðñèòåòà. Îñíîâó äàííîãî èçäàíèÿ ñîñòàâëÿþò ó÷åáíûå ïîñîáèÿ [1, 2].

Ó÷åáíîå ïîñîáèå ¾Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ¿ ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Â ïåðâîé
÷àñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ïðÿìîé, ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå,
èçëîæåíà òåîðèÿ âåêòîðîâ. Âòîðàÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ àëãåáðàè÷åñêèõ ëèíèé
ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ íà ïëîñêîñòè, à òàêæå ïðÿìûõ, ïëîñêîñòåé è àëãåáðàè-
÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà â ïðîñòðàíñòâå. Â ïîñîáèè ââîäÿòñÿ îñíîâíûå
ïîíÿòèÿ àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è èõ ñâîéñòâà, ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû íàèáî-
ëåå âàæíûå óòâåðæäåíèÿ, èñïîëüçóþùèå ýòè ïîíÿòèÿ, à òàêæå ïðåäñòàâëåíî áîëüøîå
êîëè÷åñòâî ðèñóíêîâ, êîòîðûå ïîäòâåðæäàþò è èëëþñòðèðóþò îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ
àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè.
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